


Ausgezeichnet mit der Artur-Becker-Me-
daille in Gold

Herausgeber und Verlag:

Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Anschrift des Verlags:

Krausenstr. 50, PSF 1213, Berlin 1086
Anschrift der Redaktion:

PSF 14, Leipzig 7027

Redaktion:

Gabriele Liebau (Chefredakteur)
Redaktionskollegium: Prof. Dr. sc. techn.
G. Clemens (Leipzig); Oberlehrer Dr.
W. Fregin (Leipzig); Dozent Dr. rer. nat.
J. Gronitz (Karl-Marx-Stadt); Dozent
Dr. rer. nat. R. Hofmann (Leipzig); Natio-
nalpreistriger H. Késtner (Leipzig); Stu-
dienrat H.-J. Kerber (Neustrelitz); Oberleh-
rer Ing. K. Koch (Schmalkalden); Oberstu-
dienrat J. Lehmann, VLdV (Leipzig);
Oberlehrer Prof. Dr.sc.phil. H.Lohse (Leip-
zig); Oberlehrer H. Pitzold (Waren/Mii-
ritz); Dr.sc.rer. nat. E. Quaisser (Potsdam);
Dozent Dr. sc. nat. P. Schreiber (Greifs-
wald); Dozent Dr.sc.nat. E.Schroder (Dres-
den); Dr.rer. nat. W. Schmidt (Greifswald);
Oberstudienrat G. Schulze (Herzberg/El-
ster); Dr. rer. nat. W. Schulz (Berlin);
W. Triger (D&beln); Prof. Dr. sc. paed.
W. Walsch, VLAV (Halle); FDJ-Aktiv der
Sektion Mathematik der Karl-Marx-Univer-
sitdt Leipzig (Ltg. Dr. C.-P. Helmholz)
Veréffentlicht unter Lizenznummer 1545
des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der Deutschen Demokrati-
schen Republik

Erscheinungsweise: zweimonatlich, Einzel-
heft 0,50 M, im Abonnement zweimonat-
lich 0,50 M. Bestellungen werden in der
DDR von der Deutschen Post und dem
Buchhandel entgegengenommen. Der Be-
zug fiir 'die Bundesrepublik Deutschland
und Berlin (West) erfolgt iiber den Buch-
handel; fiir das sozialistische Ausland iiber
das jeweilige Postzeitungsvertriebsamt und
fiir alle iibrigen Lander iiber: Buchexport
Volkseigener AuBenhandelsbetrieb der
DDR. 7010 Leipzig, Leninstr. 16.

Fotos: St.Zopf, Leipzig, Eigenfotos (S.75);
de Laplace, Lithographie von Delpech
(8. 77); K. F. GauB, nach einem Pastelige-
milde von Chr. Aug. Schwarz 1803 (S.77);
aus Spafvogel, Kinderbuchverlag, P. Bauer
(S. 83); ADN-ZB/Hirndorf (S. 85); Redak-
tion practic, Berlin (III. U.-Seite)
Briefmarken: H. Riidiger, Berlin (S. 81);
P. Schreiber, Stralsund (S. 88)

Titelblatt: W. Fahr, Berlin, nach einer Vor-
lage: Byzantinisches Ornament
Typographie: H. Tracksdorf, Leipzig

SN
&

)

Gesamtherstellung: INTERDRUCK Graphi-
scher GroBbetrieb Leipzig, Betrieb der aus-
gezeichneten Qualitdtsarbeit, 111/18/97
Artikelnummer (EDV) 128

ISSN 0002-6395

RedaktionsschluB: 13. April 1987
Auslieferungstermin: 11. August 1987

aipha

Mathematische Schiilerzeitschrift

Inhalt

73  Wiirfeln ohne Wiirfel [9])
Dr. Dr. G. Maibaum/Dr. A. Plocki, Sektion Mathematik
der TU Dresden/Pid. Hochschule Krakow

74  Konstruktion einer Strecke ! = m mit Zirkel und Lineal [8]
Dipl.-Ing. M. Wilde, Leipzig

75 Mathematik-Studium in der Ungarischen Volksrepublik [5]
Dipl.-Math, St. Zopf, Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitit Leipzig

76  Der Vier-Quadrate-Satz, Teil 2 [9]
Dr. H. Pieper, Zentralinstitut fir Astrophysik der Akademie der Wissenschaften
der DDR

78 Mit und ohne Taschenrechner [7]
R. Bergmann, Débeln

80 Prismen, Prismen [6]
Dr. L. Flade/Dr. H. Knopf, Sektion Mathematik/Sektion Erziehungswissenschaf-
ten
der M.-Luther-Universitit Halle

81 Sprachecke [8]
H.Begander/R. Bergmann/J. Lehmann (alle Leipzig)
81 Wer hat die besseren Chancen? [5]
H.Riidiger, Werk fiir Fernsehelektronik Berlin
82  Teilbarkeitsregeln: Gewichtete Quersummen [6]
Dr.-Ing. J. Hoppe, Karl-Marx-Stadt
84  Arbeitsgemeinschaften im Blickpunkt
Mini-BASIC fiir alpha-Leser, Teil 6 [6]
Dr.L.Flade/Dr.M.Pruzina, Sektion Mathematik der M.-Luther-Universitét Halle
86 In freien Stunden - alpha-heiter [5]
Zusammenstellung: J. Lehmann, Leipzig
88  Evariste Galois [5]
Dr.P. Schreiber, Sektion Mathematik der E.-M.-Arndt-Universitit Greifswald
89 XXVII. Olympijade Junger Mathematiker der DDR [5]
Aufgaben der Schulolympiade

91 Losungen [5]

II1. U.-Seite: Taschenspiele(reien) [5]
aus practic 2/86

IV.U.-Seite: Sechs Aufgaben von Euklid von Alexandria
J.Lehmann, Leipzig/Th. Scholl, Berlin

1) bedeutet: Artikel bzw. Aufgaben geeignet ab der angegebenen Klassenstufe .



Wiirfeln
ohne Wiirfel

Vorbemerkung: Im folgenden Artikel
kommt der Begriff der Wahrscheinlichkeit
vor. Fiir das Verstindnis des Artikels ist es
wichtig zu wissen, daB die Wahrscheinlich-
keit eines zufilligen Ereignisses gleich ist
dem Quotienten aus der Anzahl der fiir das
Ereignis giinstigen Moglichkeiten und der
Gesamtanzahl der Moglichkeiten; dabei
mufl man natiirlich davon ausgehen kon-
nen, daB es nur endlich viele Moglichkei-
ten gibt und jede dieser Moglichkeiten die
gleiche Chance hat realisiert zu werden.
Die Formulierung auf gut Gliick, die wir
nachfolgend oft verwenden, bedeutet ge-
rade, daB allen Moglichkeiten die gleiche
Chance eingerdumt wird.

Mit einem Spielwiirfel, wie wir ihn alle
kennen, ist es moglich, Zufallszahlen zu
erzeugen. Man denkt dabei in erster Linie
natiirlich an die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6;
und wenn der Wiirfel gur ist, dann werden
diese Zahlen alle die gleiche Wahrschein-

lichkeit haben, nimlich l Dies duBert

6

sich in langen Reihen von Wiirfelexperi-
menten darin, daB die einzelnen Zahlen
als Augenzahlen ungefihr mit der gleichen
relativen Hiufigkeit auftreten. (Die relative
Hiufigkeit z. B. der Augenzahl 7 ist gleich
dem Quotienten aus der Anzahl der Wiirfe,
in denen die / auftrat und der Gesamtan-
zahl der Wiirfe.)

Nun gehen wir einmal davon aus, daB uns
kein Wiirfel zur Verfiigung steht und wir
dennoch solche Zufallszahlen erhalten wol-
len. Der einfachste Weg scheint darin zu
bestehen, da man — ohne zu wiirfeln —
eine Liste von Zahlen aufschreibt, die nur
die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 enthilt; diese
Liste méchte natiirlich so aussehen, als
wire sie durch Wiirfeln entstanden. Doch
die Sache ist gar nicht so einfach. Ein
Fachmarn auf dem Gebiet der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung kime leicht da-
hinter, ob eine ihm vorgelegte Liste echt ist
oder nicht. In einer Serie von Wiirfen mit
einemn Spielwiirfel stecken ndmlich — so
paradox dies auch klingen mag — viele Ge-
setzmiBigkeiten. Es ist daher ganz loh-
nenswert, einmal eine Liste z. B. von 216
(= 6% echten Wiirfelergebnissen und eine
solche Liste ohne Wiirfeln aufzuschreiben
und diese beiden Listen miteinander zu
vergleichen. Bei 216 Wiirfen mit einem
Spielwiirfel erwartet man jede der Augen-
zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 etwa 36mal; man
kann auch damit rechnen, daB insgesamt
etwa 36mal zwei gleiche Zahlen hinterein-

ander stehen (!) — und dies muB sich etwa
gleichmiBig auf die sechs Paare (1,1),
2,2), 3,3), 4, 4), (5,5) und (6, 6) vertei-
len. Und, um eine weitere GesetzmiBigkeit
anzudeuten, etwa 6mal werden in einer
echten Liste drei gleiche Zahlen hinterein-
ander stehen. Wiirde man allein dies alles
beim Aufschreiben einer Liste von
216 Augenzahlen — ohne zu wiirfeln — be-
riicksichtigen kdnnen?

Wir wollen uns hier mit Ersatzwiirfeln be-
schiftigen, d. h., wir wollen einige Zufalls-
experimente beschreiben, die 6 verschie-
dene Ausginge haben koénnen und die alle
die gleiche Wahrscheinlichkeit % besitzen.
Ersatzwiirfel 1: In einer Urne — so nennt
man iiblicherweise in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung einen Behdlter (Becher,
Topf), in den man Kugeln hineinlegen und
mischen kann — befinden sich fiinf weile
Kugeln und eine schwarze Kugel. Man ent-
nimmt auf gut Gliick eine Kugel. Ist diese
Kugel schwarz, so notiert man als Ver-
suchsausgang /; ist sie weiB, so entnimmt
man — ohne die gezogene Kugel zuriickzu-
legen — neuerlich auf gut Gliick eine Kugel.
Ist die an zweiter Stelle gezogene Kugel
schwarz, so notiert man als Versuchsaus-
gang 2; anderenfalls fahrt man in der be-
schriebenen Weise fort.

In Bild 1 haben wir fiir die jeweiligen Zie-
hungen die Wahrscheinlichkeiten der mog-
lichen Ergebnisse angegeben; die Wahr-
scheinlichkeit eines Weges ergibt sich dann
als Produkt der entsprechenden Wahr-

Wahrscheinlichkeit des Auftretens des Ver-
suchsausganges i bei dem oben beschriebe-
nen Zufallsexperiment mit p;, so erhalten
wir also

1
P1—6
s1_1
=g 5 ™%
541 1
S A
5431 1
=g 54376
54321 1
T 5432 6
34321 1
P54 32 T8

Somit handelt es sich bei diesem Zufalls-
experiment tatsichlich um einen Ersatz-
wiirfel.

Ersatzwiirfel 2: In einer Urne befinden sich
drei Kugeln, eine weile O, eine schwarze
@ und eine rote Kugel ¢. Man entnimmt
der Ume auf gut Gliick nacheinander zwei
Kugeln, wobei man die bei der ersten Ent-
nahme gezogene Kugel vor der zweiten Ku-
gelentnahme nicht zuriicklegt. Den sechs
moglichen Ergebnissen — vgl. Bild 2 - ord-
nen wir in eineindeutiger Weise die Zahlen
1,2,3,4,5 und 6 zu.

Fiir die Wahrscheinlichkeit des Auftretens
des Ergebnisses mit der Nummer i ergibt

sich — unabhingig von i — (i=1,2,...,,6)
1 1_1
3 2 6

Es liegt also auch bei diesem Zufallsexperi-
ment ein Ersatzwiirfel vor.
Ersatzwiirfel 3: In einer Urne befinden sich

scheinlichkeiten. Bezeichnen wir die zwei weiBe und zwei schwarze Kugeln.
Bild 1 /
1. Ziehung O e—e <1
2. Ziehung /O @ e ® ) 22
3. Ziehung O @ —O0® 23
4. Ziehung O @ — OCOO® = 4
S.Ziehung O\ o 0000 ) =5
6. Ziehung o — 00000 =t
Bild 2 @ 3}
1. Ziehung O o @
YN YN YN
2.Ziehung @ (2] O (23] O o
O® OO €0 ed o0 e
29 a2 a3 a4 a5 as
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Bildjz‘h /‘}m\
.Ziehung j/o\’ J/.\i
2. Ziehung p . [ ) 1 1 o) , .4
3.Ziehung :. Cé/\.? (l)/ \'? (i)
‘I .

Man entnimmt der Urmne auf gut Gliick
nacheinander ohne Zuriicklegen drei Ku-
geln. Die moglichen Ergebnisse lassen sich
wiederum in eineindeutiger Weise den
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 zuordnen; dies
und die Wahrscheinlichkeiten p; fir das
Auftreten des Ergebnisses mit der Nummer

(i=1,2,...,6) lassen sich leicht aus
Bild 3 ableiten.
11 1= 1 _
L Ty 2 1
1 21 o
pz—i-?-i—g—p;—m—ps-

Wir erhalten also auch hier, daB die Zahl i
mit der Wahrscheinlichkeit

p,=% (i=1,2,...,6) auftritt,

d.h., wir haben einen weiteren Ersatzwiirfel
VOr uns.

(Wir bemerken am Rande, daB noch eine
vierte Ziehung durchgefithrt werden
konnte. Da sich die Ergebnisse bei vier
Ziehungen von denen nach drei Ziehungen
nur dadurch unterscheiden, daB an letztere
die einzige in der Urne noch vorhandene
Kugel angehdngt wird, wiirde sich bei vier
Ziehungen also ebenfalls eine gleichma-
Bige Verteilung der Gesamtwahrscheinlich-
keitsmasse 1 auf 6 Moglichkeiten ergeben.)
Es lassen sich ohne groBe Miihe noch wei-
tere Zufallsexperimente angeben, bei de-
nen 6 Ausginge moglich sind und die alle
die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. (So
ist z. B. die gleichzeitige Entnahme von
zwei Kugeln auf gut Gliick aus einer Urne,
die vier verschiedene Kugeln enthilt, ein
weiteres solches Zufallsexperiment.)

Wir wollen uns aber noch gewissen Verall-
gemeinerungen obiger Beispiele zuwenden,
wobei es letztlich um die Frage geht, wie
man eine gleichmiBige Verteilung (der Ge-
samtwahrscheinlichkeitsmasse 1) auf eine
vorgegebene Anzahl N von Punkten (z.B.
auf die Zahlen 1, 2, ..., N) erzeugen kann.
(In den obigen Beispielen war N = 6.)
Zunichst betrachten wir — im Anschlufl an
Ersatzwiirfel 3 - folgende Situation: In
einer Ume befinden sich n weiBe und n
schwarze Kugeln; dabei ist n eine beliebige
natiirliche Zahl. Man entnimmt der Ume
auf gut Gliick nacheinander ohne Zuriickle-
gen 2n — 1 (oder 2n) Kugeln. Es ist nicht
schwer, sich davon zu iliberzeugen, dafB es

eE
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verschiedene Ergebnisse

gibt und daB diese alle die gleiche Wahr-
scheinlichkeit haben. (Diese Wahrschein-

1 I n!
2ny  @2m!’
n .
Auf diese Weise kann man also gleichmii-
Bige Verteilungen auf (2:) Punkten her-

lichkeit betrigt dann

stellen. (Fiir n = 2 ergibt sich 6 — vgl. Er-
satzwiirfel 3 —; fir n =3 ergibt sich 20,
n = 4 fihrt auf 56.)

Nun ist es nicht wesentlich, daB die An-
zahl der weilen Kugeln gleich der Anzahl
der schwarzen Kugeln ist. Hat man m
weile Kugeln und n schwarze Kugeln, so
entsteht durch m+n-—1 (oder auch
m + n) Entnahmen - nacheinander, auf
gut Gliick, obme Zuriicklegen — eine gleich-
m+n\_ (m+na)!

m!-n!

die Wahrscheinlichkeit jedes

miBige Verteilung auf
Punkten;
Ergebnisses ist also gleich ———.
m+n
m
Damit ist die oben formulierte Frage, wie
man eine gleichmiBige Verteilung auf
einer beliebig vorgegebenen Anzahl N von
Punkten erzeugen kann, bereits vollstindig
beantwortet: Man wiihle n=1,m=N-1;

dann gilt (m * ") N 1 + 1) (N> N.

(Der Ersatzwiirfel 1 beu:l.haltet den Fall
N=6,m=5n=1)
Und noch ein letzter Schritt: Es ist auch
nicht wesentlich, daB es nur zwei Sorten
verschiedener Kugeln gibt. Hat man also
n; Kugeln der Sorte S;, n, Kugeln der Sorte
S5, ..., nx Kugeln der Sorte S, (k ist irgend-
eine natiirliche Zahl =2), so entsteht
durch n; +ny+ ...+ n.— 1
Entnahmen - nacheinander, auf gut Gliick,
ohne Zuriicklegen - eine gleichmaBige
Verteilung auf

(m+5n,+ ...+ n)!

(n1+ n,+ ... +nk) —
ny, Ny ..., My nl-nyle o omg!

Punkten; die Wahrscheinlichkeit jedes Er-
gebnisses ist also gleich
1
n,+n, + ...+nk) :
ny, Ry, .o, My

Und hier konnen wir endlich auch unseren
Ersatzwiirfel 2 einordnen:
k=3, m=n=n=1,
(1 i 1) =6. G.Maibaum/A. Ptocki

m+ny+ny=3,

Konstruktion einer Strecke
I =t mit Zirkel und Lineal

In alpha 2/84 wurde beschrieben, wie man
mittels Zirkel und Lineal eine Strecke
! = konstruieren kann. Dabei wurde der
Bruch

355

13 =3,1415929..
zugrunde gelegt. Eine andere Moglichkeit,
diese Aufgabe zu l0sen, ist folgende Kon-
struktion (siehe Bild):

~3,141596... =

/FC G

Man zeichnet um M einen Kreis mit dem
Radius r =1 und in diesen Kreis zwei auf-
einander senkrecht stehende Durchmesser,
die auf dem Kreis die Punkte 4, B, C und
D bestimmen. Im Punkt C wird die Tan-
gente an den Kreis gelegt. Ein Kreisbogen
um B mit dem Radius r = 1 schneidet den
Kreis zwischen B und C im Punkt E. Eine
durch M und E gelegte Gerade schneidet
die Tangente im Punkt F. Von F begin-
nend wird auf der Tangente in Richtung C
(und iiber C hinaus) eine Strecke FG =
Jrabgetragen, d. h. auf der Tangente wird
der Punkt G festgelegt. Jetzt kann man die
Strecke AG zeichnen, wobei AG =~ m ist.

Aufgabe

Die Linge der Strecke 4G ist als Dezimal-
bruch zu bestimmen.

Losung

Die Punkte M, B und E sind Eckpunkte
eines gleichseitigen Dreiecks mit der Sei-
tenldnge r. Aus dem Fakt, daB die Innen-
winkel dieses Dreiecks 60° betragen, kann
man die GroBe des Winkels 5 CMF = 30°
ableiten. Demzufolge kann man das Drei-
eck MCF als ,halbes gleichseitiges Drei-
eck® mit der Hohe MC = 1 und der Seiten-
linge MF ( = 2 CF) auffassen. Mit Hilfe des
Satzes des Pythagoras kann man die
Strecke CF berechnen:

TP+ MO = WP
TP +1 = 4CP
1_e
S =TF

Somit betrigt in dem rechtwinkligen Drei-
eck ACG die eine Kathete CG =3 — %\/3_

und die andere Kathete AC = 2. Die Linge
der Hypotenuse kann man nach dem Satz
des Pythagoras berech.nen

4G = 4+9—21/3‘+%

o 40

AG=4/5 ~2V3

AG =3,1415333... =~ =3,1415926...

M. Wilde, Leipzig



Mathematik-Studium
in der Ungarischen Volksrepublik

Mein Name ist Steffen Zopf. Zur Zeit ar-
beite ich als befristeter Assistent an der
Karl-Marx-Universitit in Leipzig. Von
1976 bis 1979 war ich Schiiler der Karl-
Marx-EOS Leipzig. Fiir Mathematik habe
ich mich schon immer interessiert. So war
ich seit der 6. Klasse Mitglied der Mathe-
matischen  Schiilergesellschaft (MSG)
Leipzig (wo ich jetzt auch selbst einen Zir-
kel leite) und in der 10. und 11. Klasse in
einem Spezialzirkel bei Dr. H. Englisch.
Auf Grund guter Ergebnisse in den Mathe-
matikolympiaden nahm ich 1979 an der
XXI. Internationalen Mathematikolym-
piade (IMO) in London teil.

1980 begann ich dann ein Mathematikstu-
dium - in der Ungarischen Volksrepublik
an der Universitit Attila Jozsef in Szeged,
gelegen im Linderdreieck Ungarn—Jugo-
slawien — Ruménien. Dazu kam es so: An
der EOS wurden die besten Schiiler, falls
sie den Wunsch hatten, an die ABF Walter
Ulbricht in Halle delegiert, um dort ein
Vorbereitungsstudium von einem Jahr auf-
zunehmen.

Dort absolvierte ich also das Abitur und
lernte auch ~ 10 Stunden in der Woche —
Ungarisch. Heute hat das Vorbereitungs-
studium eine Linge von zwei Jahren; man
wird von der Oberschule zum Vorberei-
tungsstudium delegiert.

Nach einem einmonatigen Sprachkurs im
August 1980 in Budapest begann das
eigentliche Studium in Szeged. Mit der un-
garischen Sprache hatten wir natiirlich zu
Anfang sehr groBe Schwierigkeiten — nicht
so sehr auf dem Gebiet der Mathematik,
als vielmehr in den anderen Féchern, wie
Materialismus oder Physik, und im tigli-
chen Gespriich mit unseren ungarischen
Kommilitonen und Zimmerkameraden.
Aber nach etwa einem Jahr konnten wir
uns schon fast miihelos verstindigen. In
Szeged waren wir recht wenige Studenten
aus der DDR: Erst zwei Jahre vor meinem
Studienbeginn waren die ersten DDR-Stu-
denten an die dortigen Universititen ge-

kommen (wissenschaftliche und medizini--

sche Universitit). Das hatte aber auch
Vorteile. Dieses Studium, das ich 1985 er-
folgreich abschloB, werde ich wohl nie ver-
gessen.

Noch etwas zur Universitit Attila Jozsef
(die nach einem beriihmten Nationaldich-
ter Ungarns benannt ist): Sie gliedert sich
in drei Fakultdten, von denen eine die na-
turwissenschaftliche Fakultit ist, an der
auch das mathematische Institut Jdnos Bo-

lyai arbeitet. Dessen Leiter war auch noch
zu der Zeit, als ich studierte, Prof. Béla Szj-
kefalvi Nagy, ein bekannter ungarischer
Mathematiker. In Mathematik kann man
zwei Studienrichtungen belegen: die des
Programmplaners und die des modellbilden-
den Mathematikers. Beide Ausbildungen
dauern finf Jahre und sind iiberaus griind-
lich. Die Schwerpunkte liegen etwas anders
als in der DDR, so nehmen Geometrie,
Zahlentheorie und Kombinatorik einen
wesentlichen Platz ein, wie man auch an
den folgenden Aufgaben, die in ungari-
schen Mathematikzirkeln behandelt wer-
den, sieht:

Aufgaben

Ala Seien o, § und y die Innenwinkel
eines Dreiecks. Man beweise die folgende
Ungleichung!

1
cosa-cosﬂ-cosyg—s—

In welchen Dreiecken gilt das Gleichheits-
zeichen?

A2 a Fir welche reellen Zahlen x gilt
x1-x-2 <19

A 3a P sei ein Polyeder, dessen Seiten-
flichen regelmiiBige Fiinf- und Sechsecke
sind. Dabei ist jedes Fiinfeck nur von
Sechsecken umgeben, wihrend an die
Sechsecke abwechselnd Fiinf- und Sechs-
ecke angrenzen. Man beweise, daB es nur

Studenten bei der Weinemte

einen solchen Polyeder gibt; dieser gleicht
einem gewGhnlichen FuBball.

A4a Was geschieht in Aufgabe 3, wenn
wir statt Fiinfecken regelmiBige Dreiecke
und statt Sechsecken regelmiBige Vierecke
betrachten?

Hinweis: Aufgabe 3 und 4 lassen sich sehr
gut mit dem Eulerschen Polyedersatz 16sen,
wonach in einem (konvexen) Polyeder im-
mer gilt: e — k+ f=2 (e: Anzahl der Ek-
ken, k: Anzahl der Kanten; f: Anzahl der
Seitenflichen).

AS5A Man beweise: Sind n und m unge-
rade natiirliche Zahlen, dann sind

2"+1 und 27"+ 1

Teiler von 2™ + 1!

A6a Esseien n Sorten von Buchstaben
gegeben, von jeder Sorte genau zwei Stiick.
Wieviel verschiedene Worter lassen sich
daraus bilden, die nur aus zwei Buchstaben
bestehen? Wie groB wird die Anzahl dieser
Worter, wenn sie alle aus drei Buchstaben
bestehen?

Und nun noch eine fast klassische (und
auch schwierige) Aufgabe, die mir aber im
Studium viel SpaB bereitet hat:

A7a Auf einem Ball sind insgesamt n
Paare anwesend. An einem Tanz beteiligen
sich alle Teilnehmer des Balls. Wieviele
Moglichkeiten gibt es fiir diesen Tanz, bei
dem keiner mit dem Partner tanzt, mit
dem er auf den Ball gekommen ist?

St. Zopf
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Der Vier-Quadrate-Satz

Teil 2

Leonhard Euler

Die unbewiesenen zahlentheoretischen Be-
hauptungen Fermats regten Leonhard Eu-
ler (1707 bis 1783, siche alpha,
Heft 2/1983) immer wieder an, sich mit
ihnen zu beschiftigen. (Auf dem Gebiet
der Zahlentheorie gilt Euler als der groBe
Fortsetzer von Fermat.) Aus Eulers Korre-
spondenz mit Christian Goldbach (1690
bis 1764), einem ideenreichen Gelehrten
mit groBem mathematischen Verstindnis,
der erst als Akademie-Mitglied in Peters-
burg wirkte (wie auch Euler von 1727 bis
1741, und von 1766 bis 1783), seit 1728
aber im russischen Staatsdienst in Moskau
tdtig war, ist zu ersehen, daB Euler sich
mehrere Jahrzehnte auch um den Beweis
des Vier-Quadrate-Satzes bemiihte. Erstmals
schrieb er dariiber am 4. Juni 1730 an
Goldbach. Er hiitte die Opera Fermats gele-
sen und wire dabei auf den Vier-Quadrate-
Satz gestoBen. Drei Wochen spiter mufBte
er bekennen, daB es ihm nicht gelungen
ist, den Satz zu beweisen.

DaB Euler sich wiederholt damit befaBte,
zeigen auch die im Leningrader Akademie-
Archiv vorhandenen Notizbiicher Eulers.
Unter den Notizen, die Euler in den Jah-
ren 1736 bis 1740 geschrieben hatte, befin-
det sich neben anderen sich auf den Vier-
Quadrate-Satz beziehende Eintragungen
die folgende Produktformel:

@+ b2+ +d) (P2 +g*+ri+sh

= (ap + bq + cr + ds)?

+ (bp — aq + dr + cs)?

+ (cp — dq — ar + bs)?

+ (dp + cq — br — as)?,

die Euler 1748 und 1749 auch in Briefen
an Goldbach aufschrieb. Die spiter als Eu-
lersche Identitdt bezeichnete Formel zeigt,
daB ein Produkt von als Summe von vier
Quadraten darstellbaren Zahlen selbst wie-
der als eine solche Summe darstellbar ist.
Nun ist jede natiirliche Zahl > 1, wenn sie
nicht selbst Primzahl ist, ein Produkt von
Primzahlen. Es geniigt also, den Vier-Qua-
drate-Satz fir ungerade Primzahlen zu be-
weisen! (Fiir die einzige gerade Primzahl 2
ist er offensichtlich:

2=02+02+12+12)

Am 12. April 1749 schrieb Euler (der seit
1741 in Berlin wirkte) an Goldbach: ,Dass

eine jede Zahl eine summa quatuor vel

pauciorura quadratorum (Summe von vier
oder weniger Quadraten) sey, kann ich bey-
nahe beweisen; es fehlt mir nehmlich nur
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noch ‘an einer Proposition (Satz), welche
dem ersten Ansehen nach keine Schwierig-
keit zu haben scheint.

Dieses Zeichen E bedeute eine jegliche
Zahl, welche eine Summe von 4 oder weni-
ger quadratis (Quadratzahlen) ist, so sind
meine Sitze folgende

1. (Satz 8): Si a =[4] et b=[4],
erit quoque ab = .
(Wenna=|z]und b=,

so wird auch ab = IZ].)

Hiervon ist der Beweis biindig ...“, denn er
folgt sofort aus der Eulerschen Identitit.
LI (Satz 9): Si ab =[4] et a = [4],

erit etiam b = .

(Wenn ab= und a = ,

so wird auch b = [I].)

Dieses ist der Satz, worauf die ganze Sache
beruhet, und den ich noch nicht beweisen
kann.“

Der Satz 9 bedeutet: Ist die Summe von
vier Quadraten ganzer Zahlen teilbar durch
eine Summe von vier Quadraten ganzer

‘Zahlen, dann ist auch der Quotient eine

Surmme von vier Quadraten ganzer Zahien.
Aus Satz 8 folgt nur, daB der Quotient eine
Summe von vier Quadraten rationaler Zah-
len ist. Ist nimlich
n=ab=c?+d>+e?+ f2und
a=p2+q2+r2+s2,

dann gibt es (nach Satz 8) ganze Zahlen
u, v, w, x mit

".a=u2+02+w2+x2

und es wird in der Tat

-GG
()

Entscheidend ist also im Satz 9 die Aus-
sage, daB es sich wieder um Quadrate gan-
zer Zahlen handelt!

Aus dem Satz 9 folgt der

-Satz 10: Wenn ab = und a * E,

dann auch b * E
Wiire niimlich b = [4],
so wegen ab = [z] nach Satz 9

auch an, =a= ,

im Widerspruch zur Voraussetzung.

Doch der Satz 9 (und damit der Satz 10)
blieb bei Euler unbewiesen. Klar sind nur
die folgenden Aussagen, worin [4], eine

Zahl bedeutet, die eine Summe von héch-
stens vier Quadraten von Briichen ist.

Satz 11:'Wenn ab = [Z], und a = [le,

so b=[4],.

Satz 12: Wenn ab = [4], und a * [4]5,
so b=+ E 8-

Am 4. Dezember 1751 beendete Euler die
Diskussion mit Goldbach iiber den Vier-
Quadrate-Satz: ,Ich habe rigorosissime
(streng) bewiesen, daB wenn N ein nume-
rus integer (eine ganze Zahl) ist, allzeit
sein miisse N=A2+ B?+ C?2+ D?, wo
aber 4, B, C, D sewohl numeros fractos als
integros (sowohl gebrochene als auch
ganze Zahlen) andeuten® (das ist der Vier-
Quadrate-Satz C). Hieriiber hatte Euler be-
reits am 17.Juni 1751 in der Berliner Aka-
demie der Wissenschaften vorgetragen.
Eine Abhandlung mit dem Beweis des
Vier-Quadrate-Satzes C erschien gedruckt
erst 1760 in einer Schrift der Petersburger
Akademie. Euler bewies darin den folgen-
den

Satz 13: Ist p eine gegebene Primzahl, so
gibt es ganze Zahlen a, b derart, daB
1+ a2+ b? durch p teilbar ist.

Der Beweis des Vier-Quadrate-Satzes C er-
gibt sich daraus folgendermaBen. Es ge-
niigt zu zeigen, daB sich jede ungerade
Primzahl als Summe von vier Quadraten
gebrochener Zahlen darstellen 1aBt. Wiire
dies falsch, so gibe es Primzahlen, die sich
nicht als Summe von vier Quadraten von
Briichen darstellen lassen.

Es sei p die kleinste unter diesen Primzah-
len. Nlach Satz 13 gibt es ganze Zahlen a, b
derart, daB 1+ a? + b? durch p teilbar ist.
Dann gibt es auch ganze Zahlen ay, by mit

ya0|<§,|bo|<§so, daBn=1+ai+b3

durch p teilbar ist. (Ist ndmlich r der Rest
von a bei der Division durch p, so setze
ag =r, falls

r<% und ay=r—p, falls r>?.
Ist s der Rest von b bei der Division durch

p

p, so setze by =g, falls s > £

2
und by=s— p, falls s>§.)
2 2 2
Aus 1 <pT’ al <-pT, b3<pT
pZ
folgt aber n<3-=——,
n _3p
also P < n <p.

Nach der Minimalwahl von p (als kleinster
Primzahl mit p + E] p) mubB somit die
Zah] % Summe von vier Quadraten gebro-

chener Zahlen sein. Dies ist ein Wider-
spruch. Denn aus

n
—-p=n=0+12+a}+ b2

p
= [4] =[4]5 und p + [4],
miiite nach Satz 12 %# E  folgen.

Mit Satz 10 wiirde analog der Beweis des
Vier-Quadrate-Satzes A zu flihren sein. Es
gelang Euler jedoch nicht, den Satz 10 zu
begriinden.



Joseph Louis Lagrange

Eulers Arbeit las einige Jahre nach seiner
Ankunft in Berlin Joseph Louis Lagrange,
der seit 1768 auch zahlentheoretische For-
schungen betrieb. Im August 1768 hatte
Lagrange an d’Alembert geschrieben: ,Ich
habe mich in den vergangenen Tagen, um
ein wenig Abwechslung in meine Studien
zu bringen, mit einigen Problemen der
Zahlentheorie beschiftigt und ich versi-
chere Thnen, daB ich weit mehr Schwierig-
keiten als erwartet gefunden habe.“ An-
kniipfend an Eulers Ideen (in dessen
Abhandlung von 1760) konnte Lagrange
bald ein schwieriges Problem l6sen. Es ge-
lang ihm, jene Liicke beim Beweis des
Vier-Quadrate-Satzes A zu schlieBen, die
Euler offen gelassen hatte. Er bewies den
Satz 14: Ist eine Summe a=r?+s?+ 2
+ u? von vier Quadraten ganzer Zahlen

teilbar durch eine Primzahl p > 1/; , dann
ist p selbst Summe von vier Quadraten
ganzer Zahlen, und folgerte daraus statt
des Satzes 10 den folgenden

Satz 15: Jede natiirliche Zahl, welche die
Summe von vier Quadraten ganzer Zahlen
teilt, die teilerfremd zueinander sind, ist
selbst Summe von vier Quadraten ganzer
Zahlen.

-Aus Satz 15 folgt nun mit Eulers Satz 13
leicht der Vier-Quadrate-Satz A. Jede
Primzahl teilt nach Satz 13 eine Summe
1 + a2+ b2, allgemeiner also eine Summe
von vier Quadraten ganzer Zahlen, die tei-
lerfremd zueinander sind; sie ist somit
nach Satz 15 selbst die Summe von vier
Quadraten ganzer Zahlen. Lagranges Ab-
handlung dariiber (in franzdsischer Spra-
che, mit dem Titel Beweis eines arithmeti-
schen Theorems) erschien im Jahre 1772 in
den Memoiren der Berliner Akademie der
Wissenschaften. Diese Publikation muB
Euler sehr beeindruckt haben. Bereits am
21. September desselben Jahres reichte er
bei der Petersburger Akademie eine Arbeit
mit dem Titel Neuer Beweis fiir die Zerlegung

der Zahlen in Quadrate ein (in lateinischer
Sprache). Er zog sie aber 1773 wieder zu-
riick, um sie bei einer Leipziger Zeitschrift
zur Verdffentlichung einzusenden, wo sie
dann noch im selben Jahr erschien. (Dies
wiire so schnell bei der Petersburger Akade-
mie offenbar nicht moglich gewesen. Euler
reichte nidmlich eine andere Fassung dieser
Arbeit im Mirz 1774 bei der Petersburger
Akademie ein. In deren Schriften erschien
sie erst im Jahr 1780!) In dieser Arbeit wie-
derholte Euler kurz den von Lagrange ge-
gebenen Beweis, um nun selbst einen ein-
facheren zu geben.

Ich glaube, daB Newton Euler iiberlegen
ist, ich stelle aber Lagrange iiber Newton.
G. Monge

Studieren Sie Euler, wenn Sie ein
Mathematiker werden wollen, und
bemiihen Sie sich, selbst die Fragen
aufzuldsen, die er sich stellt.

J.L. Lagrange

Eine Biographie Lagranges

ist im Sammelband

Biographien bedeutender Mathematiker,
herausgegeben von H. WuBing und
W.Amold, Volk und Wissen Verlag,
enthalten.

Carl Friedrich GauB3

Am 10.Juli 1796 schrieb der 19jahrige Got-
tinger Student Carl Friedrich GauB3 (1777
bis 1855) in sein mathematisches Tage-
buch: ,Heureka! (Ich hab’s gefunden!)
Zahl=A+ A+ AC
Die Darstellung von natiirlichen Zahlen
durch Rechensteine in Form von gleichsei-
tigen Dreiecken
0
0 00
0 00 000
0 00 000 0000

gehorte zur alten pythagoreischen Zahlen-
theorie. Man erhilt die Dreieckszahlen 1,
3,6,10, ....

GauB war erstmalig der Beweis dafiir ge-
lungen, daB sich jede natiirliche Zahl als
Summe von drei Dreieckszahlen darstellen
14Bt. In seinem im Sommer 1801 erschie-
nenen Buch Arithmetische Untersuchungen
(in lateinischer Sprache), mit dem er in
strengem Sinne die hohere Zahlentheorie
begriindete, gab er einen tiefliegenden Be-
weis des Drei-Quadrate-Satzes (Satz 2),
woraus er leicht den Satz iiber die Darstel-
lung durch Dreieckszahlen und den Vier-
Quadrate-Satz A folgern konnte.

Carl Gustav Jacob Jacobi

Euler hatte noch eine andere Idee, den
Vier-Quadrate-Satz A zu beweisen. Er
setzte mit einer Unbestimmten x
Px)=1+x+x'+x?+x%+x¥+ ...
und entwickelte (P(x))'1 wieder in eine Po-
tenzreihe:

(PO =1+ ax+ bx2+ ex? +dx"....
Hierin ist aber der Koeffizient von x" ge-

rade die Anzah], wie oft n als Summe von
vier Quadratzahlen darstellbar ist.
Um den Vier-Quadrate-Satz A zu bewei-
sen, ist somit nachzuweisen, daB alle Koef-
fizienten a, b, c, d, ... groBer als 0 sind.
Diese Beweismethode wurde zuerst voll-
stindig von Carl Gustav Jacob Jacobi
(1804 bis 1851), den seine Zeitgenossen
bewundernd den Euler des 19. Jahrhunderts
nannten (vgl. alpha, Heft 1/1980), in seiner
1829 erschienenen Monographie iiber so- |
genannte elliptische Funktionen ausge-
fiithrt. Aus Formeln, die seiner Theorie die-
ser Funktionen entstammen, konnte Jacobi
den folgenden Satz beweisen.
Satz 16: Bezeichnet 4(n) die Anzahl der
geordneten 4-Tupel (w, x, y, z) ganzer
Zahlen mit

n=wl+x?+yr+z2,
wobei n eine gegebene natiirliche Zahl ist,
so gilt: .
Ist n gerade, so ist A(n) 24mal die Summe
aller ungeraden Teiler von n. Ist n unge-
rade, so ist A(n) 8mal die Surnme aller Tei-
ler von n.
Beispiele:
Hn=17A7)=81+7) =64
Diese 64 Zerlegungen der 7 in vier Qua-
drate ganzer Zahlen entstehen durch Ver-
inderungen des Vorzeichens und Vertau-
schen der Summanden:
T=12+12+12+22
=(-1)2+12+12+22
=12+ (=22 + (—1)*+ 12 = ... usw.
2)n=6, A(6)=24(1 +3)=96
6=12+12+22+02
=02+ (-1)2+ (-2 +12= ... usw.
Im Jahre 1834 konnte Jacobi auch einen
rein zahlentheoretischen Beweis (ohne Be-
zug auf Formeln iiber elliptische Funktio-
nen) des Satzes 16 geben.

Zahlentheorie

Die genaue Untersuchung der Geschichte
des Vier-Quadrate-Satzes zeigt, wie eng er
mit der Geschichte der Zahlentheorie, des
reinsten und mathematischsten Gebietes der
Mathematik (K. Hensel), verbunden ist.
GauB’ Beweis des Drei-Quadrate-Satzes
beruhte auf der Theorie sogenannter qua-
dratischer Formen (mit denen sich auch
Euler, Lagrange, Legendre beschiftigt hat-
ten), aus der sich die algebraische Zahlen-
theorie entwickelte. Mit Jacobis Beweis
(und einem Resultat von Dirichlet) wurde
de facto die analytische Zahlentheorie ein-
geleitet. Aus den Bemiihungen um den Be-
weis einer schon 1770 von Waring formu-
lierten (den Satz von Lagrange verallgemei-
nermden) Vermutung (aber auch anderer,
wie der Goldbachschen Vermutungen) ent-
stand die additive Zahlentheorie.
Slmmer aber wird“, wie schon Jacobi am
S. August 1847 in der Berliner Akademie
der Wissenschaften sagte, ,dem Diophant
der Ruhm bleiben, den tiefer liegenden Ei-
genschaften und Beziehungen der Zahlen,
welche durch die.schdnen Forschungen der
neueren Mathematik erschlossen worden,
den ersten AnstoB gegeben zu haben.“

. H. Pieper
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Mit und ohne
Taschenrechner

Martina, Susan und Mario nehmen an
einer Mathematikarbeitsgemeinschaft ihrer
Schule teil. Heute iiben sie weiter den Ge-
brauch des Taschenrechners SR1. Sie su-
chen und diskutieren verschiedene Re-
chenablaufe:

Beispiel 1

2
3-35

Um den jeweiligen Rechenablauf zu no-
tieren wurde vereinbart, daB alles, was

in den Rechner eingeben, in
m geschrieben wird, daB
eine einzugebende Ziffernfolge in nur ein
Eingabekistchen notiert werden kann und
daB fiir eine nachtrigliche Kontrolle Zah-
lenwerte der Anzeigetafel des Schulrech-
ners SR 1 eingefiigt werden diirfen. Sie ste-
hen aber dann nicht im Eingabekdstchen.
Martina rechnet und notiert:

ES; [=].-0,07598

[1/x] »13,161358

[x] [2][5] ~26,322717..

Mario sagt: ,Ich kann den Nenner des Bru-
ches auch zuvor rational machen und da-
nach erst den Rechner verwenden.
Da die Formel
a’-b’=(a—b)(a*+av+b?
gilt, erweitere ich den Bruch mit
9+3%25 + 625 .
Ich erhalte so
29 + 3325 +¥625)
(3-325) (9 +3¥25 +Y625)
=9+33¥25 + 625 =

Marios Rechenablauf ist darum:

Il ] 8.54988
(] ~2,9240178

[x] 3] [+] ~17,321933

(9] [=] ~26,321933.

(Mario iiberlegte sich noch, daB

Y25 = V¥625 ist)
Martina ist iiber die voneinander abwei-
chenden Frgebnisse héchst verwundert. Sie

untersucht folgenden Rechenablauf:

[y] [=],-2,92402
[x7] -8,549893

417,321953 [9][=] +26,321953

Susan meint: ,Die Abweichungen entste-
hen durch die unterschiedtiche Wurzelbe-
rechnung.“
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Die Ergebnisse der vier Grundrechenopera-
tionen , E], , E] liefert der SR1
auf neun Stellen. Davon werden bei Ergeb-
nisausgabe in  Exponentendarstellung
hdchstens fiinf angezeigt. Der Rechner hat
aber intern in diesen Fillen die maximale
Gesamtzahl Stellen zur Verfiigung. Beim
Arbeiten mit der Taste [E] ist die Genau-
igkeit jedoch geringer. Es konnen minde-
stens finf Ziffern bei entsprechend ge-
nauen Eingangswerten als giiltig angesehen
werden. GréBere Genauigkeit bedarf hier
einer Kontrolle.

Bei [25][y] [=].2.92402

sind es sechs zuverlissige Ziffern; denn

[(x][=][=] ~24,999981 und
[x]{=][=].25.000007.

Bildet man aber 3 — 2,92402 (vgl. Martinas
1. Losung!), so kommt es mit 0,07598 zu
einer Verminderung der Anzahl von we-
sentlichen und zuverldssigen Ziffern auf
vier.

Durch das Rationalmachen des Nenners
vermeidet Mario diese Verarmung der An-
zahl der wesentlichen und zuverlidssigen
Ziffern. Aufgrund der Rechnung kann er
sechs wesentliche zuverldssige Ziffern er-
warten. Er muB dies aber {iberpriifen. Mar-
tinas zweites Ergebnis ist nicht so genau
wie das von Mario, aber genauer als ihr er-
stes.

Beispiel 2

61/—;—— 2 +V43+3042

a) Der numerische Wert ist mit einem Ta-
schenrechner SR 1 zu bestimmen!

b) Wie kann man bei dieser Aufgabe ohne
Hilfsmittel (Tafel, Taschenrechner, Re-
chenstab o0.dgl.) den numerischen Wert be-
stimmen?

Losung:

a) Man kann folgendermaBen verfahren:

[x] 2] [{] [=]_~85.426407
(] ~9,2426407

EI21 [ [=].-8.5786 — 02
[/][x] (€] [=] 11

Dieser Wert stimmt mit dem exakten {iber-
ein.

. b) Man erhilt durch Umformung der Auf-

gabe

V54 -3642 +43+3042
~V(6-32) + Y5 +3v27 =11

Bekanntlich ist 42 eine irrationale Zah.l,
deren Dezimaldarstellung ein unendlicher
nichtperiodischer Dezimalbruch ist. Der
SR 1 bricht die Rechnung nach der neun-
ten Ziffer ab und zeigt einen aus acht Zif-
fern bestehenden gerundeten Nidherungs-
wert an. So steht nach der Tastenfolge
|I| im Rechenwerk des SR 1 der Wert
1,41421356, angezeigt wird aber der Wert
1,4142136. Man kann die in der letzten
Stelle des Rechenwerks stehende Ziffer
durch den folgenden Rechenablauf abfra-
gen:

[{]_1,4142136
£ (4142136 ][=] -4, 08

Im Rechenwerk erfolgte die Differenzbil-
dung

1,41421356 — 1,4142136 = —0,00000004 .
Die folgende Uberlegung zeigt das Beste-
hen der Ungleichung

1,41421356 < 2 .
Beim Rechenablauf [2][{] »1,4142136

.2 E1[2][=).--1, -o8

wird nicht der angezeigte Wert 1,4142136
quadriert, sondern der im Rechenwerk ste-
hende ungerundete Wert 1,41421356. Die
Differenzbildung zeigt, das Quadrat ist
kleiner als 2.

Dagegen ist beim Rechenablauf

1,4142136 | [x*]_~2,0000001

das Quadrat groBer als 2. Man beachte, der
aufgerundete Wert 1,4142136 steht bei die-
sem Rechenablauf im Eingabekistchen!
Mit einem Trick kann man eine Ziffer in
die letzte Position des Rechenwerkes brin-
gen: Man addiert und benutzt zur Eingabe

‘die Exponentendarstellung. Wir wissen be-

reits, daB nach [2] [/] im Rechenwerk des
SR 1 1,41421356 steht und also nach Addi-
tion von 0,00000001 (Exponentendarstel-
lung: 51, —08) der im Rechenwerk ste-
hende Weit 1,41421357 ist. Dieser Wert ist

groBer als ﬁ . Dies kontrollieren wir mit
dem Rechenablauf

(Y]

EIFIE R[] A2 -os.

Damit folgt 1,414213572 > 2 und es ist
gezeigt, daB 42 < 1,41421357 ist.

Beispiel 3
Man bestiitige mit dem SR 1, daB

1,73205080 < /3 < 1,73205081 ist!
Wir rechnen

[¥].~1,7320508
=] [=1.-0

(SchluBfolgerung: Auf 8 folgt 0.)

(3] (] 1,7320508 '
(1.3 E1B] )3, -08

(SchiuBfolgerung: 1,732050802 < 3 und
also 1,73205080 < 43 )

(/] ~1,7320508
(8] -1, 08 =] ][] 3] [=] ~0

(Schluffolgerung: Mit Hilfe des SR 1 kann
so nur festgestellt werden, daB 1,73205081

eine bessere Niherung fiir 1/3_ ist als
1,73205080.)

Da {3 =475,

folgt aus dem Rechenablauf

[75] [/ [+] (5] (EEX] [+ /-] [8]

[=] 8,6602541 [xZ] »75,000001
=] E] _»0,0000007

und well - 75,0000007 > 3 ist,

daB 3 < 1,73205081 gilt.
Somit gelten auch die obigen Schranken.



Beispiel 4

Gegeben ist x = @ Mit dem SR 1 ist y

numerisch zu berechnen, wenn
y= 32"(%— x(x—%g-y/S_)) ist.
Losung:

W1 =13 [E] 47,4535 —o1
[+] (53] (x5 []
[L-13551 02 [x]
[=].--6,-10

& (371 24 ] - 169.4574.

Es ist aber

99
und somit ist y = 3%-0=0.
Das Rechnerergebnis ist vollig falsch.
Mit dem Rethner SR1 ist

(6] =] (11} (=1 (51 (=] [9] [+] [99]
[1/x] [=] »—9, —10 bzw.

HEH B

[ [=.-1, -09,

diese Ergebnisse weichen nur wenig von
dem exakten Wert 0 ab. Durch Multiplika-
tion mit der groBen Zahl 3% ergibt sich die
Rechnerkatastrophe.

Beispiel 5

Mit Hilfe des Schulrechners SR1 be-
stimme man auf vier wesentliche und zu-
verlissige Ziffern nach dem Komma den
numerischen Wert von

/6400 + /6144 + {4800 + /4608 .

Loésung:

6400 = 80 bestimmt man im Kopf.
Der Rechenablauf ist nun

[{].478,383672
_2158,38367 [Y] ~69,282032
_#227,6657 [4608][ (] ~67,882251
(=] #295,54795 [Y] (] 4,1462644.

Da VV6400 + V6144 + {4800 + 4608
=1+{2+43

(der Leser fithre den Beweis!),

liefert der Rechenablauf

[ B [5]4.1462644

auch das Ergebnis. Dieser Rechenablauf ist
aber bedeutend kiirzer.

Das gerundete Ergebnis ist 4,1463.
Aufgrund der Beispiele wird festgestellt:
Mario: ,Mehr als filnf zuverldssige Stellen
nach dem Komma darf ich bei meinem Er-
gebnis nicht erwarten. Es gilt:

Bei der Addition (bzw. Subtraktion) von
Niherungszahlen sind nur so viele Stelien
nach dem Komma beizubehalten, wie der
Summand (bzw. Subtrahend) mit der
kleinsten Anzahl von Stellen hinter dem
Komma hat. (1)

Betiitigt man beim SR 1 die Taste [y*],

so betrigt die Zuverldssigkeitserwartung
héchstens sechs wesentliche Ziffern. (2)
Beachte ich eine Schutzstelle, so lautet
nach dem Gesagten mein Ergebnis:
26,3219 (vgl. Beispiel 1!).“

Martina: ,Meine erste Rechnung (Bei-
spiel 1) ist wegen der Verringerung der An-
zahl wesentlicher und zuverlissiger Ziffern
nur auf zwei Stellen nach dem Komma ge-
nau. Das erste Ergebnis lautet bei mir
26,32. Meine SchluBfolgerung ist:

Habe ich die Differenz zweier fast gleicher
Zahlen zu bilden, so muB ich auf eine Ver-
ringerung der Anzah! wesentlicher und zu-
verldssiger Ziffern achten. Besonders ge-
fahrlich wird es, wenn eine- Differenz
zweier fast gleicher Zahlen im Nenner
eines Bruches steht.“ (3)

Susan: ,,Wenn das Ergebnis mit nur h6ch-
stens finf wesentlichen und zuverldssigen
Ziffern zu bestimmen ist, kann ich, wenn
es die Rechnung erfordert, zweckmifBig die
Taste IE] des SR 1 benutzen. Sonst meide
ich diese Taste, wenn es moglich ist. (4)
Mario vergaB zu sagen, auch beim Rech-
nen mit dem SR 1 gilt:

Einen irrationalen Nenner macht man
nach Moglichkeit rational. (5)

Solange wie moglich arbeite ich mit den

mathematisch-exakten Werten (z. B. «,/2_ )
und nicht mit numerischen (z. B. 1,414)
und strebe Vereinfachungen an.“ (6)
Martina: ,Ich merke mir:
Durch die Rundungsautomatik des SR 1
kann es zu Fehlern kommen. (7)
Sie liegen wie bei jedem Runden in den
iiblichen Grenzen.
Beim Rechnen mit Briichen, deren Dezi-
maldarstellung mehr wesentliche und giil-
tige Ziffern hat, als das Rechenwerk des
SR1 faBt, muB ich auf Rundungsfehler
achten.“ (8)
Der Arbeitsgemeinschaftsleiter weist dar-
auf hin: ,Kontrollrechnungen sind immer
angebracht. (9)
Man soll versuchen, durch Uberschlags-
rechnung und Abschidtzung die GroBen-
ordnung des zu berechnenden numeri-
schen Wertes zu bestimmen. (10)
Bei Beispiel 1 iiberlegt man sich:
VE < VE = 3. Schitzung: VE? =29,
2 .2 _q
3-325 3-29 7
Es konnen mit Trick in der Weise, wie sie
bei den Beispielen 2 und 3 gezeigt wurde,
fir irrationale Quadratwurzeln Schranken
mit neun giiltigen Ziffern bestimmt wer-
den. (11)
Wenn die Genauigkeit -es erfordert, ist in
besonderen Fillen nicht mit Niherungs-
werten von Briichen zu rechnen. (12)
Beim Ldsen solcher Aufgaben, das zeigen
die Beispiele, gibt es also manches zu be-
achten. Denkt daran!“

also

Die folgenden Aufgaben sind unter Zuhil-
fenahme eines Taschenrechners zu 16sen:

AlA Man bestimme den numerischen

4
5-3121
Ziffern nach dem Komma!
a2a Esist ﬁ mit acht giiltigen Ziffern

Wert von auf vier zuverldssige

hinter dem Komma anzugeben und der
Nachweis zu erbringen, daB es sich wirk-
lich um giiltige Ziffern handelt!

A3 A Man berechne

V5795 + 152419 - Y163+ 24419 .

Wie kann man auch ohne Taschenrechner
bestiitigen, daB der gefundene Wert der ex-
akte ist?
Ada Was ist groBer /1984 + 41986
oder 2 y1985 ? (aus: Quant, Moskau)
ASA Welche Aussage kann man iiber
den folgenden Bruch machen?

1
3 (0,00033 -0,00099? + i) +

S 2
91 7
R. Bergmann

13

Losungen zu:
Mit und ohne Taschenrechner
Ala 74,1942,

A2a [ 2,6457513
x—>M][-][2,6457513 | [=] A1, —08,
[MR] -2,6457513 [x*] 47 [=]
[=]~-1, -08,

folglich 2,64575131 < 47 ,

El¥]
(]

[=] 4, —08— 7,00000004,

folglich 47 < 2,64575132.

Ergebnis: 7 = 2,64575131...

a3a [x] (18] (]
(=] ~6457,5526 []] »80,358899 [x—M)],
[x][19] [/]

[=] 267,61357 [{]_16,358899
[Y].-8.

ada [4][x][1985] =] 7940 [{]
_89,106678 [=]
[=].»-0,0000004 — 89,1066776;

[[]_~44,542115
(/] ~44,56456 [=] -89,106675

[x*] 47939.9995.

Da 1984 + 41986 < 89,106677

und 89,106677% < 7940, was man
durch Rechnung tiberpriift, gilt
Y1984 + 1986 < 21985 = 7940 .
A S5a Der Bruch ist definiert.
Durch Umformung folgt zunichst

; 5 2 =1:0,00099%.
3 _ - =
0,00099 +<13 v 7)
. 1\3
Uberschlag: 1:<W) =10°.

[=] -9.7029 -10
_»1,0306 09

Kontrolle: [ ] [5]1[=] ~1,0306102.
Ergebnis: 1,0306 - 10°
Zur Aufgabe im Text (vgl. Beispiel 5):

V6400 + {6144 + 4800 + 4608
=V80+32/6 +403 +4842
“V6+24y7 +243 +246 7
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aufgepaBt
nachgedacht
mitgemacht

speziell
fiir Klasse 5/6

Prismen! Prismen?

Ala Welche der Korper (Bild 1) sind
a) Quader? b) Prismen?
|
HP
]
/L—‘ - -
A 8 C
Bild 1
4D "
F G

A2 A Welches der Volumen der in Bild 1
dargestellten Korper 148t sich mit der For-
mel V=G-h (G - Grundfliche, A -
Hohe) berechnen?

A3 a Wahr oder falsch?

a) Jeder Wiirfel ist ein Quader.

b) Alle Quader sind Prismen.

c) Jeder Quader ist ein Wiirfel.

d) Es gibt Prismen, die Quader sind.

e) Es gibt Wiirfel, die Quader sind.

f) Es gibt keine Wiirfel, die keine
Prismen sind.

g) Nicht jeder Quader ist ein Wiirfel.

h) Alle Quader sind keine Wiirfel.

A4 A Welches der dargestellten Prismen
(Bild 2) hat das groBte Volumen? (Fiir die

A6 a Berechne das Volumen eines Dop-
pel-T-Trigers von 3,200 m Linge
(siehe Bild 3/Angaben in mm)!

80

Bild 3

30

A7a a) Ermittle das Volumen des in
Bild 4 dargestellten Zeltes, wenn alle Zelt-
seiten straff gespannt sind (Angaben in
cm)!

b) Das Zelt soll von auBen (ohne Boden)
mit Imprignierspray bespriiht werden. Wie
groB ist die zu bespriihende Fliche? Runde
auf volle Quadratmeter!

Bild 4 -

[

150
120

jeweilige Ho6he h der Prismen gilt: o
h=50cm.) )
Bild 2 0
i
il .
; A 84 Ermittle Volumen und Oberfliche
des in Bild 5 dargestellten K6rpers (Anga-
~ —— b ben in mm)!
//// \\\ - pray b
4 o L 0 2 Buds 15
a b [
A 5a Vervollstindige die Tabelle! r'r /‘ ! i / n
Quader [ﬁ WA
r’|
= " 1 1T 1
Linge (in cm) 2 2 3 'I } } : : { I
| 111
Breite  (incm) |3 |3 . PN I SR
* | 28 T Y I I B I I
Hohe (in cm) 1 2 q /).__t_7; L/)_ _{_ —
- A7 VA
Volumen (in cm?) 12 24 s ?
Oberfliche (in cm?) 50
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A 9a Peter hat ein Aquarium mit den
Abmessungen ! = 70,0 cm, b = 40,0 cm
und h = 30,0 cm. Das Aquarium wird mit
Hilfe eines Schlauches mit Wasser gefiilit.
Wie hoch ist der Wasserstand nach 12 Mi-
nuten, wenn pro Minute 5,0 Liter Wasser
einflieBen?

A10a Berechhe jeweils Volumen und
Oberfliche der in Bild 6 angegebenen Pris-
men! (Die Korper sind alle eine Lingen-
einheit dick.)

Bild 6

allinhia:

A1l Ao Ermittle die fehlende Seitenldinge
des in Bild 7 dargestelliten Korpers! Die
Oberfliche des Quaders bejrigt 52 cm’
(Angaben in mm).

Bild 7

|
1
|
|
|
|
//)__
v S

30

Al12a Aus 240,0cm Draht ist das Kan-
tenmodell eines Quaders erstellt worden,

‘dessen eine Kante 3,0 cm lianger und des-

sen andere Kante 6,0 cmi ldnger als die kiir-
zeste Kante des Quaders ist. Berechne das
Volumen des Kantenmodells! (Verschnitt-
verluste bleiben unberiicksichtigt.)

A13aA Ein Quader mit den MaBen
a=3cm, b=4cm, ¢c=4cm ist auBen
griin gefirbt. Der Quader wird in kleine
Wiirfel von 1 cm Kantenlinge zersigt. Wie-
viel Wiirfel haben keine griine Fliche?

Alda Wie groB ist das Volumen des in
Bild 8 dargestellten K6rpers (Angaben in
mm)?

Bild 8

20

L. Flade/H. Knopf



Wer hat die
besseren Chancen?

In einem Schachturnier mit 14 Spielern
liegen nach 12 Runden Holger und Mat-
thias mit jeweils 8 Punkten in der vorderen
Hiifte der Turniertabelle. Holger erzielte
dabei folgende Resultate: 5 Gewinne, 6 Re-
mis und 1 Niederlage. Matthias erkimpfte
die 8 Punkte mit 4 Gewinnen, 8 Remis und
ohne Niederlage

(Gewinn = 1 Punkt, Remis = 23 Punkte,

2
Niederlage = 0 Punkte).
In der 13. Runde spielen Holger und Mat-
thias gegeneinander. Wer hat dabei die
besseren Chancen?
Nach den Prinzipien der klassischen Wahr-
scheinlichkeitsrechnung ist die mathemati-
sche Wahrscheinlichkeit P fiir das Eintref-
fen eines zufilligen Ereignisses A gleich
dem Quotienten aus der Anzahi der fiir 4
giinstigen Ereignisse g und der Anzahl der
gleichmdoglichen Ereignisse m zu dem ent-
sprechenden Ereignisfeld:

P4)=E

Mit dieser Form ist die Frage nach der
Wahrscheinlichkeit, daB ein Schachspieler
eine bestimmte Partie gewinnt, nicht zu
beantworten. Von gleichméglichen Ereig-
nissen kann bei einer solchen Frage nicht
die Rede sein. Deshalb miissen bei derarti-
gen Problemen die Prinzipien der moder-
nen Wahrscheinlichkeitsrechnung ange-
wendet werden, d. h., bei der Bestimmung
der Wahrscheinlichkeit eines solchen Er-
eignisses sind jene Ereignisse zu beriick-
sichtigen, deren Ergebnis bereits feststeht.
Mittels einer Methode von C.H.O’D. Alex-
ander erhélt man die Moglichkeit zur Be-
stimmung einer solchen Wahrscheinlich-
keit.

Zuerst wird iberpriift, ob die jeweiligen
Anzahlen der Gewinn-, Remis- bzw. Ver-
lustpartien beider Spieler groBer 0 ist. Da
Matthias keine Verlustpartie aufzuweisen
hat, werden die betreffenden Anzahlen bei-
der Spieler um je 1 erhdht. Danach ergibt
sich foigendes: -

Holger Matthias

" 6 Gewinne 5 Gewinne
7 Remis 9 Remis
2 Verluste 1 Verlust

Jetzt werden die erhdhten Gewinnpunkte
von Holger mit den erh6hten Verlustpunk-
ten von Matthias und umgekehrt die er-

hohten' Gewinnpunkte von Matthias mit
den erhShten Verlustpunkten von Holger
sowie noch die erh6hten Remispunkte mit-
einander multipliziert.

Gewinne fiir Holger: 6:1= 6
Gewinne fiilr Matthias: 5-2=10
Remis: *9=163

' 79
Daraus ergeben sich folgende Wahrschein-
lichkeitswerte:
Gewinn fiir Holger: —7%— = 0,07 = 7%
Gewinn fiir Matthias: —;% =0,13=13%
Remis: g—; =0,80=80%

Somit ist erkennbar, daB Matthias — ma-
thematisch betrachtet — iiber die besseren
Chancen in dieser Partie verfugt.
Die Farbverteilung (WeiB oder Schwarz)
fiir die vorangegangenen Partien sowie fir
die 13. Partie der beiden Spieler blieb bei
dieser mathematischen Bestimmung unbe-
riicksichtigt.

H. Ridiger

A1 a Counting the segments:

The drawing shows a segment of a straight
line divided into sections of unit length. In
this drawing, we can get many segments of
different length—of two units, three units,
four units, and so on.

L I 1 1 ! [ J

Suppose that the total segment has a length
of n units. What will be the total number of
all the different segments of various
lengths?

A2A B uncnosoin mnmpamuume, u3obpa-
KEHHOW Ha PACYHKE, PaCCTaBLTE 3HAKH +
U — TaK, YTOOBI BHITIONHANHCh YKa3aHHBIE
paBeHCTBa. MeXIOy HEKOTODBIMH cocel-
HUMHM OAGPaAMH MOXHO HE CTABHTH 3HAKa,
00beIMHAR UX B OOHO YHCIIO.

it
A3 A Plus ou moins: N, un nombre de
trois chiffres, intervient dans toutes les dé-
finitions de ce probléme! Retrouvez-le et
complétez la grille en utilisant judicieuse-
ment les deux nombres horizontaux qui y

figurent déja! aus: Maximath, Belgien
1 2 3 4 5 6 7
1 B
2 |H ]
5 W7 s|2]8
¢ | | L]
s17(9(2|5|18
sl |IN i
7 B
Horizontalement: Verticalement:
I N-83-N-600 IN-103-N-33
2N+50 2N-175
3 N—808-7828 3 N—806-N + 6428

4 N—-777-N—807 4 N—T747-N—1768
5 7925-N — 808 5 N+1657-N—1777
6 N —260 6 N —553

7N—-702:N—-39 7 N-386-N-189
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Teilbarkeitsregeln:
Gewichtete Quersummen

In alpha Heft 1/84 wurde ein Beispiel fiir
die Aufstellung von Teilbarkeitsregeln fiir
solche Teiler angegeben, die durch die all-
gemein bekannten Teilbarkeitsregeln fiir 2,
4,5, 8, 10 sowie die einfache bzw. alternie-
rende Quersummenregel fir 3, 9 bzw. 11
nicht erfaBt werden. Es soll hier €in ande-
res Verfahren aufgezeigt werden, welches
es gestattet, fiir alle Teiler und alle mégli-
chen Dividenden die Teilbarkeit zu priifen.

Ausgangspunkt sei die bekannte Teilbar-
keitsregel fur 3.

Beispiel 1: Die Bildung der iiblichen Quer-
summe einer m-stelligen auf Teilbarkeit zu
priifenden Zahl

m-1
Z=3 o,-10°
s=0
(geschrieben a,, _, ... a;ay) erfolgt zu
m-1
0= Z a,.
=0

Die Teilbarkeit von Q durch 3 ist deshalb
mit der Teilbarkeit von Z durch 3 iden-
tisch, weil fiir jede Stelle s ein n,e N exi-
stiert, so daB 10°=3-n,+ 1.

Das gleiche gilt fiir die Teilbarkeit durch 9.
Mit der Teilbarkeitsregel fur 7 soll die ge-
wichtete Quersumme an einem Beispiel
eingefiihrt werden.

Beispiel 2: Hier wird zur Zahl Z die gewich-
tete Quersumme

m-1

g= Z Qs Wy

s=0
gebildet, wobei fiir den Teiler 7 in Stelle s
die nachfolgende Wichte w; zu verwenden
ist:

s|]..7 6 543 210

w, | ..(-2-3-1 2 3 D
Die Klammer und der Periodenstrich sol-
len angeben, daB fiir Stellen s = 6 sich die
angegebenen Wichten periodisch nach
links wiederholen, d.h. w, = w,_¢ flirs= 6.
Durchfilhrung der Teilbarkeitspriifung
durch 7 fur Z =192 837465:
Stelle s:
8§ 7 6 5 4 3 2 1 0

Ziffer a:

1 9 2 8 3 7 4 6 5
X Wichte w,:

2 3 1 -2-3-1 2 3 1
Gewichtete Quersumme Q =

2427 +2-16 -9 -7 +8+18 +5

=30. Q = 30 ist nicht durch 7 teilbar, daher
ist auch Z nicht durch 7 teilbar. Der Beweis
fur 7|2 < 7|Q wird mit Satz 1 folgen.
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Dieser Satz wird auch den Beweis fiir fol-
gende Feststellung liefern:

Da Q — 2 durch 7 teilbar ist, gilt dies auch
fir Z —2:
Z—-2=192837463=17-27548209

Die Anwendung der gewichteten Quersum-
menregel ist ebenso wie die der herkémm-
lichen Quersummenregel rekursiv méglich,
falls bei einer ersten Anwendung eine
Quersumme entsteht, die die Teilbarkeit
noch nicht erkennen 1id8t.

Ableitung der theoretischen Grundlagen
der Teilbarkeit von Zahlen

m-1
Z=Y a b
s=0
durch beliebige Teiler t€{1,2,3,...}

in Zahlensystemen mit beliebiger Basis
be{2,3,4,...}:

Satz 1: Eine m-stellige Zahl
m-1
Z= Z a, - b ist genau
s=0
dann durch ¢ teilbar, wenn auch

m-1
Q=3 a- (b —n-1)
5=0
mit n;€ {0,1,2, ...} durch ¢ teilbar
ist. (Schreibweise: 1| Z <> t| Q).
Dabei heiBit der Ausdruck
w,=>b—n;-t
»Wichte“ der Stelle s bzgl. der Teilbarkeit
durch ¢; der Ausdruck

m-1
Q= Z as* Ws
s=0

heiBt ,Gewichtete Quersumme“ von Z.

Beweis:
m-1 m-1
Z-Q0=) a;-b— ) a-(b°—n,1)
s=0 s=0
m-1
= (g;-b*—a;-b*+a;-n,- 1)
s=0
m-1
=t Z a,n,
s=0

Demnach ist die Differenz zwischen Z und
Q durch ¢ teilbar. Da das Hinzufligen (oder
Abziehen) eines ganzzahligen Vielfachen
eines Teilers ¢ an der Teilbarkeit einer be-
liebigen Zahl Z durch ¢ nichts dndert, folgt
Satz 1. '
Die letzte Zeile des obigen Beweises kann
auch geschrieben werden:

Z = Q(mod¢)
Das heiBit, daB Z und Q in derselben Rest-
klasse (modulo ¢) liegen.
Dies bedeutet auch
t{(Z-n)=t|(Q—n) mit neN
Hieraus leitet sich der im Beispiel 2 gezo-

gene SchluB der Teilbarkeit von Q — 2 auf
Z -2 ab.
Zur Vereinfachung der Rechnung sollte ng
stets so gewdhlt werden, daB der Betrag
|wg| jeder Wichte w, ein Minimum an-
nimmt. Es sei ferner bemerkt, daB die Zahl
0 definitionsgemiB durch jeden beliebigen
Teiler ¢ teilbar ist, d. h., eine entstehende
Quersumme Q = 0 bedeutet Teilbarkeit.
Satz 1 gilt fiir jedes beliebige Zahlensy-
stern. Fiir b = 10, d. h. im Dezimalsystem,
entsteht der Ausdruck fiir die Wichten zu
wy=10°—n,-t.
Einige Spezialfille:
— Teiler ¢ = 1: alle w, =0 moglich mit
n, = 10%. Das heiBt Q stets gleich 0, die
Teilbarkeit ist stets gegeben.
~ Teiler ¢ > 1: mit ng =10 ist wy=1 stets
moglich.
— Fiir die Teiler 2...19 ist unten eine
Tabelle der Wichten minimalen
Betrages angegeben.

Satz 2: Rekursive Berechnung der Wichten
w, (s=1):
Die Wichte w, , ; kann aus w, gebildet wer-
den zu
W1 = ws'b_ n;+1.t
wobei n; , , ganzzahlig.
Beweis: Es gilt
w, =b—-ngt
und
Wss1 = bl - Ryt

laut Definition der Wichte. Mit

Mooy =ng-b+ng,,
folgt
Wee1=b*1—ng-b-t—ni, 't
=b-(b*—n;-t)—n,, -t
=b-wg—ng, -t q.e.d.
Demnach kénnen im Dezimalsystem die
Wichten w, fiir einen Teiler ¢, beginnend
mit wo=1,firs=1 zu
Wee1 =10 w—ng, -t
gebildet werden, wobei die n},, zur Mini-
mierung der Rechenarbeit so gewiihlt wer-
den sollten, daB die |w;, | minimal wer-
den. Ferner folgt aus Satz 2: Falls w, =0,
so gilt auch w,, ;=0 flir iz 1.

Satz 3; Periodizitit der Wichten
Gilt fiir eine Stelle s =r + d (d > 0) einer

"Zahl Z

WS= w"
dh b-—n-t=b—n-t
so gilt stets auch
Weay = Wra-
Das heiBt, es existieren n; ., n, .1, so daB
b5l —pgyt=b"—m gt



Beweis: Mit w, = w, folgt aus Satz 2:

Wy =we b — ".Ir+1't

W1 =w b — "’r+l't'
Wihlt man n}, = n,,,, so folgt Satz 3.
Wenn fir die Stellen s=r... (r+d-1)
die gewiinschte Minimalitit der Betrige
der Wichten vorlag, so wird diese Minima-
litit durch die Wahl n;,, = n,,, auch wei-
terhin periodisch geliefert.
Folgerung: Bei Verwendung von Wichten
w; minimalen Betrages ist jeder Satz von
Wichten w; bzgl. eines Teilers ¢ nach spite-
stens 7 — 1 Stellen periodisch, oder es gilt
fir eine Stelle r (r < t) und alle folgenden
Stellen

r+i (iz0 w.,;=0.
Beweis: Es treten It. Voraussetzung nur

Wichten aus we{O;il;...;iL%J} auf,

da sich andere nach Satz 1 durch Addition
oder Subtraktion von ¢ auf diese zuriick-
fiilhren lassen. (L x . bedeutet: groBte
ganze Zahl = x.) Ferner gilt die Folgerung
nach Satz 2 bzgl. w,,;=0.

Beispiele im Dezimalsystem:

Bildung der im Beispiel 2 fiir = 7 verwendeten Wichten entsprechend Satz 2:

wo=1 (nach Satz 1)
wy=10-1-nj-7 =3
wy=10-3—n3-7 =2
w3_=10~2—n§-7 =-1
w,=10-(—-1)—ny-7=-3
ws=10-(-3)—n;-7=-2
we=10-(=2)-ng-7=1
=wg
d.h., nach Satz 3 besteht die Periodizitit w,

Schreibweise: W(7)=(-2; —3; —1,2;3; 1)

(w, von minimalem Betrage fiir n] = 1)
(w; von minimalem Betrage fir n; = 4)
(w3 von minimalem Betrage fiir n} = 3)
(w, von minimalem Betrage fiir ny; = —1)
(ws von minimalem Betrage fiir n; = —4)

(wg von minimalem Betrage fur ng = —3)

=w,_¢ (§=6).

Eine Kontrolle der so errechneten minimalen Wichten 148t sich stets auch nach Satz 1

ausflihren.

Zusammenstellung aller Wichten W(r) fir £ =2...19 im Dezimalsystem:

W) | ¢
Ol 2
M| 3
01| 4
o;D| 5
=1 | 6
(-2;-3;-1;2;3;1) 7
©;4,2,1)| 8
M| 9
©;1| 10
-1l 1n
@ -2;1) (12
4;3 -1, -4, -3;1) | 13
((-6,-2,4,6;2;, -4);1) | 14
S| 15
©;8;4;-6;1) | 16
(—5;8,-6;,-4,3;2,7,-1,5,-8,6;,4, -3, -2, -7, 1) | 17
(=8;1) | 18
2;4,8,-3;,-6;7,-5;9;, -1, -2, —4;,-8;3,6;, 7,5, -9; 1) | 19

0 bedeutet, daB diese und alle hoheren Stellen nicht in die Quersumme eingehen.
W(T), W(17) und W(19) sind Beispiele fiir Periodizititen der Linge t — 1. (... ..))
bedeutet die periodische Wiederholung des Klammerinhalts nach links.

Beispiel 3: Ist Z = 64219587954
durch 17 tesdibar?

Stelle s:

10 987 6 5 4 3 2 10
Ziffer a,:

6 421 9 5 8 7 9 5 4
X Wichte w,:

2 7-1 5 -8 6 4-3-2-71

Gewichtete Quersumme Q =

12 +28 =2 +5 =72 +30 +32 —21-18-35 +4
= —137 ist nicht durch 17 teilbar.

Jedoch ist Q + 3 und damit auch

Z +3=64219587957 durch 17 teilbar.
Ergebnis:

64219587957 =17-3777622821.

Andere Zahlensysteme:
Fiir Teiler ¢ >> 10 kann sich die Betrach-
tung im 100er oder 1000er System empfeh-
len, d. h., es werden, von rechts beginnend,
stets Zweier- oder Dreiergruppen von Zif-
fern betrachtet, fiir die zuvor gemeinsame
Wichten ermittelt wurden. Allerdings wird
auch hier die Rechenarbeit meist noch er-
heblich sein.
Bedeutungsvoller kann jedoch die direkte
Teilbarkeitspriifung in grundsétzlich ande-
ren Zahlensystemen sein. Selbstverstind-
lich ist Z = (999),0 auch in jedem anderen
Zahlensystem durch drei und neun teilbar,
unabhingig von der Darstellungsweise. Je-
doch sieht man dies der Zahl Z = (1747);
im Oktalsystem ja nicht gleich an, und
kann sie trotzdem ohne vorherige Riick-
konvertierung ins Dezimalsystem priifen,
indem man z.B. die Wichten fiir den Neu-
nertest im Oktalsystem ermittelt:
(Beachte hier Satz 2:
Wer1=8-wo—ng, 1),
W©Oe=(-11).
Damit entsteht die gewichtete Quersurnme
zZu
Q=(1+7-4+T7)=(~11) (=9%0)
und richtig erweist sich auch die oktal ge-
schriebene Zahl Z als durch 9,5 = (11); teil-
bar.

J. Hoppe
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fiir alpha-Leser
Teil 6

Oder: Losen von Gleichungen

Aufgabenbeispiel 8

Gegeben ist ein Quader mit einem Volu-
men von 770cm?’. Die Zahlenwerte der
Kantenldngen des Quaders seien natiirli-
che Zahlen. AuBerdem wissen wir, daB die
erste Kante um 3 cm linger ist als die
zweite und daB die zweite Kante um 4 cm
kiirzer als die dritte ist.

Gib die Zahlenwerte der Kantenldngen an!
Um die Aufgabe zu l6sen, stellen wir zu-
nichst eine Gleichung auf. x sei der Zah-
lenwert der zweiten Kantenldnge (in cm);
Zahlenwert der 1. Kantenldnge (in cm):
x+3;

Zahlenwert der 3. Kantenlinge (in cm):
x+4.

Gleichung:

(x+3)x(x+4)=770 bzw.

x3+7x24+12x—-770=0 (x€eN).
Aufgrund des Sachverhalts und der Glei-
chung folgt, daB x gréBer als Null sein
muB und nicht groBer als 10 sein kann
(grob abgeschitzt).
x}+7x2+12x—770=0 ist eine Glei-
chung dritten Grades, fiir die uns noch
kein Losungsverfahren bekannt ist. Den-
noch kénnen wir uns an eine Lésung her-
antasten, indem wir den linken Term der
Gleichung fiir einige x-Werte aus dem L6-
sungsbereich berechnen und so versuchen,
den x-Wert zu finden, fiir den die Glei-
chung erftillt ist.

x-Wert | linker Term Feststellung
5 —410 zu klein

8 286 zu groB

7 0 Losung

Die Losung der Gleichung in dem Lo-
sungsbereich ist 7. Die Kantenlingen des
Quaders betragen somit 10 cm, 7 cm und
11cm. In diesem Fall war das Problem
leicht zu l6sen. Wir hitten maximal 9 Zah-
lenwerte (1;2;...9) fir x durchprobieren
miissen. Enthdlt der Grundbereich weit
mehr als 9 Zahlen, z.B. 100 oder 1000 oder
noch mehr, so ist das Finden einer Losung
bzw. aller Losungen einer Gleichung drit-
ten Grades auch mit Hilfe eines Taschen-
rechners eine miihselige Arbeit.

84 - alpha, Berlin 21 (1987) 4

A 354 Die Gleichung
x3+7x2+12x-500=0
hat im Intervall 0 £ x < 20 genau eine Lo-
sung. Gib die Lésung mit Hilfe des SR1
auf Zehntel genau an!
Beim Ldsen dieser Aufgabe hast du festge-
stellt, daB man sich auch an eine solche
Losung, die keine natiirliche oder ganze
Zahl ist, herantasten kann. Man erhilt da-
bei zuweilen Ndherungswerte, die um so
besser sind, je weniger der berechnete
Termwert von Null abweicht. Will man
einen Niherungswert auf Hundertstel oder
Tausendstel genau ermitteln, ist das auch
mit einem Taschenrechner recht zeitauf-
wendig. Deshalb wollen wir nun den FleiB
eines Computers nutzen, um solche Glei-
chungen zu l6sen. Dazu miissen wir aller-
dings ein geeignetes BASIC-Programm ent-
werfen.
Mit einem solchen BASIC-Programm soll
der Computer fiir verschiedene x-Werte
die entsprechenden Termwerte ausdrucken
lassen. Das kann mit einer FOR-NEXT-
Schleife realisiert werden. Damit wir uns
an die Losungen moglichst genau heranta-
sten kOnnen, gestalten wir das Programm
so, daB der Anfang, das Ende und die
Schrittweite in unserem Suchintervall frei
wiéhlbar sind.

Programm 7 (Wertetabellen fiir
x3+7x%+ 12x — 500)

10 CLS
20 INPUT ,INTERVALLANFANG:“A
39 INPUT ,INTERVALLENDE:“E
49 INPUT ,SCHRITTWEITE:“;S
56 PRINT X<, ,Y*

68 PRINT ,~—————————_ «
76 FORX = A TO E STEP §
80 LET Y = X¥X%X
+ TRX*X
+12%X - 500
99 PRINT X, Y
109 NEXT X _
116 PRINT:PRINT:GOTO 20

A 36 A Berechne mit dem Computer eine

Losung der Gleichung
x3+7x2+12x—-500=0

so genau wie moglich!

A37a Versuche folgende Aufgaben auf
analoge Weise mit dem Computer zu 16-
sen.

a) Die Gleichung
x'—=51x*+59x2-93x+27=0

hat im Intervall 0 < x = 5 genau zwei L&-
sungen. Ermittle sie!

b) Finde die Losung der Gleichung

1 1
100° = 36,632 im Intervall
10 = a = 40!
c) Ermmittle die drei Lésungen der Glei-
chung b3+ 1=2p! '

3

d) Die Gleichung z* -2z —7=0
hat im Intervall 0 < z < 100 genau eine
Losung. Gib sie an!

Mit dem Programm 7 ermittelten wir

eigentlich die Nullstelle (n) der in Zeile 89

angegebenen Funktion:
y=x3+7x2+12x—500.

In BASIC kann auch mit Hilfe der Anwei-
sung

[ DEF FN Name (Argument) = Ausdruck |
eine Funktion definiert werden.

Beispiele: .
DEFFNYX)=XA4-51%XA3

DEF FNF(B) = B¥B¥%B — 2%B +1

DEF FNK(Z) =Z A (3/4) —2%SQR(Z) - 7

438 o Finde die Fehler!
a) DEF FN(X) = X¥X +2
b) DEF FNY =2%Z -7
c) DEFFNAX)=3X r4
Nutzt man im Programm 7 die Funktions-
anweisung, so konnte man folgende Ande-
rungen vornehmen:
45 DEF FNY(X) = X%*X¥X

+ 7¥X*¥X

+ 12%X — 500
Dafiir wird die Zeile 80 gestrichen.
Die Zeile 98 ist zu dndern:
98 PRINT X, FNY(X)
Wie man sieht, ist beim Aufruf der in
Zeile 45 definierten Funktion die Buchsta-
benkombination FN dem Namen voranzu-
stellen (vgl. Zeile 96).

A39a Weshalb ist das Vereinbaren von
Funktionen innerhalb einer Schleife abzu-
lehnen?
Beim Lésen der Aufgabe 37 konntest du
feststellen, daB die Wahl geeigneter Einga-
bewerte fiir A (Intervallanfang) und E (In-
tervallende) fir das Finden einer Ldsung
entscheidende Bedeutung hat. Wenn das
neue Intervail im vorherigen enthalten ist
und die Termwerte an den Intervallenden
verschiedenes Vorzeichen haben, so
kommt man der Losung ein Stiick ndher.
(Diese Aussage gilt allerdings nur fiir sol-
che Gleichungen, die auf stetige Funktio-
nen fiihren. Da alle in der Schule behan-
delten Funktionsklassen stetig sind, soll
dieser Begriff hier nicht ndher erldutert
werden.)
Wenn man auch nach lingerem Suchen
kein geeignetes Intervall findet, kann dar-
aus noch nicht gefolgert werden, daB es
keine Loésungen gibt. Wir wollen im weite-
ren die Fragen der Losbarkeit und der An-
zahl der Losungen nicht ndher betrachten,
da bei Anwendungsaufgaben die Losbar-
keit in einem Intervall meist durch den
Sachverhalt gegeben ist.
Wir wollen nun unser Programm 7 noch
nutzerfreundlicher gestalten. Bisher nahm
uns zwar der Computer viele Rechnungen
ab, aber wir hatten noch genug zu tun:
(1) Feststellen, ob es einen x-Wert gibt,
fiir den y =0 ist.
(2) Vorzeichenwechsel feststellen.
(3) Neues Intervall ablesen und eingeben.
(4) Neue Schritiweite bestimmen und
eingeben.
(5) Entscheidung iiber Beendigung des
Verfahrens.
All diese Aufgaben soll der Computer
ubernchmen.
Zu (1): Mit Hilfe der Anweisung
94 IFFNY(X)=8 THEN
.Y =@ FUER X=X
kann der Computer feststellen, ob es einen
x-Wert gibt, fiir den Y = 0 gilt.

PRINT



Zu (2): Um geeignete Intervallgrenzen zu
erkennen, nutzen wir den bekannten Satz,
daB das Produkt zweier Zahlen genau dann
negativ ist, wenn die Zahlen unterschiedli-
ches Vorzeichen haben.
IFFNYX)¥FNY(X +S)< #
THEN PRINT ,+/— WECHSEL*
Zu (3)/(4): Ausgehend von (2) wissen wir,
daB eine Losung der Gleichung (bzw. eine
Nullstelle der Funktion Y(X)) im Intervall
<X;X + S> liegt. Um sich an diese weiter
heranzutasten, sind X und X + S als neue
Intervallgrenzen zu wihlen:
LETA=X:LETE=X+S.
Dariiber hinaus ist die Schrittweite S zu
verkleinern (z.B. auf ein Zehntel der vorhe-
rigen Schrittweite):
LETS=0.1%S.
Also kénnen wir insgesamt folgende BA-
SIC-Programmzeile formulieren: '
98 IFFNYX)*FNY(X +S)< @
’ THEN PRINT, +/—-WECHSEL“:
A=X:E=X+S8=.1%S:GOTO 70.
(Das Schliisselwort LET kann auch wegge-
lassen werden.)

440 o FErginze das Programm 7 und lose
dann die Aufgabe 37 emeut!

Man erkennt: Sobald ein geeignetes Inter-
vall eingegeben wurde, arbeitet sich der
Computer selbstindig an die Losung he-
ran.

Aber: Nachdem die Genauigkeitsgrenze
des Computers erreicht ist (6 Ziffern), 1duft
der Computer in einigen Fillen rund, ohne
daB eine Anderung eintritt

(z.B. bei A 37 A c) mit b, = —1.61803).
Wir miissen also eine Abbruchbedingung
formulieren.

Zu (5):

a41a Ubernimm folgende Programm-

zeile!

95 IF S < 1E — 6 THEN PRINT
~NAEHERUNGSLOESUNG:“,
X:END

a) Warum wurde die Abbruchbedingung

vor den Anweisungen zur Intervallverdnde-

rung bei einem Vorzeichenwechsel einge-
fligt?

b) Lose folgende Gleichungen!
x3-2x+5 =0
x3—2x+50000=0

¢) Uberlege, warum die gleiche Abbruch-

bedingung bei der zweiten Gleichung ver-

sagt!

Will man Abbruchbedingungen formulie-

ren, so ist die gewiinschte Genauigkeit an-

zugeben. Dazu wurde in Zeile 95 die

Schrittweite S genutzt.

S gibt eine Schranke fiir den absoluten Feh-

ler des Niherungswertes X an; der absolute

Fehler von X soll kleiner sein als 0,000 001.

Damit wird verstindlich, weshalb die Ab-

bruchbedingung in der letzten Aufgabe mit

der Niherungslosung

x = —36,8584 nicht erfiillt werden kann.

Fiir $ =0,000001 z. B. ist der Wert von

X + S=—36,858399. Da der Kleincompu-

ter nur 6 Ziffern anzeigt, intern aber auch

nur mit.-7 Ziffern arbeitet, fihrt dieser

Wert zu keiner Anderung, und die Schritt-

weite S wird nicht weiter verkleinert.

Der absolute Fehler fiir sich genommen
reicht also noch nicht aus, um eine in je-
dem Fall geeignete Abbruchbedingung zu
formulieren. Man muB ihn in Bezug zum
Niherungswert setzen.

Deshalb empfiehlt es sich, stets den relati-
ven Fehler fiir eine Abbruchbedingung zu
verwenden.

_| Absoluter Fehler |

" | Nzherungswert |
Aber auch dem relativen Fehler sind durch
die beschrinkte Stellenzahl Grenzen ge-
setzt.

Es gilt: Wenn ein Niherungswert n zuver-
lissige Ziffern hat, dann liegt der relative

Relativer Fehler

‘Fehler in der Gr6Benordnung % (und

umgekehrt).

Damit erhalten wir allgemein folgende Ab-

bruchbedingung, wenn S den absoluten

Fehler und X den Nidherungswert angibt:
ABS(S/X)<1E—-6

Fiir X = 0 fiihrt diese Bedingung jedoch zu

einer Fehlermeldung.

Deshalb sollte X =0 gesondert untersucht

werden.

Insgesamt erhalten wir damit ein Pro-

gramm zur Losung beliebiger Gleichungen

bzw. zur Ermittlung von Nullstellen belie-

biger (stetiger) Funktionen.

Programm 8

18 CLS

20 INPUT ,INTERVALLANFANG:“A
39 INPUT ,INTERVALLENDE:“E

48 INPUT ,SCHRITTWEITE:“;S

50 DEFFNY(X) = ...

60 PRINT ,X“, Y

80 FORX=A TO E STEP S

99 PRINT X,FNY(X)

IF FNY(X) = § THEN PRINT
.Y =0 FUER X =“X

IF X=0 THEN PRINT ,X=0
EXTRA BEHANDELN!“:GOTO
20

IF ABS(S/X)<1E-6 THEN
PRINT ,NAEHERUNGS-
LOESUNG:“;X:END

IF FNY(X)¥FNY(X + S) <@
THEN PRINT
»+/—WECHSEL!*:

A=X:E

=X+8:5=.1%S: GOTO 89
146 NEXT X

150 PRINT:PRINT:GOTO 2@

120

139

A42 o Erginze das Programm 8, so daB
man die Genauigkeit der Niherungslosung
wihlen kann!

A 43 o Entwickle ein Programm zur Lo-
sung beliebiger Gleichungen nach folgen-
der Idee:

Wenn <a; b> ein geeignetes Losungsinter-
vall ist, dann bilde den Funktionswert in
der Mitte des Intervalls <a;b>. Von den
beiden Teilintervallen wird mit dem wei-
tergearbeitet, fiir das die Funktionswerte
an den Intervallenden verschiedenes Vor-
zeichen haben. Wiederhole die Intervall-
halbierung solange, bis der relative Fehler
der Niherungslésung kleiner als 0,00001
ist! L. Flade/M. Pruzina

Ldsungen

Al5a x=58

A36A x=1579901

Hierbei stellst du auch fest, daB der Com-
puter im Inneren mit einer etwas groBeren
Genauigkeit arbeitet, als auf dem Bild-
schirm angezeigt wird.

A37a a) ;=25 x,=36

b) a=31.9727;

c) b,=-1.61803 b,=0.618034 b;=1
d) z=66.6597

A 384 a) Der Name der Funktion fehlt.
b) Das Argument der Funktion fehlt.
¢) Das Multiplikationszeichen fehlt.

4394 Die Funktionsvereinbarung inner-
halb einer Schleife wiirde unnétigerweise
bei jedem Schleifendurchlauf emeut erfol-
gen.

A4l a a) Wenn die gewiinschte Ge-
nauigkeit erreicht ist, kann auf weitere Un-
tersuchungen verzichtet werden.

b) x;=—2.09455 x,=—36.8584

¢) Die Abbruchbedingung versagt, weil die
Schrittweite nicht kleiner als 0,000001
werden kann.

A42a 45 INPUT ,RELATIVER
FEHLER:*;G
126  IF ABS(S/X) <G
THEN ...

A 43 o Eine Moglichkeit:
10 CLS
20 INPUT ,INTERVALLANFANG:“A
36 INPUT ,INTERVALLENDE:“E
40 DEF FNY(X)=...
50 X=5%A+E
60 IF FNY(X) =8 THEN
PRINT ,X=“X:END
70 IF FNY(A)¥FNY(X) < #
THEN E=X:ELSE A=X
80 IF X=0 THEN PRINT ,X=0
EXTRA BEHANDELN!*:
GOTO 20
99 IF ABS(E—A)/X) < 1E-5
THEN PRINT
~JNAEHERUNGSLOESUNG:*
:X:END
180 GOTO 50

In der Betriebsberufsschule des Wohnungs-
baukombinates Erfurt erhalten jihrlich
550 Lehrlinge eine Ausbildung im Compu-

terkabinett.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Rolf Felix Miiller, Gera

Magische Sternfiguren

a) Das im linken Bild gezeigte Sternsechseck hat
sechs duBere und sechs innere Ecken (a, e, I, m, h,
bbzw. ¢, d, g, k, i, f). Sie sind mit den Zahlen 1, 2,
3, ..., 12 so zu besetzen, daB immer je vier lings
einer Geraden liegenden Zahlen dieselbe Summe
ergeben.

Oberlehrer O. Chromy, Coswig

b) Anstelle der Punkte sind im rechten Bild die
Zahlen 1 bis 11 so zu ergdnzen, daBl die Summe am
Umfang jedes Dreiecks zunichst 14, dann 18 be-
tragt. Jindrich Pénéik, Prag

Wie viele Quadrate, wie viele Dreiecke?
L L

Ein Taschengeldproblem

Ein Schiiler hatte in seiner Geldborse nur Miinzen
zu 15 Kopeken und zu 20 Kopeken; es waren mehr
Miinzen zu 20 Kopeken als Miinzen zu 15 Kope-
ken. Den 5. Teil seines Geldes gab dieser Schiiler
fiir eine Kinokarte aus, die er mit genau zwei Miin-
zen bezahlte. Die Hilfte des ihm noch verbliebenen
Geldes gab er fur das Mittagessen aus, das er mit
genau drei Miinzen bezahlte.

Wieviel Miinzen zu 15 Kopeken und zu 20 Kope-

ken hatte dieser Schiiler anfangs?
aus einem sowj. Unterhaltungsbuch
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Geburtstag erraten

Multipliziere die Tageszahl mit 20 und addiere 3!
Multipliziere dann mit 5, und addiere die Monats-
zahl! Multipliziere das Ergebnis mit 20, addiere 3,
und multipliziere mit 5! Addiere zum SchluB3 die
Jahreszahl (nur die aus den letzten beiden Grund-
ziffern ablesbare Zahl) dazu!

(Ich subtrahiere von dem genannten Ergebnis 1515
und lese von links nach rechts die Tages-, Monats-
und Jahreszahl ab.) L L

Erstaunliche Skatabrechnung

Vier Freunde rechnen ihre Spielergebnisse beim
Skat mit —I%Pf je Punkt ab. Letztens sah die Ab-
rechnung so aus (relative Differenz mit jedem ande-
ren Spieler):

Jiirgen Jochen Dieter Hannes

+ 75 -219 +165 - 21

+294 —294 + 90 - 96

- 90 —384 +384 +198

+ 96 —198 +186 -186
+300:10 —876:10 +660:10 -— 84:10

+ 30 - 88 + 66 - 8 (Pf)

Da meinte Dieter: ,,Wollten wir heute nicht eigent-

. 1 . . .
lich um TPf spielen?“ , Ja“, meinten auch die an-
deren, ,,dann miissen wir zum Schluf3 eben durch 4
dividiere_r_l.“ ,Nicht notig“, antwortete Dieter nach
kurzem Uberlegen, ,diesmal kdnnen wir das Ergeb-
nis sofort aus dem Spielergebnis ablesen.“ Die
Freunde zweifelten und dividierten die letzte Zeile
jeweils durch 4. Erstaunt stellten sie fest, daB Dieter
recht hatte.

Wie 148t sich das erklidren?
Studienrat H.-J. Kerber, -Neustrelitz

Méglich oder nicht moglich?

Ist es moglich, genau die Zahlen 1, 2, ..., 12 so auf
einem Kreis anzuordnen, daB fir je drei aufeinan-
derfolgende Zahlen a, b, ¢; b? — ac durch 13 teilbar
ist? aus der ungarischen math. Schiilerzeitschrift Lapok



Das Monster

In einem Spiel ist das ,Monster“ der Sektor eines
Kreises mit dem Radius 1 cm, das in der Figur ge-
zeigt wird. Das fehlende Stiick (der Mund) hat
einen Zentriwinkel von 60°.

Wie groB ist der Umfang des Monsters (in cm)?

60°

A[n+2] B[2rn] C[5/3n] D[5/6n+2]
E|5/3n+2 aus einem

britischen Schulwettbewerb 1985

Gute Beobachtungsgabe gefragt!

Zwei Minuten anschauen, dann nachzeichnen!

aus der niederldndischen
math. Schiilerzeitschrift Pythagoras

Suchbild

Von den in der oberen Reihe dargestellten Gegen-
stinden befinden sich vier auch in der Zeichnung.
Welche?

aus Fiiles, Budapest
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Kryptarithmetik

Die Buchstaben auf den Datentrigern X, Y, Z sind
verschliisselte Zahlen, wobei gleiche Buchstaben
gleiche Zahlen bedeuten. Welcher Datentriger 16st
die rechts oben fixierte Multiplikationsaufgabe?

W. Neugebauer,
Berlin
edst -d0 1 9
nnOn 6
nJeet 0

Qd n| |tr; 2 3
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nn(d nnJe
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Zahlen in Begriffen

Erginze die folgenden Wortbruchstiicke jeweils so
durch das Zahlwort fiir eine natiirliche Zahl, daB
sich sinnvolle Begriffe ergeben:

A) ...sassa, ...guldenkraut.

B) ...meter, ...ung, ...teinium, ...tagsfieber,
...sachen, ...fel, ...e, ...erbahn, ...stigkeit,
...tschrift, ...amkeit, ...g, ...gebirge, ...erdeck,
...schaft, ...jahriger Krieg, ...enbein, ...t.

C) ...malklug, ...errat, ...los, Jahr..., ... kampf,
...riede, ...waldstitter See, ...enbeinkiiste.

Wenn ¢ die Summe der unter A eingefiigten, b die
Summe der unter B eingefiigten und ¢ die Summe
der unter C eingefligten Zahlen ist, so gibt a — b
das Geburtsjahr und g — ¢ das Todesjahr eines fran-
z0sischen Physikers und Mathematikers, nach dem
die SI-Basiseinheit der elektrischen Stromstirke be-
nannt ist, an.

Wer ist es, und wann lebte er?

Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitdt
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aus: Mathematical pie, London
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Evariste Galois

Verstindlicherweise kommt es auch heute
noch selten vor, da Mathematiker durch
Briefmarken gewliirdigt werden, deren wis-
senschaftliche Leistungen auf die reine Ma-
thematik beschrankt sind und nicht unmit-
telbar in Naturwissenschaften, Technik
oder anderen Praxisbereichen wirksam wer-

den, so daB es schwer ist, ihren Inhalt und-

ihre Bedeutung einem breiteren Publikum
verstindlich zu machen. Zu den wenigen
Ausnahmen gehort die hier gezeigte fran-
z6sische Briefmarke aus dem Jahre 1984,
die dem Revolutionar und Geometer Evariste
Galois (1811 bis 1832) gewidmet ist. Geo-
meter ist hier als Mathematiker zu verste-
hen, denn das Arbeitsgebiet von Galois war
die Algebra, wenngleich seine Ergebnisse
von Bedeutung fiir die Theorie der geome-
trischen Konstruktionen sind.

FRANCAISE
Suwsnd

Ein uraltes zentrales Problem der Mathe-
matik ist die Suche nach Lésungsformeln
und -methoden fiir Gleichungen in einer
Unbekannten x, die auf die Form

(4] X"+ @y x4 L+ ayx?

+ax+a;=0

gebracht werden kdnnen. Nachdem im we-
sentlichen schon in der Antike die Lo-
sungsforme!

1
X112 = ?(_P Typi- 4‘1)

fiir die quadratische Gleichung
x2+px+qg=0

bekannt war und im 16. Jh. dhnliche, auf

den Grundoperationen Addition, Subtrak-

tion, Multiplikation, Division und zweite

bzw. dritte Wurzel V_, V_ beruhende L3-
sungsformeln (sogenannte Radikale, abge-
leitet von radix [lat] = Wurzel) fiir Glei-
chungen dritten und vierten Grades, d. h.
fiir die Fille n =3, 4 in (1) gefunden wor-
den waren, konzentrierte sich das Streben
der Mathematiker auf die Suche nach ana-
logen Lésungsformeln in Gestalt von Radi-
kalen fiir Gleichungen hdheren Grades.

88 - alpha, Berlin 21 (1987) 4

1799 bewies der Italiener P. Ruffini (1765
bis 1822) mit noch unzulidnglichen Mitteln
und 1822 der Norweger N. H. Abel (1802
bis 1829) in aller Strenge, daB es eine sol-
che Losungsformel fiir die allgemeine Glei-
chung (1) im Fall n = 5 nicht gibt. Derar-
tige Resultate, vergleichbar ist z. B. die
Unmoglichkeit, die Gleichung x%?=2
durch eine rationale Zahl zu 16sen oder
eine Strecke der Linge 7 aus der Einheits-
strecke mit Zirkel und Lineal zu konstruie-
ren, stoBen meist auf das Unverstindnis

"der Nichtmathematiker, obwohl jeder ver-

steht, daB im tdglichen Leben bestimmte
Aufgaben mit dafiir ungeeigneten Hilfsmit-
teln uniGsbar sein konnen. Auch innerhalb
der Mathematik erfordern solche Unmég-
lichkeitsbeweise, jedenfalls die ersten auf
einém neuen Gebiet, meist grundsitzlich
neue Uberlegungen, Begriffe und Metho-
den, das Durchbrechen gewisser psycholo-
gischer Barrieren, und sie bewirken das
Entstehen neuer mathematischer Diszipli-
nen und weiterfuhrender Fragen, l6sen
manchmal eine innermathematische Revo-
lution aus. So geschah es auch mit dem
Satz von Ruffini und Abel. Er besagt ja
keineswegs, daB keine Gleichung der Form
(1) durch ein Radikal I8sbar ist. Zum Bei-
spiel ist x = % eine Losungsformel in Ge-
stalt eines Radikals fir die Gleichung
x5—a=0und

@ x=tVatybtyc

ein Losungsradikal fir die Gleichung
A3) x8 — 4ax®+ (6a*—2b) x*

+ (4ab — 4a*) x? + a* — 2a%

+b2—-¢=0,
d. h. alle 8 im aligemeinen verschiedenen
Werte, die die rechte Seite der Formel (2)
bei allen méglichen Wahlen der vorkom-
menden Vorzeichen annimmt, erfiillen die
Gleichung (3) oder, was gleichbedeutend
ist:
Bezeichnet man diese 8 Werte mit x,, x,,
..., Xg, S0 ist die linke Seite von (3) gleich
dem Produkt (x —x;) (x = x)...(x — xg).
(Man priife beides nach!) Aber in diesen
Fillen geniigen die Koeffizienten der geld-
sten Gleichungen sehr speziellen Bedin-
gungen: Im ersten Beispiel sind fast alle
gleich Null, im zweiten Beispiel hingen sie
auf eine sehr spezielle Weise von nur drei
Parametern g, b, c ab.
Der Satz von Ruffini und Abel besagt nur,-
daB fur die Gleichung (1) keine fiir alle
Werte von a, -y, -.., @o einheitlich anwend-
bare Radikal-Losungsformel existiert, die
aus den Koeffizienten a,, ..., a, - als Vari-
ablen mittels der zuliissigen Operationen
aufgebaut ist.
Galois stellte sich mit dem Einfallsreich-
tum, dem ungestiimen Temperament und
revolutiondrem Elan, die ihn auch in sei-
nem kurzen, dramatischen Leben aus-
zeichneten, der iiberaus schwierigen Frage,
ob und wie man aus den Koeffizienten
einer speziellen Gleichung erkennen kann,
ob sie durch Radikale 16sbar ist und wie
diese Radikale gegebenenfalls von der
Struktur der Koeffizienten der gegebenen
Gleichung abhingen. Das dazu erforderli-
che vollig neue Begriffssystem, auf dem

heute unter dem Namen Gruppentheorie
eine grundlegende und #uBerst vielseitig
verwendbare mathematische Disziplin auf-
gebaut ist, benétigte rund 100 Jahre vom
Tode Galois’ an gerechnet, bis es ungefdahr
die heutige Gestalt annahm und von allen
Mathematikern verstanden, anerkannt und
gehandhabt wurde. Es ist also nicht gar so
verwunderlich, daB die sehr kurzen, in fast
aphoristischemn Stil und provokatorischem
Ton gehaltenen Schriften des so jungen
Galois von den beriihmten, erfolgreichen
und sich ihrer Bedeutung bewuBten Ma-
thematikern der franzosischen Akademie
nicht verstanden oder beachtet wurden.
Die Galoistheorie gehort zu den genialsten
mathematischen Leistungen aller Zeiten,
vollbracht von einem jungen, unbekannten
und mathematisch nur notdiirftig gebilde-
ten, iiberdies politisch miBliebigen Mann.
Sie findet heute teils direkt, vor allem aber
durch die von ihr erzeugte neue Denkweise
Anwendungen in vielen Richtungen, von
denen Galois selbst und seine Zeitgenos-
sen nichts ahnen konnten. Zugieich muB
man sagen, daB sie fiir die tatsichliche nu-
merische Losung algebraischer Gleichun-
gen von sehr geringem Wert ist. Aber auch.
diese Erkenntnis, eingebettet in die umfas-
sendere Wahrheif, daB das letzte Ziel der
Mathematik nicht so sehr die schonen, ele-
ganten Sitze und Theorien als vielmehr
die rationell anwendbaren Verfahren und
Methoden sein miissen, ist das Resultat
einer innermathematischen Revolution,
die sich in unseren Tagen vollzieht. Man
darf iberzeugt sein, daB Galois, der sich zu
seiner Zeit den aktuellsten, am meisten in
die Zukunft weisenden Fragen der Mathe-
matik widmete und so viel zur Vollendung
der klassischen Mathematik beigetragen
hat, auch heute auf der Seite des Fort-
schritts zu finden wire.
Wir haben zugunsten eines Versuchs, die
wissenschaftliche Leistung von Galois mit
einfachen Mitteln zu erldutern und aus
heutiger Sicht zu werten, auf jegliche De-
tails aus dem Leben und politischen Wir-
ken von Galois verzichtet. Hierzu méchten
wir den Leser auf die Galois-Biographie in
den Biographien bedeutender Mathematiker
(Verlag Volk und Wissen, 3. Aufl. 1983)
und auf den biographischen Roman Wen
die Gotter lieben von L. Infeld (deutsch
1954) sowie auf den Artikel {iber Galois in
der alpha 1969, Heft 4, verweisen!).

P. Schreiber

1) Nur wenige heutige Leser haben die
alpha schon seit so langer Zeit abonniert
und aufgehoben, aber es ist eine interes-
sante und niitzliche Aufgabe, einmal nach-
zuforschen, wo in Eurem Umkreis die alten
alpha-Jahrginge noch zuginglich sind und
darin zu sté6bern. Wir méchten Euch anre-
gen, alte alpha-Hefte aufzuspiiren, Stil und
Inhalt von damals mit der heutigen alpha
zu vergleichen und uns Eure Eindriicke
und Entdeckungen zu schreiben.



XXVII. Olympiade
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Aufgaben der Schulolympiade

Abgabe beim Mathematiklehrer: Ende September 1987

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prizise formuliert
und bewiesen werden. Der Ldsungsweg
(einschiieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankengéinge und
Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sétzen darzulegen.

Hinweis: Unter den Aufgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist
es die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teil-
aufgaben von steigendem Schwierigkeits-
grad bestehen. Dabei ist Teil a) meist recht
einfach zu l6sen und gibt in der Regel
Hilfe fiir die Losung der anderen Teilauf-
gaben. Die Losung der letzten Teilaufgabe
stellt bewuBt hohe Anforderungen. Diese
Teilaufgabe ist vorwiegend fiir die lei-
stungsstirkeren Schiiler gedacht. Es wird
empfohlen, iiber diese anspruchsvollen
Aufgaben in Klassen und Arbeitsgemein-
schaften zu diskutieren.

Anmerkung: X ABC bezeichnet im folgen-
den die GroBe des Winkels 5 ABC. Ferner
bezeichnet AB die Strecke mit den End-
punkten 4 und B, wihrend 4B die Linge
der Strecke AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

270511 Jemand will die abgebildete Fi-
gur in genau vier Teile zerschneiden. Kei-
nes der 20 kleinen Quadrate soll dabei zer-
schnitten werden. Die vier Teile sollen sich
so iibereinander legen lassen, daB sie sich
dann vollig gleichen (gleiche Gestalt und
gleiche Verteilung der Muster).

Ol Qar| g
<1815910 |10
Ol lar| O
<2 O]a2 410

Es gibt funf Moglichkeiten fir eine derar-
tige Zerlegung.

Zeichne diese fiinf Zerlegungen!

Eine Begriindung wird nicht verlangt.

270512 Eine Strecke von 240 mm Lénge
soll in zwei Teilstrecken zerlegt werden.
Die groBere Teilstrecke soll genau 47mal
so lang sein wie die kleinere.

Wie lang muB dann die kleinere Teil-
strecke sein und wie lang die groBere? Be-
griinde deine Antwort!

270513 Das Bild zeigt ein Rechteck
ACMK, das aus sechs kleinen Quadraten
zusammengesetzt ist. Man kann ipp Bild
auBer diesem Rechteck noch weitere
Rechtecke finden, die sich aus solchen
kleinen Quadraten zusammensetzen und
die selbst keine Quadrate sind. Zum Bei-
spiel ist DFJG ein derartiges Rechteck.

K L M
G 7 J
b F
A 8 ¢

Nenne alle derartigen Rechtecke auBer
ACMK!
Eine Begriindung wird nicht verlangt.

270514 a) Die Figur des Bildes soll so in
einem Zuge gezeichnet werden, daB dabei
keine Linie zweimal durchlaufen wird.

G
H J F
A K M £
8 L 0
A

Ein solcher Zug kann z.B. im Punkt L be-
ginnen und iber die Punkte M, J, K, L, B,
A H G HJ F, G F.M D F E'D,C,
B, H, K, B, C, D nach Punkt L zuriickfiih-
ren.

Suche mindestens einen weiteren derarti-
gen Zug und schreibe ihn wie im Beispiel
mit Hilfe der bei ihm zu durchlaufenden
Punkte auf!

zu b)

b) Auch die Figur des Bildes 1Bt sich in
einem Zuge so zeichnen, daB jede Linie ge-
nau einmal durchlaufen wird.

Gib mindestens einen derartigen Zug an!
¢) Vergleiche Anfangs- und Endpunkt der
von dir in den Bildern a und b gefundenen
Wege! Was stellst du fest?

Olympiadeklasse 6 .

270611 Vier Kreisscheiben sind jede fiir
sich um ihren gemeinsamen Mittel-
punkt M so zu drehen, daB danach immer
vier Zahlen auf je einem Strahl mit dem
Anfangspunkt M liegen. Dabei soll die
Summe der vier Zahlen auf jedem Strahl
34 betragen.

Gib mindestens eine Méoglichkeit solcher
Drehungen an!
Eine Begriindung wird nicht verlangt.

270612 In jedes leere Feld des abgebilde-
ten Quadrats ist eine der Zahlen 2, 3, 4, 5
einzutragen. Dabei soll in keiner Spalte
oder Zeile eine dieser Zahlen mehrfach
vorkommen. Ferner soll in keiner Spalte
oder Zeile neben einer Zahl deren Nachfol-
ger oder Vorginger stehen.

1

1

Gib mindestens zwei solche Eintragungen
an!

Eine Begriindung wird nicht verlangt.
(Hinweis: Es gibt sogar mehr als zwei sol-
che Eintragungen.)

270613 Auf einer Wippe stellt sich her-

aus:

(1) Andreas ist leichter als Frank, aber
schwerer als Dirk.

(2) Stefan ist leichter als Andreas, aber
schwerer als Dirk.

(3) Peter ist leichter als Jiirgen,
schwerer als Michael.

(4) Jirgen ist leichter als Dirk.

Ordne die Jungen nach ihrem Gewicht; be-

ginne bei dem schwersten!

Uberpriife, ob bei der von dir angegebenen

Reihenfolge alle Aussagen (1) bis (4) wahr

sind!

aber

270614 Kerstin zerschneidet ein recht-
eckiges Stiick Papier so, daBl der Schnitt
vom Mittelpunkt einer Rechteckseite zum
Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite
verlduft. Es entstehen zwei kleinere Recht-
ecke; Kerstin legt sie genau iibereinander,
so daB nur noch ein kleineres Rechteck zu
sehen ist, das aus zwei Schichten be-
steht.
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Kerstin  zerschneidet dieses aus zwei
Schichten bestehende Rechteck in gleicher
Weise und legt wieder die entstandenen
rechteckigen Papierstiicke genau iiberein-
ander. .
Entsprechend wird fortgesetzt: Ubereinan-
derliegende Rechtecke werden zerschnit-
ten, die entstandenen Papierstiicke werden
iibereinandergelegt. (Natiirlich geht das
nicht beliebig oft; denn der Papierstapel,
der zerschnitten werden soll, wird immer
dicker.) :
(1) Nenne die Anzahl der Papierstiicke, die
nach dem

a) zweiten, b) dritten, c) vierten
Zerschneiden entstanden sind!

(2) Angenommen, das Zerschneiden wire
beliebig oft moglich. Warum kénnten dann
trotzdem niemals nach einem Schnitt ge-
nau 160 Papierstiicke entstehen?

Olympiadeklasse 7

270711 Klaus lieB versehentlich seinen
Wecker zu Boden fallen. Dabei zersprang
das Zifferblatt (vgl. das Bild) in drei Fli-
chenstiicke. Nachdem der erste Schreck
iber das MiBgeschick voriiber war, be-
merkte Klaus, daB keine der 12 Zahlen
beim Zerspringen des Zifferblattes ausein-
andergerissen worden war.

Er berechnete fiir jedes der drei Flichen-
stiicke die Summe derjenigen Zahlen, die
auf diesem Flichenstiick standen. Dabei
stelite er fest, daB sich in allen drei Fillen
dieselbe Summe ergab.

Wie kénnte das Zifferblatt zersprungen
sein? Gib eine Moglichkeit hierfiir an und
tiberpriife, daB die von Klaus gemachte
Feststellung fiir deine Angabe zutrifft!

270712 In einer Kiste befinden sich ge-
nau 100 Kugeln, und zwar 30 rote, 30
blaue, 30 griine sowie 10 Kugeln, von de-
nen nur bekannt ist, daB sie schwarz oder
weiB sind und daB mindestens eine
schwarze Kugel dabei ist. Durch das Tast-
gefiihl lassen sich verschiedenfarbige Ku-
geln nicht voneinander unterscheiden.
Untersuche, ob es trotzdem moglich ist,
mit geschlossenen Augen eine jeweils ge-
eignete Anzahl von Kugeln, aber nicht alle,
so herauszugreifen, daB man mit Sicher-
heit vorhersagen kann:

a) Unter den herausgegriffenen Kugeln
befinden sich mindestens 12 Kugeln von
gleicher Farbe.

b) Unter den herausgegriffenen Kugeln
befindet sich mindestens eine schwarze
Kugel.

c) Unter den herausgegriffenen Kugeln
befinden sich mindestens 5 weifle Kugeln.

270713 In einem Dreieck seien die MaB-
zahlen der in Zentimeter gemessenen Lin-
gen aller Seiten ganzzahlig, gerade und un-
tereinander verschieden.

90 - alpha, Berlin 21 (1987) 4

Bekannt ist ¢ =6 cm und b =4 cm.
Untersuche, ob aus diesen Angaben der
Umfang des Dreiecks eindeutig ermittelt
werden kann! Ist dies der Fall, dann gib
den Umfang an!

270714 Bekanntlich hat jedes Viereck ge-

‘nau zwei Diagonalen.

a) Emmittle die Anzahl der Diagonalen
eines Fiinfecks und eines Sechsecks!

b) Finde eine Formel fir die Anzahl der
Diagonalen eines Vielecks in Abhingigkeit
von der Eckenzahl n des Vielecks!

Die Formel soll fiir alle natiirlichen Zahlen
n = 4 gelten.

Begriinde diese Formel!

¢) Welchen Wert gibt diese Formel, wenn
man sie flir n =3 anwendet? LiBt sich
auch dieser Wert in eine geometrisch an-
schauliche Aussage fassen?
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270811 Steffen stellt den Mitgliedern der
AG Mathematik folgende Aufgabe:

JJeder denke sich eine Zahl, multipliziere
diese mit 2, addiere zum Produkt 30, divi-
diere die Summe durch 2, subtrahiere von
dem erhaltenen Ergebnis die anfangs ge-
dachte Zahl!

Schreibe das Ergebnis auf!“

Es stellt sich heraus, daB alle Schiiler der
Arbeitsgemeinschaft das gleiche Ergebnis
hatten.

Miissen sich Steffens Mitschiiler unbedingt
auch die gleiche Zahl gedacht haben?

270812 In einem rechtwinkligen Koordi-
natensystern seien die Punkte A4(1;5),
B(4;4),C(2;8), A'(8;4), B'(7;1), C'(11;3)
gegeben. Sie sind so gelegen, daB es eine
Drehung gibt, bei der 4, B und C die Bild-
punkte 4’, B’ bzw. C’ haben.

Konstruiere das Drehzentrum D dieser
Drehung!

Beschreibe deine Konstruktion!

Beweise folgende Aussage: Wenn D das ge-
suchte Drehzentrum ist, dann 148t sich D
nach deiner Beschreibung konstruieren.

270813 Es sei ABC ein Dreieck, bei dem
der Innenwinkel x BAC die GroBe 30° hat.
Beweise, daB unter dieser Voraussetzung
die Linge der Seite BC gleich der, Linge
des Umkreisradius dieses Dreiecks ist!

270814 Es soll die Summe der Quadrate
zweier beliebiger natiirlicher Zahlen gebil-
det werden. Dann ist eine Division mit Rest
durchzufiihren, und zwar soll die eben ge-
nannte Summe durch 4 dividiert werden.
Man will nun untersuchen, welche Zahlen
bei einer derartigen Division als Rest auf-
treten kénnen und welche nicht.

a) Bilde zunichst cinige Beispiele, indem
du jedesmal selbst zwei natiirliche Zahlen
wihlst, die Summe ihrer Quadrate durch 4
dividierst und den auftretenden Rest no-
tierst! Setze das Bilden solcher Beispiele so
oft fort, bis es nur noch eine natiirliche Zahl
kleiner als 4 gibt, die in deinen Beispielen
nicht als Rest auftrat!

b) Nun kann man vermuten, daB diese
Zahl niemals .als Rest auftritt, wenn die
Summe der Quadrate zweier beliebiger na-

tiirlicher Zahlen durch 4 dividiert wird. Be-
weise diese Vermutung!
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270911 In die Kreisfelder der Figur sol-
len die Zahlen 1 bis 6 so eingetragen wer-
den, daB jede Zahl genau einmal vor-
kommt, und daB die Zahlen auf jeder
Dreiecksseite die gleiche Summe ergeben.

Geben Sie eine solche Eintragung an!
Uberpriifen Sie, daB die von [hnen angege-
bene Eintragung alle geforderten Bedin-
gungen erfiillt!

270912 Bei einem Dominospiel mit den
Zahlen 0, 1, ..., 6 ist jeder Spielstein in
zwei Hilften eingeteilt, jede Hilfte tragt
eine der Zahlen. In einem Dominospiel
kommen alle Kombinationen von je zwei
der Zahlen 0, 1, ..., 6 je genau einmal vor
(und zwar auch diejenigen, bei denen auf
den beiden Hilften eines Steines dieselbe
Zahl steht).

Eine Kette entsteht, wenn man mehrere
Steine in einer Folge so nebeneinander-
legt, daB benachbarte Hilften nebeneinan-
derliegender Steine stets einander gleiche
Zahlen tragen (Domino-Spielregel). Eine
Kette heilt geschlossen, wenn auch die bei-
den Steinhilften an den beiden freien En-
-den der Kette einander gleiche Zahlen tra-
gen (so daB man die Kette, wenn sie aus
geniigend vielen Steinen besteht, an ihren
Anfang zuriickfilhren und dort schlieBen
kann). :

a) Ermitteln Sie die Anzahl aller zu einem
Dominospiel gehdrenden Steine!

b) Ermitteln Sie die groBte Zahl solcher
Steine eines Dominospiels, aus denen sich
eine geschlossene Kette bilden 1a08t!

270913 Jemand mochte die Frage beant-
worten, ob 1987 eine Primzahl ist. Er hat
unter seinen Rechenhilfsmitteln (Zahlenta-
fel, Taschenrechner) zwar auch eine Prim-
zahitabelle; sie enthilt aber nur die Prim-
zahlen unter 100.

Wie kann (ohne weitere Hilfsmitiel) die
Untersuchung geflihrt werden; weilche Ant-
wort erbringt sie?

270914 Fiir jedes Rechteck seien die Sei-
tenlingen mit a, b bezeichnet, die Diago-
nalenlinge mit d und der Flicheninhalt
mit 4.

Beweisen Sie mit diesen Bezeichnungen
die folgende Aussage:

Es gilt d = 2a — b genau dann,

wenn A = %az gilt!
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271011 Wie viele geordnete Paare von
ganzen Zahlen (x,y) gibt es insgesamt, fiir
die x-y = 1987 gilt?



271012 a) Gibt es eine ganze Zahl x,
fir die > 1987 gilt?

x—1
b) Ermitteln Sie alle diejenigen reellen
Zahlen x, fur die > 1987 gilt!

x~—1

271013 Das Rechteck in dem Bild a kann
(mit Beriicksichtigung des eingezeichneten
Punktmusters) aus den sechs Teilen in
Bild b zusammengesetzt werden.

a) z . .
Y e oo |eo] e
X . L]

A B8 ¢ DO F F

HiEEHY

Geben Sie eine Moglichkeit fiir eine sulche
Zusammensetzung an und untersuchen
Sie, ob die von Ihnen angegebene Moglich-
keit die einzige ist!

(Zur Bezeichnung der Teilquadrate sollen
die im Bild a angegebenen Buchstaben be-
nutzt werden. So wird z.B. das rechte obere
Feld mit FZ bezeichnet.)

3 4

271014 Ist es moglich, einen Quader mit
den Kantenlingen \/2_ , \/3_ und y8 voll-
stindig mit Wiirfeln gleicher Kantenlingen
auszufiillen?
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271211 Man emmittle alle diejenigen
Paare (x,y) reeller Zahlen x, y, die das fol-
gende Gleichungssystem (1), (2) erfiillen:
1N x +xypt+ty=-1

) x2+y? = 5!

271212 Man ermittle alle diejenigen
zweistelligen und alle diejenigen dreistelli-
gen natiirlichen Zahlen, bei denen das Pro-
dukt der Ziffern doppelt so groB ist wie die
Quersumme!

271213 Es seien wie iiblich a, b, ¢ die
Seitenlingen eines beliebigen Dreiecks. -
Man untersuche, ob fiir jedes Dreieck die
Ungleichung

a2+ b+ c2<2(ab + ac + be)
gilt!

271214

Man ermittle den Rest, den die Summe
s=15+254+35+ ... +1987°

bei Division durch 25 liBt!

Losungen

Losung zu:
Unterhaltsame Kreisfigur
Heft 3/87

Laut Aufgabenstellung sﬂen agg BogAen—
stiicke kongruent, also P\Py; PyPy; PyP,;
P,Pg; PLA, und 4,P,; usw.

P P,P,P,P; ist ein regelmiBiges Fiinfeck,
M sei der Mittelpunkt des Umkreises
(siche Bild 1). 4,4,P,P, ist ein gleich-
schenkliges Trapez, die Bogen A;Pz, P}l,
P, A4, bilden einen Bogen, der ein Teil des
Umkreises dieses gleichschenkligen Trape-

zes ist. Die Winkelhalbierenden von
%A, PP, und xP,P,4, schneiden einan-
der im Mittelpunkt des Umkreises M, die-
ses gleichschenkligen Trapezes. Der Ra-
dius dieses Kreises sei r, der Radius des
Umkreises des Fiinfecks sei R.

Nun gilt fiir die Seitenlinge s des Fiinfecks
(siehe Bild 2)

A

§

L]
s =2-R-sin36°

Bild 2

1

wegen % = R -sin36°

MP =r

Fiir das gleichschenklige Trapez 4,4,P,P,
gilt

AP =P P, =P, =5

2 4,P P, =126° sowie

A P\Pyd, = 126°

4P \M, P, =54°

2i:r=sin27°, also
s
2

r= S0l und wegen (1)

_ R-sin36°

@ =g
Der Bogen b errechnet sich somit nack der
Formel
3) nr-54 _3-m-R-sin36°
180 10-5in27°

Einsender der Lisung:
Mathematikfachlehrer H. Schaller,
Institut fiir Lehrerbildung, Leipzig

b=

Losungen zu:
Der Vier-Quadrate-Satz
Heft 3/87

Ala Jede natiirliche Zahl der Form
4m + 1 ist (nach Satz 2) in h6chstens drei
Quadratzahlen zerlegbar. Jede natiirliche
Zahl der Form 4m + 2 ist ebenfalls (nach
Satz 2) in hochstens drei Quadratzahlen
zerlegbar. Jede natiirliche Zahl der Form
n=4m+3 1Bt sich als Summe
n=(n—1)+ 12 schreiben, worin n — 1 als
Zahl der Form 4m + 2 in hochstens drei
Quadratzahlen zerlegbar ist; also ist n als
Summe von hochstens vier Quadratzahlen
darstellbar. Dies gilt auch fiir jede durch 4
teilbare natiirliche Zahi n.

Man kann sie nimlich in der Form
n=4@m+r)=02Y@Am+r)

mit r=1, 2, oder 3 schreiben (4’ soll also
die hochste in n aufgehende Potenz von 4
sein).

4m + r ist aber fir r=1 oder 2 in héch-
stens drei Quadratzahlen, fir r=3 in
héchstens vier Quadratzahlen zerlegbar.

42a Der Satz 6 ergibt sich folgenderma-
Ben aus Satz 3: Es sei r=% eine gebro-

chene Zahl, worin p und ¢ natiirliche Zah-
len sind. Nach Satz 3 ist jede natiirliche
Zahl Summe von h&chstens vier Quadrat-
zahlen.

1. Fall: Es ist pg=a%+ b%?+ c2+ d?

mit natiirlichen Zahlen q, b, ¢, d.

Dann ist

2 2 2 2

R IMIMENY

q 4 q q q q
Summe von vier Quadraten gebrochener
Zahlen.
2. Fall: Es ist pg = a®+ b + ¢?
mit natiirlichen Zahlen g, b, c.
Dann ist ]
=R () ()

9 \¢q q 5q 5q
Summe von vier Quadraten gebrochener
Zahlen (beachte 52 =32 + 42).
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3. Fall: Es ist pg = a2+ b?
mit natiirlichen Zahlen a, b. Dann ist

_pP_D
r=r= 7

q
(5 + G5 + Ga) +(58)
q g 3q 3q
Summe von vier Quadraten gebrochener
Zahlen (beachte 32 = 12 + 22 + 22),
4. Fall: Es ist pg = a® mit einer

natiirlichen Zahl a. Dann ist

_p_pg_,(aN_(a\ (a}
T 4(2q) (24)+(2q)

a\? a\? S
+ — + —_—
(2q) (2q> umme von
vier Quadraten gebrochener Zahlen.

Losungen zu:
Knobel-Wandzeitung (8)
Heft 3/87

ala Das Bild zeigt mogliche Legefigu-
ren sowie je eine Legemoglichkeit.

L]
T
Isd
4[]
L7
[ 2
Gle@aBPrda G

A2a 2a) 21 Gold-, 37 Silber- und 22
Bronzemedaillen.

b) 11,4% der Leipziger Einwohner waren
1980 im DTSB, das ist gegeniiber 1951
eine Steigerung um 109,68 %.

c) Jeder leistete durchschaittlich rund
4 Stunden.

d) In einem normalgefiillten Becken befin-
den sich 562,5 m*® Wasser.

e) Die Zahl der Studenten stieg auf das
25fache, und die Zahl der Lehrkrifte auf
(rund) das 33fache.

A3 a Das Bild zeigt eine Moglichkeit
zum zweimaligen Durchlaufen des Linien-
netzes. (Es ist nicht moglich, das Linien-
netz hintereinander so zu durchlaufen, da
man jede Linie des Netzes genau einmal
durchschreilet. Warum?)

Q86
=1
g@z%

o=

N

AN

L)
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Die zuriickgelegte Wegstrecke betrigt
736,66 m. Diese ergibt sich als doppelte
Linge des Liniennetzes, die 368,33 m be-
trigt und sich zusammensetzt aus der
Linge dér Seitenlinien (100 m), der Tor-
und Mittellinie (120 m), der Strafraumli-
nien (73,32m), der Torraumlinien
(29,32 m), des Mittelhalbkreises (- 9,15 m
=28,75m) und der Strafraum-Kreislinie
(16,94 m).

Ad4a DieKryptogramme 1, 2, 5, 6 und 8
sind mehrdeutig 16sbar. Es gibt z. T. sehr
viele Losungen, z. B.

1 6233 7255 6 6211 9311
+1588 +1366 +8300 +7200
7821 8621 14511 16511

2 8977 6988 B 3788 5722
+6055 +7544 +5622 +3688
15032 14532 9410 9410

5 2399 3199
+5411 +5277
7810 8476

Die tibrigen Kryptogramme sind nicht 16s-
bar. Ihr gelangt in all diesen Fillen zu
einem Widerspruch.

A Sa Allgemein: Ist die Zahl 12 durch
die Stellung des angewiesenen Vorder-
manns (hier 2. und 3. Vordermann) teilbar,
so teilt sich der Kreis (12=2:6=3-4),
wenn nicht (hier 5. Vordermann), so bleibt

ein Kreis.

Ausfihrungsschema:

a)

b)

Lauffiguren:

a)

b)

<)

a6a 1. BEN HEGEWICHT -
GEWICHTHEBEN;

2. BEN OX - BOXEN;

3. ELLA BRAWSS - WASSERBALL;
4. ELLA BYLLOV - VOLLEYBALL;
5. ERNA FLEUHUD - :
HUERDENLAUF;

6. ERNI TE - REITEN;

7. HORST SPANGBUCH -
STABHOCHSPRUNG;

8. INGE WURPST - WEITSPRUNG:;
9. MARTHA LOFUNA -
MARATHONLAUF;

10. RENATO SPRUNNK -
KANURENNSPORT;

11. RUDI SPRENG - DREISPRUNG;
12. SUSEN STOLEGK -
KUGELSTOSSEN;

13. SUSI WEKFREND -
DISKUSWERFEN;

14. WERNER FESPE -
SPEERWERFEN;

15. WERNER HEMMAF -
HAMMERWERFEN

A7a oben: LEICHTATHLETIK,
unten (v.l.n.r.): HAMMERWERFEN,
SPEERWERFEN, HUERDENLAUF,
MARATHONLAUF.

A 84 Waagerecht: 3. Helm (Riidiger,
DDR); 5. Kim (Nelli, UdSSR); 6. Ovett
(Steven, GroBbritannien); 9. Beck (Volker,
DDR); 11. Walle (Robert van de,
Belgien); 12. Jon (Corneliu, Ruminien);
14. Varga (Karoly, Ungarn); 15. Coe
(Sebastian, GroBbritannien).

Senkrecht: 1. Koch (Marita, DDR); 2. Jahl
(Evelin, DDR); 4. Diers (Ines, DDR); 7.
Mate (Ilja, UdSSR); 8. Fink (Rudi, DDR);
10. Colon (Maria, Kuba); 13. Baron
(Bengt, Schweden).



Ldsungen zu: Unterhaltungsmathematik
aus der athiopischen

Schiilerzeitschrift Hislab

Heft 3/87

Ala Der Preis fiir ein Brot sei x Cent,
dann hat der dritte a Cent an den ersten
und b Cent an den zweiten zu zahlen.
Das ergibt das Gleichungssystem

3x—a= 15 Ix—-a=35
4x—b= 35 a=45-13§
a+b= 35 a=10
4x— b= 35 a+b=135
Ix+b= 170 b=25

Tx =105

x= 15

Der erste Reisende miiBte 2 Fiinf-Cent-
Stiicke und der zweite Reisende 5 Fiinf-
Cent-Stiicke erhalten.

A2a 100 Kiiken fressen in 100 Tagen
100 Scheffel. 100 Kiiken fressen in 10 Ta-
gen 10 SchefTel. 10 Kiiken fressen in 10 Ta-
gen 1 Scheffel. '

A3 a Unter den vielen Moglichkeiten,
2450 in ein Produkt aus drei Faktoren zu
zerlegen, gibt es zwei, in denen die Summe
der Faktoren gleich 64 ist:

5-10-49 =2450; 5+ 10+ 49 =64,

7- 7-50=2450; 7+ 7+50=64.

Da das Produkt der beiden kleineren Fak-
toren groBer sein muB als der groBte Fak-
tor, sind die Personen 5, 10 und 49 Jahre
alt.

A4a Die Zahl der Nur-FuBballspieler
sei a. Die Zahl der FuBball- und Basket-
ballspieler sei b. Die Zahl der Spieler aller
drei Sportarten sei c. Die Zahl der FuBball-
und Volleyballspieler sei d. Die Zahl der
Basket- und Volleyballspieler sei e.

Die Zahl der Nichtspieler sei f.

Esist a + b+ ¢ + d = 90 und damit

e+ f=10. Ferner gilt b+ e+ c =80,
dann ist b+ c=270unda+d+te

+ f=30, also auch d + e = 30.

Nun ist ¢ + d + e = 70 und schlieBlich

¢z 40 und ¢ =70. Da c ein Vielfaches
von 19 ist, ergibt sich ¢ =57, f=13,
e=7,b=16,d=6 und a =11.

Es spielen 11 Mitglieder FuBball.

" A5a Der Ahnlichkeitsfaktor betrigt
k =100.

a) V=Kk*-¥V=1000000-V.

Das Volumen der groBen Maus ist
1000 000mal so groB.

b) Die Masse ist proportional dem
Volumen.
m’=1000000-m=1000000-30g
=30000000g =30000kg.

Die Masse der groBen Maus betrigt
30000 kg.

c) A'=k?-4=10000-A4
=10000-1cm?=10000 cm?= 1 m?2.
Die Querschnittsfliche der groBen Maus
betrigt fiir die Beine 1 m?2.

A6a Die Volumina der beiden Behilter

stehen im Verhidltnis V’: V= k*=1000.

Demzufolge

k=10.

Fiir die Hohe des groBen Behilters ist
=10-h=10-12,8cm =128 cm

und der Durchmesser

ist der Ahnlichkeitsfaktor-

d'=10-d=10-10cm=100cm.
Der groBe Behidlter hat die AusmaBe
100 cm und 128 cm.

A7A Der Zug legt, wenn der Anfang in
den Tunnel einfihrt, bis der letzte Wagen
aus dem Tunnel herauskommt, eine
Strecke von s = 2 km zuriick. Die Fahrzeit
erhilt man aus der Gleichung

. s
s=ov-tmit t=—,
v

dmh 2
15km 15 min.

Der Zug braucht 8 Minuten.

A8a Bezeichnet man die Linge der ab-
zuschneidenden Ecken mit xcm (siche
Bild), dann muB gelten
2x + xy2 = 10,
x(@2+42) = 10,

Lo 10 _102-42)

2+J{ 4-2

x = 52-2), x=2,9289...
Die Ecken miissen in eiwa 2,9 cm Linge
abgeschnitten werden.

ZEN
N

4 9a Die Zahl ist durch 9 teilbar, wenn
ihre Quersumme durch 9 teilbar ist. Des-
halb gelten die Gleichungen a + b = 6 oder
a+b=15mit0=<a; b=9.

Die Zahl ist durch 11 teilbar, wenn ihre al-
ternierende Quersumme durch 11 teilbar
ist. Deshalb gilt die Gleichung
a—-b=—-1mit 0<a; b=9.

Von den zwei Moglichkeiten der Glei-
chungssysteme
atb=6 und a+b= 15
a—-b=1 a-b=-1

fiihrt das erste zum Widerspruch (a = 3,5),
und das letzte hat die Lésungen @ = 7 und
b =8. Der Wert von a ist 7 und von b ist 8.

A 10 a Die geringsten Kosten entstehen,
wenn man alle vier Glieder eines Ketten-
teils 6ffnet und dann mit jedem einzelnen
Glied jeweils zwei der verblicbenen flinf
Kettenteile der Reihe nach zusammen-
schweiBt (siche Bild). Die Kosten sind
dann

4-10+4:25=140.

Die geringsten Kosten betragen 140 Cent.

Alla Masse, Gewicht und Volumen
sind proportional. Die Hohen des Men-
schen und des Riesen stehen im Verhiltnis
k=6:2=3:1=3,

demzufolge gilt V' =k3- V=27V

bzw. m’ =27 m fur die Masse

und G’ = 27 G fiir das Gewicht.

Nun muB in beiden Fillen der Druck p
gleich sein, dann ist, wenn man den Quer-
schnitt des Knochens z. B. kreisformig be-
trachtet,

_G G4 d _27-G-4
P=g P g VO P xay
Durch Gleichsetzen erhidlt man
G-4 27-G-4
d - ml (F+0; d+0)

x2=27, x=343.

Die Knochen des Riesen sind 3 \/—3_ mal so
dick.

A12a Wenn Sara die zwei Sorten Apfel
getrennt verkauft, erhilt sie 32—0 + 33—0

=25 Cent. Mischt sie die beiden Sorten
und verkauft die Mischung mit § Stiick zu
2 Cent, bekomnmt sie %Q =24 Cent.
Saras Problem liegt in ihrer Rechnung. Sie
dachte, daB der Verkauf der Mischung mit
5 Stiick zu 2 Cent dasselbe ist wie der Ver-
kauf von 2 teuren Apfeln zu 1 Cent und
von 3 billigen zu 1 Cent. Aber es ist eben
nicht dasselbe. Diese beiden Arten des
Verkaufs wiirden nur dann dasselbe Ergeb-
nis haben, wenn beide Sorten Apfel ur-
spriinglich im gleichen Verhiltnis 2:3 ge-
mischt worden wiren. Wiirde man also z.B.
30 teure Apfel mit 45 billigen mischen, so
erhilt man in beiden Fillen 30 Cent.

30 45 75

T+T—-30 und < 2=30.

Liisungen zu: Eine alte
Vorlesungsmitschrift entdeckt

Heft 3/87

ala AOPz ist dhnlich AOwP,
OP 0Oz

also =— Ow ~ OP . Mit OP=1

folgt die gesuchte Relation!

a2a Ow=acosa— bcosfund

Oz=acosa + bcos B, also

Ow-0z=a%cos>er — b2 cos*f.

Da AQ = asin & und auch AQ = bsin g,

gilt nun

Ow-0z=a?cos?a — b2(1 — sin? f)
=g2cos’ax — b2+ a’sin’a

a2(cos? o + sin? &) — b?

- b2,

A3 a Benutzt man ein x,y-Koordinaten-

system und faBt r als Abstand vom Koordi-

natenursprung auf und ¢ als Winkel des

Strahls OP mit der positiven x-Achsenrich-

tung, so ergibt sich eine spiralférmige

Kurve:

y

N

1o
N
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Diese auf René Descartes (1596 bis 1650)
und Evangeliste Torricelli (1608 bis 1647)1)
zuriickgehende logarithmische Spirale wird
auch oft als gleichwinklige Spirale bezeich-
net, da alle Strahlen, die von ihrem Zen-
trum O ausgehen, immer unter dem glei-
chen Winkel « geschnitten werden.

1y Viele Einzelheiten iiber diese beiden
Wissenschaftler erfihrst du in dem Buch
Wegbereiter der neuen Mathematik von Niki-
forowski und Freiman, Fachbuchverlag
Leipzig 1978.

Ada Im Fall a gibt es keine solche
Kurve, im Fall b sind es 4! Die geschlos-
sene Kurve 8 kann man auf einen Punkt
zusammenziehen!

Losungen zu:
Mathematik-Studium in der UVR

Ala Esseif(aBy):
=cos@-cosfB-cosy.

Zuerst bestimmen wir das Maximum
von f bei festem yp.

Es ist dann o + f=180° —yp

und nach Additionstheoremen:

S, B, y)
= %(cos(a + B) + cos(x — B)) - cosy

= %(cos(lBO“ — )+ cos(ax — B)) - cosy

= %(—cosy + cos(ex — f)) - cos y.

Fiir y = 90° ist f(e, f,) =0,

also geniigt es, ¥y < 90° zu betrachten.
Dann ist aber f(e, §, ¥) maximal,

wenn cos(ec — f) maximal ist, also =1,
d.h. aber wegen 0 < o, < 180°: ox = .
Fiir diesen Fall ist:

flo, ) = %(1 — COSy) - COs p.

Wegen y(1 - x)-x §%-(1—x+x)

=% fir xe[0;1]

(Gleichheitszeichen gilt nur fur x = %)
folgt dann aber:

f(“,ﬂ,?)§f(u,a,y)§%-%=%

und Gleichheitszeichen gilt nur fiir

o= B und cosy=l,

d.h. aber = f=y=60°.

A2 A Offensichtlich muB gelten x>0

und x + 1. (Fiir x =1 gilt x!~*-*=1)

LFal: 0<x<1.

Die Ungleichung ist dquivalent zu
1-x—xr>x

dh. 1-2x—x2>0

dh x2+2x-1<0.

x2+2x—-1=0gilt

fiir x,,= =1+ 42, d.h. aber:

—1—1/2_<x< —1+1/2_und wegen

D<x<l:i0<x<—1+42.

2. Fall: x>1.

Dann ist die Ungleichung dquivalent zu
1-x—-x*<x

dh x?+2x—-1>0.

x4+ 2x —1=0 gilt fir

x,=-1% \/2_, d.h. also

94 - alpha, Berlin 21 (1987) 4

x<—1-42 oderx>-1+42.
Wegen x > 1 gilt also: x> 1.

Endergebnis: L= (0; -1+ y2) u (1, ®).

A3 a Esseimdie Anzahl der 5-Ecke, n
die Anzahl der 6-Ecke.

Dann gilt sicher: f=m + n.

In jeder Ecke treffen drei Vielecke aufein-
ander. Zidhlen wir also die Ecken der 5-
bzw. 6-Ecke zusammen, erhalten wir die
dreifache Anzahl der Ecken von P, also

e= %(Sm + 6n). Analog gilt fir die Kan-
tenzahl k = %(Sm +6n).

Wegen e ~ k + f=2 muB also gelten:
%(Sm + 6n) —%(Sm +6n)+m+n

=2, d.h. aber: m =12.

Damit ist die Anzahl der 5-Ecke eindeutig
bestimmt. Da an jedes Sechseck drei
5-Ecke und an jedes 5-Eck fiinf 6-Ecke an-
grenzen, muB gelten:

Sm=13n,d.h. aber: n =20.

A4 4 Seiwieder m die Anzahl der Drei-
ecke, n die Anzahl der Vierecke.
Wieder gilt:

f=m+ nund k=%(3m+4n).

Auch jetzt kénnen nur drei Seitenflichen
in einer Ecke aufeinandertreffen,

also: e= %(3m + 4n). Mithin gilt:

2=e—k+f=%(3m+4n)—%(3m+4n)

+m+n,dh:12=3m+2n.

Da an jedes Dreieck drei Vierecke und an
jedes Viereck zwei Dreiecke angrenzen,
gilt: 3m=2n also 12=6m; m=2 und

LX

A 5 A Es geniigt offensichtlich,
2*+1)|(2™"+ 1) zu zeigen. m ist unge-
rade, also existiert ein natiirliches k mit
m=2k+1.
Es gilt:
x"+1=x¥1+1=(x+1)

Sk —x%-lt - x+ 1)
also gilt fiir ganzes x: (x + 1) |(x™ + 1).
Mithin ist fir x = 2": )
@2+ 1|@2*"+1), q.c.d.
Der Beweis ist auch iiber vollstindige In-
duktion durchfiihrbar.

A64a Fir den érsten Buchstaben eines
zweibuchstabigen Wortes gibt es n Mog-
lichkeiten, aber auch fiir den zweiten, da
von jedemm Buchstaben zwei Stiick vorhan-
den sind. Also lassen sich insgesamt
m-n=n? Woérter bilden, die aus zwei
Buchstaben bestehen.

Das Wort bestehe nun aus drei Buchsta-
ben. Auch jetzt gibt es fiir den ersten und
zweiten Buchstaben je n Moglichkeiten. Ist
der zweite mit dem ersten Buchstaben
identisch (dafiir gibt es insgesamt nur n-1
Moglichkeiten), dann kann man den drit-
ten nur noch auf n—1 Art und Weisen
auswihlen.

Ansonsten (das sind n - (n — 1) Méglichkei-
ten) gibt es auch fiir den dritten Buchsta-
ben noch n Mdglichkeiten.

Also insgesamt:
n'l-(n—-D+n-(n—-1)-1
=n(n—-1)-(L+n)=n(n?-1)
dreibuchstabige Worter.

A7A Es bezeichne a, die Anzahl der
Moglichkeiten, daB bei n Tanzpaaren kei-
ner mit seinem Partner tanzt. Es ist offen-
sichtlich a; =0 und @, = 1. Wir numerie-
ren nun die Paare mit 1 bis- n und
betrachten Herrn 1. Fiir ihn gibt es n — 1
Moglichkeiten, seine Tanzpartnerin auszu-
wihlen. Ertanze z.B. mit Frau k. 1<k =n
(n>2).

1. Fall: Herr k tanzt mit Frau 1. Dann er-
fullen die Paare 2, ..., k—1, k+1, ..., n
ebenfalls die Bedingungen der Aufgabe;
fir sie gibt es also a, _, Moglichkeiten zu
tanzen.

2. Fall: Herr k tanzt nicht mit Frau 1.
Wenn wir jetzt Frau 1 und Frau k austau-
schen, so tanzen zwar Herr und Frau 1 zu-
sammen, die restlichen Paare erfiillen aber
wieder die Bedingungen der Aufgabe und
dafiir gibt es a,_; Moglichkeiten.

Also muB gelten:
a,=(n—1)(a-1+a,-5).

Das heif3t aber:

a,—na,_1=(n—1a,.,—a,;.
Sei b,: =a,—n“a,_;.

Dann gilt:

b, =—=b,_1=b,3=...= (_l)kbn—k

= (=D""?by=(=1)"b,.

Nun ist »,=a,—-2-a,=1,

also: b, = (—1)". Daraus folgt:

a, =(-D"+ n-a,_,

na,_y=n- ()" '+ (n-1a,_y)

=n-(-1D)"'+nn-1a,_,
n(n—1a,.,=n(n—-1)(-1)"2
+an—-1)(n—2)a,_,

nn—1)-...-3-a¢,=n(n—-1)-...
31D +n(n-1-...-2-a,.
Addiert und vereinfacht ergibt sich:
aG=CD'+n(-1)""'+n(n-1)
(=1 2+t
‘3+n(n-1)-...-2:0
oder anders geschrieben:
nt n! n!_

a"=7_T+F+“'

n! W (CDF
+o7CD —n!k;——k!

(a,=0)

n! ne
Ta—r oD

n_ 1)k
oder auch: a, = n! Z %
& k!

Bemerkung: Insgesamt gibt es ja n! Mog-
lichkeiten fur die Zusammenstellung von
Paaren und fiir die, die schon einmal etwas
von Grenzwerten gehdrt haben, k6nnen wir
nun schreiben:
G (-DF_1

Jim _,; kK e’
wobei e die Eulersche Zahl ist:
e=2712....

Losungen zu: Prismen! Prismen?

Ala a) Quader: 4, B, K;
b) Prismen: 4, B,C, E, F, G, K.



A2A A, B,C,E F G K.

A3 A a)wahr, b) wahr, c) falsch, d) wahr,
e) wahr, f) wahr, g) wahr, h) falsch.

A4a Die dargestellten Prismen haben
alle gleiches Volumen.

AS5a Linge 2 2 3
Breite 3 3 4
Héhe 1 2 2
Volumen 6 12 24
Oberfliche 22 32 52

Aba V=608dm’.

A7Aa a) V=270m?;

b) Ao =10m? (10,36)

A8A V=54cm?; 4;=1,47dm?
A%a 21cm (21,428571)
Al0a
a ! P h
V (in VE) 25| 18 32 32
Ag (in FE) 84 | 58 ¢ 102 | 100

Alla 40cm

4124 a=17cm, b=20cm, c =23 cm,
V=78dm? (7,82)

Al3a 4

Al4a V=0,122dm?

In Klammern sind jeweils die mit dem

SR 1 ermittelten Zahlenwerte angegeben.

Lﬁsungen zur Sprachecke

Ala Zdhlung der Stiicke:
Das Bild zeigt ein Stiick einer geraden Li-
nie, die in Abschnitte gleicher Linge un-
terteilt ist. Daraus kann man viele Ab-
schnitte verschiedener Linge erhalten, wie
z. B. zwei Einheiten, drei Einheiten, vier
Einheiten usw.
Angenommen, das ganze Stiick hat eine
Linge von n Einheiten, wie hoch ist dann
die Gesamtzahl aller verschiedenen Ab-
schnitte unterschiedlicher Linge?
Losung: Die letzte Spalte zeigt deutlich,
daB man die Folge der Partialsummen der
natiirlichen Zahlen (Dreieckszahlen) er-
hilt. Die n-te Partialsumme s ist demzu-
n(nt+1)
2
Gesamtzahl aller verschiedenen Abschnitte
unterschiedlicher Liinge.

folge s= , und diese ergibt die

Vollst. : P T RN ;
Line £ 268 E 8 E<d
(SR A I - <3| 3-‘53
N on o 0Da<
— 1 - - - - = 1
L 2 1 - - - = 3
. 3 21 - - - 6
[ 4 3 21 - - 10
L 5 43 21 - 15

A2a Setzt in der Zahlenpyramide auf
der Zeichnung die Zeichen + und - so
ein, daB die gezeigten Gleichungen giiltig
werden. Man braucht zwischen benach-

barte Ziffern kein Zeichen zu setzen, wenn
man sie zu einer Zahl vereinigt.

Losung: 1+2=3
-1+2+3=4
12-3-4=5

. 142-3-4+5+6=7
1+2+3-4+5-6+7=8
12+3+44-5-6-7+8=9.

A3 A Mehr oder weniger:

N, eine dreistellige Zahl, erscheint in allen
Teilaufgaben. Ermitteln Sie sie, und ergin-
zen Sie das Gitter, indem Sie die beiden
bereits waagerecht eingetragenen Zahlen
benutzen!

Losung: 741-224; 2-874-3;
16-7828-47-17-7925-16; 9-564 - 3;
122-785; N = 824.

Lésungen zu: alpha-heiter

Magische Sternfiguren
a) z.B.
9 12

4 7 10 -5 9 2 7 8

8 6 1 3

Wie viele Quadrate,
wie viele Dreiecke?
Es sind 35 Quadrate, 14 Dreiecke.

Ein Taschengeldproblem
15x + 20y = 150
3x+ 4y= 30 .
Der Schiiler hatte anfangs zwei Miinzen zu
15 Kopeken und sechs Miinzen zu 20 Ko-
peken.

Erstaunliche Skatabrechnung

Sind a, b, ¢, d die Ergebnisse der Spieler
A, B, C, D, so ergibt sich z.B.
firA(@—b)+(@a—c)+(a—-d)
=3a-b—-c—d.
Oder4a—a—b—c—d=4a- §, mit
S=a+b+c+d.

Somit gilt fir A (4a—S)=4=a—~§-.

Wegen § =0 in diesem Falle ist a dz‘s Er-
gebnis (in Pf) fir A.

Moeglich oder nicht moglich?
Die beiden einzigen Moglichkeiten sind
(man beginnt z. B. mit b =12 und fiihrt

eine  vollstindige  Fallunterscheidung
durch):
(6] 2—12-7-3-5-4-11-1-6-10

1 9-8
) 3-12-9-10-1-4-3 Widerspruch
3) 4-12-10-4 ' Widerspruch
4) 5-12-8-1-5 Widerspruch
5) 6—12-11-9-5-10-7-1-2-4

1 3-8

Das Monster
Der Kreisumfang betrigt 2. % d.ieses Um-
fangs ist abgeschnitten, da der Zentriwin-
kel mit 60° ein Sechstel von 360° ist. Somit
gilt fiir den Umfang des Monsters

' 1 5

21[;—?211’+2 —?Tl'+2

und damit gilt E.

Kryptarithmetik
Datentrager Y; 1165-19.

Zahlen in Begriffen
A.M. Ampére 1775 bis 1836.

Lésung zu:
Aus der Geschichte der Schiffahrt
Heft 3/87

Das Volumen des Tankers in m? ist:

V- =158,987- 20000 dm?

=158,987 20 m*; V;=3179,74 m>.

Das Volumen des Zylinders berechnet man
nach der Formel V; =n-r?- h mit der ge-
suchten Linge (Hohe) h des Zylinders.

Also ist 3179,74=m-9-h und daher
h =L’:r’7—4[m]. Der Schulrechner zeigt

h =112,4603 an. Der Zylinder ist folglich
etwa 112,5 m lang.

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 1/87, Fortsetzung

Ma6m2756 3 Arbeiter schafften
frilbher in 8 Stunden 960 Sicke;

2 Arbeiter schaffen jetzt

in 2 Stunden 960 Sicke;

1 Arbeiter schaffte frither

in 1 Stunde % = 40 Sécke;

1 Arbeiter schafTt jetzt

in 1 Stunde % = 240 Sicke.

Es werden 6 Arbeiter von damals
durch 1 Arbeiter heute ersetzt.

Ma6m2757 5m=500cm=25-20cm;
fiir eine Linge der Sandfliche werden 25,
fiir beide Lingen also 50 Steine benétigt.
84-~50=134; 34:2=17, 17—-2=15.
Nun gilt 15-20cm=300cm = 3 m.

Die Sandfliche wird 3 m breit.

Ma6m2758 Wegen (1) heiBt Schiiler
Hausmann weder Christian noch Bernd.
Wegen (2) kann Schiiler Hausmann nicht
Alfred heiBen. Sein volistindiger Name
lautet somit Detlef Hausmann. Wegen (1)
heiBt Schiiler Erdbach weder Christian
noch Bernd. Er heilt aber auch nicht Det-
lef. Sein vollstindiger Name lautet somit
Alfred Erdbach.

Wegen (1) heiit Schiiler Freimuth entwe-
der Bernd oder Christian. Wegen (2) hat
Schiiler Freimuth kein Buch geschenkt,
Bernd aber Rosen. Sein vollstindiger
Name lautet somit Bernd Freimuth. Der
vierte Gast heit deshalb Christian Gieb-
ler.

Ma6m2759 Angenommen, es parkten
dort x Motorrider mit Beiwagen, also 2x
Pkw und somit 6x Mopeds; dann gilt
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3-x+4-2x+2-6x=1322,

Ix +8x+12x=1322,

23x =322, x=14.

Es parkten dort 14 Motorrider mit Beiwa-
gen, 28 Pkw und 84 Mopeds.

Ma6m2760 a) Von 10.05 Uhr big
11.20 Uhr sind 75 min = 1,25 h verflossen.
In dieser Zeit legte das Flugzeug 2100 km
— 600 km = 1500 km zuriick.

Das ergibt eine Geschwindigkeit

1125 KR _ 1500 K
v=1500:1,25——=1200——.

b) Wegen v = 1200 % _benfitigt das Flug-

zeug fiir den restlichen Weg von 600 km
noch %h=30 min. Es wird somit um
11.50 Uhr in B landen.

Ma7m2761 Esgilt2'=2,22=4,

23 =8, 24=16, 2° =32 usw,,

also endet 2*" auf die Grundziffer 6.
Wegen 12190 =12425=124" endet diese
Zahl auf die Grundziffer 6.

Ma7w2762 Angenommen, der dritte
Bagger bewegt tiglich x Kubikmeter Ab-
raum, der zweite somit (x — 1000) m?,

der erste [2(x — 1000) — 3000] m?

= (2x — 5000) m*. Dann gilt

x + x — 1000 + 2x — 5000 = 36 000, also

x =10500. Der erste Bagger bewegt
tiglich 16000 m?, der zweite 9500 m®,

der dritte 10 500 m* Abraum.

Ma7®2763 Angenommen, Klaus ist x
Jahre alt; dann ist Claudia 2x Jahre, der
. Vater 4x Jahre, die Mutter (x + 31) Jahre,
alle zusammen sind (8x + 31) Jahre alt.
Nun gilt 8x + 31 = 127, also x = 12. Klaus
ist 12, Claudia 24, die Mutter 43, der Vater
48 Jahre alt.

Ma7m2764 Die Zehnerstelle der zwei-
stelligen natiirlichen Zahl sei a; dann ist
(9 — a) die Einerstelle. Nun gilt -
[10a+(9-4a)]-2-9=1009—-a) + a,
also a = 3.

Es handelt sich um die Zahlen 36 und 63.

Ma8m2765 Es sei a eine belicbige na-

tiirliche Zahl. Wenn man diese um 0,5 ver-

mehrt und dann das Quadrat bildet, erhilt

man

(@+0,5?2=a>+a+0,25
=a(a+1)+0,25.

Die letzte Zeile entspricht der Behauptung.

(Beispiel: 19,5%

=19-20+ 0,25 = 380 + 0,25 = 380,25 )

Ma8m2766 Angenommen, René ligt.
Dann liigt auch Mike, und das ist ein Wi-
derspruch zur Feststellung des Lehrers.
Folglich sagt René die Wahrheit. Damit sa-
gen auch Mike und Thomas die Wahrheit;
nur Reiko liigt.

Das Fenster hat Reiko zerschlagen. Alle
anders begonnenen Uberlegungen fiihren
zum gleichen Ergebnis.

Ma8m2767 Esgilt p2+2
=p?-143=@-1D(E+1)+3.

Von den drei aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen p — 1, p, p + 1 ist genau eine
durch 3 teilbar. Angenommen p + 3; dann
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ist entweder p —1 oder p + 1 Vielfaches
von 3. Dann ist die Summe
(p—1)(p+1)+3 ebenfalls durch 3 teil-
bar, also keine Primzahl.

Firp=3gilt p2+2=9+1=11.

Es existiert somit genau eine Losung,
némlich p = 3.

Ma8m.2768 In dem abgebildeten gleich-
schenkligen Trapez gilt 0.B.d. A.
et=h?+(a—p)? und b*=h?+ p2.

D £ c

A a P 8

Bildet man die Differenz der Quadrate, so

erhilt man

€= b= (h*+ (a~ p)) = (h*+ p?)
=h’+(a—p)*—h?-p?
=h?+a—2ap+p?— h?-p?
=a(a—2p).

Wegena—2p=c

gilt nun e2 - b2=ga-c, q.e.d.

Ma9m2769 Das heutige Alter des Herrn
Miiller in Jahren sei mit x und das seiner
Frau mit y bezeichnet. Herr Miiller war vor
x —y Jahren y Jahre alt, seine Frau war
y—(x—y), also 2y — x Jahre alt. Wenn
nun Herr Miiller heute doppelt so alt ist,
gilt x=2Q2y—x)bzw. Ix—4y.
Frau Miiller wird in x — y Jahren x Jahre
alt sein (so alt, wie Herr Miiller heute ist);
sie ist dann also y + x — y Jahre alt. Dann
wird Herr Miiller x + x — y Jahre alt sein.
Wenn beide dann zusammen 108 Jahre alt
sein werden, gilt
y+x-—-y+x+x-—y

Nun gilt (1) Ix—y
3x=4yund (2) 3x=y + 108,

also 4y =y + 108,

3y=108, y =36 und 3x=36+ 108,
Ix=144, x=48.

Herr Miiller ist heute 48 Jahre, seine Frau
36 Jahre alt. Die Probe zeigt die Richtig-
keit der Ergebnisse.

108,
108.

W

Ma9m2770 Wenn p, und p, die gleichen
Endziffern haben, so endet p, — p, auf die
Ziffer 0, d.h. p, — p; ist Vielfaches von 10.
Keine der Primzahlen p, und p, ist durch 3
teilbar. Keine der Primzahlen p, und p,
128t bei Division durch 3 den Rest 1; denn
sonst wiren die Zahlen p, + 2 und p, +2
durch 3 teilbar, also keine Primzahlen (Wi-
derspruch!).

Folglich gibt es natiirliche Zahlen a und b
derart, daB

pi=a-3+2und p,=5H-3+2,

also p, — p; =(b —a)-3 gilt,
d.h.3|p,—p:.

Aus 10| p, — p; und 3| p, — p, folgt

30|p,— p1, w.z.b.w.

Ma9m2771 Man formt zunichst (2) um
und erhilt 2) (b+a)(b—a)=a+ b
und fiir ¢ # 0 und b + 0 gilt weiter
b—a=1,b=a+1.

Das setzt man in (1) ein und erhilt

M a*+@+1)P=c+1,
2a%+3a2+3a=2c3.

Nun stellt man (3) um, erhiit

(3") 2a® — 6a + 4a* = ¢? und setzt nun

(1" ein. Das fiihrt zu

(4) 2a*—6a +4a*=2a*+3a?+ 3a,
a’—9a=0, a, =0 entfillt

(siehe 27)!) 2, =9.

Aus (2") folgt dann b = 10. Nun 1Bt sich
auch ¢ = 12 berechnen. Das einzige Tripel
natiirlicher Zahlen, das das gegebene Glei-
chungssystem erfullt, ist (9;10;12). Die
Probe bestitigt die Richtigkeit.

46 4\6 43\2
Ma 9 w2772 Aus—5;=(?) =(?)
(4N 1y 1 a1
~(335) > (3) ~3 oS> 7

und somit 47 > 5¢. Aus

S (S (125 (1Y
6° 6° 216 2
=% folgt 4- 56> 6°, also

65 65
6 2 52— 5
56> n > 7 6°.
Die weiteren Beweisschritte erfolgen in

analoger Weise.

Ma10/12 m 2773 Das
(2;5) ist einzige Losung.

geordnete Paar

Ma10/12 m2774 Zuerst quadrieren wir
die gegebene Gleichung und erhalten

2-43
7
Weitere idquivalente Umformungen erge-

ben _ ‘/3— 1/3_

1—si1:l21c=2 , —sin2x = ———

sin? x + cos? x — 2 sin x cos x =

2 2’
SR LI S 3
sin2x = 2 ,2x—3,x—6.
Nun ist cot3x =co _72l=0_

Ma10/12m 2775 Es gibt keine reelle
Zahl, die die gegebene Gleichung erfiillt.

Der Term y2 — x hat den Definitionsbe-
reich D;={xeP;xs2}; der Tem

x—3 hat den Definitionsbereich
D,={xeP;xz3}; die gegebene Glei-
chung hat somit den Definitionsbereich
D=D,n D, d.h. D=49. Esgilt also L =0.
Wiirde man den Definitionsbereich nicht
beachten und einfach drauflos rechnen, so
kime man nach entsprechenden Umfor-
mungen auf die Gleichung

X12= %_i 1/24—5 - 278- und miiBte erken-

nen, daB die Diskriminante negativ ist.
Daraus folgt L = 0.

Ma 10/12 m 2776 _AusA=%-a.g+%
b +l‘L“ =l. .(a+b+c)
et5ce=5e
atb+te 1 a b
folgt 2°4 _3’2'A+2-A
c 1
*7 A
Wegen2-Ad=a-h,=b-hy=c-h,
. a b
gilt deshalb ik + 5k
(4 1 1 1 1 1
+ == —+4—4-—==
C-h‘7 [4 h, hb hc 0



Taschenspiele
(reien)

Hier stellen wir ein paar ganz einfach herzu-
stellende Spiele vor, die man schon_in der Ho-
sentasche mit sich fiihren kann, um bei passen-
der Gelegenheit mit einem Partner im
kurzweiligen Spiel taktische Geschicklichkeit
zu erproben.

Die Spielplatten bestehen jeweils aus
10 mm dicken und 74 mm X 116 mm gro-
Ben Holztidfelchen, in die nach Zeichnung
Locher zum Einstecken der Spieisteine
(8-mm-Holzdiibel bzw. 5-mm-Rundholz-
stiickchen gleicher Linge) mit ein bzw.
zwei Zehntel Millimeter mehr Durchmes-
ser gebohrt werden. In dem auszusigenden
rechteckigen Fach werden die Spielsteine
beim Transport untergebracht.

Unter die Spielplatten wird ein etwa 1 mm
dicker Boden aus Furnier, Sperrholz oder
Pappe geklebt. Aus festem Karton ist dann
noch eine einfache Schiebehiilse anzuferti-
gen, die verhindert, daB die eingelegten
Spielsteine beim Transport herausfallen
konnen.

Bild 1

Mini-Halma

Bei dieser kleinen Halma-Version stehen
jedem Spieler drei Spielsteine zur Verfu-
gung. Wer zuerst wie beim groBen Halma
seine Stabchen durch Ziehen und Springen
von der Ausgangsposition (Bild 1) in die
gegeniiberliegende Spielfeldecke gebracht
hat, ist Sieger.

Nimm Bild 2

Bei diesem Spiel (Bild 2) werden die
10 Stibchen in die dreieckférmig angeord-
neten Locher gesteckt. Fiir die Spieler be-
steht die Aufgabe darin, abwechselnd 1 bis
4 Spielsteine einer Reihe zu nehmen. Wer
das letzte Stibchen nehmen mus8, hat ver-
loren.

Tic-Tac-Toe und Mini-Miihle Bild 3
Auf dieser Platte mit neun Lochern

(Bild 3) lassen sich zwei Spiele austragen.
Beim Tic-Tac-Toe, einem Spiel, das schon
in der Antike in Agypten und Griechen-
land gespielt worden sein soll, setzen die
Spieler ihre Steine abwechselnd auf das
Spielfeld und ziehen dann jeweils einen
Stein mit dem Ziel, eine waagerechte oder
senkrechte Dreierreihe aus den eigenen
Spielsteinen zu bilden.

Das Spiel kann beendet werden, wenn der
erste Spieler eine solche Reihe erreicht hat.
Eine andere Variante wire, weiterzuspie-
len, bis es einem der Spieler gelungen ist,
durch Ziehen oder Springen fiinfmal oder
zehnmal eine Dreierreihe aufzubauen.

Mini-Miihle

Fiir die auf der gleichen Platte zu spie-
lende Mini-Miihle erhilt jeder Spieler
3 Stdbchen einer Farbe und muB nun wie
bei der groBen Miihle versuchen, durch
Setzen und Ziehen der Spielsteine eine
Dreierreihe waagerecht, senkrecht oder
diagonal zu bilden.

Fiinferreihe und Spring

Auch die auf Bild 4 gezeigte Platte mit
64 Lochern bietet die Moglichkeit fiir zwei
verschiedene Spiele.

Bei der Fiinferreihe handelt es sich um ein
dlteres Spiel aus Japan, wo es auf einem
Go-Spielbrett gespielt wird. Bei der hier
vorgestellten Abwandlung wird auf 64 Fel-
dern gespielt und jeder der beiden Spiel-

partner erhilt acht Spielsteine. Diese wer-
den abwechselnd gesetzt und diirfen dann
jeweils von einem Loch gezogen werden.
Sieger ist, wem es zuerst gelingt, aus fiinf
der acht Spielsteine eine waagerechte,
senkrechte oder diagonale Reihe zu bilden.

Bild 4

Bild 5

Auf der gleichen Grundplatte 148t sich ein
zweites Spiel mit ebenfalls je acht Stdb-
chen spielen. Diese werden auf den Grund-
linien aufgestellt (Bild 5). Die Steine kon-
nen in jeder Richtung zu einem benach-
barten Loch gezogen werden, also senk-
recht, waagerecht oder diagonal und dabei
auch riickwirts.

Stehen sich zwei gegnerische Spielsteine
auf Nachbarfeldern gegeniiber, kann der
Spieler, der am Zuge ist, den anderen Stein
durch Uberspringen schlagen und vom
Feld nehmen, soweit das Feld hinter dem
gegnerischen Stein frei ist. Es darf aber bei
einem Zug nur ein Spielstein des Gegners
geschlagen werden.

Sieger ist, wer als letzter noch einen oder
mehrere Steine auf dem Spielfeld hat.

Bild 6 zeigt eines der Spiele mit der aus fe-
stem Karton gefertigten Transport-Schiebe-
hiilse.
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Bild 6




Sechs Aufgaben

von Euklid von Alexandria

3657 bis 300 v.u. Z.

Mit den dreizehn Biichern der ,Flemente“
des hellenistischen Mathematikers Euklid
tritt uns das erfolgreichste Werk der mathe-
matischen Weltliteratur entgegen. In mei-
sterhafter Darstellung vereinigte und syste-
matisierte Euklid das gesamte mathemati-
sche Wissen seiner Zeit mit Ausnahme der
Anwendungen der Mathematik.

Das von Euklid gewihlte Darstellungs-
schema Definition, Satz, Beweis wurde fiir
mehr als zwei Jahrtausende zum Muster
der in der griechischen Tradition stehen-
den Mathematik.

Es ist das Verdienst der Akademischen Ver-
lagsgesellschaft Geest und Portig K.-G. Leip-
zig, daB sie die dreizehn Biicher nach Hei-
bergs Text aus dem Griechischen iiberset-
zen lieB und im Jahre 1933 in fiinf kleinen
Binden herausgab. Im Jahre 1984 erschie-
nen davon Reprints in der Reihe: Ostwalds
Klassiker der Wissenschaft: Euklid, Die
Elemente;

1. Teil, Bestell-Nr. 6696541,

Preis 13,00 M;

2. Teil, Bestell-Nr. 669653 3,

Preis 11,00 M;

Euklid

Die Elemente
1. Teil

3. Teil, Bestell-Nr. 669 652 5,
Preis 12,00 M;
4. Teil, Bestell-Nr. 6696517,
Preis 17,00 M;
5.Teil, Bestell-Nr. 6696509,
Preis 16,00 M.

Diese Titel enthalten die Euklidischen Bii-
cher: Vom Punkt bis zum Pythagoreischen
Lehrsatz; Geometrische Algebra; Kreis-
lehre; Ausdehnung der GroBenlehre auf Ir-
rationalitdten; Proportionen und Anwen-
dung auf Planimetrie; Quadrat- und Ku-
bikzahlen, geometrische Reihen; Lehre
von Gerade und Ungerade; Mit geometri-
schen Mitteln zu filhrende Beweise; Ele-
mentare Stereometrie, Exhaustionsme-
thode: Pyramide, Kegel, Kugel; Regulire
Polyeder.

Fiir die alpha-Leser wihlten wir sechs geo-
metrische Probleme - textlich moderni-
siert — aus:

Aufgaben

Ala Eine gegebene Strecke AB st
durch einen inneren Punkt H so zu teilen,
daB das Rechteck aus der ganzen Strecke
AB und dem Abschnitt BH flichengleich
ist dem Quadrat {iber dem Abschnitt 4H .

A2 A BEsist zu beweisen, daB zwei nicht
durch den Mittelpunkt gehende Sehnen
eines Kreises einander im Schnittpunkt
nicht halbieren kénnen!

A3 A Schneiden im Kreise zwei Sehnen
einander, so ist das Rechteck aus den Ab-
schnitten der einen Sehne flichengleich
dem Rechteck aus den Abschnitten der an-
deren Sehne. Dieser Satz ist zu beweisen!

a4A Gegeben sei ein Kreis & und ein
Dreieck ABC. Diesem Kreis k ist ein Drei-
eck A'B'C’ einzubeschreiben, das dem
Dreieck ABC éhnlich ist.

A 8
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den kongruenten Scheitelwinkeln BAD
und EAG. Es ist nachzuweisen, daB sich
die Seiten dieser Parallelogramme umge-
kehrt proportional verhalten, d. h., da
AB:AE = AG: 4D gilt.

F E

A6 A Beschreibt man einem Kreis k mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius r ein
gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seiten-
linge a ein, so ist der Flicheninhalt des
Quadrates iiber einer Dreieckseite dreimal
so groB wie der Flicheninhalt des Quadra-
tes liber dem Radius r des Umkreises k.
Diese Aussage ist zu beweisen!

J. Lehmann/Th. Scholl

Zeitgendssische Darstellung eines
griechischen Lehrers, vermutlich eines
Sklaven, beim Privatunterricht: Auf dem
SchoB liegt die Schreibtafel; mit der
Rechten schwingt er den Griffel.

Freie wohlhabende Griechen bei
wissenschaftlichen Diskussionen
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