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Uber die Konstruktion von Vielecken,
wenn die Seitenmittelpunkte

gegeben sind

Wir wollen uns mit der Frage beschiltigen,
wann n gegebene Punkte Q,, Q, ..., 0, die
Seitenmitten eines Vielecks P,P,...P, sein
konnen, ob dieses Vieleck eindeutig bestimmt
ist und wie man es ko,q\s\truieren kann. Dabei
wird nicht vorausgesetzt, daB das Vieleck
konvex -ist. Auch iiberschlagene und ent-
artete Vielecke sind zugelassen. So diirfen
zum Beispiel Eckpunkte zusammenfallen
oder Seiten ganz bzw. teilweise aufeinander-
liegen. Fiir n=4 soll uns noch kurz die Frage
beschéftigen, wann das entstehende Viereck
konvex ist.

Ln=3 :

Gegeben: Q4, Q2, Q. Wir setzen voraus, dall
diese drei Punkte nicht auf einer Geraden
liegen.

Gesucht: Py, P;, Ps so, daB Q; der Mittel-
punkt von PP, (@, der Mittelpunkt von
P2P; und Q; derjenige von PP, ist.
Losungsweg:

a) Es sei AP, PP so ein gesuchtes Dreieck,
und Q,, 02, Qs seien die Mittelpunkte seiner
Seiten.

Aus dem Strahlensatz folgt:

Die Seiten des Dreiecks AQ,0:0; sind
parallel zu den Seiten des Dreiecks AP P, P,
und halb so lang wie diese.

Bild 1 R

3,

0
. Py

b) Ist das Dreieck AQ,0,Q; gegeben, so
zeichnet man durch jeden Eckpunkt die
Parallele zur gegeniiberliegenden Seite. Diese
Geraden schneiden sich in den Punkten P,
P,P;. Diese Schnittpunkte existieren immer
und sind eindeutig bestimmt. Zu einem Drei-
eck AQ;Q0,0; gibt es also stets genau ein
Dreieck AP,P,Ps, so daB die Q; die Seiten-

mittelpunkte sind.
Wir wollen die Konstruktion der P; noch auf
eine andere Weise, nimlich mit Hilfe von Ab-
bildungen, beschreiben, weil uns diese Me-
thode fir n>3 gute Dienste leisten wird.
Dabei verwenden wir fir die 180°-Drehung
"um einen Punkt A die Bezeichnung ,,Punkt-

spiegelung an 4* und schreiben dafir S,

Wir wenden auf Q; die Verschiebung é@ an
und erhalten als Bild den Punkt P,. Bei der
Punktspiegelung an Q, gehe P, in den Punkt
P, iiber. P sei das Bild von P, bei der Punkt-
spiegelung an Q..

Sq,(P1)=P2; Sq,(P3)=P;.
Es ist nur noch zu zeigen, daB Q; der Mittel-
punkt von P,P; ist. Py haben wir aus P,
durch das Hintereinanderausfiihren der bei-
den Punktspiegelungen an @, und Q; gewon-
nen. Wir schreiben daftir .
Sa,50,(P)=Ps. *)
Wir wollen untersuchen, was [ir eine Ab-
bildung durch das Nacheinanderausfiihren
zweier Punktspiegelungen entsteht.
P sei ein beliebiger Punkt, P’ sein Bildpunkt
bei der Punktspiegelung an einem Punkt A,
P” das Bild von P’ bei der Punktspiegelung
an einem Punkt B. Wie aus dem Strahlensatz
und seiner Umkehrung folgt, gilt PP"|| AB;
PP"=2-AB.

Bild 2

P” kann man also aus P auch durch Ver-
schieben in Richtung 4B um die doppelte
Linge von AB gewinnen. Wir schreiben fiir
diesen Verschiebungspfeil 2- AB. Damit ist
gezeigt:

Hilfssatz: Das Nacheinanderausfiihren von
zwei Punktspiegelungen an 4 und B kann
man ersetzen durch eine Verschiebung mit
dem Verschiebungspfeil 24B.

Aus (*) folgt, daB P; das Bild von P, bei der
Verschiebung 20,0Q; ist. Da P, als Bild von
Q3 bei der Verschiebung m entstanden
war, liegen P,, Q3, P; auf einer Geraden, und
Qj ist der Mittelpunkt von ﬁ

AP, P, P ist also ein Dreieck mit der gefor-
derten Eigenschaft. Es ist eindeutig bestimmt.

Bild 3

Wir konnen nun auch die Voraussetzung, da
die Q; (i=1, 2, 3) ein Dreieck bilder, fallen
lassen. ’

Liegen die Punkte Q; auf einer Geraden, so
erhilt man durch die Verschiebung von Q,
um Q_ZQ—; und die nachfolgenden Spiegelun-
gen an Q;, @, die Punkte P; auf derselben
Geraden. Das Dreieck ist entartet.

Bild 4

R,Q4

£ aq P Q Q s

ILn=4

a) P, P, P3P, seiso ein gesuchtes Viereck. Wir
betrachten die Lage seiner Seitenmittelpunkte
Qi(i=1,...,4).

Behauptung: Die Q; bilden ein Parallelo-
gramm.

Beweis: Wendet man auf P, nacheinander die
Punktspiegelungen an Q,, @, 05 und @, an,
so kommt man zum Ausgangspunkt P,
zuriick.

80,50,50450,(P1)=P1.

. A
Bild 5

Py
PZ

Q
(]

Nach dem Hilfssatz ist Sq,So, gleich der
Verschiebung 2-Q_1Q_%, Sq4Sq, ist gleich der
Verschiebung 2 - 03Q,. Das Hintereinander-
ausfihren zweier Verschiebungen fiihrt aber
nur dann zum selben Punkt zuriick, wenn die
beiden Verschiebungspfeile gleich lang und
entgegengesetzt gerichtet sind. Also gilt
210:=0104;0,0; || 030,
Ein Viereck, bei dem zwei gegeniiberliegende
Seiten parallel und gleich lang sind, ist aber
ein Parallelogramm.
Vier Punkte Q; kdnnen demnach héchstens
dann die Seitenmitten eines Vierecks sein,
wenn sie ein Parallelogramm bilden.
b) Wir denken uns nun ein Parallelogramm
0102030, gegeben und wollen ein Viereck
P,P,P,P, so konstruieren, daBl die Q; die
Mittelpunkte seiner Seiten sind.
Behauptung: Man kann einen Eckpunkt des
Vierecks frei wihlen. Die anderen erhiit man
dann durch hintereinander ausgefiihrte
Punktspiegelungen an den Q.
Beweis: Wir wihlen P, [rei. Die nacheinander
ausgefithrten Punktspiegelungen an Q,, Qs
und Q4 ergeben die Punkte P, P; und P,.
Sol(P 1)=P 2
SQZ(P1)= Pg, SQB(P3)= P4.
Kénnen wir Zeigen, daB S, (Ps)="P oder,
was dasselbe ist, Sq¢,50,50,5¢,(P1)="P, gilt,
so ist unsere Behauptung bewiesen. So,So,
konnen wir ersetzen durch die Verschiebung
20103, Sq,Sq, durch die Verschiebung
2:050..

alpha, Berlin 17 (1983) 5 - 97



Da die beiden Verschiebungspfeile nach Vor-
aussetzung gleich lang, aber entgepenpesetzt
gerichtet sind, kommen wir durch das Hinter-
einanderausfihren dieser Verschiebungen
zum Ausgangspunkt P, zuriick. '
Die Punkte P;, P, P;, P4 bilden also ein
Viereck, dessen Seitenmitten die Punkte O;
sind. '

: A
Bild 6

P

Man kann sich leicht iiberlegen, dal das
Viereck genau dann konvex ist, wenn man P
aus dem Inneren des an @, 0, angrenzenden,
1 O, ...04 kongruenten Parallelogramms (in
Bild 7 schraffiert) wihlt.

Bild 7

(Gs? :

AN W Z

SQ l’?g / ? -snx 2y
p‘, /

fﬂ,_ W s, )

' ngau dann liegen némlich alle Bilder der P,

bei den Spiegelungen an den @, innerhalb der
an ;020,04 anliegenden kongruenten
Parallelogramme. Dies ist aber die notwen-
dige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
das Viereck P, P2 P3P, konvex ist. Andernfalls
.gibt es nimlich einen Bildpunkt P, (ke{l,
. 4}) der innerhalb desjenigen Winkel-
raumes mit dem Scheitel O, liegt, in dem
nicht noch so ein kongruentes Parallelo-
“pramm eingezeichnet ist. (Das mige der Leser
nachprifen durch Wahl von Py aus allen
miglichen Bereichen.) Bei anschlieBender
Spiegeiung_an Qx erhiilt man Py.y, und die
Strecke PiPy+ 1 (Ps=F)) schneidet das Par-
allelogramm der. Seitenmitten. Das ist bei
einemn konvexen Viereck nicht der Fall.

Beispiel:
Bilds e
/
g—\;\r“““"v‘ “““—“;’"
-_L& N, - S
/ﬁf R ;
P _"_"_'_'7’31 Fi

Wihlt man P, auf einer der Geraden 0,0+ 1,
{Qs=01), so entartet das Viereck.
Beispiel: '

Bild 9 Sy
i Ve
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_ spiegelungen an @y, Qi ...

Dras Parallelogramm der Q; darf auch ent-
artet sein zu einem Parallelogramm der Hhe

Null, Es entstehen iiberschlagene Vierecke.

(Nicht immer ist bet fiberschlagenen Vier-
ecken das Parallelogramm der Seitenmittern
entartet.)
Beispiel:

Bild 10

Zu vier Punkten @; in Para]lclogrammla:ge
(010:=0403) gibt ez also stets unendlich
viele Vierecke, deren Seitenmitten die (; sind.

IL.n=5

a) PiP;P3P4Ps sei cin Fiinfeck mit den
Seitenmittelpunkten & (i=1,2,...5.
Beim Hintereinanderausfithren der Punkt-
» Q5 geht der
Punkt P, in sich ibef, d.h. es gilt
Sa,50,50;50,505(P1)=P1.

Bild 11

Sq,Sq, konnen wir ersetzen durch. die Ver-

schiebung 2Q1Q; (vl H.l]fssatz}, So,50,
durch die Verschiebung 2Q 30 Das Bild von
Q2 bei der Verschicbung 0304 sei T. Damn
kann man die beiden Verschiebungen 28,0,
2040, ersetzen durch-die eine Verschiebung
30, TP, ist also ein Punkt, der bei der Ver-
schiebung 2 - @, Tund anschlieBender Punkt-
spiegelung an Qs fest bleibt, So ein Punkt
heift ,Fixpunkt®, Um die Fixpunkte dieser
Abbildung zu bestimmen, wollen wir uns zu-
niichst iiberlegen, durch welche Abbildung
man eine Verschiebung mit anschlieBender
Punktspiegelung ersetzen kann.

Der Verschiebungspfeil sei A_ﬁ, der Fixpunkt
der anschlieBenden Punktspiegelung ser §.
P sei ein beliebiger Punkt der Ebene, dessen
Bild wir bestimmen wo]len

Bei der Verschiebung AB gehe P in P iiber,
das Bild von P’ bei der Punktspiegelung an §
sei PY. Wir zeichnen die Verbindungsstrecke
PPF" und durch § die Parallele zu PP, Der
entstehende Schn;ttpunkt sei R. Aus dem
Strahlensatz folgt:

N
?_SR—PEPP—EBA,

Pl'
H'_’/T

R
el
-1

v
Bild 12 el
A\

pu

b) Es seien die Seitenmitten Q; (i=1, ...,

Der Punkt R ist also — unabhéingig von der
Wahl des Punktes P — gleich dem Bild von §

bei der Verschiebung %ﬁ Da wiederum

aus dem Strahlensatz folgt, daB PR =RP” gilt,
erhiilt man P" als Bild von P bei der Punkt-
spiegeluﬁg an R. Damit ist gezeigt, daB man
die Verschisbung AB mit anschlieBender
Punktspiegelung an S ersetzen kann durch
die Punkispicgelung an dem Bildpunkt R
von § bei der Verschiebung %E:i Diese Ab-
bildung besitzt genan den Fixpunkt R.

Fiir unsere Aufgabenstellung bedeutet dies,
daB man die Verschiebung 20,7 mit an-
schlieBender Punktspiegelung an Q¢ ersetzen
kann durch die Punktspiegelung an dem
Bildpunkt von (s bei der Verschiebung
T_Q'; Dieser Bildpunkt ist der einzige Fix-
punkt der Abbildung und ist also gleich
dem Punkt Py. y ;
5) ge-

geben. Fiir das Fiinfeck P, P,...P5 ergibt sich -
folgende Konstruktion: Man bestimmt durch

Anémandcrﬁ.lgen der Verscluebungspfcﬂe

©:0; und Q;Q.; den Verschlebungspfeii Q

In umgekehrter Richtung (TQ4) trigt man

diesen Pfeil an Qs an und erhilt den

Punkt P;. Durch Punktspiegelungen der P;

an den Q; (i=1, 2, 3, 4) erhiilt man nach-

einander die Eckpunkte P;., des Fiinfecks.

i 2
£l ety e Q’_‘.‘?:
ey b

Bild 13

Da der Punkt P, als Fixpunkt einer Punkt-
spiegelung immer existiert und eindeutig be-
stimmt ist, gibt es zu fiinf Punkten O
(i=1, ..., 5} stets genau ein Finfeck
P P;F4P.Ps, fiir das die @; die Mittelpunkte
der Seiten sind. '

IV.n=6

P P, . .Pg sei ein Sechseck mit den Seiten-
mitten & (i=1, ..., 6). Wendet man aul P,
die nacheimander ausgefithrten Punktspiege-
lungen an @y, 0, ..., Qs an, so erhilt man als
Bild wieder den Punkt P,,
S0,50,50;50,50;8¢5(P1)=P,.

Bild 14

~ Da die Abbildung S¢S, , gleich der Ver-

schiebunig 2 - 0,0 ist, muf also das Hinter-

_ ¢inanderausfilhren der drei Verschiebungen

20703, 20:0., 2050 zum Ausgangspunkt
P, zuriickfithren. Da eine Verschiebung, die



nicht gleich der identischen Abbildung (d. h.
jeder Punkt wird sich selbst zugeordnet) ist,
keinen Fixpunkt besitzt, muB die Zusammen-
setzung der drei Verschiebungen gleich der
identischen Abbildung sein. Fiir die drei Ver-
‘schiebungspfeile bedeutet dies, daB sie an-
einandergesetzt ein Dreieck bilden. Das ist
_genau dann der Fall, wenn die Pfeile 0,05,
@;. m ein Dreieck ergeben.
. Die Punkte Q; miissen also so angeordnet
sein, daB die Verschiebungspfeile 0105, 010,
QTQ; bei Zusammensetzung ein Dreteck
bilden. (Automatisch bilden dann auch die
drei anderen Pfeile ﬁ;@:, @:@;, ES_Q; ein
Dreieck.)

Ist diese Voraussetzung erfiillt, so kann man

den Punkt P; frei wihlen und erhilt die an-
deren Punkte F;,, wieder durch Punkt-
spiegelungen an den ;. In diesem Fall gibt
es also unendlich viele Sechsecke mit der
geforderten Eigenschaft.

-

A

Bild 15

%
2

o
@6

V- Die gleichen Uberlegungen wie fiir n=4
und n=46 gelten immer, wenn die Anzahl n
der Punkte Q; (i=1, ..., n) gerade ist; die
entsprechenden Uberlegungen wie fiir n=3
bzw. n=>5 fithren bei ungeradem n zum Ziel
Ist P, ein Eckpunkt des gesuchten Vielecks,
so muf nédmlich immer gelten, daB das Nach-
einanderanwenden der Punktspiegelﬁngen an
Q1. Q3s,...., O, auf P; zu dem Punkt P; zu-
riickfiihrt. P, ist alsc ein Fixpunkt -dieser
zusammengesetzten Abbildung.
' 8q,8q;---8q,(P1)=P,.
Im Falle n gerade kann man diese n Spiege-

lungen durch g‘f'ersohiebungen ersetzen, die

zusammen die identische Abbildung ergeben
miissen. Dadurch erhélt man eine Bedingung
fir die Q;. Den Punkt P, darf man dann frei
wihlen. Im Falle n ungerade werden die n

Punktspicgelungen ersetzt durch 5;—1 Ver-

schiebungen (20,102, 2030, ..., 20n-20s-1)
und die anschlieBende Punktspiegelung Sq .
Als resultierende Abbildung ergibt sich eine
Punktspiegelung. Den Fixpunkt dieser Ab-
bildung kann man bestimmen, indem man
den Verschiebungspfeil Q_li‘durch Aneinan-
" derfiigen der Verschiebungspfeile m,
0104, ..., On—20,—1 konstruiert und diesen
in umgekehrter Richtung an Q, anheftet.
Das Bild von Q, bei der Verschiebung TQ; ist
der Fixpunkt P, und damit ein Eckpunkt des
Vielecks. Aus P, gewinnt man in jedem Falle
die anderen Eckpunkte P;., durch Spiege-
lung an den Q;.
. Wir fassen zusammen: :
Ist n-gerade (n>2), so ergibt sich als not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines n-Ecks P, P»...P, mit der ge-

forderten Eipenschaft, daB die Verschiebungs-
pleile 0102, 810y, ..., G- 10, cin geschlos-

SENEs %E{:k bilden miissen. Ist dies der Fall

]

so gibt es unendlich viele solcher n-Ecke
P,...P,. Ein Eckpunkt ist frei wihibar. Die
anderen ergeben sich durch Punktspiegelun-
gen. :

Ist k ungerade (n> 1), gibt es immer ;gcnau ein
n-Eck P,P;...P, so dal die Punkte
(i=1, ..., n) die Seitenmittelpunkte sind. £, ist
bestimmt als Fixpunkt einer Punktspiege-
lung, die anderen Eckpunkte erhilt man wie-
der durch Punktspiegelungen an den Seiten-
mitten. Waltraud Jagusch

Wie stand es bei

‘Karl Marx

mit Fremdsprachen?
Marx handelte nach dem Wahlspruch: ,,Eine

. fremde Sprache ist eine Waffe im Kampf des

Lebens.” Am Trierer Gymnasium erwarb er
sich auBerordentliche Kenntnisse des Latei-
nischen und Altgriechischen und lernte Fran-
zdsisch, Im Londoner Exil eignete er sich die
englische Sprache an, die er bald neben
Deutsch  und Franzdsisch flieBend be-
herrschte. Zum Zeitpunkt seiner Ubersied-
lung nach London konnte er auch bereits
[talienisch leser. Wenige Jahre spiter eignete
er sich Spanisch an, das er auch mit guter
Syntax sprach. Im Alter von 50 Jahren ent-
schlob sich Marx, Russisch zu lernen, da es
ihm fiir die Arbeit am ,,Kapital* unumgéng-
lich erschien, die dkonomische Entwicklung
Rublands in den Originalquellen zu studieren.
Er beherrschte diese Sprache bereits nach
sechs” Monaten soweit, dall er Puschkin,
Gogol und Saltykow-Schtschedrin im Origi-
nal lesen konnte.

Als Fiihrer der Internationale vermochte er
nahezu alle europiischen Spraclien zu ver-
stehen, so w.a. auch Rumanisch und Bulga-
risch, Seinen Freunden und Schiilern riet er,
beim Etlernen einer Sprache vor allem viel
zu lesen. Der praktische Gebrauch sei dann
leicht erlernt. F.G,

TIrrgarten aus dem Jahre 1664 (G. A. Boeckler)

Al A  BomucOHWEA TPSYTONBHHE.

PaccTaBbTe B KPYROUKH TPEYTONBHHES ITH(-
pet ot 1 go 9 Tak, 41008 Ha KakAoi ero
CTOPOHE CYMMB! LH(p OBUIH OJUHAKOBLIL
IIpu arom gobeiitech TAKOrO PACcCONOMKEHHS
P, YTOGE ¥ CyMMbl KBAApaToE wadp HA
Ka 10 CTOPOHE DLUTH DABHEL MEKAY CODOH,

A2 a4  Mark, Paul and Boris are married to
Anne, Mary and Susan, not necessarily
respectively. Each couple has a pet and the
pets are. a cat, a guineapig and a pony.
Use the following information to match up
the husbands, wives and pets:
Paul’s and Anne’s pets were fighting.
Mary’s husband’s name has four letters.
Susan went round to feed Mark's pet

when he was away.

Mark never goes to town.

Boris’s pet is sither the cat dr the pony.
Susan's pet is not the cat. '
The cat's male owner took him to
the vet in town.
The guineapig hides when Anne visits
its house. . 3
Mary's pet sleeps in a shoe box.

Ala Trois lignes d'autobus ont pour
point de départ la gare .Mcniparnasse a
Paris. Les autobus de-la premiére ligne sont
de retour au bout de 1h 36min ot restent
4min & larrét. Les autobus de la deuxiéme
ligne sont de retour au bout de 1h 48min et
restent 12 min a I'arrét; ceux de la troisiéme
ligne sont de retour au bount de 2h 10min
et restent 20 min & Parrét. Trois autobus, un
pour chaque ligne, partent ensemble de fa gare
Montparnasse 4 8h. } _

a} A gquelle heure ces trois autobus reparti-
ront-ils ensemble pour la premiére fois de la
gare Montparnasse?

b) Combien de trajets chaque autobus aura-t-
il alors accomplis?
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Labyrinth-Probleme

eine alte Thematik
mit groBler Aktualitit

Teil 2

Bild 1

Aufgaben

(Hinweis: Man benutze Transparentpapier,
das man auf die vorgegebenen Bilder der
Labyrinthe legt.)

Ala Die Anweisungen des Tarryschen
bzw. des Trémauxschen Verfahrens sollen in
dem zuletzt erlduterten Sinne eindeutig ver-
standen werden. Man konstruiere den ent-
sprechenden Tarry- bzw. Trémaux-Weg bei
Start im Punkt I bis zum Erreichen des Aus-
gangs E

a) fir das Labyrinth im Garten von Hampton
Court (Bild 1),

b) fiir den Irrgarten von AltjeBnitz (Bild 2,
siche auch alpha 2/82).

Bild 2

A2A Die AuBentiir E des Labyrinths im
Garten von Hampton Court sei geschlossen.
Im Punkt I werde eine Maus ausgesetzt, die
das Labyrinth

a) nach dem Verfahren von Tarry,

b) nach dem Trémauxschen Verfahren
(jeweils wie bei Aufgabe 1 in eindeutiger
Weise) absucht.

An welcher Stelle des Labyrinths hitte man
ein Stiick Speck abzulegen, damit die Maus es
mdoglichst spit findet?

¢) Wiirde die Maus dann den Speck auch bei
offener AuBentiir finden?

100 - alpha, Berlin 17 (1983) 5

A3a Wenn man den Bauplan eines Laby-
rinths vollstindig kennt, so kann man sich
einen guten Uberblick iiber alle moglichen
Wege zwischen zwei Punkten (etwa einem
Startpunkt im Inneren des Labyrinths und
einem Ausgang) verschaffen. Hierzu be-
schreibt man den zwischen ihnen bestehenden
Zusammenhang durch einen Graphen. Als
Knotenpunkt nimmt man die beiden vorge-
gebenen Punkte sowie alle von diesen aus
erreichbaren Verzweigungspunkte des Laby-
rinths. Jedem Verbindungsgang zwischen
diesen Punkten im Labyrinth entspricht eine
Kante des "Graphen. ,Sackgassen“ oder
»ochleifen* werden gleich fortgelassen. Eine
giinstigere Anordnung der Knotenpunkte
und Kanten und das Fortlassen weiterer
ollensichtlich unwesentlicher Details des Gra-
phen erh6ht die Ubersichtlichkeit.

Man konstruiere solche Graphen

a) fiir das Labyrinth im Garten von Hampton
Court (Bild 1),

b) fiir das Labyrinth von Bild 3,

P P

»>

Bild 3

¢) fiir den Irrgarten von Altjefnitz (Bild 2).
Mit ihrer Hilfe berechne man, auf wie vielen
Wanderrouten man vom Inneren (Punkt I)
des jeweiligen Labyrinths zum Ausgang ge-
langen kann, wenn bei keiner Wanderung
ein Platz des Labyrinths mehrfach betreten
werden darf.

3. Das Absuchen von Mustern

Es sollen nun neuere Untersuchungen zur
Labyrinth-Problematik behandelt werden.
Dabei wollen wir uns der besseren An-

schaulichkeit wegen auf die Betrachtung zwei-
dimensionaler Labyrinthe beschrianken. Alle
Plitze und Génge eines solchen Labyrinths
miissen also in einer Ebene liegen. AuBerdem
ist nun mit der zweiten Prizisierungsmog-
lichkeit fiir den Labyrinth-Begrifl zu arbeiten;
das sind die (iweidimensionalen) Muster.
Unter einem Muster verstehen wir eine zu-
sammenhédngende endliche Zellenmenge der
schachbrettartig zerlegten Ebene. Der Zu-
sammenhang bedeutet hierbei, daB je zwei be-
liebige Zellen des Musters stets durch einen
Weg miteinander verbunden sind, der nur
Zellen des Musters durchlduft und bei dem
nur Schritte in den vier Himmelsrichtungen
(Norden: 1, Westen: «, Siiden: |, Osten: —)
erlaubt sind. Die Bilder 4a und b zeigen zwei
einfache Muster (die Mengen der nicht
schraffierten Zellen), wiahrend die Zellen-
menge in Bild 4c nicht zusammenhingend
ist.

4
2/ Z
%
%
2 %
4
Z
a
7
Z
Y./ /Y/
'/
b
Bild 4
%
%

Cc

Jedem Muster kann man in natiirlicher Weise
einen ebenen zusammenhangenden endlichen
Graphen zuordnen, indem man die Mittel-
punkte der Zellen des Musters als Knoten-
punkte nimmt und die Knoten zweier benach-
barter Zellen des Musters iiberall durch eine
Kante verbindet. Die Kanten entsprechen
also den zwischen zwei Zellen des Musters
liegenden Winden, die man sich durchlissig
(etwa mit Tiiren versehen) vorzustellen hat.

Die Bilder 5a und b zeigen die in dieser Weise
aus den Mustern des Bildes 4 erhaltenen
Graphen.

Vereinfachend gesagt, kann man Muster als
spezielle endliche Graphen auffassen. Daher
sind alle Losungen des Absuchproblems fiir



endliche Graphen unmittelbar aufl Muster
iibertragbar. Die fir die Verfahren von Tré-
maux und Tarry nétigen Markierungen der
Wiinde innerhalb eines Musters konnen dabei
durch geeignete Beschriftungen der Zellen
vorgenommen werden. Der Leser moge sich
das an Beispielen verdeutlichen.

| |
Bild 5 T

P

DS

]: | ]

=

d

Die Bilder 5 c und d zeigen die in den Mustern
des Bildes 4 erhaltenen Tarry-Wege, wobei
wir bei mehreren erlaubten Bewegungsmog-
lichkeiten immer die erste in der Reihenfolge
1, <, {, = gewihlt haben.

Interessant ist nun, daB man eine recht um-
fassende Klasse von Mustern schon in sehr
einfacher Weise absuchen kann, ohne irgend-
eine Markierung vorzunchmen. Das ent-
sprechende Programm, das wir jetzt betrach-
ten wollen, wurde 1971 von dem westdeut-
schen Mathematiker C. Dopp verdffentlicht.

Verfahren von Dipp:

1. Gehe von der Startzelle aus nach Norden,
bis der Rand des Musters erreicht ist! Handle
weiter nach 2.!

2. Verfolge den Rand des Musters, so daB
dieser dabei fechter Hand liegt! Immer wenn
eine Zelle erreicht ist, deren siidliche Nach-
barzelle nicht zum Muster gehort, so handle
gemiB 3.!

3. Gehe nach Norden, soweit das moglich ist,
und kehre dann nach Siiden zuriick bis zu der
Zelle, deren siidlicher Nachbar nicht zum
Muster gehort! Handle weiter nach 2.!

Um dieses Verfahren zu realisieren, muB von
jeder Zelle des Musters aus zu sehen sein,
welche ihrer vier Nachbarzellen noch zum
Muster gehoren. Damit ist das Verfolgen des
Randes gemdDB 2. und der immer wieder da-
zwischen durchzufiihrende Gang nach Nor-
den und zuriick gemiB 3. ausfiihrbar. Aller-
dings gibt es bei diesem Verfahren keine Stop-

Bedingung, es bricht nie ab. Bei Anwendun-
gen ist dieser Mangel jedoch oft nicht wesent-
lich. Sucht man das Muster (Labyrinth) etwa
nach einem gewissen Merkmal ab (Minotau-
rus oder Ausgang), so kann das Verfahren ja
bei Aulfinden einer Zelle mit diesem Merkmal
gewissermaBen kiinstlich gestoppt werden.
Das Bild 6 zeigt Beispiele von Wegen, die
nach dem Doppschen Verfahren erhalten
wurden. Sie fithren alle sehr schnell zu einem
Zyklus, der unendlich oft wiederholt wird.

Bild 6
Startzelle

Zyklenbeginn

Startzelle ©  Zyklenbeginn

/ 7/

7

7
7/
b

Das Bild 6b zeigt, daB nicht alle Muster auf
diese Weise abgesucht werden konnen. Man
kann sich aber iiberlegen, daB das Verfahren
fiir alle einfach zusammenhéngenden Muster
erfolgreich ist. .
Als einfach zusammenhingend bezeichnet
man die Muster ohne Locher bzw. ohne Bin-
nenseen, wenn man sich einmal die Zellen des
Musters als . Landteile und die nicht zum
Muster gehorenden Zellen als Wasser (Meer
bzw. Seen) vorstellt. Dabei sind aber nur
solche Gewisser als Binnenseen zu betrach-
ten, die nicht mit dem das Muster um-
gebenden Ozean durch eine WasserstraBe ver-
bunden sind. WasserstraBen konnen hierbei
auch iiber Eck“ verlaufen, d. h. Wasser-Zel-
len mit gemeinsamem Eckpunkt gelten als
benachbart. In diesem Sinne ist das Muster in
Bild 4a einfach zusammenhingend, das in
Bild 4b aber nicht.

4. Endliche Automaten in Mustern

Es ist bisher in unseren Uberlegungen noch
ziemlich offengelassen worden, durch wen die
angegebenen Absuchverfahren zu realisieren
sind, d. h., wer die Labyrinthe absuchen soll.
Der Leser mag sich Theseus in dieser Rolle
vorgestellt haben oder einen beliebigen in ein
Labyrinth geratenen Menschen. Beim Aus-

probieren der Verfahren ist das Absuchen
eines Graphen oder Musters natiirlich mit
dem Bleistift aul dem Papier durchzufiihren.
Die modernen Labyrinth-Untersuchungen im
Rahmen der mathematischen Kybernetik be-
treffen die Frage, inwieweit Graphen oder
Muster durch Automaten der verschiedensten
Typen abgesucht werden konnen. Wir werden
im folgenden bei der Erlduterung dieser Pro-
blematik vorwiegend Muster als Labyrinthe
zugrunde legen.

Den cinfachsten zum Absuchen von Mustern
geeigneten Typ von Automaten stellen die
endlichen Automaten dar. In Bild 7 ist ein
solcher endlicher Automat skizziert.

Bild 7

Steuerwerk (endlich viele
innere Zustinde)
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Abtastkopf

Er besteht aus einem in dem Muster beweg-
lichen Abtastkoplf, der mit einem Steuerwerk
verbunden ist. Dieses System arbeitet schritt-
weise. Zu jedem Zeitpunkt steht der Abtast-
kopf auf einer Zelle des vorgegebenen Mu-
sters, und er informiert das Steuerwerk dar-
iiber, welche der Nachbarzellen des Stand-
ortes noch zum Muster gehdren. In Abhingig-
keit von dieser Information iiber das Muster
und in Abhéngigkeit von dem inneren Zu-
stand des Steuerwerks erfolgt nun eine An-
weisung iiber die durchzufiihrende Bewegung
des Abtastkopfes. Es wird entweder ange-
wiesen, daB er auf seinem Standort verharrt
oder daB er sich um eine Zelle in Richtung
Norden, Westen, Siiden bzw. Osten in dem
Muster weiterbewegt. Gleichzeitig kann sich
auch der Zustand des Steuerwerks dndern,
was ebenfalls durch die vom Abtastkopf ge-
gebene Information iiber das Muster und
durch den (alten) Zustand des Steuerwerks
eindeutig festgelegt ist. Nach Ausfiihrung der
Bewegung des Abtastkopfes und der Zu-
standséinderung ist ein Arbeitsschritt des
Automaten realisiert, und das Ganze beginnt
von vorn. Wesentlich ist noch, daB das
Steuerwerk nur endlich viele mogliche innere
Zustinde haben darf, daher die Bezeichnung
wendlicher Automat®.

Uns interessiert hier nicht die technische
Realisierung eines solchen Systems. Mathe-
matisch ist ein endlicher Automat eindeutig
festgelegt durch die Angabe der endlichen
Menge aller moglichen inneren Zustinde, die
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Bild 8

Festlegung eines solchen Zustandes als An-
fangszustand (hiermit startet der Automat
stets) und durch seine Uberfiihrungstabelle.
Letztere gibt an, mit welcher Zustandsinde-
rung und Bewegungsanweisung das Steuer-
werk in den einzelnen Zustinden auf die im
Labyrinth (in der Nachbarschalt des Abtast-
kopfes) vorliegende Situation reagiert.

Als Beispiel betrachten wir den endlichen
Automaten mit der Zustandsmenge Z = {z, y},
dem Anfangszustand z und der in Bild 8 an-
gegebenen Uberflihrungstabelle. Dabei geben
die Pfeile 1, —, |, - die Bewegungsanwei-
sungen in die entsprechenden Richtungen an,
0 bedeutet Verharren auf dem Standort.

Der damit vollstindig beschriebene endliche
Automat geht stets von seinem Startpunkt
aus (im Zustand z) nach Norden, solange das
moglich ist. Gehort die ndrdliche Nachbar-
zelle seines Standortes nicht mehr zum
Muster, so nimmt er den Zustand y an und
geht nun nach Westen, solange das moglich
ist. Erreicht er dabei eine Zelle, deren west-
licher Nachbar nicht zum Muster gehdrt, so
verindert er seinen Zustand y und Standort
nicht mehr, d. h., er stoppt. Bild 9 zeigt zwei
mogliche Wege des Automaten in einem
Muster.

Durch einen solchen endlichen Automaten
kann man das Doppsche Absuchverfahren
realisieren. Allerdings bendtigt man hierftir
mehr als zwei innere Zustinde des Steuer-

Bild 9
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werks, und es ist schon nicht ganz einfach,
eine entsprechende Uberfiihrungstabelle aul-
zustellen.

Jedenfalls ist es aul diese Weise prinzipiell
mdglich,.einen endlichen Automaten zu kon-
struieren, der alle einfach zusammenhingen-
den Muster absucht. Es stellt sich sofort die
Frage, ob es einen endlichen Automaten gibt,
der jedes Muster absucht, wenn er auf einer
beliebigen Zelle startet. Schon D6pp vermu-
tete 1971, daB die Antwort ,nein“ lautet,
konnte das aber nicht beweisen. Der Beweis
dieser Behauptung wurde 1975 von L. Budach
(Professor an der Humboldt-Universitdt zu
Berlin und ordentliches Mitglied der Akade-
mie der Wissenschaften der DDR) erbracht.
Er zeigte, daB sich zu jedem endlichen Auto-
maten ein Muster konstruieren 148t, in dem es
eine Zelle gibt, so daB der Automat bei Start
aul dieser Zelle das Muster nicht vollstindig
absucht. Das Absuchproblem [iir Muster ist
also nicht durch einen endlichen Automaten
(d. h. einen Automaten mit endlichem Ge-
ddchtnis, der keine Hilfsmarkierungen in den
Mustern setzen darf) 16sbar. Das ist das
bisher tiefliegendste und am schwierigsten zu
bewejsende Resultat zur Labyrinth-Proble-
matik. ‘

Die entsprechende Frage fiir endliche Gra-
phen ist iibrigens wesentlich leichter zu be-
antworten. Dazu ist der Begriff des endlichen
Automaten zunichst natiirlich etwas abzu-

Startzelle

wandeln; der Abtastkopl hat sich dann ja in
einem Graphen zu bewegen. Schon 1971
zeigte H. Miiller (Prolessor an der Universitét
Erlangen-Niirnberg), daB es keinen solchen
endlichen Automaten gibt, der jeden ebenen
zusammenhéngenden endlichen Graphen ab-
sucht.

(Fortsetzuna im ndchsten Heft)

Der Autor: A. Hemmerling
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Schwerin;

— Teilnahme an Kreis- und Bezirks-
mathematikolympiaden;

- wihrend des EOS-Besuchs auch Fach-
arbeiterausbildung als Landmaschinen-
und Traktorenschlosser
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der Fachrichtung Mathematische Kyber-
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- 1980 Erteilung der Facultas docendi
(Lehrbefahigung an Hochschulen) fiir das
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Eine Aufgabe —
drei

Losungsvarianten
Gedanken zum Titelblatt

Die Aufgabe, von einem Punkt P auBlerhalb
eines Kreises k die Tangenten-t; und ¢, an
diesen Kreis zu legen, ist geometrisch aul ver-
schiedene Weise losbar.

Auf der Titelseite ist eine Kombination aus
drei verschiedenen Varianten zur Losung
dieser Aufgabe dargestellt. .

Variante 1

Die hier als Variante 1 bezeichnete Losung ist
bereits seit dem 16. Jahrhundert bekannt und
auch im Lehrbuch der Mathematik, Klasse 7,
beschrieben.

Konstruktion:

Bild 1

Man verbindet P und M, halbiert die Strecke
_.PM und findet so den Punkt M7, um den

man einen Kreis mit r=%-m schlagt. Die

“Schnittpunkte der beiden Kreise sind die
gesuchten Bertihrungspunkte B, und B, der
Téngenten ty und t,.

Beweis: Der Satz des Thales besagt, daB alle
Peripheriewinkel iiber dem Durchmesser
eines Kreises rechte Winkel sind. Die Winkel
¥ MB,Pund ¥ MB,P sind Peripheriewinkel
iber dem Durchmesser PM, d.h,, sie betragen
90°. Deshalb sind B, und B, die gesuchten
Beriithrungspunkte der Tangenten ¢; und ¢,.

Variante 2

Diese Variante beinhaltet eine Losung, die
etwa 2000 Jahre ilter ist als dic Losung nach
Variante 1.

Konstruktion:

Man zeichnet die Strecke MP und errichtet
im Schnittpunkt Sy dieser Strecke mit dem
Kreis k die Senkrechte auf MP. Danach
schligt man um M einen Kreis k' mit dem
Radius MP. Er schneidet die Senkrechte auf
MP in den Punkten S; und S, Wenn man
S; und-S; mit M verbindet, erhdlt man die
Schnittpunkte B; und B, mit dem Kreis k.

Bild 2

o~

Das sind die gesuchten Beriihrungspunkte
der Tangenten ¢; und ¢,. )

Beweis : Die Dreiecke AMS,S; und AMS,S,
sind kongruent, da sie in zwei Seiten (MS,
=MS, und MS; =MS;) und dem Winkel,
der der groBeren von ihnen gegeniiberliegt,
iibereinstimmen (X MSoS; = £ MS05,=90°).
Daraus folgt £ SoMS; = £SoMS,.

Wegen MB, =MB;, MP=MP und ¥ PMB,
= £ PMB; gilt AMPB,~ AMPB,. Wegen
MSo=MB,=MB, und MP=MS,=MS,
sind alle vier Dreiecke AMSoS,, AMS,S,,
AMPB,, AMPB; einander kongruent. Des-
halb haben auch die Winkel x MB,P und
¥ M B, P die GroBe 90°. Somit sind B, und B,

die gesuchten Bertihrungspunkte der von P-

an den Kreis k gelegten Tangenten ¢; und ¢,.

Variante 3 .
Variante 3 ist eine Losung, die erst im
19. Jahrhundert gefunden wurde.

Konstruktion:

Bild 3

Man zeichnet zu dem gegebenen Kreis k
einen konzentrischen Kreis k' mit dem Radius
R=2r und einen Kreis k" um P mit dem
Radius PM. Die Schnittpunkte F, und F,
der Kreise k' und k" verbindet man mit M und
erhilt so die Punkte B, und B; aufdem in der
Aufgabenstellung gegebenen Kreis k. Das
sind die gesuchten Beriihrungspunkte der

" Tangenten ¢; und ¢,.

Beweis: Die Strecken MF; und MF; sind
Sehnen des Kreises k”, deren Linge 2r be-
trigt. Nach Konstruktion gilt MB, =B, F,
=MB,=B,F,=r. Wegen W=P_F1=P—Fz
sind die Dreiecke AMPF, und AMPF,
gleichschenklig. Die Strecke PB,; bzw. PB,; ist
somit Seitenhalbierende der Basis MF; bzw.
MF,. Folglich sind die Strecken PB; und
PB; auch Hohen, d.h., die Winkel £ MB,P
und & MB,P haben die GroBe 90°. Deshalb
sind B, und B; die gesuchten Beriihrungs-
punkte der Tangenten ¢, und t. M. Wilde
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aufgepalfit
nuchgedacht
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Speziell
fiir Klasse 4/6

Interessante Koordinaten

Ala Stelle [olgende Zahlenpaare in dem
Koo. .inatensystem Bild 1a (bzw. Bild 1b)
dar!
Verbinde jeweils die Punkte im Koordinaten-
system, deren Zahlenpaare untereinander ste-
hen!

a)
8;0) 714 (L;4)  (3;0
@813 @5 1;2) (32
(10;13) (0;5) (2;2) (7;2)
(10;14) (0;4) (2;0) (7;0)
Yy 4‘ \U Bild 1a

o P

P
10+
5....
P -
5 10 "

b)
(2,00 G G5 (800 (1131
2;2) (3:2)  (5:2 ;2 (1L;2)
(3;3) 4;2 6;2) (9;2) (12;2)
(1;3) @1 61 (9;0) (1251)
Ry 3D G (11;1)
(8;10)
(CHY))
9;3)
(13;3)
(14;2)
(14;0)
A2A a)Vervollstindige!
(2;00 (;) (3;0
23 () (5)
() () ()
;) () (3)
(;) (3)
(s ()
;) ()
(;) 60
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Bild 2a
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1
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b) Vervollstandige!
6:3) () (6:6) (8;6). ()
23 (;) (10;6) {5; )
(;) (3) (;)
(:) () Vi)
;) (33
(5) (63
y
Bild 2b
5 ‘
T
Bild 1b
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F
10 t+
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A3A Vervollstindige!
(5;0) ;) ()
(1;95) ;) ()
(;) 8;:5 (10;7)
2;6) (8;4) (10;2)
2;9 749 (5;2
(;) (;) .
(5;8) (9;6)
(11;8).  (9;3)
y
|\1.‘
; 10
Bild 3

A4a Spiegele an der y-Achse!
Gib die Koordinaten der Punkte P,’, P,’, Py,
P4I und P5’ an! .

ol =N
q 0 D Of o
Bild 4 \_:/"1
1 P‘ 1
» -1'0 5’
y
o
.l
s pl x

ASaA Spiegele an der y-Achse!
Gib die Koordinaten der Punkte A', B, C,
D', E an!

Y
- 1)
5+
£
c
mias | 4
H ' x
54
-104-
A6a a) Gib die kleinsten Werte [ir a, b

so an, daB fiir alle y-Werte der Figur (vgl.
Bild 6) gilt a<y=<b!

b) Gib die kleinsten Werte fiir ¢; 4 an, so daB
fiir alle y-Werte der Figur (vgl. Bild 6) gilt
cEx<d!

y

»4

Bild 6
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L. Flade/J. Lehmann
(nach Unterlagen aus dem ungarischen Un-
terhaltungsbuch Vigyazat! Csak gyerekek-
nek, Eva Gall) -~




Der Turm ist im Schachspiel eine michtige
Kampfeinheit. Er ist stirker als Liufer oder
Springer. Sein Wert entspricht etwa fiinf
Bauern. Der Turm ist eine weitreichende und
wendige Figur. Dabei zeichnet er sich durch
eine interessante Besonderheit aus: Die An-
zahl der Felder, die er auf dem leeren Schach-
brett beherrscht, hingt nicht von seinem
Standort ab. Ob der Turm in der Ecke oder
in einem der Mittelfelder des Brettes steht,
immer sind es vierzehn Felder.

Wie kann man auf dem leeren Schachbrett
Tiirme so aufstellen, daB keine zwei von ihnen
einander schlagen kénnen, das heiBt, daB je
zwei Tiirme in verschiedenen Reihen und ver-
schiedenen Linien stehen? Es ist einleuchtend,
daB man acht Tiirme auf diese Weise auf dem
Schachbrett postieren kann (beispielsweise
so, daB man die Tiirme auf irgendeine Dia-
gonale des Brettes setzt — siche Diagramm),
mehr jedoch als acht nicht.

Schachspielereien
Hans Betcke, aus: DLZ 22/83

ssDamen-Indisch*

Ein Beweis von
Leonhard Euler

Euler bewies 1741 eine Aufgabe, die ihm sein
Freund Goldbach gestelit hatte. Hier ist zu-
niichst Eulers Antwort auf Goldbachs Brief
mit dem gestellten Problem:

~Ew. (Euer) Hochedelgeb. theorema, daf
(3m+ 2)n? + 3 kein Quadrat sein kinne, ist sehr
artig, und ich kann die Richtigkeir desselben
auf folgende Art dartun:

Entweder ist n durch 3 divisibel (teilbar) oder
nicht, im ersten Fall ist n* divisibel durch 9,
und bekommt -die Expression (3m+2)n?+3
eine solche Form 9p+ 3, welche kein Quadrat
sein kann, wie bekannt. Im anderen Fall,
wann n nicht durch 3 divisibel ist, so ist n®

eine solche Zahl 3p+1, und (3m+2)n*+3.

bekommt diese Form 9mp+3m+6p+5, das
ist 3q+2, von welcher Form gleichfalls be-
kannt ist, daf eine solche niemals ein Quadrat
sein kann.*

Wir erldutern den Beweis, wozu wir (3m + 2)n?
+3 gleich N setzen (m, n natiirliche Zahlen).
Euler unterscheidet zwei Fille:

Wir fragen, auf wieviel verschiedene Weisen
man acht Tiirme so auf dem leeren Schach-
brett anordnen kann, daB keine zwei von
ihnen einander schlagen kénnen? Dabei ist zu
bemerken, daB wir die Anordnungen der Tiir-
me auf al, b2, c3, d4, e5, f6, g7, h8 (unser
Beispiel) und auf a8, b7, c6, d5, e4, 3, g2, hl,
das heiBt, solche Anordnungen, die sich
auseinander durch Drehung des Brettes be-
zichungsweise - durch Spiegelung gewinnen
lassen, als verschieden ansehen.

H. Riidiger

»wopanische Ergffnung*

a) 3 teilt n,

b) 3 teilt n nicht.
Eine einfache Folgerung aus der Zerlegung
einer Zahl in ihre Primfaktoren ist folgende
Aussage: Wenn Q eine Quadratzahl ist, dann
enthilt Q alle Primteiler in gerader Potenz.
Im ersten Fall hat, da sich n? durch 9 teilen
lassen muB, N die Form N=9p+3 mit ge-

.wissem p (p natiirliche Zahl). Da 3 natiirlich

9 teilt, folgt hieraus, daB 3 auch <in Teiler
von N ist. Wenn wir aber annehmen, daB N
eine Quadratzahl ist, dann muB neben 3 auch
32=9 ein Teiler von N sein. Weil weiterhin 9
offensichtlich in 9p aufgeht, muB 9 auch die
Differenz N —9p teilen. Diese ist aber gleich 3,
also nicht durch 9 teilbar. Mithin muB unsere
Annahme falsch sein, N konne eine Quadrat-
zahl sein.
Im zweiten Fall hat n die Form 3r+1 oder
3r4+2 (r=0, 1,2, ...). Damit ist n> von der
Gestalt 9r2+6r+1 oder 9r2+12r+4 bzw.
3(3r2+2r)+1 oder 3(3r +4r+1)+ 1 ist, also
fiir beide Moglichkeiten mit einem gewissen p
von der Art 3p+ 1. Damit ergibt sich [ir N
die Form 3g+2 mit einer bestimmten natiir-
lichen Zahl g. Um zu zeigen, daB N=3g+2
keine Quadratzahl sein kann, untersuchen wir
zuniéchst allgemein, welche Reste eine Qua-
dratzahl beim Teilen durch 3 lassen kann.
Jede natiirliche Zahl z kann mit einer gewis-
sen Zahl r in der Form z=3r +s dargestellt
werden, wobei fiir s die Zahlen 0, 1 und 2
in Frage kommen. Damit ergibt sich
22=9r2 +6rs+5s2=33r>+2rs)+s? mit s
gleich 0, 1 oder 4. Der Ausdruck 3(r®+ 2rs)
ist durch 3 teilbar, so daB3 sich das Ver-
halten des Restes aus dem Charakter von s?
bestimmt. Die Reste, die s> beim Teilen
durch 3 14Bt, sind 0 und 1, wie man leicht
nachpriift. Mithin kann eine Quadratzahl
beim Teilen durch 3 nur den Rest O (teilbar)
oder 1 lassen. Eine Quadratzahl der Form
N =3q + 2 wiirde aber beim Teilen durch 3 als
Rest 2 liefern, was nicht moglich ist. Also
kann auch im zweiten Fall N keine Quadrat-
zahl sein. Mithin ist es ausgeschlossen, dal N
Quadratzahl sein kann.

Mitgeteilt von Dr. R. Thiele,

S. Hirzel-Verlag, Leipzig

2

wnZugzwang*
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 11. Januar 1984

,Das ist unsere Gliickszahl !«

Mathematik

Ma5 #2350 Ein Obstgarten, der die Form
eines Rechtecks hat, ist halb so breit wie lang.
Er wird von einem 210 m langen Zaun um-
geben. Welchen Fldacheninhalt besitzt dieser
Obstgarten? ’

Schiilerin Janett Stynka, Rostock

Ma5 #2351 Zu einer Schulklasse gehdren
genau 36 Schiiler, die zusammen 703 Bunt-
stifte besitzen. Ernst hat zwei Buntstifte mehr
als Christine. Dieter hat einen Buntstift we-
niger als Bernd, Frank elf weniger als Dieter,
Bernd zwei weniger als Anja, Christine funf
mehr als Bernd. Anja besitzt genau 19 Bunt-
stifte. Wie viele Buntstifte besitzt jeder der
nicht genannten Schiiler, wenn alle diese
Schiiler gleich viele Buntstifte haben?
Schiilerin Ina Stockigt, Weiflenschirmbach

Ma5 #2352 Von Berlin-Treptow aus ma-
chen Fahrgastschiffe der Weiflen Flotte See-
rundfahrten mit Ausfliiglern und Touristen.
An einer solchen Fahrt nahmen insgesamt
120 Fahrgiste teil, und zwar viermal soviel
Kinder wie Frauen. Die Anzahl der mitfah-
renden Frauen und Kinder war insgesamt
siebenmal so groB wie die der Minner. Wie-
viel Kinder, Frauen bzw. Minner nahmen an
dieser Seerundfahrt teil ? Sch.

Ma5 #2353 In dem Schema
tli . 3*2
*3*
e
*2%5
i*it3¢
sind die Sternchen so durch Grundziffern zu
ersetzen, daB eine richtig geloste Multiplika-
tionsaulgabe entsteht. Sch.

Ma5 82354 Von zwei leeren GefiBen weiB
man: Das groBere dieser beiden GefiBe ist
doppelt so schwer wie das kleinere. Fiillt
man in das kleinere GefdB 400 g Zucker und
in das groBere 200 g, so ist das gefiillte klei-
nere GefdB um 50 g schwerer als das gefiillte
groBere GefdB. Wie schwer sind die beiden
leeren GefidBe?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 82355 Zeichne ein Quadrat! Lege auf
jeder Quadratseite den Mittelpunkt fest! Ver-
binde diese vier Mittelpunkte zu einem zwei-
ten Quadrat! Du zihlst nun vier Dreiecke
und zwei Quadrate. Lege auf jeder Seite die-
ses zweiten Quadrates wieder die Mittelpunk-
te fest, verbinde auch diese Punkte zu einem
dritten Quadrat!
a) Wieviel Dreiecke hast du bis jetzt erhal-
ten?
b) Jemand bildet auf diese Weise immer wie-
der neue Quadrate.
Zum SchluB zihlt er genau 176 Dreiecke.
Wieviel Quadrate zihlt er?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 #2356 Ina, nach dem Lebensalter
ihrer drei Geschwister befragt, antwortet:
»Multipliziert man die Zahlen, die das Le-
bensalter meiner drei Geschwister angeben,
miteinander, so erhélt man 24. Addiert man
diese drei Zahlen, so erhilt man eine Prim-
zahl* Wie alt sind Inas Geschwister (in
ganzen Zahlen)?

Schﬁler{n Yvonne Lucke, Halle-Neustadt

Ma 6 82357 Ineinem Saal, in dem ein Kon-
greB abgehalten werden sollte, waren mehr als
90, aber weniger als 100 Stiihle aufgestelit. Es
erschienen aber mehr KongreBteilnehmer als
Stiihle vorhanden waren. Die Anzahl der
Stithle wurde deshalb verdoppelt. Nun blieb
der zwolfte Teil der Anzahl der vorhandenen
Stiihle unbesetzt. Wie viele Teilnehmer waren
zum KongreB angereist?

Thies LuAbur, 2600 Guvirow, Ulerdersér 22
Kersting-0S, Klac 7
- 150

Ma7e
1369

33

Pradikast:

1G
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Wettbewerbsbedingungen

|. Am Weltlbewerb konnen sich alle ulpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrilt (Postleit-
zahl nicht.vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruh zu rich-
len an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 10sen die Aufgaben.
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aulgabe wird fir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer. die eine vorbildliche oder
gute (d. h. volistandige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergeb.nis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,sehr
gut geldst™, ,.gut gelost™ oder .pgeldst.
Schiiler. welche nur einen SchluBsatz zu
ciner Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk .,nicht gelést*

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1983/84 liuft
von Heft 5/1983 bis Heft 2/1984. Zwischen
dem 1. und 10. September 1984 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/83 bis 2/84 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Rickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/84 verdffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/83
bis 2/84) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1983/84 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen

wird. Redaktion alpha



Maé6 #2358 Eine Klasse schrieb im Fach
Mathematik eine Leistungskontrolle. Genau
eine Aufgabe wurde von dem achten Teil,
genau zwei Aufgaben von dem dritten Teil,
genau vier Aufgaben von dem sechsten Teil
der Anzahl der teilnehmenden Schiiler nicht
gelost. Wieviel Schiiler 16sten genau eine Auf-
gabe richtig, wenn nur ein Schiiler der Klasse
die Arbeit fehlerlos abgab und der Klasse
‘weniger als 30 Schiiler angehoren?

Schiilerin Barbara Schiitze, Weifenfels

Ma6 82359 Otto geht [iir seine Mutter ein-
kaufen. Den fiinften Teil des von der iMutter
erhaltenen Geldes gibt er fiir Fleischwaren
aus. Fiir den zehnten Teil des erhaltenen Gel-
des kauft er Obst. Fiir Backwaren gibt Otto
doppelt soviel Geld aus wie fiir Fleischwaren.
Fiir Blumen gibt er genausoviel Geld aus
wie fiir Obst. Vom erhaltenen Gelde hatte
Otto danach noch 10 M iibrig. Wieviel Mark
hatte Otto von seiner Mutter zum Einkaufen
erhalten?

Schiilerin Anja Rosenbusch, Meiningen

Ma6 82360 Welche natiirliche Zahl 148t bei
Division durch 11 den Rest 1, durch 12 den
Rest 2, durch 13 den Rest 3 und durch 14
den Rest 4?

Schiiller Thomas Kuschel, Prenzlau

Ma7 w2361 Welche natiirlichen Zahlen g, b,
¢ mit O<a<b<c erfiillen folgende Bedin-
gungen?

(1) Die zweite dieser drei Zahlen ist gleich
dem arithmetischen Mittel aus den beiden
anderen Zahlen.

(2) Die fiinffache *Summe aus diesen drei
Zahlen ist gleich dem Produkt aus diesen
Zahlen. - Sch.

Ma7 82362 Gegeben sind die Punkte 4, B,
" C und D, die alle aufl ein und derselben
Geraden g liegen. AuBerdem gilt:

Die Linge der Strecke AB betrigt 3 cm, die
der Strecke AC 4 cm, und die Strecke AD ist
6 cm lang. Die Punkte B und C liegen zwi-
schen den Punkten A4 und D.

Es sind alle Punkte P; (Py, P2, P3, ...) zu
konstruieren, die simtlich folgenden Be-
dingungen geniigen:

(1) Die Punkte P; sind gleich weit von A und C
oder von B und D entfernt.

(2) Die Punkte P; haben von C einen Ab-
stand von 3 cm. ’ Fr.

Ma7 ®2363 Ein Rechteck habe die Seiten-
lingen a und b. Der Flicheninhalt eines
Quadrates, das den gleichen Umfang wie das
Rechteck hat, ist durch die Langen a und b
auszudriicken! ' Sch.

Ma7 #2364 Addiert man zu einer dreistelli-
gen natiirlichen Zahl, deren erste und letzte
Zilfer iibereiristimmen, ihre Quersumme, so
erhilt man als Ergebnis 500. Um welche Zahl
handelt es sich? Sch.

Ma8 ®2365 Es ist zu beweisen, daB der
Term n?(5 + n?) fiir jede natiirliche Zahl n eine
gerade Zahl ist.

Daniel Kiipper, Wirtzfeld, Belgien

Ma8 #2366 Es sind alle geordneten Paare
(&; b) rationaler Zahlen a und b mit folgenden
Bedingungen zu ermitteln:
a) Die Summe der Quadrate der Zahlen g und
b ergibt 176,5.
b) Die Differenz der Quadrate der Zahlen a
und b ergibt 136.

Gerald Wiinsch, Berlin

Ma8 #2367 Wie viele verschiedene sechs-.
stellige natiirliche Zahlen kann man mit den
Ziffern 1, 3, 4, 5, 7, 9 bilden? (Es muB in jeder
Zahl jede der sechs Zilfern genau einmal vor-
kommen!) Wie viele dieser Zahlen sind durch
3, wie viele durch 9 teilbar? Das Ergebnis ist
zu beweisen.

Dr. G. Hesse, Radebeul

Ma8 82308 In dem abgebildeten Dreieck
ABC wurde der Eckpunkt 4 mit dem
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der Drei-
eckseiten verbunden. Es ist die Giiltigkeit der
Beziehung a; =90° —y zu beweisen.
‘Schiilerin Claudia Popien, Magdeburg

c

oy
A 8

Ma9 12369 Die Zahl 315 soll in die Diffe-

renz zweier Quadratzahlen zerlegt werden.

Es sind alle Mglichkeiten anzugeben.
Schiller Jorg Uhlig, Crimmitschau

Ma9 #2370 Das Produkt von vier aufein-

\anderfolgenden Primzahlen py, p2, ps, ps ist

in eine Summe von zwei Primzahlen ps, ps
zerlegbar, die beide in jeder achtstelligen Zahl
der Form abcdabed (dekadische Darstellung)
ohne Rest aufgehen. Es sind die Primzahlen
P1, P2, -.., Ps ZU ermitteln.

Gerald Winsch, Berlin

Ma9 82371 Zur Jugendweihe erwartet [lka
24 Giste. Beim Eintreffen begriiBen sie sich
untereinander und auch Ilka mit einem
Hindedruck. Unter den Gisten sind drei
Ehepaare ohne Kinder, eine vier- und eine
finfkSplige Familie, die sich natiirlich bei der
Ankunft nicht jeweils untereinander begrii-
Ben. Wieviel Hindedriicke sind gegeben wor-
den, nachdem alle Giste eingetroffen waren?

Schiilerin Claudia Paschwitz, Rdckelwitz

Ma9 #2372 In dem abgebildeten Rechteck
ABCD halbiert die Gerade durch 4 den Win-
kel ¥ DAB. Die Gerade durch C ist parallel
zur Geraden durch A. Wie lang und wie breit
ist das Rechteck A BCD, wenn die Strecke AM
2,5cm lang ist und der Abstand beider Ge-
raden 3 cm betrégt?

Skizze, nicht maBstiblich!

» N/ . c

A /N 8
Mathematiklehrer K. Gorki, Zittau

Ma 10/12 #2373 In welchem Zahlensystem
stellt die Gleichung
42+242=16
eine wahre Aussage dar?
Schiiler B. Leifheit, Heiligenstadt

Ma10/12 82374 Die Zahl 115 ist derart in
positive Summanden zu zerlegen, daB jeder
folgende Summand um 6 groBer ist als der
vorhergehende. Sch.

Ma 10/12 w2375 Gegeben seien eine Kugel
K und ein Wiirfel W mit gleich groflen
Volumina.
(1) Es ist zu zeigen, daB das Verhiltnis der
Oberflicheninhalte beider rdumlicher Figu-
ren unabhédngig von der Radiuslinge der
Kugel und der Kantenléinge des Wiirfels ist.
(2) Es ist. die MaBzahl x fur dieses Verhiltnis
zu berechnen, wenn Ay : Aw=1:x gilt.
Klaus Behnke, Schwerin

Ma10/12 2376 Zwei einander beriihren-
den Kugeln von 8 cm bzw. 10 cm Durchmes-
ser soll ein gerader Kreiskegel umbeschrieben
werden. Es sind die Linge des Grundkreis-
radius und die Linge der Hohe dieses Kegels
Zu ermitteln.

Schiiler J. Uhlig, Crimmitschau

Physik

Phé =141 In den folgenden Abbildungen
sichst du die Skalen verschiedener MeB-
zylinder (Angaben in ml).

a)
Lies die angegebenen Fliissigkeitsstinde ab!

b) .
Trage die Fliissigkeitsstinde in entsprechende
Skalen ein!

- 200

220ml 34ml 125ml 47m! 29ml 57 ml

Ph7 142 Ein 1 mlanger Balken(Gewichts-
kraft 20 N) liegt auf 2 Schneiden (siche Bild).
Nun wird ein Massestiick (Gewichtskralt
30 N) 30 cm von der linken Schneide entfernt

alpha, Berlin 17 (1983) 5 107



auf den Balken gestellt. Berechne die Be-
lastungen auf jede der beiden Schneiden!
' Henry Mittel, Schleusingen

Ph8 ®143 Ein Maschinenbaubetrieb bens-
tigt [iir den Bahnversand Holzkeile, um die
auf offenen Giiterwagen verladenen Erzeug-
nisse gegen Verrutschen zu sichern. Die Keile
haben die skizzierte Seitenansicht und qua-
dratischen Querschnitt. °

. MaBe in cm
N . ;w\
e

Wieviel Kubikmeter Holz fiir Keile braucht
der Betrieb mindestens pro Jahr, wenn im

P

Jahr 5000 Erzeugnisse veranschlagt und pro

Erzeugnis vier Keile benotigt werden?
Ing. A. Korner, Leipzig

Ph9 8144 Ein Junge wirft von einem Turm
einen Stein senkrecht in die H6he. Der Turm
ist 15m hoch. Die Abwurfgeschwindigkeit
betriigt 10 m/s. In welcher Zeit erreicht der
Stein die Erdoberfliche ?

Verena Wegner, Hoyerswerda

Ph10/12 @145 Ein Blitz entlddt sich schit-
zungsweise mit einer Stromstiirke von 20000
Ampere. Die dabei umgesetzte Energie wird
mit 5000 kWh und die Elektrizititsmenge
mit 20 Coulomb berechnet. Es ist die auf-
tretende Spannung und die Dauer des Blitzes
gefragt.

Olaf Parchmann, Blankenheim

Chemie

Ch7®113 In einem Chemiebetrieb sollen
tiglich 1500 kg Schwefel produziert werden.
Als Rohstolf wird Schwefelkies, der pro Kilo-
gramm 360g Schwefel enthilt, eingesetzt.
Wieviel. Tonnen Schwefelkies miissen dem
Betrieb

a) taglich,

b) monatlich (1 Monat =30 Tage) -
zur Verfigung stehen?

Chg u114 Fiir die Bestimmung des Eisen-
gehaltes einer Legierung wurden folgende
Arbeitsschritte durchgefiihrt:

1. 0,732 g der Legierung wurden geldst und
das Eisen als Hydroxid gefallt.

2. Nach dem Gliihen ergab der Niederschlag
0,23 g Eisen(IIT)oxid.

Berechne: a) die Menge Eisen in der Ein-
waage in Gramm, b) den Prozentgehalt an
Eisen in der Legierung!

Ch9 115 Zur Herstellung von 2123 kg
Phosphor verwendet man 0,98 t sekundires
Kalziumphosphat [Ca,(HPO,);].

108 - alpha, Berlin 17 (1983) 5

Wieviel Prozent Verunreinigungen enthilt
das - Kalziumphosphat? (Sekundires Kal-
ziumphosphat zerfillt in folgende Oxide:
Kalziumoxid, Phosphorpentoxid, Wasser-
stoffoxid.)

Ch10/12 116 Die Analyse eines Stadtga-
ses ergab folgende Werte:

45%, Wasserstolf

30Y%, Methan

4,5% Athylen

" 4%, Kohlenmonoxid

2,5%;, Kohlendioxid

149/ Stickstoff

Berechne

a) die zur Verbrennung von 1m? Gas er-
forderliche Luftmenge (als Abrechnungsbasis
dient Luft mit 219/ Sauerstof),

b) die prozentuale Zusammenseizung der
Rauchgase bei 120°C!

Stau auf der Sﬁaﬂe

Die auf der rechten Seite des Bildes gezeigten
funf Bilddetails sind auf dem groBen Bild
wiederzufinden, in der gleichen Stellung. Mit
Hilfe der Koordinaten kannst du ihren ge-
nauen Platz bestimmen.

Lase folgendes Riitsel!
7
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Bei richtiger Losung des Ritsels ergibt sich
im umrandeten Feld der Name einer Funk- .
tion im Chemieunterricht.
1. Name eines Metalls mit dem Symbol Cu
2. Name eines Gerits zum Entnehmen eines
Feststoflfes
Z}\ Name eines Gases mit dem Symbol Cl
4. Name eines gelben Nichtmetalls
5. Gerit- zur Trennung ,einer Aufschlim-
mung

" 6. Name eines Metalls, welches im Welt-

maBstab die groBte Verwendung findet
7. Geriit zur Brandbekidmpfung
8. Wie wird in der chemischen Zeichen-
sprache das Kurzzeichen fur eine chemi-
sche Verbindung genannt?
9. Name eines Gases, das durch die Span-
probe nachgewiesen werden kann
10. Wichtiger Rohstoff unserer chemischen*
Industrie; ‘der aus der Sowjetunion im-
portiert wird und zu einem groBen Teil in
Schwedt verarbeitet wird.  H. Rochlitzer,
aus: Chemie in der Schule 11/81
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN.
IM BLICKPUNKT

Wir verbreiten
Begeisterung
fiir unsere Wissenschaft

Gesprach mit

Dozent Dr. sc. nat. Josef Nietzsch
Vorsitzender der Mathematischen
Schiilergesellschaft der
Humboldt-Universitiit zu Berlin (MSG)

Frage: Sie sind mafgeblich daran beteiligt,
mathematische Talente systematisch und ziel-
gerichtet zu fordern.
Wie geschieht das?
Josef Nietzsch: Die Talenteférderung mathe-
matischer Begabungen erfolgt hauptsiichlich
im auBerunterrichtlichen Bereich, auf dem
Hintergrund eines differenzierten Forde-
rungssystems in allen Bezirken der DDR. Sie
geht von den Schularbeitsgemeinschaften fiir
Mathematik aus, denen Kreisklubs Junger
Mathematiker folgen. Die hochste Form die-
ser Forderung geschieht in Schiilergesell-
schaften, Schiilerakademien und Bezirks-
klubs Junger Mathematiker.
In Berlin wird die hochste Form der Forde-
rung durch die Mathematische Schiilergesell-
schaft bei der Sektion Mathematik der Hum-
boldt-Universitit garantiert. In diesen Schii-
lergesellschaften usw. erhalten 12 bis 15 Schi-
ler — zusammengefaBt in Zirkeln — in der
Regel wéchentlich einen zweistiindigen Un-
terricht nach einheitlichem Lehrplan. Bei uns
beginnt die Ausbildung im 6. Schuljahr und
endet mit der 12. Klasse. Die Delegierung der
Schiiler erfolgt durch die Abteilung Volks-
bildung. )
Neben diesen Zirkeln wurden von unserer
Sektion” SpezialférdermaBnahmen realisiert.
Zum ersten werden Schiiler in Zirkeln von
sechs bis acht Teilnehmern gezielt zur erfolg-
reichen Teilnahme an den Olympiadewett-
streiten Junger Mathematiker befihigt. Wei-
terhin gibt es Zirkel mit einer speziellen ma-
" thematischen Problematik (z. B. Zahlentheo-
rie, Analysis) gleicher Stérke, und schlieBlich
férdern wir Schiiler durch Einzelpatenschaf-
ten, die Hochschullehrer fiir zwei bis drei
Schiiler iiber mehrere Jahre iibernehmen.
Dabei arbeiten sich Schiiler in ein Spezial-
gebiet ein, z. B. die Differentialgeometrie mit

der Anwendung auf einige Fragen der Rela-
tivitdtstheorie.

Mit all diesen Aktivititen hilft unsere Sek-
tion, qualifizierten Nachwuchs fiir alle Fach-
arbeiterberufe technischer Richtung zu ge-
winnen: fir die gezielte Ausbildung von
Lehrern, auch solche fiir Hochschulen u}ld
den Akademiebereich sowie fiir alle Unter-
offiziers- und Offiziersberufe in unseren be-
waffneten Organen zur Stirkung unseres
Staates und Erhéhung seiner Verteidigungs-
bereitschaft.

Frage: Wie dringend benétigen wir zur
Forcierung des wissenschaftlich-technischen
Fortschritts in unserer Volkswirtschaft
mathematische Talente?
Josel Nietzsch: Ohne Polemik kann gesagt
werden, daB die Mathematisierung aller Wis-
senschaften ein objektiver Vorgang unseres
Zeitalters ist. Somit ist die Anwendung ma-
thematischer Methoden, speziell in allen
wissenschaftlich-technischen Einrichtungen,
dringend gefordert. Das heiBt, in diesen Be-
reichen werden besonders selBstiindig und
kreativ arbeitende Mathematiker dringend
bendtigt. Ein Beispiel: In der Elektronik und
im Roboterbau geht es um den Entwurf und
die Fertigung auBerordentlich komplexer
technischer Gebilde, deren Arbeitsweise in
irgendeinem ndher zu bestimmenden Sinne
optimal sein soll. Hier ist ohne gezielte ma-
thematische Untersuchungen, Testrechnun-
gen, Entwurfsplanungen und dhnliches kaum
eine erfolgreiche Verwirklichung der Zielstel-
lung moglich: Allerdings verlangt die Bear-
beitung solcher Fragestellungen vom Mathe-
matiker ein besonders breites und vielseitiges
Wissen und den Willen, sich auch teilweise —
und wenn notig sogar umfangreich - in ein
nichtmathematisches Gebiet einzuarbeiten,
um qualifizierte und effektive Ldsungen an-
steuern zu konnen. Dariiber hinaus verlangt
all das von einem Mathematiker solide
Kenntnis auf dem Gebiet der Rechentechnik,
da es sich immer um konstruktive Frage-
stellungen handelt, die ohne Verwendung
solcher technischen Hilfsmittel wie EDV-An-
lagen nicht mehr zu l6sen sind. DaB Rechen-
technik Schiilern groBen SpaB bereiten kann
und sie hier bereits selbst kleine Probleme
l6sen konnen, zeigen die in unserer Sektion
jahrlich durchgefiihrten und iberlegten Pro-
grammierkurse fiir ESER-Anlagen fiir Klas-
senstufe sieben bis acht.

Aus: DLZ, Berlin

Aus dem Kreisklub
Junger Mathematiker
Berlin-Kopenick
berichtet

Der Kreisklub Junger Mathematiker des
Stadtbezirks Berlin-Kdpenick feiert in die-
sem Jahr sein 10jihriges Bestehen. Einmal

wochentlich treffen sich fiir zwei Stunden zur
Zeit 124 Schiiler der Klassenstufen 5 bis 9
in acht verschiedenen Zirkeln. Es werden
Olympiadeaufaben gelést und mathemati-
sche Probleme nach einem Rahmenpro-
gramm behandelt.

Auf Grund der guten Unterstiitzung durch
das Institut fiir Nachrichtentechnik als Triger-
betrieb fiir unseren Klub konnte in den
Winterferien das 10. Spezialistenlager, dies-
mal in Gorlitz, durchgefiihrt werden. Die
Klausur am letzten Tag bewies, daB alle
Schiiler die in den Vormittagsstunden behan-
delten Stoffgebiete gut durchdacht hatten.

5. Klasse: Gleichungslehre
6. Klasse: Einfithrung in
die Graphentheorie
7. Klasse: Losung
diophantischer Gleichungen
8./9. Klasse: ,,Kramersche Regel**

Neben zahlreicher sportlicher Betétigung bil-
deten Denkspiele jeder Art €inen Hohepunkt
der Freizeitbeschiltigung.- Traditionsgemal
wurden wieder Skat-, Schach- und Tischten-
nisturniere durchgefiihrt. Stadtbesichtigun-
gen, Theaterbesuche und eine Tagesfahrt ge-
héren schon seit Jahren zum festen Programm
unseres Lagers. Den 60 Teilnehmern hat es
wieder so gut gefallen, daB es auch im'nich-
sten Jahr geniigend Bewerber geben wird.
Weitere Hohepunkte in unserem Klubleben
bilden eine Tagesfahrt am Ende des Schul-
jahres, eine Klausur als Bewdhrungssituation
fiir die Zirkelteilnehmer im Juni und jeweils
eine Auszeichnungsveranstaltung mit Vor-
trigen o.4. im Dezember und am letzten
Zirkelnachmittag im Schuljahr.
Diese gemeinsamen Veranstaltungen fordern
das Kollektiv des Kreisklubs, so daB} es uns
auch in diesem Jahr gelungen ist, ehemalige
Mitglieder als Zirkelleiter fiir das Spezia-
listenlager zu gewinnen.

M. Krause

Aufgabe

Von den Schiilern einer Klasse gehdren genau
12 der AG Fotoamateure, genau 14 Schiiler
der AG Mathematik und gehau 15 Schiiler
der AG Musikfreunde an. Genau ein Schiiler
ist in allen drei Arbeitsgemeinschaften ti-
tig. Genau 4 Schiiler gehdren sowoh! der
AG Fotoamateure als auch der AG Mathe-
matik an. Genau 3 Schiiler gehren sowohl
der AG Fotoamateure als auch der AG
Musikfreunde an. Genau 5 Schiiler gehéren
sowohl der AG Musikfreunde als auch der
AG Mathematik an. Wie viele Schiiler gehd-
ren zu dieser Klasse, wenn jeder Schiiler
wenigstens eine dieser Arbeitsgemeinschaften
besucht? (Lésung siehe Seite 118)
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Prof. Dr. Franz von Krbek

zu seinem 85. Geburtstag

Prof. Dr. Franz von Krbek gehort seit {iber
40 Jahren zum Lehrkérper der Universitit
Greifswald und hat seit dem Tage der Wieder-
eroffnung unserer Universitdt nach der Be-
freiung vom Faschispus am 15. Februar 1946
seine ganze Kraft fiir den Wiederaufbau der
mathematischen Lehre und Forschung in
selbstloser Weise eingesetzt. In Ungarn gebo-
ren, studierte er in Budapest Mathematik und
Physik. Als Student im 1.Semester war er
Sieger der dort schon damals stattfindenden
Mathematikolympiaden auf nationaler Ebe-
ne. Nach dem Doktorexamen mit summa cum
laude 1921 ging er mit einem Forschungs-
stipendium fiir mehrere Jahre nach Gottingen
und Paris und lernte dort bedeutende Mathe-
matiker personlich kennen. Dann arbeitete er
als Wissenschaftler und Publizist in mehreren
Stidten, u.a. auch in Berlin. 1942 kam er
nach der vélligen Zerstdrung seiner Wohnung
in Berlin durch den Luftkrieg als akademi-
scher Lehrer nach Greifswald an die Uni-
versitit.

Internationales Ansehen hat er sich vor allem
als Verfasser mathematischer und physikali-
scher Biicher erworben. Seine erste Mono-
graphie von 1936 ,,Mathematische Grund-
lagen der Quantenmechanik® ist von Max
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Planck empfohlen worden. In hoher Auflage
erschien 1941 seine Erlebte Physik, sie wurde
in mehrere Sprachen ibersetzt. In Greifs-
wald schrieb er eine umfassende Mathematik-
geschichte mit dem Titel Eingefangenes Un-
endlich und ein drittes physikalisches Buch
Grund_ziige der Mechanik, Lehren von Newton,
Einstein und Schridinger; auch hier erschie-
nen mehrere Auflagen. Einen breiten Leser-
kreis haben sich seine populdrwissenschaft-
lichen Biicher mathematischen Inhalts im
Teubner-Verlag erworben mit den Titeln:
Geometrische Plaudereien, Uber Zahlen und
Uberzahlen und Formen und Formeln. Sie sind
alle in mehrerén Auflagen erschienen und
von dem bekannten amerikanischen Mathe-
matiker Edwin Hewitt ins Englische iiber-
tragen worden. Sowjetische Rezensionen he-
ben vor allem den hohen mathematischen
Sachgehalt dieser Biicher hervor.
Am 12, Marz dieses Jahres beging Professor
voh Krbek als einer der Senioren unter den
Mathematikern der DDR seinen 85. Geburts-
tag, dazu unseren herzlichen Gliickwunsch!
Nach wie vor verfolgt er mit Interesse die
Entwicklung der Mathematik und hat Spa8
an mathematischen Knobeleien, z. B. stellte
er umfassende Uberlegungen zu Eulers Ké-
nigsberger Briickenproblem an (siehe alpha
2/83).
AbschlieBend wollen wir die Berliner Briik-
kenaufgabe fiir die Leser stellen: Die 3 Ge-
biete: Ufer A zum Alex, Insel B und Ufer C
zum Brandenburger Tor sind durch 11 Briik-
ken verbunden. Kann man nun von A, B
oder C aus zum Brandenburger Tor gehen,
ohne eine Briicke auszulassen oder mehrmals
zu benutzen? Wie muBl der Beweis erfolgen?
(Vgl. ND vom 24.12.82))

J. Buhrow/E.Griepentrog

Biographisches

Geboren am 12. Mirz 1898 in Komarom.

Ungarn

1916 Studium der Mathematik und Physik
in Budapest

1921 Doktorexamen mit summa cum laude
in Budapest
1929 wissenschaftliche Tétigkeit in
. Berlin, Bonn und anderen Stidten
1942 (am 25. August) Lehrauftrag

in Greilswald, Universitit

1945 Habilitation, Dozent

1946 Dozent nach der Wiederer6ffnung
der Universitiit

1948 Professor mit Lehraufirag

1953 Professor mit Lehrstuhl

1963 Emeritierung

1967 letzte Vorlesung

I:,eseprobe aus dem Buch
von Franz von Krbek

Geometrische Plaudereien

Fliichen ohne zweite Seite

Vom bekannten Leipziger Mathematiker
Mobius wurde vor etwa einem Jahrhundert
folgende Anekdote erzihlt: Frau Professor
hatte eine ,,unzuverlissige* Magd, die lauter
Unfug trieb. Das ,,unniitze* Ding sollte dies-
mal runde Strumpfbander nidhen. Und was
tat sie? Das eine Band hat sie halb umge-
dreht, ehe sie die Enden zusammenndhte!
Frau Professor wurde recht argerlich und
nahm sich vor, mit ihrem Mann zu sprechen,
ob sie diese unverbesserliche ,,Person‘ doch
nicht Jieber entlassen sollte. Um daran er-
innert zu werden, legte sie das miBratene
Strumpfband auf den Tisch. Als dann ihr
hochgelehrter Mann endlich nach Hause kam
und das corpus delicti in die Hand bekam,
erwachte in ihm beim ungewohnten Anblick
plétzlich der Forscher. Er wendete das Band
hin und her und entdeckte auf diese Weise
die erste Fliache, die nur eine Seite besitzt.
Nach einer anderen Version soll das Mif-
geschick der Frau Professor selber zugestoBen
sein. So hitte es sich zwar zutragen konnen,
aber in Wirklichkeit verlief die Sache ganz
anders. Mobius, ein Schiiler von GauB, ver-
dankt seine paradoxe Entdeckung keineswegs
dem Zufall, sondern systematischer Beschaf-
tigung mit Flachen. Und das 68jdhrig!

Man denkt sich Flichen aus Dreiecken zu-
samrﬂengefﬁgt. Es kommt darauf an, wie sich
die Dreiecke zusammenfiigen. Man entdeckte
erstaunliche Moglichkeiten, an die friiher nie-
mand gedacht hitte. Der vorhin erdichtete
Fall gehdrt dazu. Wir mochten ihn jedoch
nicht von der hohen Warte des Mobius aus
betrachten, sondern mehr anschaulich, und
kniipfen daher an die Fehlleistung der ge-
scholtenen Magd an.

Einem langen Papierstreifen erteile man eine
halbe Drehung, ehe die Enden zusammen-
geklebt werden. Setzt man unsere Freundin
Ameise irgendwo darauf, nur nicht auf den
Rand, und verpflichtet sie loszuwandern, aber
so, daB sie ihre Entfernung von der Beran-



dung immer wahrt, dann wird sie und wir mit
ibr, eine Uberraschung erleben. Wenn die
Ameise auf diese Weise einen Weg von der
urspriinglichen Linge des Papierstreifens
zuriickgelegt hat, befindet sie sich threm Aus-
gangsort gegeniiber als Antipode! Erst wenn
sie noch einmal soweit wandert, gelangt sie an
ihren Ausgangsort zuriick, eine Folge davon,
daB der Papierstreifen eine Halbdrehung er-
hielt, ehe die Enden zusammengeklebt wur-
den. Die Fliche besitzt zwar ortlich zwei
Seiten, aber man kann von der einen zur an-
deren Seite gelangen, ohne die Berandung zu
passieren. Das ist damit gemeint, daB diese
Flache nur eine Seite hat.

Aber auch die beiden Rinder des Bandes
bereiten eine Uberraschung. Sie bilden zu-
sammen eine einzige geschlossene Linie!
Stellt man das Band an Stelle von Papier aus
sehr dehnbarem Gummi her, dann laB8t es sich
so verzerren, daB aus der Berandung ein Kreis
wird. Das Band selbst bildet dann eine Ta-
sche, die nur eine Seite besitzt, weil sich so
etwas durch Verzerren nicht indert. Eine
solche Tasche sei der Beachtung von Zauber-
kiinstlern empfohlen.

Schneidet man das Band von Mobius der
Lange nach auf, dann zerfilit es nicht etwa in
zwei Ringe, wie man es erwarten wiirde, son-
dern bleibt ein einziger Streifen, der allerdings
zwei Seiten besitzt. Den Rand bilden diesmal

zwei geschlossene Linien, die miteinander ver-
schlungen sind. Erneutes Zerschneiden ergibt
zwei ineinander verschlungene Ringe. Fihrt
man das alles an einem Modell zum ersten-
mal durch, dann wird man immer wieder
iberrascht; ein Zeichen, daB unsere An-
schauung versagt, weil sie an derlei Gebilden
nicht geschult wurde.

Vor die Frage gestellt, ob es moglich sei, auf
einer Fliche einen Kreis so zu zeichnen, daf
zwei Punkte der Fliche, die nicht auf dem
Kreis liegen, stets Enden einer: Linie bilden
koénnen, die den Kreis nicht trifft, wiirde man,
sich auf eine voreilige Anschauung verlas-
send, die Frage zunichst wohl verneinen.
Man wiirde unwillkiirlich daran denken, da
man aus dem Kreisinneren nicht hinaus kann,
ohne den Kreis zu passieren. Es gibt jedoch
Flichen mit Kreisen, bei denen man nicht
von einem Kreisinneren auf der Flache reden
kann. Solch eine Fliche, den Torus, kennt
jeder, der mit einem Gummiring jemals Fan-
gen gespielt hat. Denkt man sich den Kreis

durch einen senkrechten Schnitt erzeugt, so
leuchtet es ein, daB unsere vorhin gestellte
Frage zu bejahen ist.

Auch noch einen zweiten Kreis senkrecht zum
ersten kénnte man auf dem Torus anbringen,
ohne den Zusammenhang, um den es geht, zu
zerstoren, aber keinen weiteren Kreis. Daher
miissen wir fragen, ob es iiberhaupt Flichen
gibt, auf denen man drei oder gar gleich n
Kreise zichen kann, ohne den Zusammen-
hang zu zerstéren. Die Frage 1aBt sich sofort
bejahen. Man hat nur Henkel an einer Kugel
anzubringen. Wird an jedem Henkel ein
Kreis dhnlich wie vorhin auf dem Torus und
zwischen diesen senkrecht dazu ein weiterer
Kreis markiert, der die beiden ersten Kreise
verbindet, so bleibt der Zusammenhang ge-
wahrt: Noch immer kann man zwei Punkte
durch eine Linie verbinden, die auf der Flache
verlauft und die Kreise nicht trifft.

Festkolloquium fiir Prof. Dr. Franz von Krbek anlaBlich seines 85. Geburtstages
an der Ernst-Moritz-Arndt-Universitit Greifswald. Unser Foto: Festansprache
des Rektors, Prof. Dr. Birnbaum. Im Vordergrund links vorn der Jubilar.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Messeneuheit
..in der Uhrenindustrie

Wer hat weiBes Haar?

Frau Braun, Frau Schwarz und Frau WeiBl haben
braunes, schwarzes und weies Haar, aber keine von
ihnen hat eine Haarfarbe, die ihrem Namen ent-
spricht.

Wenn Frau Weill kein schwarzes Haar hat, welche
Farbe hat dann das Haar von Frau Schwarz?

Math. pie, London

Logisch
Welche Figur gehort folgerichtig in das 6. Fach?

“Ar

Humor aus Finnland

4

19437198

IR gt
.+

S

Zeichnung von Schiilerin Minna Vuoristo, Turku,
aus: Functio, Helsinki
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Dialoge

® , Kannst du mir sagen, wie viele Leute bei uns im
Biiro arbeiten ?*
— ,,Ich schitze, so an die 60 Prozent!*

@ , Wie geht es iibrigens dem Patienten, der sich fiir
ein Genie hilt?** — ,,Ach, es geht ihm schon besser. Er
hélt sich jetzt fiir ein Talent.*

® Lehrerin: ,,Furchtbar, wieder alles falsch gerechnet!
Hast du denn keine Schwester oder einen Bruder, der
dir ein biBchen helfen kénnte?* — , Nein, aber Mutti
hat mir gesagt, nichste Woche kriegen wir einen.‘

® Aus Gabrowo: Bai kam nach Sofia und stieg mit
einem groBen Biindel in die StraBenbahn ein.

,,Drei Stotinki fiir die Fahrkarte und sechs Stotinki fiir
das Biindel“, sagte der Schaffner. Da o6ffnete Bai
Georgi das Biindel und sagte: ,,Pentscho komm
heraus! Als Biindel kostest du mehr!*

Bruchlandung
Uwe setzt seine Mitschiiler in Erstaunen, wie ,,elegant‘

er den Bruch % ,. kiirzt,

Er sagt: ,,Streicht bei diesem Bruch einfach die beiden
Ziffern 6 weg, und ihr habt schon das Ergebnis, also

Die Mitschiiler merken, da Uwe einen Scherz mit
ihnen gemacht hat. Seine Methode klappt offenbar
nur fiir diesen genannten Bruch. Oder nicht?

Eure Aufgabe ist es nun herauszufinden, ob es noch
andere Paare von zweistelligen Zahlen mit insgesamt
3 verschiedenen Ziffern gibt, bei denen dieses ,,Kiir-
zen‘‘ mittels eines Schrigstriches moglich ist!

Es soll dabei nicht geraten werden, sondern es ist ein
moglichst einfaches Rechenschema zu entwickeln, das
gestattet, in kurzer Zeit die Existenz oder Nicht-
existenz der betreffenden Zahlenpaare festzustellen.

Dr. W. Lorenz, Leipzig



Theaterbesuch

Auf wieviel verschiedenen Wegen kann man vom
Bahnhof B zum Theater T gelangen (z. B. B-1-2-3-7-
T)?
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" Dr. R. Mildner, Karl-Marx-Universitit Leipzig
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Fachlehrer Dr. Knape, Jessen

Symmetrische Begriffe gesucht

1 10
2 #
3 B B “ 2
3 20 BRES i
5 21 14
6 22 22 15
7 23 73 %
[ 7
[] £
1

Die gesuchten symmetrischen Begriffe (von vorn und
von hinten gelesen ergibt sich derselbe Begriff) sind
in die numerierten Zeilen einzutragen — unabhingig
davon, an welcher Stelle der Zeile diese Nummer
steht: . _

1. gerbsaures Salz, 2. Unterarmknochen, 3. Aktion,

4. NebenfluB der Maas, 5. Sittichpapagei, 6. Lebens-

bund, 7. demokratische Frauenorganisation der DDR

(Abk.), 8. landwirtschaftliches Gerit, 9. fiihrender

Austromarxist (1870 bis 1950), 10. Helfender in der
Not, 11. eine der Meeresgezeiten, 12. von 1867 bis

1918 bestehende oOsterreichisch-ungarische Doppel-

monarchie (gebrauchl. Kurzbez.), 13. Nachtraubvogel,

14. selten, 15. Notruf auf See, 16. ZufluB zum

Balchaschsee, 17. Vorname eines deutschen Chemikers
und Physikers (1879 bis 1968), 18. hersagen, auf-

zdhlen, 19. sich drehender Teil von Elektromaschinen,

20. eingliedriger math. Ausdruck, 21. Funkortung und

Entfernungsmessung (engl. Abk.), 22. Ring zum Auf-
reihen des Stagsegels, 23. schwedischer Ingenieur
(1845 bis 1913), Erfinder einer speziellen Dampf-
turbine.

Bei richtiger Auflésung ergeben sich in den beiden
Randspalten ,,ein Eulersches Polyeder* (1 bis 9) und
,,eine typische mathematische Verfahrensweise* (10
bis 18) sowie in der Haupt- und Nebendiagonale der
Mittelfigur ,,ein Wintersportgerit, dessen Benutzung
viel Freude bereiten kann* (19 bis 23).

Ohne Worte Ladislav. Mokrdn, Dikobraz, Prag
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Autoreparatur

Zwanzig kleine Unterschiede sind zu finden.

Fiiles,
Budapest
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XXII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Olympiadeklasse 10 -

221041 Beweisen Sie folgende Aussage!

Zu jeder natiirlichen Zahl n=2 gibt es von
Null verschiedene natiirliche Zahlen a,, a,,
..,anfirdiea; +az+...+a,=a; az- ... a,
gilt.

221042 In einem Mathematikzirkel wird
diskutiert, fiir welche Paare (x; y) natiirlicher
Zahlen x, y mit x30, y+0, x3y die Zahl
z= [/; +|/ y+}/ x+y irrational ist.

Rolf meint: Fiir unendlich viele der genann-
ten Paare (x; y) ist z rational.

Eva meint: Fiir unendlich viele der genann-
ten Paare (x; y) ist z irrational.

Untersuchen Sie sowohl fiir Rolfs als auch fir
Evas Meinung, ob sie wahr oder falsch ist!
Von den nachstehenden Aufgaben 1043A und
1043B ist genau eine auszuwihlen und zu
16sen:

221043A a) Jemand fragt nach reellen Zah-
len a, b mit der Eigenschaft,daB die Gleichung
a‘=b-cosx (1)
genau 1983 positive reelle Losungen x hat
(unabhingig von der Anzahl der eventuell
vorhandenen nicht positiven Losungen).
Geben Sie ein solches Paar (a; b) reeller Zah-
len an, und beweisen Sie, da8 es die genannte
Eigenschalt besitzt!
b) Ermitteln Sie zu dem von lhnen angege-
benen Paar (a; b) fiir eine positive Losung x,
der Gleichung (1) die Zahl [xo], d. i. diejenige
ganze Zahl g=[x,], fir die g< xo <g +1 gilt!
¢) Gibt es auch eine reelle Zahl 4 mit a >0 und
a1 derart, daB fir jede reelle Zahl b0 die
Gleichung (1) unendlich viele positive reelle
L6sungen x hat?
Hinweise:
1. Als Ndherungswert fiir # kann auf 4 Dezi-
malen genau n=3,1416 verwendet werden.
2. Bei der Herleitung von Aussagen iiber L6-
sungen der Gleichung (1) sind auch grafisch-
anschaulich begriindete Beweismittel zuge-
lassen.

221043B Fiinf Kugeln K, ..., K5 mit glei-
chem Radius r seien so angeordnet, daB jede
Kugel genau zwei andere beriihrt und daB
ihre Mittelpunkte M,, ..., Ms ein ebenes
regelmidBiges Fiinfeck bilden. Eine sechste
Kugel K mit dem Radius r beriihre jede der
fiinf Kugeln K, ..., Ks.

114 - alpha, Berlin 17 (1983) 5

Untersuchen Sie, ob K¢ die Ebene durch
M, ..., Ms schneidet, beriihrt oder nicht
erreicht! iy

221044 Beweisen Sie folgenden Satz!

Wenn ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit
AC=BC ist und wenn D der Mittelpunkt
von AB, D' der FuBpunkt des Lotes von D
auf BC und H der Mittelpunkt von DD’ ist,
dann stehen AD’ und CH auleinander senk-
recht.

221045 Beweisen Sie, daB die Gleichung
x*+5x3+6x2—-4x—16=0
genau zwei reelle Losungen hat!

221046 Beweisen Sie, daB sich in einem
wiirfelformigen Hohlkdrper von der Kanten-
linge a zwei regelmidBige Tetraeder der
Kantenlinge a vollstindig und ohne einander
zu druchdringen unterbringen lassen!

Olympiadeklassen 11/12

221241 a) Untersuchen Sie, ob es reelle
Zahlen a+0, b und ¢ so gibt, daB die fiir
alle reellen x durch

f(x)=ax*+bx*+c¢ (1)
definierte Fupktion f die Funktionswerte
f(0)=1, f(2)=1 hat und bei x=1 einen loka-
len Extremwert besitzt!
b) Gegeben seien zwei beliebige reelle Zahlen
x; und x; mit 0 <x; <x,.
Ermitteln Sie (in Abhdngigkeit von x; und
x) alle diejenigen reellen a+0, b, ¢ mit der
Eigenschaft, daB die durch (1)} definierte
Funktion f die Funktionswerte f(0)=1, f(x2)
=1 hat und bei x=x, einen lokalen Extrem-
wert besitzt!

221242 Man ermittle alle diejenigen reellen
Zahlen a, zu denen es nichtnegative reelle
Zailen x;, x3, x3, x4 gibt, die die folgenden
Gleichungen (1), (2), (3), (4) erfiillen:
xXi+x2 +x3 +x4 =1,
x1+2x; +3x3 +4x4 =g,
x1+ ZZXZ + 32X>3 +42X4 =az,
X1 +23%24+33x3+43x4 =0a’.

(0)]
()]
(3
(C]
221243 Man untersuche, ob es nichtnegative
a) reelle Zahlen x,, x2, x3, x4, ‘

b) ganze Zahlen xy, x3, X3, X4

mit x;+x2+x3+x4=4 und x;+2x3+3x4
=4 gibt, so daB die Summe s=x} +x3+x3

+x3 einen kleinsten Wert annimmt. Ist das
der Fall, so ermittle man jeweils zu a) bzw. b)
solche Zahlen x;, x3, x3, x4 sowie den zu-
gehorigen Wert s.

221244 Man beweise, daB das Polynom

_ L o 1 5 13, 82 , 32
f(x)—mx ﬂx +ﬁx ﬁJc +3—5—x

fir alle ganzzahligen x ganzzahlige Werte
annimmt,

221245 Es seien ay, a3, ..., a, reelle Zahlen.
Bei einem ,,ungestorten technischen ProzeB*
sei ’ '

xX1=a;+az+...+a, (1)
die MaBzahl einer von ay, a,, ..., a, abhdn-
gigen GroBe. Bei einem ,gestdrten techni-
schen ProzeB* betrage die MaBzahl dieser

GroBe dagegen
_ a) az an
R e TTrer @

Dabei seien &;, €3, ..., &, reelle Zahlen, zu
denen es eine natiirliche Zahl m=1 derart
gibt, daB fiir alle p=1, 2, ..., n die Unglei-
chung

|eu| 107" 3
gilt. Beweisen Sie, daB aus diesen Voraus-
setzungen (1), (2), (3) stets die Ungleichung

[x1—x2|< (Jai| +|az|+ ... +]an])

1
107" —1
folgt!

Von den nachstehenden Aufgaben 1246A und
1246B ist genau eine auszuwihlen und zu

losen:

221246A Es sei ABCD ein Tetraeder, bei
dem die drei Kanten AD, BD und CD paar-
weise senkrecht aufeinander stehen. Die Lin-
gen dieser Kanten AD, BD bzw. CD seien mit
a, b bzw. ¢ bezeichnet. Ferner sei P ein beliebi-
ger Punkt auf dem Rande des Dreiecks ABC,
und dann sei jeweils g die Gerade durch D
und P. *

a) Man beweise, daB dann hiernach fiir die
Summe s der Abstinde der Punkte A, Bund C

‘von g stets

s/ 2Aa® +b*+c?) gilt. (0]

b) Man untersuche (in Abhéngigkeit von den
gegebenen Kantenlangen g, b, ¢), ob es einen
Punkt P derart gibt, daB in (1) das Gleich-
heitszeichen gilt.

Wenn das der Fall ist, so ermittle man (in
Abhingigkeit von g, b, c) alle diese Punkte P.

221246B  Bei der Untersuchung von Hiu-
figkeitsverteilungen in der mathematischen
Statistik treten Funktionen auf, die fir end-
lich viele natiirliche Zahlen definiert sind und
fiir die gefordert wird, daB sie sogenannte
Funktionalgleichungen (Gleichungen zwi-
schen verschiedenen Funktionswerten) erftil-
len. Ein Beispiel hierfiir ist das folgende:
Gegeben seien eine natiirliche Zahl n>2 und
eine reelle Zahl p mit 0<p<1. Man ermittle
(in Abhingigkeit von n und p) diejenigen
Funktionen f mit der Menge {1, 2, ..., n} als’
Definitionsbereich, die fiir k=1, 2, ..., n die
folgende Gleichung (1) erfiillen:



o X(x—1)(x=2)- ... (x—k+1) f(x)
Si=nn=1Dn=2)...-n—k+1)-7~. (1)
Hinweis: Fiir k=1 ist die Gleichung (1) sinn-

gemiBals ) x-f(x)=n" p aufzufassen.
x=1

Die diesjahrige DDR-Olympiade fand vom
27. bis 30. Mirz 1983 an der Padagogischen
Hochschule Dr. Theodor Neubauer in Erfurt
statt. Wieder waren aus allen Bezirken Miad-
chen und Jungen gut vorbereitet angereist.
An zwei Tagen muBten jeweils in einer vier-
einhalbstiindigen Klausur drei Aufgaben ge-
16st werden. Bis in die Abendstunden wurden
die Losungen von 70 Korrektoren und 14 Ko-
ordinatoren bewertet

In der Olympiadeklasse 10 starteten 73 Schii-
ler, darunter 5 Schiiler der Klassenstufe 8 und
28 Schiiler der Klassenstufe 9 (sogenannte
Friihstarter). Die Jury konnte zwei 1. Preise,
neun 2. Preise und elf 3. Preise vergeben. Be-
sonders erwdhnen wir hier den 2. Preis fiir
Jorg Wensch (Halle) und den 3. Preis fiir Jorg
Jahnel (Gera), die beide Schiiler der Klassen-
stufe 8 sind.

In den Olympiadeklassen 11 und 12 starteten
53 bzw. 52 Schiiler, darunter 2 Schiiler der
Klassenstufe 10, Georg Hein und Udo Bellack
(beide Berlin), die mit einem 1. bzw. 2. Preis
geehrt werden konnten. Insgesamt wurden
hier sieben 1. Preise, zwdlf 2. Preise und fiinf-
zehn 3. Preise vergeben.

Zum Rahmenprogramm gehorten ein Besuch
der Nationalen Mahn- und Gedenkstdrte Bu-
chenwald, Fiihrungen durch das historisch
interessante Stadtzentrum von Erfurt und
ein Theziterbesuch. W. Henker

Einen ersten Preis erhielten:

1 Klaus Mohnke, EOS Georg Schumann,
Calau (Bez. Cottbus)
(Olympiadeklasse 12)

2 Bernd Schmutzler, Spezialklasse Math.
der TH Karl-Marx-Stadt
(Olympiadeklasse 12)

3 Uwe Birkemeyer, EOS Heinrich Hertz,
Berlin (Olympiadeklasse 12)

4 Bernd Kirchheim, ABF Walter Ulbricht;
Halle (Olympiadeklasse 12)

5 Karin Groger, EOS Heinrich Hertz,
Berlin (Olympiadeklasse 11)

6 Alexander Schmidt, EOS Heinrich Hertz,
Berlin (Olympiadeklasse 11)

7 Georg Hein, EOS Heinrich Hertz,
Schiiler der Klasse 10
(Olympiadeklasse 11)

8 Tilo Schaarschmidt,
Goethe-Oberschule Bad Lauchstidt
(Bez. Halle) (Olympiadeklasse 10)

9 Uwe Miiller, EOS J. W.v. Goethe,
Brandenburg (Bez. Potsdam)
(Olympiadeklasse 10)

=

Seit vielen Jahren erfolgreich:
Die Delegation des Bezirkes
Karl-Marx-Stadt — hier beim Interview

fiir die Aktuelle Kamera.
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Polnische Mathematiker

im historisch sehr kurzen Zeitraum von der
Jahrhundertwende bis zur faschistischen Be-
setzung 1939 entwickelte sich eine polnische
Mathematikerschule von Weltgeltung, die
besonders auf den damals jungen Gebieten
der mathematischen Logik, Mengenlehre,
Topologie, Theorie der recllen Funktionen
und Funktionalanalysis die fiihrende Position
iibernahm. AuBerer Ausdruck dessen war die
Griindung der polnischen Zeitschrift ,,Fun-
damenta mathematicae** durch Z. Janiszew-
ski, W. Sierpiniski und St. Mazurkiewicz im
Jahre 1920, die auf die oben genannten
Disziplinen spezialisiert und damit eine der
ersten mathematischen Spezialzeitschriften
der Welt war. (Heute spielen die im 19.Jh.
entstandenen, der gesamten Mathematik offe-
nen Zeitschriften kaum noch eine Rolle,
wilhrend andererseits die Spezialisierung der
zahlreichen Fachzeitschriften auf immer en-
gere Gebiete zunimmt.) Wihrend der faschi-
stischen Besetzung erlitt die polnische Mathe-
matikerschaft schwerste Verluste. Der erste
Band der ,,Fundamenta mathematicae*, der
nach der Befreiung wieder erscheinen konnte,
nennt mehr als 15 namhafte stindige Mit-
arbeiter allein dieser Zeitschrift als unmittel-
bare physische Opfer der Nazibarbarei. Zu
beriicksichtigen ist aber auch der Verlust
durch die Emigration zahlreicher bedeuten-
der Wissenschaftler in die USA. Trotzdem
nahm die polnische Mathematik sehr bald
wieder einen geachteten Platz in der Welt ein.

1972 unterzeichneten Vertreter der Akade- -

mien der Wissenschaften Bulgariens, der
DDR, Polens, Ruminiens, der UdSSR, Un-
garns und der CSSR ein Abkommen iiber die
Griindung des ,,Internationalen Mathemati-
schen Zentrums Stefan Banach‘‘ (kurz Ba-
nach-Zentrum) in Warschau, das in den nun

10 Jahren seines Bestehens zu einem Mekka
von Mathematikern aus aller Welt (keines-
wegs nur aus den sozialistischen Staaten) ge-
worden ist. Im Sommer 1983 war Warschau
(als zweite sozialistische Hauptstadt nach
Moskau) Gastgeber des Internationalen Ma-
thematikerkongresses, der in der Regel in
vierjihrigem Abstand stattfindet, auch dies
ein Zeichen hoher internationaler Anerken-
nung fiir die polnischen Mathematiker. Im
Vorfeld dieser Ereignisse bzw. Jubilien gab
die polnische Post Ende 1982 vier Sonder-
postwertzeichen zum Gedenken an Pioniere
der polnischen Mathematikertradition her-
aus, die nicht nur durch AusgabeanlaB und
Motiv, sondern auch durch die digitalgraphi-
sche Gestaltung interessant fiir Mathemati-
ker und Informatiker sind. Die vier so Ge-
ehrten sind (in der Reihenfolge der Wert-
stufen):

Stanislaw Zaremba (1863 bis 22.11.1942,
studierte in Odessa, Petersburg und Paris,
Prof. an der Universitit Krakc;w, Arbeits-
gebiete Analysis, mathematische Logik, theo-
retische Mechanik), .

Waclaw Sierpifiski (14.3.1882 bis 21.10.
1969, geb. in Warschau, Studium und ab 1918
Prof. an der dortigen Universitat, 1952 bis
1957 Vizeprasident der Polnischen Akademie
der Wissenschaften, Arbeitsgebiete Mengen-
lehre, Zahlentheorie, Funktionentheorie und
Topologie, zahireiche, auch populirwissen-
schaftliche Biicher),

Zygmunt Janiszewski (12.7.1888 bis 3.1.
1920, geb. in Warschau, studierte in Lwow,
Ziirich, Gottingen, Graz, Paris, 1918 Prof. an
der Universitit Warschau, Arbeitsgebiete
Topologie und mathematische Logik),

Stefan Banach (30.'3. 1892 bis 31. 8. 1945,
geb. in Krakow oder Umgebung, wurde
nach autodidaktisch begonnenen Studien von
H. Steinhaus ,,entdeckt* und studierte dann
in Lwow, ab 1922 dort Prof., einer der Be-
grinder dér Funktionalanalysis, griindete
1929 gemeinsam mit seinem Lehrer Steinhaus
die Spezialzeitschrift ,,Studia Mathematica*
fiir diese Disziplin. Der friith versorbene Ba-
nach gilt heute als eines der bedeutendsten
mathematischen Talente unseres Jahrhun-
derts, dessen Ideen und Ergebnisse richtung-
weisend fiir die moderne Analysis gewesen
sind). P. Schreiber

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

E. L. Ignatjew

Lomonossow-Universitdt Moskau

Aus dem soeben im Urania-Verlag
erschienenen Buch

,,Mathematische Spielereien*

(Bestell-Nr. 653 728 4, Preis 9,80 M)
entnahmen wir die folgende Aufgabe:

42377a Anden Winden einer Bastion mit

quadratischem Grundrif sollten 16 Wacht-
posten aufgestellt werden. Der Kommandant
verteilte sie s0, daB an jeder Seite fiinf Wacht-
posten standen (siche Bild).

73 1

Der Oberst jedoch war mit dieser Verteilung
der Wachtposten unzufrieden und befahl, die
Soldaten so aufzustellen, daBl auf jede Seite
sechs Mann kamen. Der General aber geriet
in Zorn iiber den Obersten und seine Anord-
nung und verteilte die Soldaten so, daB sich
nun je siecben Mann an jeder Seite befanden.
Wie waren die Soldaten in den beiden letzt-
genannten Fillen verteilt?

TPV ITUTTOTTTY
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Losungen

Lisungen zu: Unsere Sprachecke

Zauberdreieck

Ala Schreibt die Zahlen von 1 bis 9 so
in die Kreise auf dem Dreieck, daB die Zahlen
auf jeder Dreiecksseite dieselbe Summe ha-
ben! Verteilt die Zahlen dabei so, dal auch
die Summen der Quadrate der Zahlen aul
Jjeder Seite untereinander gleich sind!

A2 A Mark, Paul und Boris sind mit Anne,
Mary und Susan verheiratet, nicht notwendi-
gerweise in dieser Reihenfolge. Jedes Paar hat
ein Lieblingstier, und die Lieblingstiere sind
eine Katze, ein Meerschweinchen und ein
Pony. Benutze die lolgenden Angaben, um
die Zusammengehdrigkeit von Eheminnern,
Ehefrauen und Lieblingstieren festzustellen!
Pauls und Annes Lieblingstiere kimpf{ten mit-
einander.

Der Name von Marys Ehemann hat vier
Buchstaben.

Susan ging hiniiber, um Marks Lieblingstier
zu fiittern, wenn er fort war.

Mark geht niemals in die Stadt.

Boris’ Lieblingstier ist entweder die Katze
oder das Pony.

Susans Lieblingstier ist nicht die Katze.

Der ménnliche Besitzer der Katze brachte
diese zum Tierarzt in die Stadt.

Das Meerschweinchen versteckt sich, wern
Anne zu Besuch kommt.

Marys Lieblingstier schldft in einem Schuh-
karton.

Lésung: Mark und Mary haben das Meer-
schweinchen. Paul und Susan haben das
Pony. Boris und Anne haben die Katze.

A3A Drei Autobuslinien haben als Ab-

fahrtsplatz den Bahnhof Montparnasse in ~

Paris. Die Autobusse der ersten Linie sind

nach 1h 36min zuriick und haben 4min

Pause.

Die Autobusse der zweiten Linie sind nach

1 h 48 min zuriick und haben 12 min Pause;
AY

die der dritten Linie sind nach 2h 10min
zuriick und haben 20 Minuten Pause.

Drei Autobusse, einer aul jeder Linie, fahren
gemeinsam um 8h am Bahnhof Montpar-
nasse ab.

a) Wann fahren die drei Autobusse das erste
Mal wieder gemeinsam vom Bahnhof Mont-
parnasse ab?

b) Wieviel Fahrten hat dann jeder Autobus
durchgefiihrt?

Losung: a) Der erste Bus braucht bis zur
nédchsten Abfahrt vom Bahnhof Montpar-
nasse 96+4=100min, der zweite 108+ 12
=120min und der dritte 130+ 20=150 min.
Die nichste gemeinsame Abfahrt ergibt sich
dann als kleinstes gemeinsames Vielfaches
von 100, 120 und 150, also nach 600 min.
Die Autobusse fahren um 18 Uhr wieder ge-
meinsam vom Bahnhof ab.

b) Dann hat der erste Bus 600 : 100 =6 Fahr-
ten, der zweite Bus 600 : 120=5 Fahrten und

-der dritte Bus 600 : 150 =4 Fahrten durchge-

fGhrt.

Lésungen zu: Koordinaten

Ala
a) Q;.
WT i
5
; 1i) x
b) y
i
CENER
'5 v‘a x
A2A a)
2;00 (460  (3;0
2;3) &5 (352
(1;3) (59 (5:2
(1;4)  (5;6) (5;0)
2;9  (7;6)
25 (7;9)
(3;5 (6;5)
(3:6)  (6;0)
b)
6;3) (9;5) (6;6) (8;6) (9:4)
(2;3) (10;4) (10;6) (8;3) (10;4)
2,5 (10;3) 9;3)
3;9 9;2 9;5)
649 (7;2
(7,5 (6;3)
Al
(500 (85 (5:8) (6;3)
(1,5 @649 (11;8) (67

(1,6)
(2;6)
2;9
(5:2)

7:9
(7;6)
9;6)
9;:3)

(11;2)
(13;0)

(10;7)
(10;2)
(5:2)

Ada P/ (8:1)
Py’ (3;3)
Py (3;11)

A1
Ol

ASAa A (3;-1)
B8;—-1)
C'(10; =3)

Y

D (8; —10)
E(3;—4)

y:
ya

%o+

La)

)

-104 o'

Ab6A 1=5x57 1=y=9

Losung zu: Schach und Mathematik

Es gibt 40320 Moglichkeiten, die acht Tiirme
auf dem leeren Schachbrett so anzuordnen,
daB keine zwei von ihnen einander schlagen
konnen.

Auf die Giberraschend groBe Zahl kommt man
wie folgt. Wenn wir acht Tiirme so auf dem
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Schachbrett stellen, daB keine zwei von ihnen
einander schlagen konnen, so wird in jeder
Reihe ein und nur ein Turm stehen. Den
ersten Turm konnen wir an jede Stelle der
ersten Reihe (also an insgesamt 8 Stellen)
setzen. Den zweiten Turm stellen wir in die
zweite Reihe, wobei wir darauf achten, daB er
nicht in dieselbe Linie wie der erste Turm ge-
rit. Wir konnen ihn also auf 7 verschiedene
Stellen setzen, unabhingig davon, wo wir den
ersten hingestellt haben. Ebenso erkennt man,
daB man den dritten Turm auf sechserlei
Weise in die dritte Reihe stellen kann. Durch
Fortsetzung des Verfahrens ergibt sich, daB
man die acht Tiirme auf
8x7x6x5x4x3x2x1=40320 Arten an-
ordnen kann.

Lisung zur Aufgabe S. 109
4444+6+3+4+5+1=27
Fotoamateure (12)

Junge Mathematiker (14) Musik{reunde (15)
Zu der Klasse gehoren 27 Schiiler.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Wer hat weiles Haar?
Da Frau WeiB kein schwarzes Haar hat und
auch kein wejBes Haar haben kann, muB sie
braunes Haar haben. Demzufolge miissen
Frau Schwarz weiBes Haar und Frau Braun
schwarzes Haar haben.

Logisch

Bruchlandung
Bezeichnet man die in einem derartigen
Bruch vorkommenden Ziffern mit x, y und z.
so gilt: 10x ty_x
0y+z z
10xz + yz=10xy+ xz
9xz+yz=10xy
_ 10xy
T Ox+y
Dieser Bruch muB gekiirzt eine ganze Zahl
ergeben, x und y konnen alle Zahlen von 1
_bis 9 annehmen. Der Aufbau der Tabelle ist
denkbar einfach.
In den Spalten folgen im Ziahler die Viel-
fachen der Zahlen_lO(..., 20, 30, 40 bis 90),
20(20, ..., 60, 80, 100 bis 180), 30 bis 90.
Im Nenner folgen die Zahlen 11, 12, 13 usw.
bis 89. Leicht [estzustellen ist, daB nur die

Briiche
60 .90 120 360 Lo
=% 18 =5, >4 =5, H—B gekiirzt eine

ganze Zahl (=z) ergeben. An den Zahlen-
leisten x und y ist abzulesen:

x=1, y=6 bzw. x=1, y=9 bzw. x=2, y=6
bzw. x=4, y=9. Demnach konnen also die

Briiche — 16 19 26 49 nach der ,,Methode*

64’ 95° 65’ 98
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von Uwe mittels Schrigstrich gekiirzt wer-

den.

64 95 65 98
Auch die Briiche — 16 19 36’ sind mittels
Schrégstrich kiirzbar, nur lauft dieser von

links oben nach rechts unten.

HUE A A RS TIs STy

Theaterbesuch

Man kann auf 10 Wegen vom Bahnhof B
zum Theater T gelangen:

1. B-1-2-3-7-T, 2. B-1-2-6-10-T,
3. B-1-2-6-7-T, 4. B-1-5-9-10-T,
5. B-1-5-6-10-T, 6. B-1-5-6-7-T,
7. B-4-5-9-10-T, 8. B-4-56-10-T,
9. B4-5-6-7-T, 10. B4-8-9-10-T.

Wortspiele
Zeit — Zelt — Welt — Wert; Raute — Laute —
Laube — Haube — Halbe

Symmetrische Begriffe gesucht

1. Tannat, 2. Elle, 3. Tat, 4. Rur, 5. Ara,
6. Ehe, 7. DFD, 8. Egge, 9. Renner, "10. Ret-
ter, 11. Ebbe, 12. k.uk., 13. Uhu, 14. rar,
15. SOS, 16. 1li, 17. Otto, 18. nennen, 19. Ro-

tor, 20. Monom, 21. Radar, 22. Legel, 23. La- °

val. Kontrollbegriffe: (1 bis 9): Tetraeder,
(10 bis 18): Rekursion, (19 bis 23): Rodel.

Autoreparatur

e

Losung zu: Eine Aufgabe -
von Prof. Dr. E. I. Ignatjew
A2349a

Lisungen zu: Heiterer Denksport
Heimatkunde

. Die kiirzeste Route: Berlin-Rostock-Dres-

den—Cottbus—Frankfurt (O.)-Berlin oder um-
gekehrt.

Wiirfeleien
Auf der Grundfliche der drei unteren Wiirfel

“befindet sich der Buchstabe E.

o]
([ [=[-]
>
Zahlenquadrat
2 +16—12=6
+ - - +
3+15-11=7
1+13— 9=5
4 +14-10=8
Kombiniere!

Teil Nr.4 gehort in die linke obere Ecke des
Irrgartens. Das vollstindige Labyrinth sieht

SO aus:
—
p—
]-

Von gleicher Form

X

OlO[ X

X
o
O

X

Mit scharfem Blick

1. auBen: Drehung 120°;innen: Drehung‘90°;
2.n(n—1),n=1,2,...,i;3. Permutationen von
O A 0; 4. Permutationen von 1, 2, 3;
5. Zahlen aus n, n+2, n+4, n=1,2,3, ...;
6. ul:2n—1;ur:3nn=1,23, .. Y =n?
n=2,3,...;7 p,p+l, p+2, p+3, p Prim-
zahlen, p=2, 3, 5, 7, 11, 13, Eintrag um 90°
gedreht; 8. alphaalphaalpha..., 3 Buchsta-

- ben; 9. Alphabet, 1 Buchstabe ausgelassen;

10. +, : wechseln; —, - bleiben 2x, dann
Wechsel; 11. n*—2,n=2, 3, 4, ...; 12. oben:
Drehung 45°, unten: Drehung 135°

D 20
20 | a | 312 |6810[GTs

34
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Losungen zu Heft 3/83

Lidsung zu: Ein Blick in

das ,,geistige Labor* von Leibniz

Es geht Leibniz um die Bestimmung der An-
zahl von Varationen mit Wiederholung, die
ein bestimmtes Element, das wir mit n; be-
zeichnen, enthalten.

Spalte I: Anzahl der Wiirfel r mit je n=26 Ele-
menten n,, ..., ny

Spalte II: n"=Anzahl der Variationen m.W.
aus n Elementen zur rten Klasse

Spalte III: In (n— 1) Variationen ist das Ele-
ment n, nicht enthalten.

Spalte IV: In n"—(n— 1Y Variationen tritt das
Element n, auf.

Spalte V bis X: Die Anzahl der Variationen,
in denen das Element n, p-mal auftritt (in
Spalte Vist p=1, ..., in Spalte X ist p=6), ist
) (=1 "

Lisung zu:
Die historische Mathematikaufgabe
Das ,,Erraten* einer natiirlichen Zahl

Die durchzufiihrenden Divisionen mit Rest
sind x=aq;+nr,
x=(a+1)q,+4r;

(worin q1=|:§] die groBte ganze Zahl
<X osn< =| X | die groBte ganze
=y =rn<a, q2= a+l 1€ g B

'Zahl <— 0<ry<a+1; vgl. H.Pieper,

Zahlen aus Primzahlen, Berlin 1974, S. 25).

Multipliziert man die erste Gleichung mit

a+ 1, die zweite Gleichung mit a und addiert

beide Gleichungen, so ergibt sich

@+ x+a*x=@*+a+Dx=ala+1)x+x

=(a+1)ag, +a¥a+1)q2 +(a+ ri +a’r;

=a(a+1) [q1 +aq:]+s und somit

s—x=a(a+ )x+ala+1) [g1+aq2], also

s—x=afa+1)[x—q,—aq;]

Hierin ist x —q, —agq; eine natiirliche Zahl.

(x —q1 —agq, ist eine ganze Zahl.

Wire x—q,—aq2 <0, so wire auch a(a+1)

(x~q1—agz)<0,also -

ala+x=<Zaq\(a+1)+(@+1)q; a’>=(x—ry)

(a+1)+(x—rz)a?, woraus a(a+ 1)x<a(a+1)

x—s,d. h. s<0 folgt, obwohl s positiv ist.

Also muB x —q,; —aq, >0 sein.)

Somit ist a(a+ 1) ein Teiler von s—x. Hier-

aus folgt s—x=a(a+1)g mit einer natiir-

lichen Zahl q, d. h. s=a(a+1)g+x (worin

0<x<a(a+1)nach Wahl von x).

x ist in der Tat der Rest bei der Division
s

al@a+1)y

Lésungen zu:

Knifflige Aufgaben mit Kreisen -

Ala Es sei a die Linge einer Quadrai-
seite. Fiir die schraflierten Flichen gilt darm
im Quadrat

1
(Bild 1) A1=az—za2-n=al(1_;)’

(Bild 2) A2=a2—%mz2 =a1<1—3>,

2
(Bild 3) A3=az—n-<g) =a2(1_§>,
i = z_1 2., 1%
(Bild4) A4=a @ =a 1 i

Die vier schraffierten Flichen haben den
gleichen Flich&ninhalt; es gibt keine mit dem
groBten Flicheninhalt.

A2 A Die beiden Kreisbogen erzeugen im
Quadrat drei Flachen. Fiir eine der nicht
schraffierten Flichen gilt

1 n
—a?—in-at=aY1-F
Ar=a e =a (1 4).

Fiir den schraffierten Flicheninhalt
gilt somit

D P L D
a a<1 .4> a(z 1).

Daraus folgt weiter

A 1 Va2=I_1x
a (5 1).a 3 1=0,57.
Die schraffierte Flache macht rund 579 vom
Flacheninhalt des Quadrates aus (Bild 4).

A3a Es sei A, die Summe d;r Flichen-
inhalte der vier Kreisbogenzweiecke; dann
gilt

Ai=a +zn( )L:(“ )

2 2
=a2+n-a7—n'a—=az. (Bild 5).

2

A4 Fiir die schraflierte Fliche dér Figur .

(Bild 6) gilt
L, 1 (dY
Fe=3-3m4d ‘z"<§)
_l 2 _ ! 2 __ 1 2
—snd Eﬂd —End .

Fiir die schraffierte Fliche der Figur (Bild 7)
gilt

| S 2
E1rd -1—61td

Fiir die schraffierte Fliche der Figur (Bild 8)
gilt
b, 11 fd\E 1 [d?

Fo=3'3™"+3 z"(z) ‘z"(z)

1 2 9

" nd? —nd —and .
Fiir die schrafﬁerte Flﬁche der Figur (Bild 9)
gilt

+— nd? —

13\ 1 /d\* 9 ., 1

Fo= =" (—4> 7" (E) =_nd & nd
B8, 1
=—nd =3

Daraus folgt Fi < Fy<F3<F,.

AS5a

1 1
F1o=(20) - ;n(2a)* —a’ —5ma’

—<a2 —%n'az) =a* - (4—m),
1 1 _[a\? 3
=ag?+-ma’+-ml L) =,42. =
Fii=a +41ra +2n(2> a (1+8n>,

Fu—(Za)z 17[(1 —a (4 7[)

1o 1 ,
Fls—ja +Z7m

I, 1 {a\] t,
+|—Znﬂ —in(z) :|—§[1 (37[+4)

A6A Aus k=%-2nr=1r-rund

s=4-%~2n-£-=7t - rfolgt k =s. (Bild 17)

A7a Aus F13=%ndz und

4" \2
(Bild 18 und 19)

ASA

2
F,9=4-1n-(5) =%nd2 folgt Fy=F,.

Fro=3a-a+ina® =3a+ina?=% (6 )
20=3a-a+tzna’ = 3 ——2—(+n

=%(6 +n)cm*x4,57 cm?,

Fy1=4a a+(4a® —na*)=8a* —na?
=a}(8 —n)=(8—n)cm?~4,86 cm?,

]t 1 _fa 2
Fy=2 [Zn(Za)z—Z §n<z)J

+%1ra2 =2mra®=2n cm?x6,28 cm?.
Lisungen zu: Wer lost mit?

alpha-Wettbewerb, Heft 1/83

Ma9 w2313  Man erkennt sofort, dal O-eine
Losung ist. Es sei nun y=0, dann gilt
YO =y)=yy+1),
L Yi-y=y+l,
2
¥y —=2y—1=0,
yi2=1 *’l/E
Nur die drei reellen Zahlen l-—[/_ 0 und
14}/ 2 erfiillen die gegebene Gleichung.
Probe!

Ma9 w2314
g=a+b=7,alsob=7-a.
zy=10a+b=10a+7—-a=9a+7;
zz=10b+a—10(7 a)+a=70-9a.

z2 —51——212 (70— 9a)2+51——(9a+7)

2 574 2195
27T I =
ay=35; a; entldllt, da gebrochene Zahl. Die
Zahl lautet 52. Es gilt 252 + 51 =262.
Ma9 l2315 Es gilt 1981=7-283 und
1982=2-991.

Da das Primzahlzerlegungen sind, gibt es fuir
das Alter von Stefan bzw. Susi-jeweils nur
eine Moglichkeit:
Stefan ist 7 Jalire, Susi 2 Jahre alt.
Nun gilt

283+991=1274 und

1274=2-7-7-13.

. Daraus folgt:

Die Mutter ist 2 - 13 =26 Jahre alt; die GroB-
mutterist 7 - 7=49 Jahre alt. (1274 :26 = 49)

alpha, Berlin 17 (1983) 5 - 119



Ma9 m2316 Nach Aufgabenstellung gilt

u=2a+b)=26cm )
und A=a-b =40cm?> (b))
Aus (1) folgt a=13 cm—b. Das setzt man in
(2) ein und erhilt

(13 cm —b)b=40 cm? bzw.
b2—13bcm+40cm?=0. Es folgt b, =8 cm
und b;=5cm. Die Lingen der Rechteck-
seiten betragen a=8 cmund b=5cm.

Ma10/12 #2317 (AF9)¢=2809;
(BAD),6=2989; 10000=(2710);;
1000000 = (F4240), 6.

Heft 1/83:
Ma10/12 w2318 Es sei n=p,*1-p,*2- .-
ps*s die Zerlegung von n in Potenzen von
Primfaktoren. Fiir die Anzahl ¢ der Teiler
vonngiltdanne=(k, +1) (k;+1)- ... - (ks +1).
Nun hat n die Primfaktoren 2, 3 und 5, da
30=2-3-5, und zwar nur diese drei, weil
t=30=2-3-5gilt.

_ Wegen n=2%1-3"2-5%3 gibt es nun die fol-
genden Moglichkeiten:

'kl kz k3 n

4 2 1 2%-3%-5= 7120
4 1 2 24352 1200
2 4 1 22-3*.5'= 1620
2 1 4 22.31.5%= 7500
1 4 2 "21.3*-52— 4050
1 2 4 2'-32.54-11250

Ma10/12 #2319 Die Kantenlinge des Te-
traeders sei a. Dann betriigt die Linge der
Hoéhe einer Seitenfliche nach dem Satz des

Pythagoras h=g]/§. Zwei verschiedene vom

Mittelpunkt einer Kante ausgehende Hohen
bilden den gesuchten Winkel. Die GréBe die-
ses Winkels berechnen wir mit Hilfe des
Cosinussatzes im dargesteliten Dreieck (nicht
ma@stéblich)!

c=§]/§ b=;[/3_

a

2, .2 .2
Es gilt cosa=b+ﬁ#,
2_ 2
und wegen b=c gilt cosa=2b2b a 3
2

cosa=1—2 und wegen b=g]/§ gilt

2b 2

a’ 1
cosa=1—_—, cosa=_. Es folgt «ax70,52°. -

3a® 3

b4

Zwei Seitenfldchen eines reg:lméaBigen Tetra-
eders schneiden sich unter einem Winkel von
etwa 70,52°.

Ma10/12 #2320 Skizze, nicht maBstéblich'!

(s

AD x

120 - alpha, Berlin 17 (1983) 5

Aus sin 30° = folgt x=2
us sin 30 aogtx 3

Aus cos 30° =§ folgt y =gl/§_

Nun gilt

8
1 2
AADC=§' 'sin60°, AADczO,216 (12.

Phé =131
Geg.: ]
Zimmerliange a=2,70m

Zimmerbreite b=§ -2,70m=1,80m

Hohe des Wasserstandes im Zimmer
c=2cm=0,02m

Aquariumlange x =%’- 1,80 m=0,60 m

Aquariumbreite y =é -1,80m=0,30m

Ges.: Die Hohe des Wasserstandes im Aqua-
rium z.

Das Volumen V des Wassers im Aquarium
betrigt V=x-y-z

bzw. z =L. )

x-y
Nun ist V aber gleich dem Volumen des

-Wassers im Zimmer. Also gilt auch

V=ab-c )
Setzt man (2) in (1) ein, erhidlt man
_ab-c
=55

z=2,70 m-1,80m-0,02m

- 0,60m-0,30 m ’

z=0,54 m.

Der Wasserstand im Aquarium betrug 54 cm.

Ph7 ®132 Geg.:
Nutzleistung der Windkraftmaschine P,=
4 kW, Wirkungsgrad der Windkraftmaschine
n1=42%,, Wirkungsgrad der Wasserpumpe
n2=85%;

Pumph6he h=5m

4

Zeit t=1h=3600s
Ges.: Gesamter Wirkungsgrad n
Zugeflihrte Windleistung P
Gesamte Leistung Pes
Gewicht des Wassers G

a) Der gesamte Wirkungsgrad n der Anlage
ergibt sich aus

n=11-"Maz

n=0,42-0,85=0,357.
Es werden insgesamt 35,7¢, der Windlei-
stung ausgenutzt. .
b) Die Windkraftmaschine hat einen Wir-

kungsgrad von 7, = II:—I, -
also Pn= i = 4 kW =9,524 kW=9,5kW.
n 042

Der Wind muB eine Leistung von 9,5 kW zur
Verfligung stellen.
c) Bei Hochstleistung der Anlage gilt

. . .P
P“; also Pges=" * qu, Pgﬂ%

ges

’1=

>

Pges=n2°P1=085-4kW=34kW.

Die Wasserpumpe gibt bei Hochstleistung der
Anlage cine Leistung von 3,4 kW ab.

d) Es steht eine Leistung von

34KW=34- 10282 _ 34 kP

zur Verfligung. Nun gilt

P,5=TW und mit W=G-h

kpm
s

Ppes= GTh Dann ist
Pges-t

>

G=

_ 3468 kpm-3600s
N 5m-s
G =249696 kp,
G~250000 kp =250 Mp2 250 m3.
Mit dieser Anlage kdnnen in einer Stunde
250 m® Wasser aus 5m Tiefe gepumpt wer-
den.

Ph8 ®133 Geg.:d;=750cm
do=T74,6 cn
1
=0,000013 —
" K
Fiir die Langendnderung eines festen Kor-
pers gilt die Gleichung Al

Al=lg-a- A9, also AJ=——,
lo'a

Nun ist der Umfang des Reilens lo==-d,,
der des Rades I; =7 -d,, und es ergibt sich
ein Lingenunterschied von
Al=1;—1,,
Al=mnd; —nd,,
Al=mn(d; —dy).
Damit erhilt man fir
A‘g:ﬂ(dl —do)
© mdo-a
_di—do
T doa’
(750—74,6)cm - K
74,6 cm - 0,000013°
A3=412 K 2412°C.
Der Reifen muB um 412°C erwirmt werden.

G

Ges.: A3

»

A8

Ag=

Ph9 134 Geg.:d= 8cm Ges.:s, und s,
h=16cm

Es handelt sich stereometrisch um einen auf

der Spitze stehenden Kegel (s.Bild) mit

\

= \
N

hy
S

<

WY

14 =11—2 nd*h. Weiterhin gilt, da A=16 cm und

d=8cmist, h:d=2:1 bzw. d=g_. und damit

U [ _3/13-17
ist V—ﬁnh bzw. h= —

(Fortsetzung Heft 6/83)



Eine
kleine Lektion
in Tangram

Tangrami st ein Spiel, das schon vor 2000 Jah-
ren in China bekannt gewesen sein soll.
Tangram besteht aus 7 Elementen, die 5 gro-
Beren Elemente kann man sich aus 2 bzw. 4
der kleinen Elemente, also aus gleichschenk-
lig-rechtwinkligen Dreiecken zusammenge-
setzt denken. Bild 1 zeigt, wie ihr ein Quadrat
zerlegen miiBt, um die Teile des Tangram-
Spieles zu erhalten. Aus der Fiille moglicher
Figuren habe ich 7 ausgewihlt, an denen ihr
euch probieren kénnt (Bild 2). Ihr seid nun
besser fiir Hexatrion und Pentamino geriistet
und solltet euch diese Spicle noch einmal vor-
nehmen (siche alpha, Heft 4/83).

Wer Freude daran findet, schone Figuren und
Muster zu entwerfen, solite sich die ,,runde*
Variante des Tangrams ansehen (ND, 8./9. 5.
1982). Die Konstruktionsvorschrift entnehmt
ihr dem Bild 3. Ein mégliches Muster ist in
Bild 4 dargestellt.

Denkbar sind nun ihnliche Spiele mit ande-
ren Elementen. Das Bild 5 gibt die Zerlegung
eines Quadrates in 14 Elemente an, von denen
jedes aus vier gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecken besteht, allerdings sind die 8
schraffierten Dreiecke (6 Flichen) iiberflis-
sig. In diesem Spiel tragen die Elemente fol-
gende Bezeichnungen (siehe Bild der Wissen-
schaft, 8, 1979): Quadrat (1), Obelisk (2),
Bumerang (3), Tempel (4), Pteil (5), Recht-
eck (6), Bahnhof (7), Haken (8), Trapez (9),
Schlange (10), Breitparallelogramm (11), Un-
terstand (12), Schmalparallelogramm (13),
Dreieck (14). Legt aus diesen Elementen Fi-
guren! Dabei ist es erlaubt (wie bei den vor-

her beschriebenen Spielen auch), die Ele-~

mente umzudrehen, also ihre Riickseite nach
oben zu legen.

Das Trapez (Bild 6) ist aus 9 Elementen zu-
sammengesetzt. Parallelogramm, Quadrat
und Rechteck (Bild 7) bestehen aus jeweils 4
Elementen. Findet weitere Figuren!

Zum SchiuB soll ein Spiel ganz anderer Art
beschriecben werden: Cmekanka (was [rei
iibersetzt ,,Kopfchen* bedeutet). Ubertragt
dazu das in Bild 8 dargestellte Quadrat im
MaBstab 1:2 auf Pappe, es ist die Grund-
fliche des Spieles. Schneidet dann aus einem
gleich groBen Quadrat von dicker Pappe oder
Sperrholz die in dem Bild nicht getonte Fli-
che aus, und klebt die Restflichen entspre-
chend der Skizze auf die Grundfliche ! Fertigt

euch nun 16 runde Spielsteine von der GroBe
eines Pfennigs an! Je 4 dieser Steine werden
rot, gelb, blau bzw. griin angemalt. Setzt je
4 Steine nebeneinander in die Ecken der Spiel-
flache, z. B. so, daB die 4 Steine einer Farbe in
je einer Ecke liegen! Erzeugt nun neue An-
ordnungen, indem ihr in jedem Zug nur einen
Spielstein bewegt! Man kann sich etwa die
Aufgabe stellen, die Steine so zu verschieben,
daB in jeder Ecke je ein Stein von jeder Farbe
liegt. Thr k6nnt euch natiirlich allgemein als
Problem stellen, aus einer vorgegebenen An-
ordnung der 16 Steine irgendeine gewiinschte
Anordnung herzustellen, indem ihr erlaubte
Ziige (Schieben von jeweils einem Spielstein)
ausfiihrt. Ihr werdet bald merken, daB es gar
nicht sehr schwer ist, eine Lésung zu erhalten.
Aber welcher Spieler bendtigt dazu die klein-
ste Anzahl von Ziigen? Viel SpaBl beim Spie-

len und Knobeln! W. Schmidt
Bild 1

Bild 2 >
Bild 3

N
—

N

N
D

Bild 5

Bild 6

i

Bild 7

/7

Bild 8

Spielflache

&




Heiterer
Denksport

Heimatkunde

Von Berlin aus soll eine Rundreise durch die
5 angegebenen Stidte gemacht werden. Wel-
ches ist die kiirzeste Reiseroute?

Aus : Technikus, Berlin

Wiirfeleien

Alle acht Wiirfel in der abgebildeten Figur
sind gleich.

Finde heraus, wie die Buchstaben auf dem
daneben abgebildeten Netz anzuordnen sind
und - zweitens — welche drei Buchstaben sich
auf den Grundflichen der drei unteren Wiir-
fel befinden! Quant, Moskau

g (.| B
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Zahlenquadrat
Setzt die natiirlichen Zahlen von 1 bis 16
richtig in die Leerfelder ein!
Dr. R. Mildner, Sekt. Math.
der Karl-Marx-Universitit Leipzig

Gut kombinieren

Ubertrage dieses M auf Transparent, zer-
schneide es in seine sieben Teile und versu-
che, es mopglichst schnell wieder zusammen-
zusetzen! Mathem. pie, London

Kombiniere! delta, Warschau
I —
—_—= E__ m
[ ——— !
Irrgarten

Janos sucht gemeinsam mit seinem Hund den
Weg zur Datsche. Hilf ihm dabei!

Fiiles, Budapest

Seiten 97 bis 120

Von gleicher Form

Dieses 6 x 6-Quadrat soll in vier Teile von
gleicher Form und GréBe in der Weise zer-
schnitten werden, da8 sich in jedem dieser
Teile ein Kreuz und ein Kreis befindet.

LVZ, Leipzig

Pad
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Mit scharfem Blick

Bei genauer Betrachtung der einzelnen Zeilen
werdet ihr gewisse GesetzméBigkeiten in der
Aufeinanderfolge erkennen. Fiillt dement-
sprechend die Leerfelder aus!

Dr. R. Mildner, Leipzig
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