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Lineare Gleichungssysteme

Bei der Behandlung sehr vieler Aufgaben
aus Mathematik, Physik, Chemie oder
Technik und Okonomie wird man letztend-
lich auf Systeme linearer Gleichungen ge-
fiihrt. In diesem Artikel soll das allgemeine
Losungsverfahren von GauB auf der
Grundlage elementarer Vorbetrachtungen
behandelt werden. AuBerdem werden wir
zahlreiche einfache Aufgaben untersu-
chen, bei denen lineare Gleichungssysteme
zu 10sen sind.

Elimination von Unbekannten

Man versteht die Methode am besten an-
hand eines Beispiels.
Wir betrachten das System
2x+3y=35
Ix+5y=1.
Um es zu l6sen, eliminieren wir die Unbe-
kannte x unter Verwendung der ersten
Gleichung aus der zweiten. Dazu multipli-
zieren wir jede der Gleichungen mit einer
solchen Zahl, daB die Koeffizienten von x
in den beiden neu entstehenden Gleichun-
gen gleich werden. Multiplizieren wir die
erste mit 7 und die zweite mit 2, dann be-
kommen wir das zum gegebenen System
dquivalente Gleichungssystem:
14x + 21y = 35
14x + 10y = 2.
Jetzt iibernehmen wir die erste Gleichung
ungedndert und ersetzen die zweite durch
die Differenz der ersten und zweiten. Auch
dies ist eine dquivalente Umformung, und
deshalb stimmt die Losungsmenge des ge-
gebenen Systems iiberein mit der Losungs-
menge des Systems:
14x + 21y =35
11y =33.
Dividieren wir schlieBlich noch die zweite
Gleichung durch 11, so erhalten wir wieder
ein zum vorangegangenen iquivalentes Sy-
stem ’
14x + 21y =35
y=13
dessen einzige Losung x = —2 und y =13
wir durch Einsetzen von y = 3 in die erste
Gleichung sofort erhalten konnen. Das
Gleichungssystem hat also als einzige Lo-
sung das Paar (—2;3).

Aufgaben

ala Ldse mit dieser Methode die bei-
den folgenden Gleichungssysteme

a) 2x+3y=4
Ix—-2y=5,

b gx-gr=1
5 3
—y—Ty=91
rEdmred 2

A2A Zwei Fahrzeuge bewegen sich auf
einer StraBe mit den konstanten Geschwin-
digkeiten u =-~12km/h und v=12m/s.
Zu Beginn befindet sich das erste Fahrzeug
in einer Entfernung von 3 km, das zweite
in einer Entfernung von — 500 m von einer
StraBenkreuzung. Wann und wo treffen sie
sich?

Substitution von Unbekannten

Eine der wichtigsten allgemeinen Metho-
den der Algebra ist die Ersetzung von Un-
bekannten durch andere. Damit kann man
hédufig allgemeinere Aufgaben mit einfa-
chen Methoden l6sen.

Wollen wir beispielsweise das folgende
nichtlineare Gleichungssystem

l+1=5
x Yy
l+i=1
x )y

16sen, dann ersetzen (substituieren) wir
1 1 o
u: =; und v: =7 und erhalten fiir diese

neuen Unbekannten ein lineares Glei-

chungssystem
2u+3v=5
TJu+Sv=1.

Seine Losung war (—2;3), also erhalten wir
1 1 . 1.1
<" 2 und Y =3 und folghch( 25 3)
als Losung der Aufgabe.

Aufgabe

A3 A Lose die folgenden Systeme!

a) 1 ! =1

2x+3y—-5  S5x—-8y+12

4 4 _

Ix+3y—5 Sx—gy+12 1’
b) x2+ xy= 5

Ix?+5xy =23,

xy _1 X _

© Ix+2y 5° 5x+7y_1!

Die geometrische Deutung

einer linearen Gleichung

Wollen wir die Gleichung y = mx + n der-
jenigen Geraden ermitteln, die durch die
beiden Punkte P(1,2) und Q(3,1) geht, so
brauchen wir nur die jeweiligen Koordina-

ten fiir x und y einzusetzen und erhalten
ein lineares Gleichungssystem zur Berech-
nung der Unbekannten m und n:

2= m+n
=3m+n.
Losen wir das System, so erhalten wir
— 1 p— .
m= -2 und n = 7

die gesuchte Gerade hat also die Glei-
chung
_ 1 5

y= —71 + 7
Es kann aber auch passieren, daB8 das ent-
stehende lineare Gleichungssystem keine
Losung besitzt!
Sind als Punkte beispielsweise P(1,2) und
Q(1, 3) gegeben, dann erhalten wir mit

2=m+n

I=m+n
ein System, welches sicher unlésbar ist,
weil aus der Giiltigkeit der beiden Gleich-
heiten fir zwei reelle Zahlen m und n ja
2 =3 folgen wiirde!
Auf den ersten Blick sieht das wie ein Wi-
derspruch zu der euch allen bekannten
Tatsache aus, daB durch zwei verschie-
dene, beliebig gegebene Punkte P und Q
immer eine Gerade eindeutig bestimmt ist.
Der Widerspruch 16st sich dadurch, daB die
Gleichung der Geraden durch die oben ge-
gebenen Punkte nicht von der Gestalt
y = my + n ist, sondern x = 1 lautet.
Wir iiberlegen uns, daB eine Gerade in der
Ebene genau dann nicht durch eine Glei-
chung y = mx + n beschrieben wird, wenn
sie zur y-Achse parallel verlduft. In diesem
Ausnahmefall hat sie immer die Gleichung
x=k(keR).
Aus diesen Uberlegungen folgt aber nun
sofort, daB jede Gerade in der Ebene durch
eine Gleichung der Form

ax+by+c=0, (gbceR,

a und b nicht beide null)
dargestellt werden kann. Im allgemeinen
Fall ist dabei :

m=-Sundn=-<

b b’
wihrend fiir Parallelen zur y-Achse b =0
und k = -£ wird.
a

Jetzt schauen wir uns das System
o
V2x+ 2y=+46
an. Jede der beiden Gleichungen stellt in
der (x,y)-Ebene eine bestimmte Gerade
dar. Lésungspunkte (x,y) des Systems sind
also gerade die Punkte, die auf beiden Ge-
raden liegen.
Wenden wir die Methode der Elimination
hier an, so ergibt sich
V2x+2y=46
V2x+2y=46
und schlieBlich:
V2x+2y=+6
0= 0!
Das bedeutet aber, daB beide Geraden zu-
sammenfallen und es unendlich viele L&-
sungspunkte gibt!
Unter Beachtung der geometrischen Deu-
tung fiir Gleichungssysteme von zwei Glei-
chungen mit zwei Unbekannten finden wir

alpha, Berlin 19 (1985) 4 - 73



so, daB es genau drei Fille fiir die Losbar-
keit gibt:

— das System besitzt genau eine Lisung
(die beiden Geraden schneiden sich in
genau einem Punkt!),

— das System besitzt unendlich viele
L&sungen (die Geraden fallen
zusammen!),

— das System hat gar keine Losung (die
Geraden sind parallel!).

Ganz analog liegen die Verhiltnisse bei n
Gleichungen mit n Unbekannten. In der
Regel hat ein solches System genau eine
Losung. Ist aber eine der Gleichungen eine
Linearkombination der iibrigen oder wider-
spricht eine Gleichung einer solchen Line-
arkombination, dann haben wir unendlich
viele oder iiberhaupt keine Lsungen!

Aufgaben

A4 a Gib die Gleichung der Geraden an,
die durch die Punkte

a) P(1,5) und Q(2,3),

b) P(6,1) und Q(6,5) geht!

4 5a Fiir welche Zahlen m und c gilt:
Die Geraden y—mx=2und 2y —6x=c¢
a) fallen zusammen,

b) schneiden sich nicht?

A 6 o Fiir welches ¢ hat das System
2x + (9a2~2)y=3a
x+ y=1
keine Losung?

A7a Beweise, daB ein System
axtbhy=¢
ax+by=e¢
(ab ay, bl’ b21 L, € R)
dann und nur dann genau eine Losung be-
sitzt, wenn die Zahl a,b, — a;b; ungleich
null ist! (Diese Zahl heiit Determinante des
Systems.)

Fehler durch Runden

Bei der Losung von Aufgaben mit Hilfe
von elektronischen Rechenmaschinen
(EDVA oder auch ETR) kénnen eigenar-
tige Situationen entstehen. Eine klassische
Illustration dafiir ist das schon betrachtete

System
x+y2y=13

V2x+ 2y=+6. ®
Wie wir gesehen hatten, besitzt es unend-
lich viele Losungen. Lost man es aber ma-
schinell (z.B. mit einem elektronischen Ta-
schenrechner), dann ergibt sich immer
genau eine Losung. Das kommt daher, daB
eine solche Maschine mit irrationalen Zah-

len wie JZ_ nicht rechnen kann, sondern
dafiir stets Niherungswerte in Form von
endlichen Dezimal-(oder Dual-)briichen
einsetzt.

Denken wir uns etwa eine Maschine, die

anstelle von JZ_ , J3_ oder J6— lediglich die
Niherungswerte mit einer Stelle nach dem
Komma, also 1,4; 1,7; oder 2,4, verwenden
kann, so ergibt sich das System
x+14y=1,7

14x+2 y=24. )
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Die leicht zu errechnende einzige Lisung
hiervon ist x =1 und y = 0,5!
Denken wir uns eine andere Maschine, die
vier Stellen nach dem Komma verwenden
kann, so lautet das von ihr anstelle von (1)
gerechnete System
x+1,4142y =1,7320

1,4142x + 2y =2,4494, 3)
das ebenfalls genau eine, aber von der vori-
gen sehr verschiedene Losung x =0,3178,
y =1 hat.
Jetzt werden wir uns davon iiberzeugen,
daB jedes Gleichungssystem, das aus (1)

bei Ersetzung von v’2— durch eine ganz be-
liebige positive Zahl a mit a? = 2 entsteht,
stets genau eine Losung besitzt.
Ein solches System lautet dann

x+ay=43

ax+2y=46. @
Multiplizieren wir die erste Gleichung mit
a und subtrahieren die zweite Gleichung,
dann bekommen wir das zu (4) dquivalente
System

xtay =3

(@-2y=ay3 - 6.
Wegen a? + 2 erhalten wir daraus eindeutig
»(ay3 - 6)/(a?-2) und
durch Einsetzen in die erste Gleichung
x=v3 —a(ay3 —6)/(a?-2).
Damit haben wir die jeweils eindeutig be-
stimmte Losung von (4) berechnet, und un-
sere Behauptung ist bewiesen.
Nun wissen wir aber aus der Schule, da8

\/2— als irrationale Zahl nicht als endlicher
Dezimalbruch dargestellt werden kann.
Deshalb 16st auch die beste EDVA immer
ein System (4) statt des verlangten Systems
(1), womit nun der eingangs geschilderte
Effekt seine BErklirung gefunden hat!

Das eben betrachtete Beispiel lenkt unsere
Aufmerksamkeit auBerdem auf die Er-
scheinung, daB sich die Losung eines ein-
fachen linearen Gleichungssystems schon
sehr stark verindern kann, wenn die eigent-
lich gegebenen Koeffizienten durch Run-
den verindert werden. Wir haben das beim
Ubergang von (3) zu (2) ganz deutlich vor
uns. Bei Systemen mit noch mehr Unbe-
kannten kann dieser Effekt noch viel stir-
ker ausfallen.

Die Abschitzung der auftretenden Fehler
und die Ersteliung von Losungsverfahren,
die eine moglichst geringe Fortpflanzung
von Eingabefehlern garantieren, sind wich-
tige und gar nicht einfache Aufgaben. Der
beriihmte Mathematiker C. F. GauB hat sie
zu Beginn des 19.Jahrhunderts als einer
der ersten systematisch untersucht, ausrei-
chende Fortschritte sind aber erst in den
letzten Jahrzehnten gemacht worden.

Zur Erinnerung an die wesentlichen Bei-
trage von GauB zu diesen Fragen trigt eine
einfache und universelle Methode zur L§-
sung linearer Gleichungssysteme seinen
Namen.

Das Gaufische Eliminationsverfahren

Die fortgesetzte Elimination von Unbe-
kannten ist die bequemste Methode fiir die
Losung linearer Gleichungssysteme auf

elektronischen Rechenanlagen. Wir de-
monstrieren das Vorgehen am Beispiel
eines Systems von drei Gleichungen mit
ebenso vielen Unbekannten:
X1+ x;+2x3=-1
2x, —x;+ 2x;= -4
4x;+x,+4xy=—2.
Im ersten Schritt eliminieren wir die Unbe-
kannte x,; unter Beibehaltung der ersten
Gleichung aus den beiden folgenden. Wir
erhalten so das zum gegebenen dquivalen-

ten System
X1+ X3+ 2x3=-1
—3x;,—2x3=-2
- 3XI—4X3= 2.

Der zweite Schritt besteht darin, daB unter
Verwendung der neuen zweiten Gleichung
die Unbekannte x, aus der dritten elimi-
niert wird:

X1+ X3+ 2x;=-1

—3x,—2x3=-2
2X3 = —4 .

Jetzt konnen wir aus der letzten Gleichung
x3 = —2 ablesen. Setzen wir das in die
zweite Gleichung ein, so bekommen wir

—3x2 +4=-2 5
das heifit x, = 2.
Nun ergibt sich aus der ersten Gleichung
durch Einsetzen der schon errechneten
Werte

x1+2—4= _1, d.h. x1=1.

Das System besitzt also die einzige Losung
1;2;-2).

Ganz analog kann jedes beliebige lineare
Gleichungssystem behandelt werden. Die
allgemeine Beschreibung des Verfahrens
von GauB lautet demnach:

Man eliminiere unter Verwendung der
schlieBlich unverindert iibernommenen
ersten Gleichung die Unbekannte x, aus
allen folgenden.

Mit der neuen 2. Gleichung eliminiere
man x, aus allen folgenden und behalte
sie selbst bei.

Avuf analoge Weise verfahre man so lange
weiter, bis alle Gleichungen aufgebraucht
sind.

Im Ergebnis erhalten wir ein gestaffeltes
System, dessen Losung wir von unten her
schrittweise berechnen.

Wir sehen, daB wir damit einen Algo-
rithmus besitzen, der fast automatisch ab-
laufen, also einer Maschine zur Abarbei-
tung tibertragen werden kann. Wir miissen
nur noch bedenken, daB es zu seiner Abar-
beitung nétig ist, daB im k-ten Schritt die
neue k-te Gleichung die Unbekannte x;
iilberhaupt noch enthilt, denn nur dann
konnen wir diese aus den folgenden elimi-
nieren. Sollte das einmal nicht der Fall
sein, dann miissen wir die Gleichungen
(oder die Unbekannten!) neu numerieren
(vertauschen). Natiirlich kann es auch pas-
sieren, daB im k-ten Schritt alle noch ver-
bleibenden Gleichungen alle noch nicht
eliminierten Unbekannten nicht mehr ent-
halten. Stehen in diesen Gleichungen dann
auch auf allen ihren rechten Seiten Nullen,
dann erhalten wir unendlich viele Losun-
gen, weil dann x4, X442, ..., X, ganz belie-
big sein kdnnen. Steht aber auch nur in
einer von ihnen rechts nicht die Null, dann



ist das System widerspriichlicL, und der Al-
gorithmus zeigt uns seine UnlGsbarkeit
an.

Alle diese Fille miissen in einem Pro-
gramm fiir eine Rechenanlage von vornher-
ein eingeplant werden, so daB die Ma-
schine stets bis zum Ende rechnen kann.
Wir wollen nun noch darauf hinweisen,
daB eine Maschine zum Rechnen natiirlich
iiberhaupt nicht die Gleichungen, sondern
nur das Schema ihrer Koeffizienten (man
nennt das die Matrix des Gleichungssystems)
benotigt. So wird das oben behandelte Sy-
stem vollstindig durch seine Matrix

1 1 2(-1
2 -1 2
4 1 4

-4
-2
reprisentiert, und das GauBsche Elimina-
tionsverfahren hat kurz geschrieben den
folgenden Verlauf:
1 1 2
—>{ 0 -3 -2
0 -3 —4

1 1 2] -1

2 -1 2

4 1 4
-1
-2
~4

-4
1 1 2
0-3 -2
0 0 2

Auch wenn man groBere Gleichungssy-
steme von Hand rechnet, ist die Verwen-
dung dieser Matrixschreibweise sehr zu
empfehlen, weil die groBere Ubersichtlich-
keit Fehler vermeiden hilft.

Aufgabe
Lost das folgende System:
x1+2x; +2x3+ 2x4+ 2x5=1
x;+3x,+4x; +4Ax,+Hdxs=2
x;+3x,+5x;+ 6x,+ 6x5=3
x;+3x;+5x3+ Txy + 8x5=4
X +3Ix;+5x;+ Txg+9x5=5"

W. L. Guterman, aus Quant, Moskau
ubersetzt und bearbeitet von R. Hofmann,

Leipzig

A8a

Aufgaben

Im folgenden geben wir eine Auswahl von
Aufgaben wieder.

A9a Ein Mathematiker machte eine
Wanderung. Zunidchst ging er auf ebener
Strafle, dann eine Strecke bergauf, bis er
wieder umkehrte und auf gleichem Wege
zuriickkehrte. Er wuBite, daB er insgesamt
5 Std. unterwegs war und seine Geschwin-
digkeit auf ebener StraBe 4 km/h, bergan
3 km/h und bergab 6 km/h betragen hatte.
Nach Hause zuriickgekehrt, setzte er sich
an den Tisch und berechnete die Entfer-
nung von seiner Wohnung bis zum Um-
kehrpunkt, indem er ein Gleichungssystem
aufstellte, in dem diese Entfernung als Un-
bekannte x und die Linge der Gefiille-
strecke als y vorkommt. Finde x!

4104 Um einen Tisch saBen vier
Zwerge. Vor jedem stand ein Becher Milch.

1 seiner Milch in den Be-

Ein Zwerg goB n

cher seines rechten Nachbarn. dieser tat
danach dasselbe mit seinem rechten Nach-
barn und dieser dann ebenfalls. SchlieBlich
goB auch der vierte Zwerg ein Viertel sei-
nes Becherinhaltes in den Becher seines
rechten Nachbarn, und damit war der Kreis
geschlossen. Zusammen befanden sich
zwei Liter Milch in den Bechern. Wieviel
war zu Beginn in jedem von ihnen, wenn
a) alle Zwerge zum SchiuB gleich viel in
ihren Bechern hatten,

b) jeder Zwerg zum SchluB soviel Milch
trinken konnte, wie er am Anfang hatte.

alla Bestimme Zahlen a, b und ¢ so,
daB die Wertetafel

x| 0 1 2
y| 1 2 2

zur Funktion y = ax2 + bx + c gehért!

A 12 A Berechne Zahlen a, b und ¢, so
daB die Funktion

y=a+b(x—-1D+c(x—-1)(x—2)
die folgende Wertetabelle enthiilt:

x|{0 1 2 \

y|1 2 2°
A 134 Essollen vier Zahlen a, b, c und d
bestimmt werden, so daB die Gleichung

(x—D¥ax+bd)+(x*+x—1D(ex+d)=1
fur alle reellen Zahlen x erfiillt ist.

4al14a Im Dreieck ABC (Bild 1) beriihre
der Inkreis die Seiten in den Punkten P, Q
und R. Berechne AQ=A4R =x,
BR=BP=y und CP=CQ=1z, wenn
BC=a, CA=b und AB=c gegeben
sind!

Bild 1

A 154 Auf der Basis AB eines gleich-
schenkligen Dreiecks ABC werde ein Punkt
E gewihlt. In die Dreiecke ACE und ECB
seien die Inkreise gezeichnet, welche die
Strecke EC in den Punkten K und H be-
rithren. Berechne die Linge der Strecke
KH, wenn AE=a und EB =5 gegeben
sind!

A 16 A (23. Ukrainische
Mathematikolympiade 1983 / K1. 8)
Ein Rechteck wird entsprechend Bild 2 in

Bild 2 x K z
x z
M
A 8
L
Y u
y N u u

Quadrate zerlegt. Es ist bekannt, daB die
Seitenlinge des schraffierten Quadrates
gleich eins ist. Berechne die unbekannten
Seitenlidngen der iibrigen Quadrate!

A 17 A Die Aufgabe handelt von elektri-
schen Netzen, die aus Leiterstiicken von
einheitlichem Widerstand zusammenge-
setzt sein sollen. Jedes Netz ist mit der
Spannungsquelle in genau zwei Punkten
(den Polen) verbunden. Die Teilstrome in
den einzelnen Zweigen geniigen dann den
sogenannten Kirchhoffschen Regeln, die fir
Netze dieser Art so forrmuliert werden kon-
nen:

(a) Die Summe der in einen Knoten eintre-
tenden Strome ist gleich der der austreten-
den Strome (die Pole zdhlen dabei als Kno-
ten nicht mit!).

(b) In jedem geschlossenen Kreis des Ne!-
zes ist die Summe der im Uhrzeigersinn
flieBenden Stréome gleich der gegen den
Uhrzeiger gerichteten.

(In Regel (b) sind im allgemeinen die
Spannungsabfalle zu summieren, wegen des
vorausgesetzten einheitlichen Widerstan-
des im Netz kénnen wir auch hier die
Strome nehmen.)

Bild 3 A

In Bild 3 ist ein Netz mit den Polen 4 und
B und den Knoten B und D dargestelit. Be-
rechne simtliche Strome im Netz, wenn
der Strom ldngs der Kante BD gleich 1 an-
genommen wird! (Die Pfeile bezeichnen
fiir den Ansatz angenommene Stromrich-
tungen.)

A 18 o 13. Allunionsolympiade, KI. 8 und
10:

Lose das System!
x—y /xz —y? _

1
R
IR

Al9a Zwei Leute

Spiel:

spielen folgendes

Im Gleichungssystem

#x 4+ *y=*

'x + oy — ¥
setzen beide abwechselnd je eine beliebige
reelle Zahl fiir eines der Sternchen ein. Der
erste Spieler méchte, daB das System am
Ende eine Losung besitzt, wihrend der
zweite ein unlésbares System anstrebt.
Wer gewinnt bei reguldr verlaufendem
Spiel? Und wer gewinnt, wenn die Zielstel-
lungen gerade vertauscht werden?

alpha, Berlin 19 (1985) 4 . 75



Punkt-
anordnungen
in einem Quadrat

In einem Betrieb sollen kongruente zylin-
derformige Werkstiicke mit vorgegebenem
Durchmesser d in Kisten mit quadratischer
Grundfldche einschichtig verpackt werden.
Es sind zu diesem Zwecke Kisten herzu-
stellen, in denen man n =2, 3, 4, ... dieser
Zylinder unterbringen kann, wobei die
Grundflichen der Zylinder auf den Béden
der Kisten stehen sollen (siehe Bild 1). Es
ist die Forderung verniinftig, daB die

Grundfliche der Kiste bei gegebenem n
moglichst klein wird. Daraus leitet sich das
folgende mathematische Problem ab.

Es werden diejenigen kleinsten Quadrate
gesucht, in denen n =2, 3, 4, ... Kreise
vom Durchmesser d Platz haben, ohne sich
gegenseitig zu iiberlager.

Wir bezeichnen mit Q, das kleinste Qua-

drat, in welches wir n Kreise mit dem
Durchmesser d einlagern konnen, die Sei-
tenldnge mit x,.
Im Bild 2 sind solche Quadrate fiir n = 2,
3, 4 dargestellt:

Bild 2

/ /

Aufgabe 1

Berechne die Seitenlingen der Quadrate
Q;, Q; und Q! Bilde anschlieBend die
Quotienten
1 2
n: 2 d
Q.
Fir n =6 bereitet die Suche nach den
kleinsten Quadraten Q, mitunter Mihe
bzw. ist bisher fiir gewisse n nicht erfolg-
reich gewesen.
Es ist in solchen Fillen eine Arbeitsme-
thode der Mathematiker, aus der gegebe-

d, = n=23,4!
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nen Aufgabenstellung auf ein analoges
Problem zu schlieBen, um zunichst die Lo-
sung dieses Problems anzustreben. Falls
die Losung gelingt, werden dann Riick-
schliisse auf die Ausgangsfrage angestrebt.
Dieser Weg soll jetzt am Beispiel beschrit-
ten werden.

Dazu zeichnen wir zu dem Quadrat Q, ein
Quadrat Q,, das in Q, enthalten ist und

dessen Seiten im Abstand %d parallel zu

den entsprechenden Seiten von Q) sind.
Die Seitenldnge ist x, = x, — d.

Im Bild 3 ist diese Situation fiir n = 5 dar-
gestellt. Wir erkennen, daB die Mittel-
punkte der in Q, eingelagerten Kreise in
0, enthalten sind.

~ /)""

s

Bild 3

-

J N

Betrachten wir nun allgemein ein Quadrat
Q, in dem n Punkte P,, P,, ..., P, verteilt
sind, wobei keine zwei Punkte P, P; (i *j)
zusammenfallen sollen. Dann gibt es zwi-
schen diesen n Punkten genau

% Abstinde PP, i <j,
ije{l,2,...,n}.
Aufgabe 2

Beweise diese Formel!

Den kleinsten dieser Abstinde bezeichnen
wir als Minimalabstand dieser Punktvertei-
lung in dem Quadrat Q.

Den Begriff Minimalabstand kOnnen wir
auf unser gestelltes Problem anwenden. Es
entsteht der folgende Zusammenhang:
Wenn Q, das kleinste Quadrat ist, in das n
Kreise K|, K,, ..., K, vom Durchmesser d
eingelagert werden konnen, dann ist das
oben beschriebene Quadrat Q,, das die
Kreismittelpunkte M,, M,, ..., M, enthilt,
das kleinste Quadrat, in dem n Punkte mit
dem Mindestabstand d verteilt werden
kénnen und umgedreht.

Aufgabe 3

Beweise diese Aussage!

Damit steht also die Aufgabe, das kleinste
Quadrat Q, zu bestimmen, das n Punkte
M,, M,, ..., M, mit dem Mindestabstand d
enthilt.

Damit wir fiir verschiedene n in demselben
Quadrat arbeiten kénnen, betrachten wir
zu der eben gestellten Aufgabe die dquiva-
lente Aufgabe.

In einem Quadrat Q der Seitenlidnge 1 be-
stimme man eine solche Verteilung von n
Punkten P,, P,, ..., P,, so daB der Mindest-
abstand a? dieser Verteilung nicht kleiner
ist als der groBte Wert der Mindestab-
stinde bei allen anderen Verteilungen der
n Punkte in Q.

Aufgabe 4

Man mache sich diesen Sachverhalt an Bil-
dern mit n = 3 klar.

Eine Verteilung mit dem Mindestabstand
a; nennen wir auch beste Verteilung von n
Punkten in dem Quadrat Q.

Fir n=2, 3. ..., 9 wurden die besten
Punktverteilungen von J. Schaer und
A. Meir (USA) gefunden. Fiir n = 16 und
n =25 stammt die Losung von G. Wenge-
rodt (Erfurt). Bild 4 zeigt die besten Vertei-
lungen fir diese n.

—

n=2 n=3 n=4

n=>5 n=6 n=7

n=38§ n=9 n=16
Bild 4

n=25

Bemerkenswert ist, daB fir n = 7 ein Punkt
in der schraffierten Fliche beweglich ist,
obwohl eine beste Verteilung vorliegt.

Fiir die Beweise der besten Verteilungen
von n Punkten in einem Quadrat nutzt
man die Kontraposition des folgenden Sat-
zes, der in der Literatur als Basissatz be-
zeichnet wird.

Ist {P,, P,, ..., P,} eine beste Verteilung
von n Punkten in einem Quadrat, so liegt
auf jeder Quadratseite mindestens ein
Punkt von {P,, P,, ..., P,}.

Aus diesem Satz folgt sofort die beste Ver-
teilung von n = 2 Punkten in dem Quadrat

Q.

Aufgabe 5

Beweise, dal a3 = «/2_ ist!

Fiir n =3 und n = 4 sollen die Beweise in
einem spiteren Artikel vorgestellt werden.
Wir haben gesehen, daB bisher nur fir sehr
wenige Zahlen n die besten Verteilungen
gefunden wurden.

Natiirlich gibt es fiir viele andere n Vermu-
tungen fiir beste Verteilungen dieser n
Punkte in einem Quadrat Q.

Es steht also ganz allgemein die Aufgabe,
moglichst gute Verteilungen von n Punk-



ten in einem Quadrat der Seitenlinge 1 zu
suchen. Eine Orientierung gibt die fol-
gende Tabelle, in der solche Vermutungen
zusammengetragen sind.

n |a, al

2 2

3 V6 -2
4 1

5 2 n

6 Y1376

7 22-+3)
8 (V6 - y2)12
9 172

10| 5/12

11]0,398...

121 /34115

13]0,36603...

14| 2(4 - 43)/13
15) 4/(8 + 46 ++2)

16 1/3
17]0,3045...

18| /13112

19/ 0,290
20| 3/8 — 2716

21| 0,2704...
2(2-43

23| (V6 - +2)/4

24 1/(2+43/2 + 1142)

25 1/4

Wenn es nun fiir ein gegebenes n gelingt,
die beste Verteilung von n Punkien in
einem Quadrat Q der Seitenldnge 1 zu fin-
den, so haben wir mit der folgenden Uber-
legung auch das Ausgangsproblem geldst.

Das zum Quadrat mit der Seitenlange 1 ge-
suchte dhnliche Quadrat Q mit der Seiten-
ldnge x, erhilt man durch zentrische Strek-

kung mit dem Streckfaktor ¢ = d und

*
n

dem Zentrum in einem Eckpunkt (Bild 5
zeigt den Sachverhalt fir n = 3).

-
7%
/ "J'/ ﬂ/{\

A

Die gesuchte minimale Grundfliche der
quadratischen Kiste hat dann die Seiten-
linge x, =x, +d, und das anfangs ge-
stellte Problem ist liber diesen Umweg ge-
16st.

Die in Aufgabe 1 fiir n =2, 3, 4 bestimm-
ten Werte d, geben Dichten der Kreisan-
ordnungen in den Quadraten Q, an und
sind damit Zahlenwerte fur die Giite der
Platzausnutzung in den Kisten. Fiir eréiBer

Bild §

&

werdendes n streben die Werte d, gegen

—ZL_—0,9068....

V12
Auf diesen Sachverhalt werden wir in
einem spiteren Beitrag zuriickkommen.

Den AbschluB dieses Beitrages bildet eine
Aufgabe, zu deren Losung man die geschil-
derte Methode verwenden kann.

Aufgabe 6

Kann man in einem Quadrat der Seiten-
ldnge 7 cm eine Verteilung von 26 Punkten
mit dem Mindestabstand 2 cm finden?

K. Kirchner/M. Schmitz

Gib es doch zu, du willst nicht mehr
Mensch drgere dich nicht spielen.

Darf ich mal ’raufkommen?

...und jetzt bekommt der Ldufer die rote
Karte, und WeiB hat nur noch vier Mann
auf dem Feld.

Die vielen Wege
des KoOnigs

Die Frage, in wieviel Ziigen und auf wie-
viel verschiedenen Wegen ein Koénig von
einem bestimmten Feld des Schachbretis
auf ein anderes gelangen kann, ist recht in-
teressant. Als Beispiel diene der einfache
Fall, daB der Ko6nig auf kiirzestem Wege
von el nach e8 wandert. Es ist leicht zu se-
hen, daB die Mindestanzahl der Ziige 7 be-
trigt. Wie groB ist aber die Anzahl der
moglichen Wege des Konigs, in 7 Ziigen
von el nach e8 zu gelangen?

Mittels einer einfachen Methode kann
man die Anzahl der Wege wie folgt auszih-
len:
Die Felder d2, e2 und f2 bekommen eine
1, denn sie sind von el in 1 Zug nur auf
1 Weg zu erreichen. Das Feld c3 erhilt
ebenfalls eine 1, denn es besitzt nur 1 Zu-
gangsfeld (d2), das selber nur eine 1 trigt.
Hingegen gehdren zu dem Feld d3 2 Zu-
gangsfelder d2 und e2. Es ist auf zwei We-
gen erreichbar und bekommt daher eine 2.
Entsprechend erhilt das Feld e3 eine 3,
und in dieser Weise teilt man allen ent-
fernteren Feldern eine Zahl zu, die jeweils
aus der Summe der Zahlen der Zugangsfel-
der besteht. In dem Diagramm sind schon
einige Werte eingetragen.
Nach der vorgegebenen Methode ist der
Wert des Feldes e8 zu ermitteln! Dieser
Wert gibt die Anzahl der moglichen Wege
des Konigs, in 7 Ziigen von el nach e8 zu
gelangen, an.

H. Riidiger
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Taschenrechner
fir den
Unterricht

Der VIIIL. Padagogische KorngreB erteilte
den Auftrag, die Notwendigkeit und
ZweckmiBigkeit der Einfithrung elektroni-
scher Taschenrechner in den Unterricht
der allgemeinbildenden Oberschule wis-
senschaftlich zu untersuchen. Diese Unter-
suchungen sowie umfangreiche Schuler-
probungen erbrachten, daB ein pidago-
gisch durchdachtes und richtiges methodi-
sches Nutzen von Taschenrechnern als
Rechenhilfsmittel im Unterricht bedeu-
tende Potenzen in sich birgt, den Lemn-
und Aneignungsproze8 im Mathematikun-
terricht und in den naturwissenschafili-
chen und polytechnischen Fichern effekti-
ver zu gestalten. Das schlieBt die Moglich-
keit ein, den Unterricht lebensverbundener
zu gestalten und die Schiiler auf allgemein-
bildende Anforderungen vorzubereiten, die
die wissenschaftlich-technische Entwick-
lung an alle Berufstétigen stellt.

Es hat sich allerdings erwiesen, daB die
Nutzung von Taschenrechnern im Unter-
richt an eine Reihe von Voraussetzungen
hinsichtlich des Niveaus der erreichten
Fertigkeiten und Fahigkeiten im Rechnen
aller Schiiler gebunden ist. Dazu gehért in
erster Linie, daB sie richtige Zahlenvorstel-
lungen in den einzelnen Zahlenbereichen
erworben haben und iiber sichere Fertig-
keiten im miindlichen und schriftlichen
Rechnen mit natiirlichen und gebrochenen
Zahlen verfiigen. Dieser ProzeB ist — wie
die Erfahrungen zeigen — am Ende der
6. Klasse auf einem fiir den Einsatz des Ta-
schenrechners erforderlichen Niveau voll-
zogen.

Unter diesem Blickwinkel und unter Be-
riicksichtigung der qualitativen Anforde-
rungen, die ab Klasse 7 an die mathemati-
sche Bildung und Erziehung der Schiiler
gestellt sind, ist entschieden worden, be-
ginnend mit dem Schuljahr 1985/86 in
Klasse 7, an Stelle des Rechenstabs als
qualitativ neues Rechenhilfsmittel den
elektronischen Schulrechner SR1 einzu-
filhren. Diese Entscheidung geht einher
mit der gleichzeitigen Einfiihrung eines
neuen Lehrplans, eines neuen Lehrbuches
und neuer methodischer Hilfen fiir den
Mathematikunterricht der Klasse 7. Die ab
2. September 1985 beginnende Arbeit mit
neuen Unterrichtsmaterialien einschlief-
lich des Nutzens elektronischer Taschen-
rechner in dieser Klassenstufe stellt einen
bedeutenden Schritt der Weiterentwick-
lung des Mathematikunterrichts dar.

Im Hinblick auf den elektronischen Ta-
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schenrechner werden die Schiiler der
Klasse 7 lernen, ihn schrittweise immer
umfassender und sicherer zur Bewiltigung
numerischer Anforderungen und zuneh-
mend auch als Wertespeicher zu verwen-
den. Dabei wird es darauf ankommen, die
Moglichkeiten der schnellen und sicheren
Emittlung von Ergebnissen bei numeri-
schen Anforderungen dafiir zu nutzen, in-
tensiver an der Herausbildung soliden Wis-
sens iiber mathematische Begriffe und Zu-
sammenhidnge zu arbeiten. Dabei sind die
Schiiler zu der Erkenntnis zu fiilhren, da}
eine richtige Nutzung des Taschenrechners
nur auf der Grundlage sicherer mathemati-
scher Kenntnisse moglich ist.

Im Mathematikunterricht wird es auch
weiter Phasen geben, wo das hilfsmittel-
freie Rechnen im Vordergrund steht. Das
ist um so wichtiger, weil durch die Nut-
zung des Taschenrechners Anforderungen
an das Kopfrechnen, das Abschitzen, das
Uberschlagsrechnen, das Rechnen mit Ni-
herungswerten, das Entwickeln von Gro-
Benvorstellungen, die Ausprigung von Fer-
tigkeiten und Gewohnheiten zur Kontrolle
von Ergebnissen und das Arbeiten mit
sinnvoller Genauigkeit bei Resultatsanga-
ben wachsen. So gesehen erfordert gerade
die Anwendung des Taschenrechners eine
hohere Qualitit der mathematischen Allge-
meinbildung insgesamt, die mit den neuen
Lehrplinen angestrebt wird.

Der mit der Einfiihrung von elektronischen
Taschenrechnem zu erreichende Effekt er-
fordert, daB jeder Schiiler ab Klasse 7 iber
einen Taschenrechner im Unterricht und
fir Hausarbeiten verfugt. Durch die mi-
kroelektronische Industrie unserer Repu-
blik wird dazu der Schultaschenrechner
SR 1 produziert. Er besitzt neben den not-
wendigen Rechenarten, Funktionen und
Speichern zwei langlebige Knopfzellen zur
Energieversorgung (etwa 2000 Stunden)
und eine automatische Abschaltung der
Stromversorgung nach sechs Minuten. Die
dazugehorige Bedienungsanleitung ist spe-
ziell fir die Belange der Schule ausgearbei-
tet worden. Es werden andere im Besitz der
Schiiler befindliche Taschenrechner, mit

Ausnahme programmierbarer Taschen-
rechner, fiir die Verwendung im Unterricht
zugelassen.

Der Verkauf der Schultaschenrechner im
Einzelhandel begann fiir die Schiiler der
zukiinftigen Klasse 7 im Mai 1985, um al-
len Elternhidusern die Moglichkeit zu ge-
ben, den Kauf bereits vor Ferienbeginn zu
titigen. Gegen Vorlage eines in der Schule
ausgegebenen Bestellscheines kann der
Schulrechner zu einem Preis von 123 Mark
in Fachverkaufsstellen fiir Rundfunk und
Fernsehen kiuflich erworben werden. Eine
verstirkte Umbhiillung sichert den Schul-
rechner gegen Beschiddigung beim Trans-
port in den Schultaschen. Fiir die Fille,
daB der Kauf des eigenen Schulrechners
nicht erfolgen kann oder der eigene Schul-
rechner durch Reparatur lingere Zeit aus-
fdllt, kann der Direktor der Schule in Ab-
sprache mit dem Fachlehrer Ausleihexem-
plare ausgeben. Zu diesem Zweck werden
die Schulen mit einer bestimmten Anzahl

zentral finanzierter Ausleihexemplare aus-
gestattet.
Die Reparatur der Rechner erfolgt in spe-
ziell dafiir benannten Dienstleistungsein-
richtungen, wobei gesichert ist, daB in je-
dem Kreis zumindest eine Annahmestelle
fir Reparaturen vorhanden ist. Der Zeit-
raum zwischen Abgabe eines reparaturbe-
diirftigen Rechners in der Annahmestelle
und Ausgabe des reparierten Rechners soll
im allgemeinen 14 Tage nicht iiberschrei-
ten.
Dr. Peter Gerstenberger,
Ministerium fiir Volksbildung

Mein Taschenrechner
»OR 1%, Teil 1

Der Schulrechner SR1 ist ein sehr lei-
stungsfiahiger Taschenrechner aus der Pro-
duktion des VEB Mikroelektronik Wilhelm
Pieck Miihlhausen.

Als Hauptbestandteile des SR 1 erkennt
man von auBen

~ das Gehduse mit einem Tastenfeld,

- die Anzeige,

- den Ein- und Ausschalter und

— den Umschaiter fiir WinkelmaBe

(DEG, RAD, GRD).

(Schalterstellung

DEG -~ der Winkel ist in Grad
einzugeben. Ein rechter Winkel
hat 90°.

der Winkel ist in BogenmaB
einzugeben. Einem rechten
Winkel entspricht ein BogenmaB

RAD -

VODH
R

der Winkel ist in Neugrad (bzw.
Gon) einzugeben. Ein rechter
Winkel hat 100 Neugrad (100¢)).

GRD -



Auf dem Tastenfeld befinden sich eine
Reihe von Tasten, die der Eingabe von
Zahlen dienen, auch Eingabetasten ge-
nannt. Zu ihnen gehoren die Zifferntasten

@;;$... @,dieTasteﬁirdaS

Komma (ein Komma erscheint in der
Anzeige als Punkt), die Vorzeichenwech-
seltaste , mit der man negative Zah-
len eingeben kann (z. B. gibt man —1,2
durch Driicken folgender Tasten ein:

D ), die Taste fiir die Kon-

stante © E und die Taste fir die Expo-

nenteneingabe .

Mit der Taste kann man Zahlen in
Darstellungen wie 12-10* (also mit abge-
trennten Zehnerpotenzen) in den Rechner
eingeben:

Tastenfolge Anzeige

0.
1.
12.
[eExX]
4]

Will man an Stelle von 12-10* die Zahl
12 - 10° eingeben, so kann man nach obiger
Eingabe wie folgt verfahren:

Tastenfolge Anzeige
12. 04

@ 12. 40
12. 05

ala Welche Zahl wird mit folgender Ta-
stenfolge in den SR 1 eingegeben?

a)
b) EE

d) 1,2

Die Tasten .
nennt man Operationstas

ten. Operationen

werden jeweils mit der Ergebnistaste El
abgeschlossen.

Aufgabe Rechenablaufplan- Ergebnis

2+3 E 5

2-17 El 3,4

z RIABIE 8

Der SR1 verfligt iiber eine Loschtaste
. Nach einmaliger Betitigung der
Taste wird der zuletzt eingege-

bene Operand gel6scht. Wird die Loschta-
ste zweimal gedriickt, so 10scht man die ge-
samte Eingabe.

A2a Erkunde, welchen Term der SR1
mit den angegebenen Rechenablaufplinen
berechnet!

o [2] ] [3] [ [4] [£]
b [2] [+] [ [x] [e] [=]

e e

BRRNNRERE
[l )]

El 0 O
[=]
[+]

g e

HEIHEEH
s EEEEEER
mmnnmnm

—
=

MEI-E

Nachdem wir die Aufgabe 2b) geldst ha-
ben, wissen wir, daB bei Betédtigung mehre-
rer Operationstasten hintereinander der
SR1 nur die zuletzt gewihlte Operation
ausfihrt. DaB der SR 1 eine eingebaute Vor-
rangautomatik hat, merkten wir beim L&-
sen der Aufgaben 2f) und 2g). Der SR 1 be-
achtet also die Regel ,Punktrechnung geht
vor Strichrechnung®.

A3a Gib fir folgende Terme einen Re-
chenablaufplan an!

z . .
a)ﬁ b) a-b—c:d ¢)a—b-c

A4 a Betitige die Tasten des SR 1 in an-
gegebener Reihenfolge, und fiille die Leer-
stellen aus!

Schritt  Tastenfolge Anzeige
0.
1. 4.
2. 4,
3. 5.
4. EI 9.
5. 2.
6. E
L5 3
L[] v
9. ’ \
10. [=] A

Wie man beim Ausfiillen der Leerstellen
merkt, wird jeweils zu den in Schritt 5, 7, 9
eingegebenen Zahlen die Zahl § (zweiter
Operand der Ausgangsaufgabe) addiert.
Der SR 1 verfuigt also iiber eine Konstanten-
automatik beziiglich der Addition.

A 54 Erkunde, ob der SR1 auch beziig-
lich der anderen Grundrechenoperationen

(E , , E]) iiber Konstantenautoma-

tik verfiigt!

A6 a Fille die Leerstellen aus!

) BHEEEEEE

m-.-E.EE
HEG
DEHEHAEE
alslalamla

Das Betitigen einer der Funktionstasten,

z.B. El (bzw. bewirkt, dafl die

in der Anzeige befindliche Zahl a durch a2
(bzw. \/a_ ; —};) ersetzt wird und der Ta-

schenrechner dann mit a2 (bzw. \/; ;%)

weiterrechnet. Will man den Wert des
Terms 3?2 + 4?2 mit dem SR 1 ermitteln, so
muB man vor der Betitigung der Wurzelta-

ste die Taste El driicken, damit die
Summe der Quadrate, in unserem Falle 25,

in der Anzeige erscheint. Ein entsprechen-
der Rechenablaufplan sicht wie folgt aus:

Bl L EE T

A7a Stelle zur Berechnung folgender
Terme einen Rechenablaufplan auf!
Kontrolliere deinen Plan mit Hilfe einfa-
cher Zahlen!

a) (a+b)?
b) al+~i—
2 2a-b
d) %+%

e) Ja+b-c’

A 8a Stelle einen Rechenablaufplan zur
Berechnung von u auf!
1 1

u b

Q|-

494 Welcher Term kann mit nachste-
hendem Rechenablaufplan berechnet wer-
den?

a) a b c IE EI

b)  a[+]b[x]c[=]

o a[x][y]s[=]

o a[x]o[y][=)

e) a /x| b E]

n a[ux][+]e ]

Mit dem Rechenablaufplan 9¢) wird nicht
der Term aw/F, sondern der Wert des
Terms a - b ermittelt.

Nach Abarbeitung der Tastenfolge

a LEI erscheint in der Anzeige der

Wert \/; . Dieser Wert wird jedoch durch
die Eingabe von b geléscht und durch b er-
setzt, so dafl nach der Betitigung der Taste
E der Wert von a-b in der Anzeige
sichtbar wird. Fiir alle Funktionstasten
wird beim SR 1 mit dem Rechenablaufplan

a |Operationstaste| LFunktionstaste] b

Ederselbe Term berechnet wie mit fol-
gendem Rechenablaufplan:

a | Operationstaste | b E

L. Flade

Fortsetzung folgt in Heft 5/85.
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aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

speziell
fiir Klasse 5/6

Drehsymmetrie

Die beiden Bilder (siehe unten) wird man
als symmetrische Figuren empfinden.

Sie lassen sich jedoch nicht in die Symme-
triearten einordnen, mit denen wir uns be-
reits beschiftigt haben.

So wurden im Heft 4/1984 (S. 80 bis 81)
die Axialsymmetrie und im Heft 2/1985
(S.42 bis 43) die Zentralsymmetrie niher be-
trachtet:

Eine Figur F hei8t symmetrisch beziiglich der
Geraden a (axialsymmetrisch) bzw. symme-
trisch beziiglich des Punktes Z (zentralsymme-
trisch), wenn bei der Spiegelung an der Ge-
raden a bzw. bei der Spiegelung am Punkt
Z (d.h. Drehung um Z mit 180°) die Figur
F in sich iibergeht.

Bei der Betrachtung der Titelfigur erkennt
man, daB sie weder axial- no¢h zentralsym-
metrisch ist; aber sie geht durch eine Dre-
hung mit 120° um einen Punkt in sich
iiber. (Den geeigneten Drehpunkt erkennt
man schon gefiihlsmagig.)

Man nennt nun eine Figur F drehsymme-
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trisch beziiglich des Punktes M, wenn es eine
(nichtidentische) Drehung ¢ um M gibt,
die die Figur F auf sich abbildet. Den
Drehwinkel k6nnen (und wollen) wir dabei
immer zwischen 0° und 360° sowie im glei-
chen Drehsinn wihlen.

Wir betrachten dazu zwei bekannte Figu-
ren, einen Kreis (Bild 1) und ein (einfa-
ches) regelmiBiges Sechseck (Bild 2). (Ein
n-Eck heiBt einfach, wenn sich keine zwei
seiner Seiten i{iberschneiden.) Hier gibt es
jeweils Drehungen, die die Figur zur Dek-
kung bringen.

Bild 1

Wihrend dies beim Kreis jede Drehung um
den Mittelpunkt M leistet, kommen beim
Sechseck nur fiinf Drehungen um seinen
Mittelpunkt M in Frage, nimlich (im glei-
chen Drehsinn gemessen) mit 60°, 120°,
180°, 240° und 300°, wenn man von der
identischen Abbildung absieht, die als spe-
zielle Drehung um M mit 0° aufgefa(t
wird.

alA Essei AjA,... A, ein (einfaches) re-
gelmdpiges n-Eck (n = 3) und M der Mittel-
punkt seines Umbkreises. Man bestimme alle
Drehungen um M, die diese Figur auf sich ab-
bilden!

Lisung: Den Winkel, den zwei aufeinan-
derfolgende Ecken mit M bilden, etwa

5 A\MA,, hat die GroBe 36"0 . Die Dre-

hung ¢ um M mit (3—20—> bildet nun of-

fensichtlich die Figur auf sich ab. Da bei
jeder der gesuchten Drehungen um M Ek-
ken auf Ecken zu liegen kommen miissen,
ist ihr Drehwinkel ¢ ein Vielfaches von
360\° 360\ .
(T) , genauer @=m- (T) mit
0 = m <n, m ganzzahlig. Es gibt also ge-
nau n Drehungen um M, die die Figur zur
Deckung bringen, wobei wir die identische
(mit dem Drehwinkel ¢ = 0°) hier und spé-
ter mit dazuzihlen.
Wenn wir bedenken, daB8 die Nacheinander-
ausfithrung o, - 0, zweier Drehungen g, und g,
um M, die die Figur F zur Deckung bringen,
wieder eine Drehung um M mit dieser Eigen-
schaft ist, so kommen wir zu einer anderen
Betrachtung unserer Aufgabe.
Die m-fache Nacheinanderausfithrung der

Drehung ¢ um M mit (?) filhrt die

Ecke 4, in die Ecke 4, (1 <m < n) iiber;
die n-fache Nacheinanderausfithrung von
¢ ist schlieBlich die identische Drehung,
bei der 4, wieder auf sich abgebildet wird.
Die gesuchten Drehungen sind also
0-¢'0,...,0°0...0

n-mal

oder kurz in Potenzschreibweise ¢™ mit
1=mz=n.

Man erklért: Eine Figur F hat beziiglich des
Punktes M eine Drehsymmetrie vom Grad n,
wenn es genau n Drehungen um M gibt
(einschlieBlich der identischen), die die Fi-
gur F auf sich abbilden. Dabei ist nur
n = 2 von Interesse.

So hat also die Titelfigur eine Drehsymme-
trie vom Grad 3, und ein regelmiBiges
n-Eck hat beziiglich seines Mittelpunktes
eine Drehsymmetrie vom Grad n. Dagegen
hat die Drehsym...etrie des Kreises beziig-
lich seines Mittelpunktes keinen endlichen
Grad.

A2A Man betrachte das Vorderrad des
Fahrrades in Draufsicht. Welchen Grad hat die
Drehsymmetrie dieses Bildes beziiglich des
Punktes, der Bild der Radachse ist?

Ala a) Fir eine systematische Gliede-
rung der Samenpflanzen ist die Anzahl
und Stellung der Bliitenteile ein wichtiges
Hilfsmittel, die man als GrundriB schema-
tisch in einem sogenannten Bliitenflia-
gramm angibl. Welchen Grad der Drehsym-
metrie besitzt das Bliitendiagramm der Tulpe
(oder anderer bekannter Blumen)?

b) Man zerschneide einen Apfel senkrecht zur
Achse Bliite — Stiel. Welchen Grad der Dreh-
symmetrie zeigt die Schnittflache?

Vielfiltige Beispiele fur Figuren mit Dreh-
symmetrie bieten Natur, Kunst und Tech-
nik; besonders eindrucksvoll sind die Ro-
setten an alten Bauwerken. Das Bild 3 zeigt
ein drehsymmetrisches Kirchenfenster; im
Stadtwappen von Erfurt (Bild 4) befindet
sich eine drehsymmetrische Figur; das
Laue-Diagramm in Bild 5 (ein Rontgen-
strahlbeugungsgitter eines Kristalls) besitzt
eine Drehsymmetrie vom Grad 6.

Zentral- und Drehsymmetrie stehen in
einem engen Zusammenhang: Besitzt eine
Figur F beziiglich des Punktes M eine
Drehsymmetrie vom Grad n, so ist F genau
dann zentralsymmetrisch beziiglich M,
wenn n gerade ist.

Ad4a Es sei o eine Drehung um M mit
K 360° und 15 k<2
n 2

sei A+ M ein beliebiger Punkt. Wir bezeich-
nen mit A,, das Bild von A bei der m-fachen
Nacheinanderausfiihrung von ¢ (sezziell sei

k, n ganzz.; ferner
.



A, das Bild von A bei der Drehung o) und
verbinden A mit A,, A, mit A, usw. durch eine
Strecke. Welche Streckenziige entstehen auf
diese Weise?

Lisung: Fir m =n (> 1) ist die m-fache
Nacheinanderausfiilhrung von p wegen

m (—l;— 360") = k-360° die identische Dre-

hung, also 4, = A, d. h., der Streckenzug
AA A,... A, schlieBt sich spdtestens mit
dem Punkt 4,.

Sind k, n teilerfremd, so ist 4,4,...4, ein
regelmiBiges n-Eck. Dies ist offenbar ein-
fach, wenn k =1 gilt. Fiir k > 1 iiberschnei-
den sich die Seiten; ein solches Vieleck
heiBt ein regelmdfiges Sterneck. So erhilt
man fir n =5 und k=2 das regelmapBige
Sternfiinfeck (Bild 6). (Es gibt genau zwei
Arten  regelmaBiger  Sternsiebenecke;
warum?)

Bild 6

Sind k, n nicht teilerfremd, also der gr68te
gemeinsame Teiler von k und n eine Zahl
t > 1, dann ist bereits 4,,= 4, d.h,, es ent-

steht ein regelméBiges (—’:)-Eck.

Nun kann man eine anspruchsvolle Auf-
gabe lGsen:

A5 A Die Nacheinanderausfiihrungen einer
Drehung um M mit t-180° (0 < t <1, reell)
erzeugen mit einem Punkt A = M ein regelmd-
Biges Vieleck genau dann, wenn t eine ratio-
nale Zahl ist.

Einen bemerkenswerten Zusammenhang
gibt es zwischen Axial- und Drehsymmetrie;

A64A Hat eine Figur F zwei sich schnei-
dende Geraden a, und a, als Symmetrieach-
sen, so ist sie beziiglich des Schnittpunktes S
von a, und a, drehsymmetrisch.

Beweis: Die Nacheinanderausfilhrung der
Spiegelungen o, und 0; an den Geraden a,
und a, ist eine Drehung um den Schnitt-
punkt S von a,, a,; der Drehwinkel o 148t
sich leicht konstruktiv angeben (Bild 7).

Bild 7

a,

Da o, und o, die Figur jeweils auf sich ab-
bilden, gilt dies dann auch fiir g.

A7a Gib Figuren an (insbesondere aus
dem Mathematikunterricht), in denen die
Voraussetzungen von a 6 A gelten!

Von Interesse ist, ob eine Figur beziiglich
verschiedener Punkte drehsymmetrisch sein
kann und welche Zusammenhinge dabei
bestehen.

Die Ebene kann man offensichtlich ein-
fach und liickenlos mit kongruenten Qua-
draten iiberdecken (Bild 8). Diese Figur ist
drehsymmetrisch beziiglich der Quadrat-
mitten (Grad 4), der Quadratecken

(Grad 4) und der Quadratseitenmitten
(Grad 2). Entsprechende Grade der Dreh-
symmetrie treten auch in dem Wandmu-
ster auf, das Bild 9 zeigt.

A 8 A Eine Parkettierung der Ebene ist auch
a) mit kongruenten gleichseitigen Dreiecken
b) mit kongruenten regelmdfigen Sechsecken
(,Honigwabenmuster“, Bild 10) méglich. Man
untersuche jeweils die méglichen Drehsymme-
trien!

Bild 10

A 94 Hat eine Figur F eine Drehsymmetrie
von Grad d; bez. M, und eine Drehsymmetrie
vom Grad d, bez. M, und gilt d, < d,, dann
ist F drehsymmetrisch beziiglich eines weiteren
Punktes M,, der nicht auf der Verbindungsge-
raden von M, und M, liegt und bei dem der
Grad der Drehsymmetrie d, = d, ist.

M

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine
Drehung ¢, um M, und eine Drehung g,
um M,, die die Figur F jeweils zur Dek-
kung bringen. Bei der Drehung o, geht we-
gen d, >d,, also d, > 2, der Punkt M, in
einen Punkt M; iiber, der nicht auf der Ver-

bindungsgeraden von M, M, liegt
(Bild 11). Die Figur F geht dabei in eine
Figur F’ iiber, die offenbar beziiglich M,
eine Drehsymmetrie vom Grad d; besitzt.
Nun ist aber F' gleich F, da F nach Voraus-
setzung bei der Drehung g, in sich iiber-
geht. Damit gilt die Behauptung.

Beispiele fiir der Sachverhalt in A 9 A bie-
ten das Bild sowie die Figuren in a 8 Aa)
und b).

Besonders bemerkenswert ist hier noch,
da8 unter den Voraussetzungen in A9 A
fir die Grade der Drehsymmetrien der Fi-
gur F nur folgende Kombinationen még-
lich sind:

a) alle 3; b) nur 2 und 4;

¢) nur 2, 3 und 6.

Dies folgt aus der kristallographischen Be-
schrankung, auf die wir hier nicht niher
eingehen konnen.

A 10 A Betrachte zu Hause (oder in der
Schule) die Tapetenmuster hinsichtlich mogli-
cher Drehsymmetrien und diesbeziigliche:
Grade!

A 11 Ao Zeichne ein Muster, bei dem mehrere
Drehsymmetrien auftreten, aber alle vom
Grad 3 sind!

E. Quaisser/H.-J. Sprengel

Vervollstindige die folgenden Figuren so,
daB axialsymmetrische Figuren entstehen,
wobei s die Spiegelachse ist!

Heidrun Tittel, Gotha (K1. 5)
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Ein Besuch in der Knobelwerkstatt
Teil 3: Ernste Probleme heiter betrachtet

Liebe Freunde! Nachdem wir in Teil 2 un-
serer Beitragsserie die ldeenfindung fiir
heitere mathematische Problemaufgaben
(Knobelaufgaben) aus der Umwelt am Bei-
spiel von Beobachtungen in der Messestadt
Leipzig demonstriert haben, wollen wir in
diesem Beitrag die Mathematik selbst zu
Rate ziehen und sie als Ideenlieferant fiir
Knobelaufgaben nutzen.

Damit hatten wir ja bereits begonnen, als
wir ndmlich in Teil 1 einige typische Klas-
sen von mathematischen Knobelaufgaben
vorgestellt haben und hierbei die Eintei-
lung nach mathematischen Teildisziplinen
(Arithmetik, Gleichungslehre, Kombinato-
rik, Graphentheorie, Geometrie, Logik
u. a.) vorgenommen hatten. Prinzipiell
kann man zu jeder mathematischen Teil-
disziplin Knobelaufgaben gestalten, und
sei ihr Inhalt von noch so streng wissen-
schaftlicher Natur. Der franzésische Ma-
thematiker Blaise Pascal (1623 bis 1662),
der euch sicher durch das Pascalsche
Dreieck bekannt ist, und der zusammen
mit Pierre de Fermat (1601 bis 1665) als Be-
griinder der Wahrscheinlichkeitsrechnung
gilt, hat einmal gesagt: ,Die Mathematik
als Fachgebiet ist so emnst, da8 man keine
Gelegenheit versiumen sollte, dieses Fach-
gebiet ein wenig unterhaltsamer zu gestal-
ten.”

Eingedenk dieses Ausspruches wollen wir
nun demonstrieren, wie man den mathe-
matischen Objekten, Sitzen und Formeln
die unterhaltsame Seite abgewinnen kann,

indem wir sie in heiteren Problemaufgaben ,

darstellen bzw. zu Knobelaufgaben umfor-
mulieren, so daB sich ihr ernsthaftes We-
sen in unterhaltsamer Weise offenbart. Wir
wollen das an einigen Beispielen aus der
Arithmetik und der Geometrie verdeutli-
chen.

Zunichst drei Beispiele aus der Arithmetik,
des Teilgebietes der Mathematik, das die
Zahlenarten und ihre Rechengesetze be-
handelt, wobei die niedere Arithmetik die
vier Grundrechenarten und die Potenz-
rechnung mit ihren Umkehrungen (Wur-
zelziehen und Logarithmieren) und die ho-
here Arithmetik die Theorie der Folgen
und Reihen, die Zahlentheorie und auch
die Kombinatorik umfagt.

Beispiel 1

Grundobjekte der Mathematik, insbeson-
dere der Arithmetik, sind die Zahlen. Ihr
kennt bereits eine Reihe von Zahlenarten,
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wie z.B. natiirliche Zahlen (gerade Zahlen,
ungerade Zahlen, Primzahlen, Quadratzah-
len, vollkommene Zahlen o.4.), ganze, ge-
brochene, rationale, irrationale und reelle
Zahlen und eventuell auch schon kom-
plexe Zahlen. In Form der Knobelaufga-
ben I und 2 k6nnte man sich etwa in unter-
haltsamer Weise mit den Zahlen und deren
Darstellung beschiftigen.

Beispiel 2

Ihr wiBt sicher, daB man eine Zahlenfolge
der Form ay,=4a, a,=aq, a;=aq
a;=ag’, ..., a,=aq""!, ... eine geometri-
sche Folge mit dem Anfangsglied a = 0 und
dem Quotienten ¢ nennt, und daB man die
Summe s, der ersten n Glieder solch einer
Folge mit g + 1 nach der Formel

q"—1

g-—1
berechnen kann. Von hier nehmen wir die
Ideen fiir die Knobelaufgaben 3 und 4, wel-
che die GesetzmiBigkeiten geometrischer
Folgen in unterhaltsamer Weise offenba-
ren.

S, =a;ta,+...+ta,=a-

Beispiel 3

Bekanntlich besagt der Fundamentalsatz
der elementaren Zahlentheorie, daB sich
jede natiirliche Zahl n > 1 bis auf die Rei-
henfolge der Faktoren eindeutig in ein Pro-
dukt von Primzahlpotenzen n = p,* p,* ...
p** zerlegen laBt, wobei p, p,, ..., px paar-
weise verschiedene Primzahlen und «;, o,
.., o4 natiirliche und von 0 verschiedene
Zahlen sind. Beispielsweise gilt:
1800 = 23-32. 52 und 1984 = 26-31.
Knobelaufgaben, die man zu diesem Saiz
von der Primfaktorzerlegung bauen konnte,
widren etwa Wegeprobleme mit Zahlen
(Aufgabe 5), magische Figuren mit gleichen
Produkten (Aufgabe 6), geometrische Tei-
lungsprobleme — mit Zahlen kombiniert
(Aufgabe 7), Aufgaben, welche auf die Be-
stimmung des groBten gemeinsamen Tei-
lers bzw. kleinsten gemeinsamen Vielfa-
chen zweier oder mehrerer natiirlicher
Zahlen fithren (Aufgabe 8), sowie weitere
Denksportaufgaben, die auf der Primfak-
torzerlegung basieren; vgl. dazu etwa al-
pha-heiter, Heft 6/84, Zum Jahreswechsel a)
und c).

Nun noch zwei Beispiele zur Ideenfindung
fir Knobelaufgaben aus der Geometrie,

speziell aus der Planimetrie (griech. Fli-
chenmessung), also der Geometrie der
hoéchstens zweidimensionalen Gebilde:

Beispiel 4

Grundobjekte der Planimetrie sind u. a.
Punkte, Geraden, Strecken, Vielecke, ins-
besondere Dreiecke und Vierecke (etwa
Quadrate, Rechtecke, Trapeze, Parallelo-
gramme), Kreise und die Kegelschnitte (El-
lipsen, Hyperbeln und Parabeln). Hieraus
kann man sehr viele Ideen fiir unterhalt-
same Knobelaufgaben schépfen, z. B. Tei-
lungsprobleme ohne zusitzliche Elemente
(Aufgabe 9), Teilungsprobleme mit zusitz-
lichen Elementen (Aufgabe 10), Legespiele
(Aufgabe 11), Holzchenspiele (Aufgaben 12
und 13) und viele andere.

Beispiel 5

Wie der Name Planimetrie schon sagt, be-
handelt sie insbesondere auch die Berech-
nung der Fldcheninhalte ebener Figuren. So
lauten die Formeln fir die Berechnung der

1

Flicheninhalte eines Dreiecks: A = 3 gh,
+c
2
Parallelogramms: A = gh und eines Dra-

. a .
eines Trapezes: A = -h=m-h, eines

chenvierecks: A =—;—~ef. Die Bedeutung

der verwendeten Symbole ist euch sicher
klar. Es haben also z.B. alle diejenigen Tra-
peze den gleichen Flicheninhalt, bei de-
nen das Produkt mh (m: Mittellinie, h:
Héhe) den gleichen Wert besitzt. Das gibt
die Idee fur die Knobelaufgabe 14. Analoge
Knobelaufgaben kénnte man auch zu den
anderen drei Formeln gestalten. Abschlie-
Bend sei mit der Aufgabe 15 noch eine
Knobelaufgabe angegeben, bei der es um
den Vergleich der Oberflichen von aus
gleichen Quadern (hier Streichholzschach-
teln) zusammengesetzten K6rpern geht.

Ubung zum ,,Eigenbau*
von Knobelaufgaben

Lost die Aufgaben 1 bis 15 der Knobel-
Wandzeitung (3), und versucht dann, zu je-
der dieser Aufgaben eine ahnliche Knobel-
aufgabe selbst zu gestalten! Beispielsweise
konntet ihr bei Aufgabe 1 Wege mit ande-
ren Zahlenarten einbauen, bei Aufgabe 3
eine andere geometrische Folge wihlen
und dazu eine andere Geschichte erdich-
ten, bei den Aufgaben S bis 8 zur Primfak-
torzerlegung andere Zahlen (mit anderen
Primfaktorzerlegungen) wihlen und diese
in andere Wege, Figuren usw. einbauen
oder aber zu Aufgabe 14 analoge Aufgaben
mit Dreiecken, Parallelogrammen bzw.
Drachenvierecken gestalten. Jedoch, wir
wollen eurer Phantasie nicht vorgreifen.
Wir wiinschen euch beim Eigenbau von
Knobelaufgaben viel SpafB!

R. Mildner



Knobel-
Wandzeitung

Ala Charakteristische Wege

Findet mindestens 4 verschiedene Wege
zwischen A und B, von denen ein jeder nur
natiirliche Zahlen mit einer bestimmten
Eigenschaft verbindet!

A2 a Erstaunliches

Denkt euch irgendeine zweistellige natiirli-
che Zahl aus, und schreibt diese dreimal
hintereinander, so daB eine sechsstellige
Zahl entsteht! Dividiert diese sechsstellige
Zahl jetzt durch 3, das Ergebnis dann
durch 7, dieses Ergebnis wiederum durch
13 und letzteres Ergebnis schlieBlich durch
37! Welche Zahl erhaltet ihr nach Ausfiih-
rung dieser 4 Divisionsschritte?

Begriindet das Ergebnis!

A3 a In der Bickerei

Ein Bicker hat eines Morgens noch eine
gewisse Anzahl Brotchen, und im Laden
sind 4 Kunden. Scherzhaft sagt der Bicker:
»Wenn jeder von Thnen ein Drittel der je-
weils noch vorhandenen Brotchen nimmt,
so habe ich gerade noch 16 Brotchen ib-
rig.“

Wie viele Brotchen hatte der Bicker noch,
und wie viele Brotchen hitte jeder der 4
Kunden nach seinem Vorschlag nehmen
miissen?

A44A Seemannsgarn?

In einer Hafenkneipe erzihit ein alter See-
mann folgende Geschichte: ,Vor vielen
Jahren gingen wir einmal an einer romanti-
schen Siidseeinsel vor Anker. Als wir die
Insel betraten, wurden wir von 21 wunder-
schonen Midchen empfangen. Jede von
ihnen trug einen goldenen Teller mit kost-
lichen Apfelsinen. Das erste Midchen
hatte auf seinem Teller 1 Apfelsine, das
zweite 2 Apfelsinen, und jedes weitere
Midchen hatte auf seinem Teller doppelt
soviel Apfelsinen wie das vorhergehende
Midchen. Dankend nahmen wir die Apfel-
sinen entgegen und verspeisten sie sogleich

mit groBem Appetit. Am nichsten Morgen
lichteten wir den Anker und nahmen Kurs
nach Norden.“ Was meint ihr, handelt es
sich bei dieser Geschichte um Seemanns-
garn?

A5 a Badefreuden

Peter mochte ins Freibad, doch ist das nur
auf dem Wege moglich, bei dem das Pro-
dukt der dabei iliberquerten Zahlen 1000
betrigt. AuBerdem darf er jedes Zahlenfeld
nur hochstens einmal iiberqueren. Wel-
chen Weg mufl er nehmen?

3 1 5
1 3 5
3 é 1 2 5
3 1 2
Peter
1 2 3

A6 a Primzahl-Magie

Tragt in die Felder der Figur nur Primzah-
len derart ein, daB das Produkt der 4 Zah-
len in den Eckpunkten der 6 Quadrate so-
wie der aus drei Quadraten bestehenden
Rechtecke und in jedem der 4 Dreiecke je-
weils 210 betrégt!

A7a Gerechte Teilung

Zerlegt das abgebildete Rechteck derart in
deckungsgleiche Vielecke, daB das Produkt
der sich in jedem Vieleck befindlichen
Zahlen 525 betrigt!

O~ w|w
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A 8a Frage an Aquarianer

Wieviel Liter darf ein SchépfgefdB hoch-
stens fassen, damit man mit ihm sowohl
ein 6-Liter-Aquarium als auch ein 20-Li-

ter-Aquarium bis zum Rand mit Wasser

fillen kann (wobei das SchépfgefiB stets
voll gefiillt und dann restlos ausgegossen
werden muf3)?

A9a Rechteck-Zerlegung
Zeichnet ein beliebiges Rechteck, und zer-
legt es sodann in 24 deckungsgleiche recht-

winklige Dreiecke, und zwar a) durch 11
Geraden, b) durch 12 Geraden, c¢) durch 13
Geraden und d) durch 14 Geraden!

A10a Von jedem etwas

Zerlegt das abgebildete Quadrat durch 5
Geraden so in 9 Teile, daB die Anzahl der
Punkte in den einzelnen Teilen jeden
(ganzzahligen) Wert von 0 bis 8 annimmt!

alla Nur Geduld!
Legt alle abgebildeten Buchstaben zu einer
liickenlosen Quadratfliche zusammen!

UL
REIEE
UL L
LU

A 12 a4 Verschwundene Quadrate

a) Wie viele Quadrate (kleinere und auch
groBere) enthilt die Holzchen-Figur?

b) Entfernt aus dieser Figur 9 Holzchen so,
daB die Restfigur kein einziges Quadrat
mehr enthilt!

A 134 Sechseck-Spielereien

Entfernt aus der Figur jeweils. 3 Holzchen,
so daB a) 3 gleichseitige Dreiecke, b) 3
Rhomben, c¢) 4 gleichseitige Dreiecke, d) 1
gleichseitiges Dreieck und 2 Rhomben und
e) 2 gleichseitige Dreiecke und 1 Trapez
aufgelegt sind! Uberlegt euch, wie viele
Moglichkeiten der Abanderung es in jedem
Falle gibt!

JAVAN
\VAVZ

alpha, Berlin 19 (1985) 4 - 83



Studium in
der Sowjetunion

Ein edler Mensch kann einem engen Kreis
nicht seine Bildung danken. Vaterland und
Welt muf3 auf ihn wirken. ..

Goethe, Tasso

In jedem Jahr begibt sich Ende Juli eine
groBere Zahl von Abiturienten auf eine
weite und lange Reise. Nachdem sie einen
Monat in einem Sprachlager verbracht ha-
ben, treten sie am ersten September ein
Studium an einer sowjetischen Hochschule
an. Weitere Schulabginger fahren zur sel-
ben Zeit in andere sozialistische Lander.
Die meisten verbringen fiinf Jahre im Aus-
land, manche vier, andere auch fiinfein-
halb oder sechs Jahre. Natiirlich fahren sie
regelmiBig in den Winter- und Sommerfe-
rien nach Hause, trotzdem wird vielen die
lingere Trennung von Eltern, Freundin
oder Verlobtem nicht leichtfallen. Der Ent-
schiuBl zu einem Auslandsstudium will gut
liberlegt sein. Als Auslandsabsolvent —
und ehemaliger Leser der alpha — méochte
ich einige Erfahrungen weitergeben.

Die Vorbereitung

Die Bewerbung zum Studium im Ausland
erfolgt zu Beginn der 10.Klasse. Im Fe-
bruar findet an der ABF Halle, dem Institut
zur Vorbereitung auf ein Auslandsstudium,
ein Aufnahmegesprich statt. Wer im fol-
genden Frithjahr den Bescheid erhilt, daB
er zum Studium angenommen wurde, wird
im September feierlich immatrikuliert, um
wihrend der 11. und 12. Klasse einen Vor-
bereitungskurs in Halle zu absolvieren.
Hier wird nach modifizierten Lehrplinen
unterrichtet. Manche Ficher entfallen, da-
fiir wird fiir die sprachliche und fachspezi-
fische Ausbildung mehr Zeit verwendet.
Es gibt auch die Moglichkeit, von einer
Spezialschule direkt ins Ausland zu fah-
ren. Ich personlich wiirde die erste Va-
riante vorziehen, da der Aufenthalt an der
ABF nicht nur sprachlich und fachlich et-
was gibt, sondern auch zum Leben im Kol-
lektiv zwingt. Die Fidhigkeit dazu ist im
Ausland besonders wichtig.

Das Studium

Studienrichtungen gibt es viele. Das Ange-
bot reicht von Mathematik und Physik
iiber Biologie, Medizin, Bauwesen, Mecha-
nisierung der Landwirtschaft bis zur Orien-
talistik und Diplomatie. Einiges kann man
iiberhaupt nur in der UdSSR studieren.
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Zahireich sind auch die méglichen Stu-
dienorte und Hochschulen. Der Studienab-
lauf ist dem an unseren Hochschulen dhn-
lich. Umfangreich und auf hohem Niveau
sind die gesellschaftswissenschaftlichen
Fécher vertreten. Auch Russisch wird un-
terrichtet, die notigen Kenntnisse im Eng-
lischen muB man sich wihrend oder nach
dem Studium selbst aneignen. Natiirlich
erlernt man die russische Sprache ebenfalls
nicht passiv und automatisch, sondern nur
durch hiufiges Nachschlagen im Worter-
buch - zumindest in der Anfangsphase. Es
sei aber betont, daB man vor der fremden
Sprache nicht die geringste Scheu zu ha-
ben braucht. An ihr ist noch kein Student
gescheitert.

Uber die Anforderungen im Studium 148t
sich pauschal wenig sagen, da sie von
Fachrichtung und Hochschule abhingen.
Besondere Leistungen werden z. B. an der
Lomonossow-Universitdt verlangt.

Man fahrt aber nicht in erster Linie ins
Ausland, weil dort vielleicht das Studium
besser wire als bei uns. Wichtig ist, daB es
etwas anders ist, daB man dort an manche
Probleme anders herangeht. So kénnen die
Auslandsabsolventen in gewissen Fillen
neue Aspekte fiir die Wissenschaft in unse-
rem Lande mitbringen. Sehr wichtig sind
personliche Kontakte zu sowjetischen Spe-
zialisten, die vor allem nach einer Aspiran-
tur besonders eng sein werden.

Das Leben im Ausland

Die Anzahl der an den verschiedensten
Universititen studierenden DDR-Studen-
ten ist sehr unterschiedlich. Sie schwankt
zwischen einigen zehn in Stiddten wie Do-
nezk und iiber tausend in Moskau. Das po-
litische und kulturelle Leben in der FDJ-
Organisation ist auflerordentlich gut ent-
wickelt. In Moskau hat man natiirlich ein
breiteres Angebot an deutschsprachigen
Veranstaltungen. Doch je weniger man
DDR-Studenten um sich hat, um so besser
werden im Durchschnitt die Kontakte zu
sowjetischen Kommilitonen sein - ein
ganz wichtiges Moment des Auslandsstu-
diums. Ich bedaure es deshalb nicht, in
einer in dieser Hinsicht kleinen Stadt stu-
diert zu haben. Mit 1,3 Millionen Einwoh-
nern ist Charkow allerdings eine der gro-
ten Stidte der UdSSR.

Die Konfrontation mit einer fremden Kul-
tur erweitert unbedingt den persénlichen
Erfahrungskreis. Sie 1iBt die eigene Kultur
einmal aus anderer Sicht sehen und zwingt
zum Nachdenken iiber die wahren Werte
im Leben. In diesem Sinne 14Bt sich von
den sowjetischen Menschen viel lernen.
Besonders beeindruckt hat mich, wie oft in
personlichen Unterhaltungen iiber Krieg
und Frieden gesprochen wird — in der Fa-
milie, unter Studenten oder bei zufilligen
Bekanntschaften im Zug. Der erste
Wunsch fiir das Neue Jahr ist bei allen, da
es ein friedliches wird. Wer fiinf Jahre bei

. ihnen gelebt hat, kann auf die Frage:

,XOTAT 1 pyccKHe BOMHBI?“
ohne Zdgern antworten.
Zu sehen gibt es natiirlich auch einiges.

Ich kenne Absolventen, die simtliche So-
wjetrepubliken bereisten. Ein Erlebnis ist
auf alle Fille die Teilnahme an einer soge-
nannten Baubrigade sowjetischer Studen-
ten in den Sommerferien, auch flir den, der
nicht das Gliick hatte, mit ihr nach Sibi-
rien zu fahren.

Hier konnten nur ganz grobe Vorstellun-
gen vom Studium in der UdSSR vermittelt
werden. Wer mit dem Gedanken spielt,
sich dafir zu bewerben, sollte sich nach
Moglichkeit mit einem Absolventen unter-
halten. Rund 16 000 sind es in der ganzen
Republik (seit 1955). Ich denke, daB fast
alle von ihnen auf die entscheidende
Frage, ob sie wieder ins Ausland fahren
wiirden, mit Ja antworten wiirden.

Fiir die alpha-Leser wihlte ich zehn Aufga-
ben aus, die zu Aufnahmepriifungen an
Hochschulen der UdSSR fiir sowjetische
Schulabginger der 10. Klasse gestellt wur-
den. Auslandsstudenten werden delegiert
und brauchen keine Priifungen abzulegen.
In Heft 5/85 vertffentlichen wir die iiber-
setzten Aufgabentexte und die Losungen.
Viel Erfolg beim Losen der Aufgaben!

Aufgaben

A la Jlokasath, yTO 0pH TO60M HaTypa-
JIBHOM n BbIpaxxeHue
A, =112 4122041
n
menuTcsa Ha 133,

A2 4 [loka3aTh, YTO MPOM3BENEHME TPEX
MOCIEeNOBATENbHBIX HATYPANLHBIX YHCEN,
CpelnHee U3 KOTOPBIX eCTh KBAIpaT HATypa-
JIBHOTO YMcCia, AeauTca Ha 60.

A3 a Iloctponts rpacduk pynKIIEA
y=yxt+2x+1 +4x2=2x+1

a4 a JloKka3ars TOXIECTBO
1 _ 3 + 4

N N R A
A 5A Pemmnte ypasHerne

3x+4x =5
A6 A Pemnts ypasHenne

A+x+D)(x?+x+2)-12=0
A7a Pewnts ypaBHEHNE

V2x2+5x+2 +2x2+5x-9 =1
A8 A [lokasaTs, ¥TO

2(sin %o + cosSa)

—3(sin‘a + cos ‘) = —1
A 94 Pemiute ypaBHeHHE

€Os X cos2x = cos 3x

A10a Tlo ocHOBaHHIO @, GOKOBBIM CTO-
poHaM b M ¢ TpeyrojbHHKa OIpEICIHThb
OTpEe3KM, Ha KOTOpble GHMCCEKTpHCA BHYT-
PEHHETO yria IIpK BEPLUAHE OETUT OCHOBA-
HHe.

W.R. Dick



Rational oder irrational?

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

J. W. Schmidt

Sektion Mathematik,
Wissenschaftsbereich Numerik
Technische Universitat Dresden

Wenn man im Bereich der rationalen Zah-
len addiert, subtrahiert, multipliziert oder
dividiert (Division durch O natiirlich ausge-
schlossen), dann erhédlt man als Ergebnis
stets wieder eine rationale Zahl.

Fihrt man diese Rechenoperationen in der
Menge der irrationalen Zahlen aus, dann ist
das Ergebnis nicht immer eine irrationale
Zahl.

Beispiele:

() B:y2=46;
das Produkt der beiden irrationalen
Zahlen y3 und J2_ ist eine irratio-
nale Zah! (V6).

@ 3-412 =436 =6;

das Produkt der beiden irrationalen

Zahlen 43 und 412 ist eine ratio-
nale Zahl.

Die Beispiele (1) und (2) lassen erkennen,
daB im Falle der Multiplikation irrationaler
Quadratwurzeln aus natiirlichen Zahlen rela-
tiv leicht entscheidbar ist, ob das Produkt
rational oder irrational ist:

Wenn a, b natiirliche Zahlen und ya so-
wie yb irrational sind, dann ist 1/; . ‘/; ge-
nau dann rational, wenn a-b eine Qua-
dratzahl ist.

Wir stellen uns nun die Frage, wie es mit
der Summe irrationaler Quadratwurzeln
aus natiirlichen Zahlen ist.

Dazu betrachten wir zuniéchst ein einfa-
ches Beispiel:

@ 2+ =V(2+B)
=y2+2-y2-43 +3
=V5+2-y6

Das Ergebnis ist eine irrationale Zahl,
denn:

Da 1/3- irrational ist, ist es auch 2 \/6_ und

damit auch 5+2- \/6_ . (Produkt oder
Summe aus einer rationalen und einer irra-
tionalen Zahl k6nnen nicht rational sein,
weil sonst die irrationale Zahl als Quotient
bzw. Differenz rationaler Zahlen darstell-
bar wiire — im Widerspruch zur anfangs er-
wihnten Tatsache, daB man beim Rechnen
mit rationalen Zahlen nur rationale Zahlen
als Ergebnisse erhilt.)

Die Wurzel aus 5 +2- J—G_ muB dann eben-
falls irrational sein, weil die irrationale

Zahl 5+ 2- \/6_ nicht das Quadrat einer ra-
tionalen Zahl sein kann.

Die allgemeine Frage lautet nunmehr:

In welchen Fillen ist 1/; + ﬁ rational, in
welchen irrational, wenn a, b natiirliche

Zahlen und ya sowie yb irrational sind?

Es stellt sich heraus, daB \/; + ﬁ unter
den angegebenen Voraussetzungen stets ir-
rational ist!

Beweis:

In Analogie zum Beispiel (3) kann man
JE + ‘/E in der Form

\/a +bh+2- m darstellen.

Nun lassen sich zwei Fille unterscheiden:

1. ‘/E ist irrational.
Dann ist auch a+b+2-m

irrational und Ya + b +2- \/E
ebenfalls. (Die Begriindung dafiir ist be-
reits im Beispiel (3) gegeben worden.)

2. JE ist rational.
Dann mu8l a - b eine Quadratzahl sein, also
alle in der Primfaktorzerlegung vorkom-
menden Primzahlen in gerader Anzahl ent-
halten. Da a und b keine Quadratzahlen
sind (sonst wiren 1/a_ und Jb_ ja rationale
Zahlen), muB es fiirr a und b folgende Pro-
duktdarstellungen geben:
a=k2?-P;:P,...P,und
b= Iz'Pl'Pz...P,l.
Dabei sind k? und /? von 0 verschiedene
Quadratzahlen, die nicht weiter zerlegt zu
werden brauchen.
P, bis P, sind Primfaktoren, die in beiden
Produktdarstellungen noch je einmal vor-
kommen. (Mindestens einen solchen Prim-
faktor muB es geben, sonst wiren a und b
Quadratzahlen.)

Setzen wir P, P,...P, = P, so gilt:

a+b+2-Jab
=k2.P+12.P+2. kZ.II.Pz
=k*P+P-P+2ki-P
=P-(k?+ 2K + I?)
=P-(k+1y

Damit ist ¢ + b+ 2 yab als Produkt der
Quadratzahl (k + [)? mit den je einmal vor-
kommenden Primfaktoren Py, ..., P, darge-
stellt, ist selbst also keine Quadratzahl. Die
Whurzel daraus ist somit irrational.

W. Walsch

A 2578 o Es ist eine hinreichende und
notwendige Bedingung dafiir anzugeben,
dafB das Ungleichungssystem

2x;-1 + x; = 3a;,

X1 +2x23a,(i=1,2,3,4)
mindestens eine Losung (xp, x;, X3, X3, X4)
besitzt.

Kurzbiographie

Geboren am 4. 8. 1931 in Neukloster -
Schulbesuch in Biitzow, Neukloster und
Giistrow, 1951 Abitur an der John-Brinck-
man-Oberschule Giistrow — 1951 bis 1955
Mathematikstudium an den Universitiiten
Rostock und Greifswald, insbesondere bei
den Professoren R. Kochendorffer, W. Rinow
und F. v. Krbek — danach Dozent an der
Fachschule fiir Landwirtschaft in Greifs-
wald-Eldena — 1956 Beginn der Titigkeit
an der Technischen Hochschule bzw. Uni-
versitdt Dresden als Assistent bei den Pro-
fessoren F. A. Willers und H. Heinrich, 1959
Promotion, 1964 Habilitation, 1965 Ernen-
nung zum Dozenten fir Mathematik und
1967 Berufung zum Professor fiir Numeri-
sche Mathematik - Mitglied der Herausge-
bergremien zu den Zeitschriften Compu-
ting, Numerische Mathematik und ZAMM,
1973 bis 1984 gemeinsam mit F. Kuhnert
Herausgabe der Beitrdge zur Numerischen
Mathematik, etwa 80 wissenschaftliche Pu-
blikationen.
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Der Klub
Junger Mathematiker
der Stadt Greifswald

Am 1. Januar 1968 wurde der Klub Junger
Mathematiker am Haus der Jungen Pio-
niere Martin Andersen Nexé in Greifswald
gegriindet. In seinen Zirkeln, die die Klas-
sen 4 bis 12 umfassen, arbeiten zur Zeit
110 Schiiler mit. Hohepunkte der Zirkelar-
beit bilden die Olympiaden, Leistungsver-
gleiche mit den Klubs benachbarter Kreise
und die Ferienlager im Sommer.

Nachstehend einige Daten aus der Ent-
wicklung des Klubs:

1961 Im Oktober wird ein zentraler Zir-
kel fiir Schiiler der 8. Klasse eingerichtet,
der zweimal monatlich in der EOS zusam-
mentritt.

1962 Ein weiterer zentraler Zirkel fiir
Klasse 6 und 7 wird in der damaligen Saar-
landschule aufgestellt, ein dritter fiir Schii-
ler der EOS.

Bei der Bezirksolympiade fiir die Klasse 10
und 12 der Erweiterten Oberschulen bele-
gen Eckehard Gardebrecht (12) und Peter
Siemer (10) jeweils den 1. Platz.

1963 Fiir die Klassen S bis 12 wird je ein
Zirkel eingerichtet.

1964 Christoph Bandt (9) und Wolfgang
Striibing (10) erreichen bei der Bezirks-
olympiade die volle Punktzah! 40!

Das 1. Ferienlager wird fiir Klasse 5 in El-
dena im Haus am Bodden durchgefiihrt.
1967 Christoph Bandt erhilt bei der
IX. Internationalen Mathematikolympiade
in Cetinje (Jugoslawien) einen 1. Preis.
1968 Griindung des Klubs Junger Mathe-
matiker. Christoph Bandt erreicht bei der
X.IMO in Moskau einen 1. Preis.

1971 Andreas Stern (9) erreicht bei der
Bezirksolympiade 40 Punkte.

1972 Die Greifswalder Mannschaft belegt
erstmalig Platz 1 bei der Bezirksolympiade.
1974 1. Greifswalder Stadtolymplade der
4. Klassen.

Thomas Fiedler (10) erzielt 40 Punkte bei
der Bezirksolympiade.

1978 Katharina Herrmann (8) erreicht bei
der Bezirksolympiade 40 Punkte.

1979 Die 20. Kreisolympiade wird durch-
gefiihrt.

Das 15. Ferienlager fiir die Klasse 6 bis 8
findet in Briiel statt.

1981 Karin Schmidt (7) erzielt bei der Be-
zirksolympiade 40 Punkte.
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1982 Bei der Bezirksolympiade geht der
Wanderpokal fiir die erfolgreichste Mann-
schaft in den Besitz des Stadtclubs {iber.
1984 Uta Freiberg und Peter Abel (7) errei-
chen bei der Bezirksolympiade 40 Punkte.
Die 25. Olympiade (2. Stufe der
XXIV. DDR-Olympiade) wird durchge-
fiihrt. Das 20. Sommerferienlager findet in
Briie] statt.

Hinter diesen knappen Sétzen verbergen
sich angespannte Arbeit bei den Olympia-
den, interessante Zirkelnachmittage und
aufgelockerte Stunden in den Ferienlagern.
Alle mathematisch interessierten Schiiler
sind zur Mitarbeit im Klub Junger Mathe-
matiker aufgerufen. Die bei den Olympia-
den Ausgezeichneten werden von der
Klubleitung berufen. Aber auch diejeni-
gen, die nicht vordere Plitze belegt haben,
konnen in den Zirkeln mitarbeiten! Die
Teilnehmer treffen sich einmal woéchent-
lich.

Nicht jeder kann Preistriger werden, aber
alle kénnen mathematische Denk- und Ar-
beitsweisen im spidteren Beruf anwenden!

Aufgaben der

1. Greifswalder
Mathematikolympiade
am 26.3.1961

a) Schriftlicher Teil

Ala Der Kraftstoffverbrauch bei einer
Fahrt mit dem Motorroller Berlin iiber
235 km betrug 8 1.

Wie hoch ist der Verbrauch fiir 100 km?

A2a Nachdem 2 Traktoren die Friib-
jahrsbestellung auf einem 6,8 ha groBen
Feld in 2% Tagen durchgefiihrt haben, sol-
len sie die gleiche Arbeit auf einem 3,8 ha
groBen Ackerstiick in 1% Tagen erledigen,
ist das zu schaffen?

A3a Zwei gemischte Zahlen sollen so
ausgewihlt werden, daB ihr Produkt 100 er-
gibt! (Eine Losung geniigt!)

a4 A Zeichne einen Winkel von 60°, und
trage auf seinen Schenkeln die Strecken

ST =SU =5cm ab! (S ist der Scheitel des
Winkels!)

a) Konstruiere den Kreis, der die Schenkel
in T und U beriihrt!

b) Ist diese Konstruktion auch mdglich,
wenn sich die GroBe des Winkels dndert?
(Begriindung!)

c) L#Bt sich der Kreis beim Winkel von 60°
auch dann noch konstruieren, wenn
ST=7cm und SU=S5cm ist? (Begrin-
dung!)

b) Miindlicher Teil
(Auswahl aus 38 Aufgaben)

1. Ein Nagel wiegt 2i g. Die LPG kauft

2
10 kg.
2. Ein Traktorist pfliigt 2 ha, ein anderer in
der gleichen Zeit 15800 gqm. Wer schafft
mehr?
3. Eine Strecke von 60m Linge soll im
MaBstab 1:100 gezeichnet werden. PaBt
sie ins Heft?
4. Wie groB ist die Summe aller Augen auf
einem Wiirfel?
5. In welchen Dreiecken halbiert die Hohe
die Grundseite?
6. Der Basiswinkel eines gleichschenkligen
Dreiecks ist 42°. Wie groB sind die anderen
Dreieckswinkel?
7. In einem Eimer befinden sich 51 Was-
ser. Man gieBt 500 cm® dazu. Wieviel Was-
ser ist jetzt im Eimer?

Bilder von der 25. Kreisolympiade:
Auszeichnung und Er6ffnung




8. Ein Schiiler berechnet die Diagonale
eines Quadrats von 4m Seitenlinge zu
8 m. Was sagst du dazu?

9. Eine LPG will eine rechteckige Koppel
von 150m Linge und 80m Breite mit
einem Elektrozaun abstecken. Wieviel
Draht wird bendtigt? (Welche Fliche wird
eingeziunt?)

10. Die Seite eines 6 m langen Quadrats
wird verdoppelt. Wie verindert sich der
Fliacheninhalt?

11. Welcher Bruch ist groBer:

E
EP BT L

12. Jemand hat 100 DM gespart. Wie oft

kann er 8,50 DM abheben?

13. Eine Ziege ist an einem 4 m langen
Strick angepflockt. Welche Fliache kann sie
abgrasen? (rund)

14. Welche Zahl ist groBer:
(—18) oder (—10)?

15. Die Bahn eines Sputniks hat einen
Durchmesser von rund 14000 km. Welche
Strecke legt er bei einer Erdumkreisung
rund zuriick?

16. Eine Klasse von 20 Schiilern sammelte
150 kg Schrott, eine von 30 Schiilern
200 kg. Welche Klasse war fleiBiger? (Be-
griindung!)

17. 1 Zoll sind 2,54 crm. Wieviel Zoll sind
30 cm? (rund)

18. Ein Wiirfel hat 2 m Kantenlinge. Wie
verindert sich sein Volumen, wenn die
Kantenlinge verdoppelt wird?

19. Wieviel Augen kann man mit 3 Spiel-
wiirfeln mindestens und héchstens werfen?

20. In einer Klasse von 32 Schiilern sind
3mal so viele Middchen wie Jungen. Wie
viele Middchen und Jungen hat die Klasse?

21. Fritz verlor beim Wiirfeln die Hilfte
seiner Niisse und noch eine halbe NuB
(aber ohne eine NuB zu zerschlagen). Nun
hatte er noch 12 Niisse.

22. Eine Turmuhr schlidgt 2 Uhr in 3 Se-
kunden. Wie lange braucht sie, um 4 Uhr
zu schlagen?

23. Welche Moglichkeiten gibt es, mit 3
Wiirfeln 5 Augen zu wiirfeln?

24. Bei der gestrigen Jagd schossen Herr M
ein Drittel, Herr K ein Viertel aller Hasen,
wihrend die iibrigen Teilnehmer die Hilfte
der Hasen schossed. Was sagst du dazu?

28. Zu einem Klassenausflug erschienen
nur 36 Schiiler. Es waren a) 4 mehr, b) 4
weniger als % der Klasse.

33. Schreibe die Zahl 11 Tausend 11 Hun-
dert 11! (im Kopf)

34. Wie groB ist der Unterschied zwischen
3 Komma 9 und 3 Komma 10? (im Kopf)

38. Im Gesetz iiber den Siebenjahrplan
heiBt es, daB durch die Hochsee- und Kii-
stenfischerei 1965 215000t Fisch gefangen
werden sollen. Wieviel kg sind das?

Wie Euklids Elemente
nach China kamen

Als im Jahre 1583 die ersten europdischen
Missionare in China eintrafen, befand sich
unter ihnen der Jesuitenpater Matteo Ricci
(1552 bis 1610), der am Jesuitenkollegium
in Rom eine fur damalige Verhiltnisse her-
vorragende mathematische Ausbildung bei
dem bedeutenden Mathematiker Christoph
Clavius (1537 bis 1612) erhalten hatte.
Ricci gelang es durch diese guten mathe-
matischen und astronomischen Kennt-
nisse, die Aufmerksamkeit chinesischer
Gelehrter auf sich zu ziehem und ihre

Hochachtung zu erringen. So erhielt er Zu-
tritt zum kaiserlichen Hof, und unter die-
sem michtigen Schutz konnten die Jesu-
iten dann endlich die angestrebte Mis-
sionstitigkeit entfalten. Ricci schrieb in
chinesischer Sprache Biicher iiber prakti-
sphirische Geometrie,

sche Arithmetik,

den Gebrauch des Astrolabiums u. a. und
zeichnete die erste in Europa bekannt ge-
wordene Karte Chinas. Nach einer Teilaus-
gabe 1595 gab er 1603 bis 1607 gemeinsam
mit chinesischen Mathematikern die erste
vollstindige chinesische Ubersetzung der
Elemente des Euklid (um 300v.u.Z. in Ale-
xandria) heraus. Die vordergrundnge Ab-
sicht war es, die Chinesen mit der Uberle-
genheit abendlidndischer Wissenschaft zu
beeindrucken. So kann man feststellen,
daB das beriihmteste mathematische Buch
aller Zeiten neben vielen anderen Zwecken
auch schon politischen Zielen gedient hat..

P. Schreiber

Ala Ask your friend to jot down his or
her age in full years. Then get your friend
to carry out the following operations:

1) Multiply the number by 5.

2) Add 25 to the result.

3) Multiply the sum by 2.

4) Add the number of the day of the week
on which he or she was born. (Use Mon-
day as day one.)

5) Subtract 50 from the sum.

When the friend gives you the final out-

come, you can tell immediately how old he

or she is and on what day of the week he or
she was born.

How can you tell and why does it work?

A2a Quelest le rayon du plus grand cer-
cle que I’on peut tracer sur un échiquier et
qui ne passe que sur les cases blanches?
Prenons comme unité le coté d’une case.

A3 a Jai deux fois 'dge que vous aviez
quand j’avais 1’dge que vous avez. Quand
vous aurez I’dge que j’ai, nous aurons a
nous deux 63 ans. Quel est mon dge? Quel
est le votre?

A4a Ap6ys pasgenmmu TpemsA paape-
3aMHA HOXa Ha 7 4YacTed, a Korga ero
CBHENH, TO Ha CTOJIE OKa3aloCh 8§ KOPOK.
Bropoit ap6y3 pa3menmin YeTHIpLMS Dpa3-
pe3aMH Hoxa Ha 10 yacren. Korma crenm

€ro, TO Ha CTOJIeé OT HEero OCTAIOCh 12 Ko-
pok. Tpernii ap6y3 pasmelnmin 4YeTHIPHMSA
pa3pe3aMH HOXa Ha 15 yactef. Kak pa3spe-
34nm ap6y3bl H CKONBKO KOPOK OCTAJIOCh
OT mociiegaero?
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In freien Stunden - alpha-heiter

Aus: Sluota, Vilnius, Hillar Metz

Ein pythagoreisches Pirchen

Dr. P. Schreiber, Greifswald

Ein Wigeproblem

Drei Jungen mit Vornamen Peter, Martin und Wen-
zel iiberpriiften ihr Gewicht auf einer Dezimal-
waage. Es stellten sich aber jeweils zwei dieser Jun-
gen zugleich auf die Waage. Fiir Peter und Martin
zeigte die Waage 83 kg, fiir Peter und Wenzel 85 kg,
fiir Martin und Wenzel 88 kg an.

Wieviel wiegt jeder dieser drei Jungen?

Eine Schulolympiadeaufgabe (K. 7)
aus der Math. Schiilerzeitschrift rozhledy, Prag

\ Aus: Eulenspiegel 13/82
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Ein interessantes Beriihrungsproblem

Kann man auf einem Tisch acht gleichartige Miin-
zen so anordnen, daB sie sich in 14 Punkten beriih-

ren? . PR
plus-minus, math. Schiilerzeitschrift, Bialysiok

Island-Story

Ein Professor auf Reisen bemerkte, daB der Platz in
dem kleinen Verschlag, wo er {ibernachten mubBte,
fir ihn nicht ausreichte. Deshalb iiberlegte er: ,Ich
mufB mich quer legen.“ Er maB den Raum aus, der
1,65 m lang und 88 cm breit war. Nachdem er einen
Moment iiberlegt hatte, sagte er zu sich selbst:
,Das reicht; wenn ich mich quer lege, habe ich
noch 7 cm mehr Platz, als ich brauche.”

Wie groB war der Professor?
Aus einem isldndischen Mathematikbuch

Folgerichtige Erginzung

Das leere Quadrat in der letzten Spalte ist durch
eines der Muster 1 bis 6 so zu ersetzen, daB die
letzte Spalte in der gleichen Weise folgerichtig fort-
gesetzt erscheint wie die beiden Spalten davor.

Aus einer bulgarischen
Jugendzeitschrift
b
G
r. N \
K
~ 4\ @,
.
3K
1 2 3
DDV
4 5 )

Wie alt bin ich?

Im Jahre 1981 ist mein Alter gleich der Summe der
Ziffern des Jahres, in dem ich geboren bin. Wie alt

bin ich?
Aus dem Arany-Daniel-Wettbewerb,
Anfdnger bis 15 Jahre, Ungarische VR



Knobelei mit dem Taschenrechner

Suche symmetrische Summen!
Man versteht darunter:
Nimm eine mehrstellige Zahl, z. B. 87

addiere ihre Umkehrung + 78
165

addiere ihre Umkehrung + 561
726

addiere ihre Umkehrung + 627
1353

addiere ihre Umkehrung + 3531
4884

Jetzt ist eine symmetrische Zahl entstanden. Nur
wenige Ausgangszahlen ergeben innerhalb der Ta-
schenrechnerkapazitit keine symmetrische Summe.

Probiert’s mal!
Aus: Gilde/Altrichter: SpaB3 mit dem Taschenrechner,
Fachbuchverlag, Leipzig

Kryptarithmetik

a) Setze die Ziffern 1 bis 9 so in die Kistchen ein,
daB alle neun Ziffern verwendet werden und die

vorliegenden Gleichungen erfiillt sind!
Quant, math. Schiilerzeitschrift, Moskau

O+0-00+0 -
-0-0-0: 00

b) Welche Zahl entspricht der Gleichung
(r+o0+m+a)*=roma?

Mathematicko-fizika-list,

Jugoslawische Schiilerzeitschrift, Beograd

c) Bestimme alle Ziffern x, fiir die x*+ x = x0
gilt!

Gazeta Matematika,

rumdnische Schiilerzeitschrift, Bukarest

d) Bestimme alle natiirlichen Zahlen a, b, c, flir die
ab = 144, bc = 240, ac = 60 gilt!

Hisab, dthiopische Schiilerzeitschrift, Addis Abeba
Kombiniere!

Fiihre die angegebenen Rechenoperationen aus!

Aus: Mathematicus 4, spanisches Mathematiklehrbuch,
vorgestellt auf der Internat. Buchausstellung (IBA), Leipzig

Uberpriife deine Beobachtungsgabe!

a) Wieviel Dreiecke findest du in diesem Mosaik
(Bild links)?

L]

b) Das Mosaik in Bild rechts besteht aus Quadraten
dreier verschiedener GroBenordnungen. Wieviel

Quadrate sind es insgesamt?
Aus: J. A. Alenkow: Mathematische Schatztruhe, Kiew

B. Stankowitsch, aus Jesch, Beograd

Nur zum SpalBl

Larry gab Mike % seiner Murmeln. Mike gab Tom
% der Murmeln, die Larry ihm gab. Tom gab Sam ¥,
der Murmeln, die Mike ihm gab. Welchen Bruchteil

von Larrys Murmeln hatte Sam?
Mathematical Pie, englische Schiilerzeitschrift, London

g5 oms il
He P iia 6%‘ ¢

Dallos, aus Ludos Matyi, Budapest
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XXV. Olympiade

Junger Mathematiker /

der DDR

Aufgaben der Schulolympiade

Abgabe beim Mathematiklehrer: Ende September 1985

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prizise formuliert
und bewiesen werden. Der LOsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankenginge und
Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen. Die Lo-
sungen werden im Oktober 1985 verdffent-
licht.

Hinweis: Unter den Aufgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist
es die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teil-
aufgaben von steigendem Schwierigkeits-
grad bestehen. Dabei ist Teil a) meist recht
einfach zu 16sen und gibt in der Regel
Hilfe fiir die Losung der anderen Teilauf-
gaben. Die Losung der letzten Teilaufgabe
stellt bewuBt hohe Anforderungen. Diese
Teilaufgabe ist vorwiegend fir die lei-
stungsstirkeren Schiiler gedacht. Es wird
empfohlen, {iber diese anspruchsvollen
Aufgaben in Klassen und Arbeitsgemein-
schaften zu diskutieren.

Anmerkung: A ABC bezeichnet im folgen-
den die GroBe des Winkels 4 ABC. Femer
bezeichnet AB die Strecke mit den End-
punkten A und B, wihrend 4B die Linge
der Strecke AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

250511 Die Teilflichen der dargesteliten

Figur lassen sich

a) zu einer Quadratfliche und

b) zu einer Rechteckfliche, die keine
Quadratfliche ist, zusammensetzen.

Gib je eine Moglichkeit dafiir an!

220512 Bei einem Gruppenfest im Pio-
nierlager verabreden 17 Kinder folgendes
Spiel:

Es wird im Kreis herum immer wieder von
1 bis 7 gezihlt, wobei sich jedes siebente
Kind aus dem Kreis entfernen soll und
dann auch beim weiteren Zihlen nicht

90 - alpha, Berlin 19 (1985) 4

mehr beriicksichtigt wird. Wer zuletzt iib-
rigbleibt hat verloren und mu8 einen Pfand
geben. Frank Pfiffig darf vorschlagen, bei
welchem Kind mit dem Abzihlen begon-
nen werden soll. -
Er will seinen Freund Norbert Norgel ir-
germ und beginnt mit dem Abzédhlen so,
daB dieser verliert.

Wie kann er das erreichen?

250513 Drei Kunden in einem Eisenwa-
rengeschift kauften Schrauben. Jede
Schraube kostete 7 Pfennig. Der zweite
Kunde kaufte vier Schrauben mehr als der
erste Kunde. Der dritte Kunde kaufte dop-
pelt so viele Schrauben wie der zweite
Kunde. Die drei Kunden bezahlten dafiir
insgesamt 5 Mark und 32 Pfennig.

Wieviel bezahlte der dritte Kunde?

250514 In jedem der Bilder a, b, ¢ solien
die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 in die
Kreise eingetragen werden. Jede dieser
Zahlen soll (jeweils bei einer solchen Ein-
tragung) genau einmal vorkommen. Fiir
einige Kreise ist die einzutragende Zahl
bereits vorgeschrieben. Ferner soll fiir jede
Eintragung folgendes gelten: Addiert man
auf je einer Dreiecksseite die vier Zahlen,
so ergibt sich bei jeder der drei Seiten die-
selbe Summe.

Bild a)

a) Finde eine Eintragung in Bild a, bei der
sich fiir jede der drei Seiten die Summe 17
ergibt!

b) Finde moglichst viele Eintragungen in
Bild b, bei denen sich fiir jede der drei Sei-
ten die Summe 21 ergibt!

¢) Finde moéglichst viele Eintragungen in
Bild c, bei denen sich fiir jede der drei Sei-
ten derselbe Wert der Summe ergibt! Gib
zu jeder dieser Eintragungen diesen Wert
an!

Olympiadeklasse 6

250611 Auf einem (3 x3)-Felderbrett sol-
len drei Spielsteine so aufgestellt werden,
daB sie sich gegenseitig nicht bedrohen.
Dabei soll ein Spielstein genau diejenigen
Felder bedrohen, die in der gleichen waa-

" gerechten oder in der gleichen senkrechten

Reihe wie er liegen.

a) Zeichne alle moglichen Stellungen der
geforderten Art fiir drei solcher Spiel-
steine!

b) Wie viele verschiedenartige Stellungen
gibt es, wenn je zwei Stellungen genau
dann als verschiedenartig gelten, wenn die
eine nicht aus der anderen durch Drehung
um das Mittelfeld hervorgehen kann?

J

mathe

+ olym
+ pi

+ ade

klasse
In dem abgebildeten Kryptogramm sind
fiir die Buchstaben Ziffern (0, 1, 2, 3, 4, S,
6, 7, 8, 9) so einzutragen, daB fir gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern stehen und die
Aufgabe richtig gerechnet ist.

Ferner wird folgendes gefordert:

(1) Esgilt o =m und p =t und y = q, wih-
rend sonst fiir verschiedene Buchstaben
stets verschiedene Ziffern einzusetzen
sind.

(2) a ist zwei Drittel von m.

(3) e ist zwei Drittel von a.

(4) Die Summe von a und s ist gleich m.
(5) d ist kleiner als h.

a) Zeige, daB es genau eine Eintragung
gibt, die alle diese Forderungen erflillt,
und gib diese Eintragung an!

b) Wieviel solche Eintragungen gibt es,
wenn man auf Forderung (5) verzichtet?

250613 Dirk und Jorg trafen sich in der
Erfassungsstelle fiir Sekundarrohstoffe.
J6rg hat sein Altpapier in mehrere Pack-
chen zu je 5kg gebiindelt und auBerdem
noch 3 kg loses Papier. Dirk liefert 32 kg
Papier ab.

Als beide ihr Sammelergebnis vergleichen,
stellen sie auch fest, daB sie zusammen
mehr als 50 kg Altpapier gesammelt hat-
ten.

Wie viele Biindel zu je S kg kann Jorg ab-
geliefert haben, wenn wir auBerdem noch
wissen, daB Dirk mehr Altpapier als Jorg
hatte? Gib alle Méglichkeiten an!

250614 In dem Bild ist — auf einem (mit
diinnen Linien gezeichneten) Hintergrund
von Quadraten und ihren Diagonalen -
mit dicken Linien ein Ornament gezeich-
net.

250612



Uberpriife mit durchsichtigem Papier (oder
Folie), ob das Ornament axialsymmetrisch
ist! Uberpriife ferner, ob es Drehungen
gibt, bei denen das Ornament sich selbst
als Bild hat!

Ist beides der Fall, so nenne
a) die Anzahl aller Symmetrieachsen
des Ormaments,

b) alle diejenigen Drehungen, bei denen
das Ornament sich selbst als Bild hat!
Zu Aufgabe a) zeichne auch das Ornament

und alle seine Symmetrieachsen!

Olympiadeklasse 7

250711 In einer Tiite befindet sich 1kg
Zucker. Mit Hilfe einer Balkenwaage mit
zwei Waagschalen (jede ausreichend groB
fiir 1 kg losen Zucker) und genau einem
50-g-Wigestlick sollen 300 g Zucker abge-
wogen werden.

Zeige, daB das mit nur drei Wigungen
moglich ist!

250712 Ermittle alle zweistelligen natiir-
lichen Zahlen, die folgenden Bedingungen
geniigen:

(1) Die Differenz der beiden Ziffern be-
trdgt 5.

(2) Vertauscht man Zehnerziffer und Ei-
nerziffer miteinander, so entsteht eine
zweistellige Zahl, deren Doppeltes um 4
groBer ist als die urspriingliche Zahl.

250713 Die Schiiler Gerd und Uwe dis-
kutieren iber folgende Forderungen, die
an ein konvexes Viereck ABCD gestellt
werden (siehe Bild):

c
D
50°
M
70°
A 8

Es soll AB = BC = 4D gelten, und wenn M
der Schnittpunkt der beiden Diagonalen
AC und BD ist, so soll der Winkel 5 BMA
die GroBe 70° und der Winkel 4 BCM die
GrdBe 50° haben. Gerd behauptet, daB
durch diese Forderungen die GroBe des
Winkels x5 DAM eindeutig bestimmt ist.

Uwe vertritt die Meinung, daBl es konvexe
Vierecke gibt, die diese Forderungen erfuil-
len, aber unterschiedliche GriéBen des
Winkels x DAM aufweisen.

Wer hat recht?

250714 Von einem Rechteck ist be-
kannt:

(1) Die beiden lingeren Seiten des Recht-
ecks sind jeweils S cm ldnger als die kiirze-
ren.

(2) Wenn man jede Seite des Rechtecks
um 10 cm verlingert, wird der Flichenin-
halt des Rechtecks um 430 cm? groBer.
Ermittle die Seitenlingen des urspriingli-
chen Rechtecks!

Olympiadeklasse 8

250811 a) Es sei b diejenige Zahl, die
man erhilt, wenn man die Zahl um 50%
vergroBert.

Um wieviel Prozent muB diese Zahl b ver-
kleinert werden, um wieder die Zahl 30 zu
erhalten?

b) Uberpriife, ob die fiir die Zahl 30 gefun-
dene Aussage bei gleicher Aufgabenstel-
lung auch fiir jede beliebige positive Zahl a
zutrifft.

250812 In einer Arbeitsgemeinschaft Ma-
thematik stellen sich die Schiiler gegensei-
tige Aufgaben.

Rainer stellt folgendes Kryptogramm zur
Diskussion:

Hokok] T - dek

TRREERS
*okkKK

TEFRFHGS

Fiir jedes Zeichen * soll eine Ziffer so ein-
gesetzt werden, daB eine richtig gerechnete
Aufgabe entsteht. Die eingesetzten Ziffern
diirfen einander gleich oder voneinander
verschieden sein. Giinter ist der Meinung,
daB es zu dieser Aufgabe keine L&sung
gibt.

Hat er damit recht?

Begriinde deine Antwort!

250813 Beweise folgenden Satz:

Die Summe zweier aufeinanderfolgender
natiirlicher Zahlen, die beide nicht durch 3
teilbar sind, ist stets durch 3 teilbar.

Ein Quader habe die Kantenlingen a, 2a

a . . .
und 2 wobei a vorgegeben ist. Von die-
sem Quader werde ein gerades Prisma ab-
getrennt. Die HOhe dieses Prismas habe

R a . " ..
die Linge —, seine Grundfliche sei ein

2
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit
der Schenkellinge a. Der Restkorper sei
ein Prisma mit trapezformiger Grundfli-
che.

a) Zeichne den Restkorper in Kavaliersper-
spektive und wihle dafiir a = 6 cm!

b) Ermittle das Volumen des RestkSrpers
in Abhidngigkeit von a!

c) Gib das Verhiltnis der Volumina des
Restkorpers und des Quaders an!

Olympiadeklasse 9

250911 Aus den Ziffern 1, 9, 8, 5 seien
alle moglichen vierstelligen Zahlen gebil-
det, wobei jede der Ziffern in jeder dieser
Zahlen genau einmal vorkommen soll.
Ermitteln Sie die Anzahl aller derartigen
Zahlen, die a) durch 2, b) durch 3, ¢) durch
4, d) durch 5, e) durch 6 teilbar sind, und
geben Sie diese Zahlen jeweils an!

250912 Emmitteln Sie die Anzahl aller
derjenigen Paare (g, b) einstelliger natiirli-
cher Zahlen a und b, fur die
a<a, b<bugilt

Dabei gilt die 0 als einstellige Zahl, und
mit a, b sei diejenige Dezimalzahl bezeich-
net, die die Ziffer a vor dem Komma und
die Ziffer b nach dem Komma hat.

250913 Man beweise: Fiir jede natiirliche
Zahl n mit n 2 6 ist es méglich, eine Qua-
dratfliche in n (nicht notwendig kon-
gruente) Teilquadratflichen zu zerlegen.

250914 Drei Kreise mit dem gegebenen
Radius r mogen so in einer Ebene liegen,
daB jeder die beiden anderen beriihrt. An
je zwei dieser drei Kreise werde diejenige
gemeinsame Tangente gelegt, die keinen
Punkt mit dem dritten Kreis gemeinsam
hat. Mit diesen drei Tangenten hat man
ein gleichseitiges Dreieck konstruiert.
Berechnen Sie den Flicheninhalt dieses
Dreiecks in Abhidngigkeit von r!

Hinweis: Fiir Zahienwerte, die bei der Fli-
cheninhaltsangabe auftreten, ist eine Ver-
wendung von Naherungswerten zugelassen
(aber nicht gefordert); dann jedoch mit
einer Angabe - und Begrindung —, auf
wie viele Dezimalstellen der Nidherungs-
wert genau ist.

Olympiadeklasse 10

251011 a) Beweisen Sie unter Verwen-
dung des Tafelwerkes, dalB

V5 + 8 <6 + 7 gilt!

b) Beweisen Sie die Giiltigkeit dieser Un-
gleichung ohne Verwendung von Nihe-
rungswerten flr die Wurzeln!

251012 Drei Mathematiklehrer, die am
selben Tag Geburtstag hatten und von de-
nen jeder zu diesem Zeitpunkt jiinger als
50 Jahre, aber élter als 20 Jahre war, trafen
sich beim gemeinsamen Geburtstagsfest.
Jeder von ihnen hatte zwei Kinder; er-
staunlicherweise hatten auch alle diese
sechs Kinder am selben Tag Geburtstag.
Wihrend eines Gespriches sagte der iltere
von ihnen: ,Ich bin heute S%mal so alt wie
mein Sohn und 1lmal so alt wie meine
Tochter geworden. Wenn meine Tochter so
alt sein wird, wie mein Sohn jetzt ist, dann
werde ich 6mal so alt sein wie sie und 4mal
so alt wie mein Sohn.“

Nach kurzem Uberlegen stellte der zweite
Mathematiklehrer fest, daB diese Angaben
auch fir ihn und sein dlteres und jiingstes
Kind zutreffen.
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Jetzt rechnete auch der jlingste von ihnen
nach und sagte: ,Es ist doch merkwiirdig,
die gleichen Aussagen gelten auch fiir
mich und meine beiden Kinder, obgleich
wir drei Lehrer doch verschieden alt
sind.“

Stellen Sie fest, ob es fiir die drei Lehrer
und ihre Kinder Altersangaben gibt, bei
denen alle diese Aussagen zutreffen und
ob durch die Aussagen die Altersangaben
eindeutig bestimmt sind! Wenn das zu-
trifft, geben Sie das Alter der drei Lehrer
und ihrer Kinder an!

251013 Der Querschnitt eines Kanals
habe die Form eines gleichschenkligen
Trapezes. Seine parallelen Seiten seien
waagerecht, die lingere oben, die kiirzere
unten (Sohle des Grabens). Die schrigen
Seitenwinde seien gegen die lotrechte
Richtung um 30° geneigt. Wegen der gefor-
derten DurchfluBmenge soll der Quer-
schnitt einen vorgegebenen Flicheninhalt
F besitzen. AuBerdem ist die Lange a der
kiirzeren der parallelen Seiten des Quer-
schnitts (Sohle des Grabens) vorgege-
ben.

Ermmitteln Sie die Tiefe t des Kanals in Ab-
hingigkeit von a und F! Diese Aufgabe
wurde zunéichst unter Verwendung trigono-
metrischer Verfahren bearbeitet. Am nich-
sten Tage trug J6rg eine Losung ohne Ver-
wendung der Trigonometrie vor.

Man gebe eine derartige Losung an.

251014 Stellen Sie die Zahl 1985

a) im 2adischen Positionssystem
(Dualsystem)

b) im 3adischen Positionssystem dar!

¢) Woran erkennt man bei den
Darstellungen in diesen
Positionssystemen, daB die Zahl
ungerade ist?

Anmerkung: Unter der Darstellung einer

Zahl im m-adischen Positionssystem ver-

steht man diejenige, die die Basis m und

die Ziffern 0, 1, ..., m — 1 benutzt; vgl

Lehrbuch Klasse 9, Seiten 81 bis 83.

Olympiadeklassen 11/12

251211 Man ermittle alle diejenigen
Paare (x;y) reeller Zahlen, die das fol-
gende Gleichungssystem (1), (2) erful-
len.

x2+y=1. 1)

x+y’=1. 2)
251212 Einem Kreis k mit dem Radius
r =1985 mm sei ein gleichseitiges Dreieck
ABC einbeschrieben. Ferner schneide eine
durch C verlaufende Gerade s die Gerade
g durch 4 und B in einem Punkt G und
den Kreis k in einem weiteren von C ver-
schiedenen Punkt K.
Man beweise, daB bei jeder Wahl der Gera-
den s unter den genannten Voraussetzun-
gen das Produkt CG-CK denselben Wert
hat und berechne diesen Wert.

Fortsetzung auf Seite 93 (Mitte unten)
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XXIV. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Losungen der Kreisolympiade

Klassenstufe 8 bis 10

\C,
N/

Olympiadeklasse 8

240821 Es sei x die Anzahl der Tage, an
denen es vormittags und nachmittags son-
nig war, y die Anzahl der Tage, an denen
es vormittags sonnig und nachmittags reg-
nerisch war, z die Anzahl der Tage, an de-
nen es vormittags regnerisch und nachmit-
tags sonnig war.

Da es nach (4) keinen Tag gab, an dem es
vormittags und nachmittags regnerisch
war, folgt aus (1) und (2), daB jeder Tag ge-
nau eine der drei bei x, y und z genannten
Wetterverteilungen aufwies. Die gesuchte
Anzahl der Tage, die Klaus im Ferienlager
war, ist somit x +y + z. Aus (3), (5) bzw.
(6) folgt

ytz=7,
x +z=5
bzw. x+y =6.

Addiert man diese drei Gleichungen,

so ergibt sich 2-(x +y + z) = 18,

also x + y + z = 9. Die gesuchte Anzahl
148t sich also eindeutig ermitteln,

sie betriigt 9.

Weiter folgt x=9-7=2,
y=9-5=4,z=9-6=3und

damit fiir die Wetterverteilung:

An genau 2 Tagen war es vormittags und
nachmittags sonnig, an genau 4 Tagen war
es vormittags sonnig und nachmittags reg-
nerisch, an genau 3 Tagen war es vormit-
tags regnerisch und nachmittags sonnig.
Wie eine Uberpriifung der Angaben (1) bis
(6) zeigt, gelangt man mit diesen Anzahlen
zu einer (nach den Angaben) moglichen
Wetterverteilung, z.B. in der folgenden Ta-
belle:

Tag 1 23 45 6 7 8 9
Vormittag s s s s § s r r r
Nachmittags s r r r r s s S
240822 Der Umkreismittelpunkt des

Dreiecks ABC sei M, der Umkreisradius sei
r. Im Umkreis ist 4 BAC Peripheriewinkel

iiber der Sehne BC und 5 BMC der zugeho-
rige Zentriwinkel. Daher hat 5 BMC nach
dem  Peripherie-Zentriwinkel-Satz  die
GroBe 2-30°=60°% nach dem Innenwin-

kelsatz, angewandt auf ABMC, gilt also
A BMC + 5 MCB = 120°. 1)
Ferner ist wegen CM = BM = r das Dreieck
BCM gleichschenklig mit
AMBC= xMCB.
Aus (1) und (2) folgt
% MBC = 5 MCB = 60°, also ist ABCM so-
gar gleichseitig, womit BC = r bewiesen ist.
240823 Die geforderte Ungleichung ist

nur fiir positive Zahlen moglich, und fur
diese ist sie dquivalent mit

@

15 x 11 . ., 105 77
H>7>f’ dies mit 11 >x> 15
und dies wird wegen

105 6 177 2

—— =9—,——=5-C— genau von

11 1115 15
den natiirlichen Zahlen x =6, 7, 8, 9
erfullt.

240824 1. Jeder der beiden Teile hat eine
Gestalt, die aus einem Rechteck der Sei-
a

> =
steht, indem an allen vier Ecken Quadrate
der Seitenlinge x = 25 mm herausgeschnit-
ten sind. Ein daraus hergestellter oben of-
fener quaderformiger Kasten der Hohe
x = 25 mm hat als Grundfliche ein Recht-

tenlingen 180 mm, b =120 mm ent-

%—2x=130mm,

eck der Seitenlingen
b—2x=70mm.
Dabher ist sein Volumen
V=130 mm-70 mm- 25 mm
= 227500 mm>.
2. Mit gleicher Begriindung wie in 1. ergibt
sich

2
3. Als Lingenangabe muB x positiv sein.
Ferner wird ein Herstellen der genannten
Kisten genau dann moéglich, wenn auch

V=(1—2x)-(b—2x)-x.

%— 2x und b—2x als Lingenangaben

(nidmlich fir Kantenlidngen eines Kastens)
positiv sind, d. h. genau dann, wenn aufer
der Uhgleichung x >0 auch die Unglei-
chungen

a_
2

. a
Diese sind dquivalent mit 2x < 2 und

% und x_< 22
Die gesuchten Werte sind also alle diejeni-
gen positiven Werte x, die kleiner sind als
die kleinere der beiden Lingenangaben
a

T

2x >0 und b — 2x > 0 gelten.

2x < b und diese mit x <
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240921 Ankes Behauptung ist wahr. Dies
kann folgendermaBen bewiesen werden:
Gibe es eine Liste, in der 510 Personen
stehen, von denen keine zwei das gleiche
Datum als Geburtstag haben, so gibe es
mindestens 510 verschiedene Daten, d. h.
mindestens 510 verschiedene Tage im
Jahr. Da das nicht zutrifft, gibt es keine
solche Liste, w.z.b. w.

Bertolds Behauptung ist falsch. Beispiels-
weise kann man eine Liste von 510 Perso-
nen so zusammenstellen, daB jeder der er-
sten 255 Tage des Jahres das Geburtsda-
tum von genau 2 dieser Personen ist. Auf
einer solchen Liste befinden sich dann
keine drei Personen mit gleichem Geburts-
tag, w.z.b.w.

240922 a) Fiir jedes reelle x <5 ist das
b
S—-x
valent (wie das Multiplizieren mit der posi-
tiven Zahl S — x bzw. fir die umgekehrte
SchluBweise das Dividieren durch diese
Zahl zeigt) mit x <20 —4x, dies mit

5x < 20 und dies mit x < 4.

b) Fiir jedes reelle x > 5 ist das Bestehen
x
5—-x
das Multiplizieren mit der negativen Zahl
5 — x bzw. fiir die umgekehrte SchluBweise
das Dividieren durch diese Zahl zeigt) mit
x> 20— 4x, dies mit x >4, was aber be-
reits fir alle Zahlen x > S gilt, d. h. fur
diese mit der urspriinglichen Bedingung
x > 5 dquivalent ist. Da fir jedes reelle
x *+ 5 entweder x <5 oder x> 5 gilt, ist
mit a) und b) bewiesen: Die gesuchten
Zahlen sind genau diejenigen reellen Zah-

len x, fir die x <4 oder x > 5 gilt.

240923 Aus AB = DC, 5 ABE = 5 DCF
und BE = FC folgt AABE = ADCF, also
4 BAE = 4 CDF. Daher ist AADS
gleichschenklig mit x DAS = 5 ADS.
Wegen A FES = 4 DAS und

% EFS = X ADS (entweder Stufenwinkel
oder Wechselwinkel) ist folglich auch
AEFS gleichschenklig mit x FES = 2 EFS.
a) Liegen die Punkte B, E, F, C in dieser
Reihenfolge auf BC, so gilt A4S > AE. Da
ferner AE im rechtwinkligen Dreieck ABE
als Hypotenuse die lingste Seite ist, gilt
erst recht AS > AB = AD. Somit ist das
Dreieck ADS nicht gleichseitig; es gilt
60°+ 5 ASD = 5 ESF; also ist auch das
Dreieck EFS nicht gleichseitig.

Bestehen der Ungleichung < 4 dqui-

der Ungleichung < 4 dquivalent (wie

o c 0 ¢
h A
d 5
7 :
7 [
A 8 A 4
£

b) Liegen die Punkte B, F, E, C in dieser
Reihenfolge auf BC, so gilt: Wire AEFS
gleichseitig, also 5 FES(= 4 BEA) = 60°, so
wire fir den Bildpunkt E’ von E bei Spie-
gelung an AB (der wegen EB 1 AB auf der
Verlingerung von EB liegt) AAEE’ gleich-

seitig. Daher wire AE = E'E =2- BE. Zer-
legt man BE in 41 gleich lange Teilstrek-
ken, von denen nach Voraussetzung 11 auf
FE, also 30 auf BF kommen, so hitte
AB =BC = BF + FC = BF + BE die Linge
von 30 + 41 =71 Teilstrecken. Nach dem

Satz des Pythagoras miite dann
AB?+ BE*=AE?, also 712+ 412=(2-41)
gelten.

Es ist aber 712 + 412 = 5041 + 1681 = 6722
und (2-41)? = 822 = 6724.

Dieser Widerspruch beweist, dalg AEFS
nicht gleichseitig sein kann.

240924 Es gilt
z=(a—b)-(a+b) - (a—2b)
“(a+2b):-(a+3b), 09
was man durch Ausmultiplizieren bestiti-
gen kann.

Von den in (1) auftretenden Faktoren sind
keine zwei einander gleich; denn aus
a+nb=a+n'b (n, n' zwei verschiedene
der Zahlen -1, 1, -2, 2, 3) folgte
(n—n")-b=0 und daraus wegen n * n’,
also n—n'+0 weiter b=0 im Wider-
spruch zur Voraussetzung.

Olympiadeklasse 10

241021 (I) Wenn reelle Zahler. a, b, ¢, d
das Gleichungssystem erfiillen, so folgt: Ist
b =0, so folgt aus (1) und (4), daB a =0
und d = 0 gilt. Ist b * 0, so folgt aus (1),

2
daB c= _aT ¢ilt, und aus (2)
folgt a + d =0, also d = —a.
Daher konnen nur die folgenden Quadru-

pel das Gleichungssystem (1), (2), (3), (4)

erfullen: R
(A) Alle Quadrupel (0, 0, ¢, 0) mit beliebi-
gem reellen c,

2
(B) alle Quadrupel (a, b, — "T - a)
mit beliebigem reellem a
und beliebigem reellem b * 0.
(II) Fiir jedes in (A) genannte Quadrupel
gilt
02+0-¢=0,0-0+0:-0=0,
0:¢c+¢0=0,0-c+02=0,
d.h., es sind alle vier Gleichungen (1), (2),
3), (4) erfullt.
Fiir jedes in (B) genannte Quadrupel gilt

2
az+b~(-aT>=0,

a-b+b(—-a)=0,

a? a?
"'(_T)+(‘T>'(_“)‘°’
2
(5] car-o
Mit (I) und (II) ist bewiesen: Das Glei-
chungssystem (1), (2), (3), (4) wird genau
von allen in (A) und (B) genannten Qua-
drupeln erfiilit.
Auf die Losungen der Aufgaben 2, 3 und 4,
Kl. 10 sowie zu den Olympiadeklassen
11/12 wird aus Platzgriinden verzichtet.

Aufgaben der Schulolympiade
Fortsetzung von Seite 90
251213 Man ermittle alle diejenigen na-

tirlichen Zalden n, die folgende Eigen-
schaften haben: :

(1) n 1dBt bei der Division durch 3
den Rest 1,

(2) n?14Bt bei der Division durch 11
den Rest 1,

(3) es gilt: 100 < n < 200.

251214 Zwei Personen A und B spielen
das folgende Spiel:

Zu Beginn geben sie sich (z. B. durch ein
Zufallsverfahren) eine natiirliche Zahl K
(K 317) vor. Sodann wihlt A aus der
Menge M = {2, 4, 8, 16} eine Zahl aus; sie
sei mit a, bezeichnet. Daraus multipliziert
B die Zah! a, mit einer Zahl der Menge M
und erhélt die Zahl b,. Danach multipli-
ziert A die Zahl b, erneut mit einer Zahl
der Menge M und erhilt die Zahl a,. An-
schliefend setzen B und A diesen Prozef
abwechselnd fort, bis einer der Spieler ein
Produkt erreicht hat, das gro8er als die vor-
her festgelegte Zahl K ist. Gewonnen hat
derjenige Spieler, der als erster ein Produkt
erreicht, das groBer als K ist.

a) Wie muB Spieler A spielen, um mit Si-
cherheit zu gewinnen, wenn K = 100 vor-
gegeben ist?

b) Welcher der beiden Spieler kann den
Gewinn stets erzwingen, und welche Ge-
winnstrategie muB er anwenden, wenn
K =1000000 vorgegeben ist?

c) Wie kann man bei beliebig vorgegebe-
nem K entscheiden, welcher der beiden
Spieler den Gewinn erzwingen kann, und
wie muB dieser Spieler vorgehen?

Fortsetzung von Seite 83

al4a Am Trapez
Welches der abgebildeten Trapeze hat den
groBten Flicheninhalt?

A 15a Mit Streichholzschachteln

Legt aus Streichholzschachteln die abgebil-
deten Korper zusammen, und ordnet diese
6 Korper nach der GréBe ihrer Oberfli-
chen, ohne diese auszumessen oder zu be-
rechnen!

aQ

a] ] A
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Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/84 (Fortsetzung)

Ph6m166 Die Gleichung s=v-t 1ost

s
man nach ¢ auf, also t = >

Dann gilt

t=5km-h 5km-h Skm-h
3-8km  3-10km 3-12km’

_57/1 1 1

t= <8+10 )h 0,514 h.

0,514 60 min = 30,84 min

0,84 -605=50s

Der Sportler legt die gesamte Strecke in
etwa 30 Minuten und 50 Sekunden zuriick.

Ph7m167 Geg.: Rest 641; 3mal p =20%
von den verbliebenen Resten

Ges.: Urspriinglicher Benzinvorrat x 1
Nach der ersten Fahrt waren es

_Xp _ p .
x 100 = x(l 100) Liter,
nach der zweiten Fahrt x(

_"(1' 100) 100 "(l 100
2
nach der dritten Fahrt x (1 L)

p 3
x (1 W) 100 =X (1 Joo Liter
bzw. 64 Liter.
Also gilt die Gleichung
PN\ _
x ( 1 00) = 64,
_ 64
= PR
( 100 )
_ 64
*Ta-o0y
x =125.
Der Benzinvorrat betrug urspriinglich
125 Liter.
Ph8m168
Geg.:m;=281228kg Ges.: m,
&= 10°C
4, =100°C
9. = 30°C

Da beim Wirmeaustausch die aufgenom-
mene gleich der abgegebenen Wirme-
menge ist, gilt
Waur=c: ml(am - 81)a
W =c-my(8; — 8,),
= (8 = 8)
2 02 - 8n|
mo = 28kg(30-10)K
27 (100-30)K
m, =8 kg.

(c+0)

94 . alpha, Berlin 19 (1985) 4

Es miissen noch 8 kg bzw. 8 Liter Wasser
dazugegeben werden.

Ph9m169
Geg.: Zugkraft F, = 35kp-0,95"
=35-981-095%
Last m = 150 kg

Ges.: Anzahl der Rollen n
Nach der Gleichung fiir das Gleichgewicht

F.
am Flaschenzug gilt F, = TZ bzw. nach
den Bedingungen der Aufgabe
m-g=150-981N,

F,

n> 150-981 N __ 150
= 35-981:0,95"N 35-0,95"°
Diese Ungleichung wird erfullt fiir n = 6;
denn 150
6> W =~ 5,8 und
150

35-0,95°
Der Flaschenzug muB mindestens 6 Rollen
haben.

Ph10/12m 170
Geg.: Zeit t; = 26 s (stehend)
t, =19 s (steigend)
Héhe h =540 m

Steigungswinkel o = 30°
Ges.: a) Geschwindigkeit v, (stehend)

b) Geschwindigkeit v, (steigend)
Zuerst ist die Linge s der Fahrtreppe zu er-
mitteln. Es gilt (sieche Bild)

. h . h
sina=—, §=——.
s sine

F,
n>—-m1tF,

5< =35,5.

a) Die Geschwindigkeit v, ist dann nach

s .
vy =—und mit s = —
L sin &

h
e sina’
5,40 m
265s-sin30°
v, =0,415m/s.
Die Geschwindigkeit
0,415 m/s.
b) Die Geschwindigkeit v, ist dann entspre-
chend 9= s h

"=

n=

betriigt stehend

t - t sine’

540m _
W =(,568 m/s.
Die Geschwindigkeit
0,568 m/s.

0=
betrigt steigend

Losung zu: SpaB mit Briichen
Heft 3/835, Seite 55

Es seien x und y ganze Zahlen,

dann ist % ein gemeiner Bruch.
., X+2 2x
a)I-Isgnlty+2 y.

Dann ist 2xy + 4x = xy + 2y
bzw.xy +4x —2y =0

oder(x—2)(y +4)=-8

mit den ganzzahligen Losungspaaren
(—1;8); (=2;4); (—4;2) usw.

Davon erfillen nur (x—2)=-1 und

v+4=8 die Bedingungen der Aufgabe,

und x = 1; y = 4. Der Bruch ist —-.
+3 _ix
b) Entsprechend a) gilt — y+3  y

xy + 6x -3y=0,
(x-Ny+6)=-18.

Mogliche Losungen sind (—1;18),
(—2;9), (—3;6) usw.
Davon erfiillen
x;,—3=-1und y; +6=18 bzw.
x;—3=-2und y,+6= 9
die Bedingungen der Aufgabe und
x,=2, y1=12 bzw. x,=1; y,=13.
Die Briiche lauten 22 nd ;

+3

¢) Entsprechend a) gllt 3x

y+3 y°
2xy + 9x -3y=0,

2x-3)Q2y+9)=-27.
Das fiihrt zu dem Bruch %
d) Nach Multiplikation mit dem Haupt-
nenner erhilt man

3n+3m =2mn, 3(n+ m)=2mn.

O.B.d. A. ist dann m durch 3 teilbar. Nur
m =13 und m = 6 flhrt zu den geforderten

Losungen.
1 1 2 1 1 2
3t3Tyuwmdgty =3
2+2
e) £,4,,_ 2 g *2pq
q p p-q
_+aey
mZ

f) Es sei m <n, dann ist m + n <2n, und
demzufolge gilt
2 1
m+n e n’
Ferner ist m + n > 2m und demzufolge
2 1
min - m
Losung zu: Umfiillaufgabe, Heft 3/85
Es bezeichne A das 12-MaB-GefidB, B das
8-MaB-GefiB und C das 5-MaB-GefdB. Das
schrittweise Umfiillen kann wie in den fol-
genden Tabellen angegeben erfolgen:

A 124 4 9 9 1 1 6

3 08 3 3 0 8 6 6

C 00 50 3 3 50

A 127 7 22 10105 5 0
B 00 5 58 0221771
C 05 052 2 0505
A 0 8 8 3 3 11116 6

B 8 0 4 48 0116
C 4 4051 1050
Jetzt bezeichne K den 8-MaB-Krug,

L den 5-MaB-Krug und M den 3-MaB-
Krug.

K 03 3 6 61 1 4

L 552 205 4 4

M 30302213090

K 0 55227717 4 4

L 5 03 350114
M 3303110130



Lésungen zu:
Die vielen Wege des Konigs

Der Konig hat 393 verschiedene Moglich-
keiten, in 7 Ziigen von dem Feld el nach
dem Feld e8 zu gelangen.

| I ElsEd |
7 -ao 14189‘.
.154545 30 [

s IEW 1019 10 [P
4 -*136 ] 3

Losungen zu:
Mein Taschenrechner SR 1

Ala
a) —2-10% b) 2-107% @) 14-10712%; d)
1,2-10° = 1200

Das Betitigen der -Taste vor der Taste
ist nicht erforderlich, fiihrt aber
auch nicht zu einer falschen Eingabe.
A2a
2)2:3-4=24;b) 2-4=8;

. 6
C)T=4; d)~3—'2=4;
e)%=1;f) 2+3:-4=14;
£)2-3+3-4=18;h) Y4 =2;
DV =3k Y16 =4
Ala
a) z E b E] ¢ E'
w  a[x}s[-]c[]d[=]
c) a B b c E]

Ada
Schritt Tastenbetétigung Anzeige
6. E 7.
7. El 3.
8. El 8.
9. 15
10. E 6.5
ASa

Die Konstantenautomatik tritt bei allen
Grundrechenoperationen auf.

AGA

a) 8,13. b) 27; 64; 4096.

c)14; 16; 17; 29, 71

Da der SR1 iiber Vorrangautomatik ver-
fiigt, wird durch diese Schaltung bei meh-
reren Operationen verschiedener Stufe
eine andere Arbeitsweise der Konstanten-
automatik hervorgerufen. So wird in unse-
rem Beispiel nicht der zuletzt eingegebene
Operand als Konstante multipliziert, son-
dern zu jeder Eingabe wird 12 (3-4) ad-
diert.

asa afux][+] 614

A94 a) a+byc d) a-yb
b) atb-c e) a+b

1
c) a'b f) ?+b

Losungen zu: Drehsymmetrie

A2a Das Vorderrad eines 28er Touren-
rades hat 36 Speichen. Auf Grund der Art
der Speichenverspannung kann eine Spei-
che erst mit der nichsten 4. durch Drehung
zur Deckung gebracht werden. Der Grad

der Drehsymmetrie ist also % =9.

Ala a)l3;, b)s.

A 7a Einfache Beispiele sind der Kreis,
das Quadrat und das gleichseitige Dreieck.

A8aA a) b)

Alla Bei
des Titelbildes erkennt man, daB sich die
Lagerung der Teilfiguren zu einer Parket-
tierung der Ebene fortsetzen liBt. Diese Fi-
gur besitzt Drehsymmetrien beziiglich

aufmerksamer Betrachtung

nichtkolinearer Punkte, aber alle vom

Grad 3.

Losungen zu: Sprachecke

Ala Bitte deinen Freund, sein Alter in
vollen Jahren aufzuschreiben und dann
folgende Rechenoperationen durchzufiih-
ren:
1) Multipliziere die Zahl mit 5!
2) Addiere zu dem Ergebnis 25!
3) Multipliziere die Summe mit 2!
4) Addiere die Zahl des Wochentages,

an dem er geboren wurde.

(Montag ist der erste Tag.)
5) Subtrahiere von der Summe 50!
Wenn dir dein Freund das Endergebnis
nennt, kannst du sofort sagen, wie alt er ist
und an welchem Wochentag er geboren
wurde. Wie ist das moglich?

Lésung: Das Alter A des Freundes in vollen
Jahren sei 10x + y und der Wochentag z.
Dann gilt die Gleichung
A=[10x+y)-5+25]-2+z-50,
A=100x + 10y + z.

Demzufolge ergibt sich aus der Hunderter-

und Zehnerstelle das Alter des Freundes,
und die Einerstelle zeigt den Wochentag
an.

a2 A Welches ist der Radius des groBten
Kreises, den man auf einem Schachbrett
ziehen kann und der nur auf den weiBen
Feldern verlduft?

Als Einheit nehmen wir die Seite eines
Feldes.

Lésung: Man muB drei Fille unterschei-
den.

Fall 1: Der einfachste Fall ist der Kreis, der
vollstindig innerhalb eines weiBen Feldes
verlduft. Sein Radius ist gleich oder kleiner
als %, also rs %
Fall 2: (s. Bild 1). Der Kreis verlduft durch
die Endpunkte der Seite eines weien Fel-
des, dann geht er durch vier weiBe Felder.
Sein Radius ist gleich der halben Hypote-

nuse des Quadrates ABCD, also r = g

Bild 1

/

Bild 2

A

Fall 3: (s. Bild 2). Der Kreis verlduft durch
die Endpunkte der Diagonalen eines wei-
Ben Feldes, dann geht er durch acht weiBle
Felder. Sein Mittelpunkt ist der Schnitt-
punkt der Mittelsenkrechten von AB und
BC. Den Radius r erhilt man aus
2 2

r’=(%) + %) bzw. r=@.
Der groBte Kreis, der nur durch die weiBen
J10

2

Felder verlduft, hat den Radius r =

A 3a Ichhabe zweimal das Alter, das Sie
hatten, als ich das Alter batte, das Sie ha-
ben. Wenn Sie das Alter haben werden, das
ich habe, dann werden wir zusammen
63 Jahre alt sein. Welches ist mein Alter?
Welches ist [hres?

Lésung: Es seien mein Alter x Jahre, Ihr
Alter y Jahre und d die Differenz x —y
Jahre, die wihrend aller Jahre konstant
bleibt. Als ich das Alter hatte, das Sie ha-
ben, also y Jahre, dann hatten Sie y —d
=y —(x—y)=2y—x Jahre. Und da ich
zweimal dieses Alter habe, heiBt das
x =2(2y — x) bzw. 3x =4y. Wenn Sie das
Alter haben werden, das ich habe, also x
Jahre, wird mein Alter x+d
=x+(x—y)=2x-y Jahre sein. Wir
beide werden zusammen x+ (2x-—y)
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= 3x — y = 63 Jahre alt sein. Das ergibt das

Gleichungssystem
Ix=4y
Ix—-y=63

mit den Losungen x =28 und y =21. Ich
bin 28 Jahre alt, und Sie sind 21 Jahre alt.

Die Tabelle zeigt noch einmal den Sach-
verhalt.

Heute | Als ich das Alter
hatte, das Sie
haben

Mein Alter | 28 21
Ihr Alter 21 14
Wenn Sie das Alter haben
werden, das ich habe
Mein Alter | 35
Ihr Alter 28

A4a Eine Melone wurde mit drei Mes-
serschnitten in 7 Teile zerlegt. Diese wur-
den aufgegessen, und auf dem Tisch blie-
ben 8 Schalen zuriick. Eine zweite Melone
wurde mit 4 Messerschnitten in 10 Teile
zerlegt. Als sie aufgegessen waren, blieben
auf dem Tisch von ihr 12 Schalen zuriick.
Eine dritte Melone wurde mit vier Schnit-
ten in 15 Teile zerlegt. Wie wurden die Me-
lonen zerschnitten, und wieviel Schalen
blieben von der letzten liegen?

Lésung: Das Bild zeigt, welche Schnitte ge-
fiihrt wurden. Bei der ersten Melone hat
das Mittelstiick zwei Schalen, bei der zwei-
ten Melone haben zwei Teile je zwei Scha-
len. Die dritte Melone wurde zunichst in
drei paarweise senkrechten Ebenen, die
durch ihren Mittelpunkt verlaufen, ge-
schnitten. Es entstanden 8 Teile. Dann
wurde als vierter ein schriger Schnitt ge-
fiihrt, der alle diese Teile, auBer das hin-
tere, zweiteilt. Man erhielt 15 Stiicke, von
denen eines keine Schale hat. Von dieser
Melone blieben 14 Schalen iibrig. Es sind
auch andere Schnittvarianten maglich.

Losungen zum alpha-Wettbewerb 1/85

Ma 5m2522 Wir fertigen eine Tabelle
an. Es seien n bzw. m die Anzahl der von
den beiden Touristen gekauften Ansichts-
karten und p und ¢ die dafiir zu zahlenden
Geldbetrige in Pfennigen.

n m p q

3 1 75 35
4 2 100 70
5 3 125 105
6 4 150 140
7 5 175 175
8 6 200 210
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Nur fiir n =7 und m = 5§ gilt p = q. Der er-
ste Tourist kaufte 7 Ansichtskarten zu
25 Pf, der zweite 5 zu 35 Pf das Stiick, und
es gilt 7-25 Pf=15-35 Pf =175 Pf.

Ma 5m 2523 Die Folge derjenigen natiir-
lichen Zahlen, die bei Division durch 12
den Rest 2 lassen, lautet 2, 14, 26, 38, ...;
die Folge derjenigen natiirlichen Zahlen,
die bei Division durch 16 den Rest 6 las-
sen, lautet 6, 22, 38, 54, ...

Die kleinste natiirliche Zahl, die beide Be-
dingungen zugleich erfiillt, lautet 38.

Ma5m2524 Aus 70+125=195 und
195 —45=150 und 170 — 150 =20 folgt,
daB 20 Schiiler weder radfahren noch
“schwimmen konnen.

Schwimmer Radfahrer
a0 2 Schiiler
20
Ma5m2525 Wegen E+N=E gilt

N=0 oder N=9. Wegen R+ 1=1 gilt
R =0oder R =9.

Wenn N=0, so auch R =0, was wegen
N=+ R nicht moglich ist. Wenn N =9, so
auch R =9, was wegen N + R nicht mog-
lich ist.

Somit existiert keine Losung der Aufgabe
fiir die geforderten Bedingungen.

Ma5m2526 a) 117:13=9. Zur Mann-
schaft B gehdren 9 Spieler.

b) Wegen 117=8-14+5 miissen
15-15min =225min=3h 45min Spiel-
zeit fiir das Turnier angesetzt werden.

¢) (13—-5):(9-3)=8-6=48. Es wiren
nur 48 Sitze Tischtennis auszutragen.

d) (13-3)-(9-5)=10-4=40. In diesem
Falle wire die Anzahl der Sitze 40, also
kleiner.

Ma5m2527 Wegen 2-52=104 wund
104 > 99 und da die Teilprodukte nur zwei-
stellig sind, existiert genau eine Ldsung,
namlich 52-11 = 572.

Ma 6 m2528 Die zweistelligen Primzah-
len xy, die kleiner als 36 sind und mit ver-
schiedenen Grundziffern dargestellt wer-
den, lauten 13, 17, 19, 23, 29 und 31. Von
diesen Zahlen erfiillt nur die Zahl 31 die
gestellten Bedingungen, und es gilt
31-13=18. Dieser Klasse gehéren
31 Schiiler an; es waren 13 Schiiler er-
krankt.

und

N

Ma 6 » 2529 Ausl—%=

4-1,50M=6M folgt, daB Klaus seiner
Sparblichse 6 M entnahm. Davon gab er
%-6 M =450M aus. Danach enthielt die

Sparbiichse (56 — 6 + 1,50) M = 25,50 M.

Ma6w2530 Wegen 567=1-3-3:3-3
hat die Zahl 567 die Teiler 1, 3, 7, 9, 21,
27, 63, 81, 189, 567, sie besitzt also genau
zehn Teiler.

Aus x:567 =% folgt x = 756.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Ein Wiigeproblem
Martin wiegt 43 kg, Peter 40 kg,
Wenzel 45 kg.

Interessantes Beriihrungsproblem

()

SO%
ANEEYAN

X

Islafd-Story

I=4y(1,65m) + (0,88 m)> - 0,07m
=1,87m-0,07m=1,80m.

Der Professor ist 1,80 m gro8.

7

Folgerichtige Erginzung
Das Muster § ist zu wahlen. Jedes folgende
Muster der Spalten 1 und 2 ist das um 90°
im Uhrzeigersinn gedrehte Negativ des vor-
angehenden in der Spalte.

Kryptarithmetik

a) 56:8=9-2=3+4=1xT7,

b) roma £ 2401;

c) ist x = 4, so gilt x* + x = 4* = 260; d. h.
x*+ x ist mindestens dreistellig. Fir
x =1, 2 besteht die Gleichung offenbar
nicht. Fiir x =3 ist 33+ 3=30,d.h., x =13
ist die einzige Losung.

d) Wir multiplizieren die drei Gleichun-
gen miteinander und erhalten:

(abc)? = (2°3%5)2, also abc = 2°3%5.
Dividieren wir diese Gleichung nacheinan-
der durch die gegebenen Faktoren, so er-
halten wir ¢ =10, b =24, a = 6.

Kombiniere! Die Zahl 48.

Uberpriife deine Beobachtungsgabe!
a) 13 Dreiecke; b) 18 Quadrate

Wie alt bin ich?

Das gesuchte Alter sei xy =10x +y. Wir
untersuchen nur den Fall xy =81. Die
restlichen (biologisch noch méglichen)
Fille kann der Leser analog ausschlieBen.
Firy =1 ist
10x+y=1+9+8—-x)+(1-y),

also 11x +2y=19. Es folgt x=1, y=4.
Dieses Paar ist wegen y <1 keine Losung.
Firy > 1 ist
10x+y=1+9+(T-x)+(11-y),

also 11x +2y =28. Es folgt x =2, y=3.
Tatsichlich ist 23 die Lbosung, da
23=1+9+5+8 ist.

Nur zum SpaB8 .
Larry %, Mike %, Tom Y, Sam . Sam
hatte ein Achtel von Larrys Murmeln.

Losungen zur IV, U.-Seite:

Lustige Knobelei

1.Platz: Serjosha; 2.P1.: Nadja; 3.Pl.: Kolja;
4.Pl.: Wanja; 5. PL.: Kolja.
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Aufgaben aus dem Rechenbuch
Volk und Wissen
Verlagsgesellschaft m. b. H.
Berlin/Leipzig - Teil II - 1945

Auswahl von praxisbezogenen Aufgaben
XL7)

Ala Ein Landmann hatte 25dz 90 kg
Roggen von 1ha Ackerland geerntet; die

Aussaat hatte % der Ernte betragen. Wie-

viel war das?
A2A Ein Eimer mit Marmelade wog

(brutto) 4% kg, der Eimer allein (tara)

%kg. Wieviel wog die Marmelade (netto)?

A3 a Eine Hausfrau hat noch Milch zu

bezahlen, und zwar einmal 2%1, dann

l%l und zweimal 2% 1; wieviel macht alles

zusammen, wenn 11 35 Rpf kostet?
A44a Ein Edelsteinhdndler rechnet ne-

ben g auch nach Karat (=—§ g). Wieviel
3 2 3 1
. 3,2 -3 .1,
Ka.ratsmdlg,lsg,25g,74g,358-

A5a 1 Quadratrute hat rund 14 m?. Ver-
wandle 1a in Quadratruten!

A6a Ein junges Midchen hat ein Kis-
sen, welches 49% cm breit und 43711- cm
hoch ist, mit Perlen bestickt. Auf 1 cm las-
sen sich von den Perlen 9% nebeneinander
und 8 iibereinander legen. Wieviel Perlen
hat das junge Midchen verbraucht:

a) auf 1 cm?; b) auf 1 dm?; ¢) fiir das ganze
Kissen?

A7a Die Dampfmaschine einer Fabrik-
anlage braucht tiglich 1% dz Steinkohle.
Wieviel sind das an den 6 Werktagen einer
Woche?

4A8a Eine Lokomotive verbraucht in
4 Std. 21dz Steinkohlen; wieviel dz ver-
braucht sie dann in 2 Std. 20 Minuten

1 1
=7— in 1— 2
( 2 3 Std.), in 12 Std.?

A9a 8 Mann mihen in 1 Tg. 5 ha Som-
mergetreide; wieviel ha bringen in dersel-
ben Zeit 20 Mann fertig?

A 104 a) Eine Petroleumlampe verbrennt
in § Std. fiir rund 14 Pf Petroleum, wieviel
verbrennt sie in 1 (in 9) Std.?

b) Eine Gasgliihlichtlampe brennt heller
als eine Petroleumlampe und braucht in
§ Std. fiir nur 9 Rpf Gas. Rechne die ent-
sprechenden Aufgaben fiir Gas wie unter
a)!

a11a Im Lichtbildtheater sicht man in

%Minute etwa 500 Bilder. Wieviel Bilder

sind das in 2% Min.? Wieviel einzelne Bil-

der hat ein Film, der 8% Min. (6 Min.
39 Sek.) dauert?

A12a Durch Verwendung einer Kochki-
ste (zweimal so hoch und breit wie der

Topf) kommt eine Hausfrau nur auf % des

sonst eintretenden Gasverbrauches. Wie-
viel RM kénnten demnach durch die Ver-
wendung der Kochkiste in 1000000 Haus-
haltungen jihrlich gespart werden, wenn
die durchschnittliche Monatsrechnung mit
10 RM angesetzt wird?

A13a Ein Gastwirt hat 2%kg Rind-

fleisch holen lassen und 540 Rpf bezahlt.
Welchen Teil von 540 Rpf muB er berech-
nen, wenn er den Preis von 1kg wissen
will. Erklédre die folgende Ausrechnung:

1 kg Fleisch kostet x Rpf

2% kg Fleisch kosten 540 Rpf

1 kg Fleisch kostet x = llo Rpf
e

=540 -%Rpf= 240 Rpf.
Ergebnis: 1 kg Fleisch kostet 2,40 RM.
Al4a Eine deutsche Meile betrigt

1
77km, wieviel km sind 4, 9, 18 Meilen?
Aus der Bibliothek
von Neulehrer J. Lehmann,
Jetzt Chefredakteur
der Schiilerzeitschrift alpha

Schriftliche AbschluBpriifung,
Klasse 8, Fach Mathematik,
1949

Im Juni 1949 erhielten alle Schiiler, welche
die 8klassige Grundschule verlieBen, fol-
gende Aufgaben gestelit:

Gruppe I (Aufgaben 1—4)
1. 736,248 kg + 69kg + 750g + 7438 ¢
+51,48dz + 876,564 kg = 7 kg.
2. Ziche 18725 von 332 ab, und
nimm das Ergebnis mit 7,08 mal!
1 3.
3 a) 3,2‘3?, b) l?-0,16.

4. 78,416:2,9.

Gruppe II (Aufgaben 5-7)

5. Im Jahre 1947 wurden in der Ostzone
26 Mill. t Briketts erzeugt. Im Jahre 1950
soll die Briketterzeugung 32 Mill. t betra-
gen. Berechne die geplante Steigerung der
Produktion in t und in Prozenten!

6. In unserer Zone wurden durch den Krieg
1131 Briicken zerstort. Im Jahre 1947 wa-
ren bereits 84% wieder instand gesetzt.
Wieviel Briicken waren wieder benutzbar?

7. In einem Bitterfelder Braunkohlentage-
bau wurde durch Anregung von Aktivisten
eine Verbesserung der tiglichen Arbeitslei-
stung erzielt. Von den iiber der Braunkohle
lagernden Erdschichten wurden 11260t
mehr abgerdumt als bisher. Das bedeutete
eine Steigerung der Arbeitsleistung um
62,5%. Berechne die friihere Tagesleistung
und die neue Gesamtleistung!

Gruppe III (Aufgaben 8-10)

8. VergroBert man eine Zahl um 8 und
multipliziert die Summe mit 4, so erhilt
man 52. Errechne die Zahl, indem du eine
Gleichung aufstellst!

9. Eine Fliissigkeit soll aus einem zylinder-
formigen GefdB mit dem Durchmesser
20 cm, das sie nur 3 ¢cm hoch fiillt, in ein
kleineres zylindrisches Gefil umgegossen
werden, dessen Durchmesser nur halb so
lang ist. Wie hoch fiillt sie das zweite Ge-
fag?
10. 25(3x +10) — 13(8 + 9x)
=(87-12x) - 8(71x—9).

BewertungsmaBstab, empfohlen von der
Landesregierung Brandenburg

sehr gut (1): Alle Aufgaben richtig rechne-
risch gelost.

gut (2): Alle Aufgaben der Gruppen I und
II richtig gelost.

Ausgleichsmoglichkeit: waren in Gruppe I
und II Aufgaben falsch, so konnten sie
durch die schweren richtigen der
Gruppe III ersetzt werden.

geniigend (3): Alle Aufgaben der Gruppe I
und eine Aufgabe der Gruppe II, oder
3 Aufgaben der Gruppe I und 2 Aufgaben
der Gruppe II usw. gelost. Eine Ausgleichs-
moglichkeit besteht ebenso mit Aufgaben
der Gruppe III.

mangelhaft (4): Wer nur die Aufgaben der
Gruppe I geldst hat.

ungeniigend (5): Wer nur eine Aufgabe der
Gruppe I gel6st hat.

Ergebnisse der Middchenklasse 8 der Stein-
schule Luckenwalde

(damals waren Jungen und Midchen in ge-
trennten Klassen):

Note Zahl Prozent

1 6 16,2

2 20 54,1

3 9 243

4 1 2,7

5 1 2,7
37 100

StR O. Schulze, Luckenwalde
als Klassenlehrer dieser Madchenschule, 1949
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ER WENDET SICH AN EINE
GRUPPE VON SPORTBEEREIT
SCHULERN MIT DER BIITE,

IHM DIE CROE

SERJOSHA BELEGTE
DEN 2.PLATZ UND KOLJIA
DEN DRITTEN !

DEN 1.PLATZ UND

TouA ERRANG
NADJA DEN ZWEITEN.

UND
TOLIA
FONFTER.

2.PLATZ:
SERJOSHA

4 PLATZ:
J) WANT A

ERKAMPFTE DEM
4. PLATZ UND WANIAL/

DEN VIERTEM.

DAS KANN
DOCH NICHT SEIN

ZUR STRAFE FUR DAS 2USPATKOMMEN
HAT JEDER VON UNS EINMAL DIE WAHR -
HEIT GESABT UND EINMAL. GELOGEN).

WER RBELEGTE
DENN NUN WELCHEN
PLATZ 2

ISSN 002-6395 - alpha - Berlin - 19 (1985) 4 . Seiten 73 bis 96



	00
	01_1L
	01_2R
	02_1L
	02_2R
	03_1L
	03_2R
	04_1L
	04_2R
	05_1L
	05_2R
	06_1L
	06_2R
	07_1L
	07_2R
	08_1L
	08_2R
	09_1L
	09_2R
	10_1L
	10_2R
	11_1L
	11_2R
	12_1L
	12_2R
	13_1L
	13_2R
	99

