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Der Vierfarbensatz

Ein Fiinffarbenspiel

Will man auf einer Landkarte die einzelnen
Linder (arbig kennzeichnen, so muBl man
zwei Lander mit einer gemeinsamen Grenze
durch verschiedene Farben unterscheiden.
Im folgenden Fiinffarbenspiel zeichnen zwei
Spieler eine solche farbig markierte Land-
karte. Man braucht ein Blatt weilles Papier
und fiinf Farbstifte verschiedener Farben,
z. B. blau, griin, rot, braun und gelb. Der
Spieler A zeichnet ein Land; der Spieler B
farbt es und zeichnet ein neues Land; der
Spieler A farbt es und zeichnet ein neues
Land; usw. Wer zuerst eine fiinfte Farbe be-
nutzen muf}, hat das Spiel verloren. Diese
Spielregeln sind zu beachten:

I. Ein Land ist stets zusammenhingend,
d. h., irgend zwei Punkte des Landes kann
man durch einen Weg verbinden, der ganz
innerhalb des Landes verlduft. (Es soll also
keine Lander mit Exklaven geben.) (Bild 1)

Bild 1

Landkarte mit fiinf Lindern. Das Land 1 hat
eine Exklave in 2. Es ist nicht zusammen-
hédngend.

Bild 2

Landkarte mit fiinf Lindern. Nachbarlinder
sind lund 3,1und2,2und4,2und 5,2und 7,
3und4,3und 7,4und 5, 5und 6, 6 und 7.
Die Linder lund 4, 1 und 7,2 und 3, 2und 6,
5 und 7 sind nicht benachbart!

2. Benachbarte Linder werden verschieden
gefarbt. Unter benachbarten Lindern sind
solche gemeint, die eine gemeinsame Grenze
haben. Zwei Linder, die nur in einem einzi-
gen Punkt oder in einer endlichen Anzahl von
Punkten zusammentreffen, werden nicht als
benachbart angesehen. (Bild 2)

Das Vierfarbenproblem

DaBl wir uns im eben beschriebenen Spiel
beim Firben der Landkarte auf vier Farben
beschrianken wollen, hat seinen Grund. Beim
Firben von Landkarten (unter Beachtung
der ,,Spielregeln‘* 1. und 2.) ist man ndmlich
bisher stets mit vier Farben ausgekommen.
Die Karte in Bild 3 kann man mit 3 Farben
farben.

Bild 3

Bild 4

Auf der Karte des Bildes 4 ist jedes Land mit
den iibrigen drei benachbart, zur Féarbung
braucht man 4 Farben. Selbst kompliziertere
Landkarten konnte man stets mit vier Farben
farben. DaB die Farbung oft nicht leicht ist,
erkennt man beim Spielen des Finffarben-
spiels. Angenommen wir haben vier Linder
in der Karte des Bildes 5 bereits mit den
Farben a, b, ¢ gefirbt. Zum Firben der
ibrigen zwei Lander benétigen wir nun aber
noch zwei, also insgesamt fiinf Farben. Ist
damit bewiesen, daB es Karten gibt, bei denen
man nicht mit hochstens vier Farben aus-
kommt? Nein! Die Karte des Bildes 5 1aBt

Bild §

Bild 6
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sich ja mit vier Farben firben, nur muB man
die Farben geschickter verteilen. (Bild 6)
Das Vierfarbenproblem besteht nun darin,
den Vierfarbensatz zu beweisen.
Vierfarbensatz : Bei der Firbung jeder Land-
karte (unter Beachtung von !. und 2.) kommt
man mit vier Farben aus.

Uber die Geschichte des Vierfarbenproblems

Weder in den alten Biichern der Kartogra-
phen, noch bei den Mathematikern wie
L. Euler (1707 bis 1783) und A. F. Mobius
(1790 bis 1868) finden sich Hinweise auf den
Vierfarbensatz (obwohl es gelegentlich be-
hauptet wird). Der Mathematikhistoriker
K. O. May wies nach, daB das Vierfarben-
problem erstmals in einem Brief (vom 23. Ok-
tober 1852) von A. de Morgan (1806 bis 1871),
Mathematikprofessor an der Universitit
London, an seinen Freund W. R. Hamilton
(1805 bis 1865), Mathematikprofessor an der
Universitit Dublin, erwidhnt wurde. Einer
seiner Studenten, Frederick Guthrie, hitte den
Londoner Mathematiker darauf aufmerksam
gemacht. Fast dreiBig Jahre spater machte der
Cambridger Mathematikprofessor A. Cayley
(1821 bis 1895) durch eine Anfrage auf der
Sitzung der Londoner Mathematischen Ge-
sellschaft vom 13. Juni 1878 und durch eine
Veroffentlichung (im Jahre 1879) in einer
Zeitschrift der Kéniglichen Geographischen
Gesellschaft das Problem erst richtig bekannt.
Kurz danach publizierten 4. B. Kempe (1879)
und P. G. Tait (1880) zwei ,,Beweise* fiir den
Vierfarbensatz. Doch beide enthielten Feh-
ler.

In einer kurzen Note an die Royal Society
in Edinburgh im Jahre 1880 bemerkte der
Physiker Frederick Guthrie, daB er durch
seinen Bruder Francis Guthrie (der 1880 be-
reits Mathematikprofessor in Kapstadt war)
vom Problem erfahren hatte und mit dessen
Zustimmung seinen Lehrer de Morgan daraul
hingewiesen hatte.

Guthrie und de Morgan kannten sicher die
Landkarte in Bild 4, auf der jedes der vier
Léander mit den iibrigen drei benachbart ist.
Da eine solche Landkarte nur mit vier Far-
ben, nicht aber mit drei Farben firbbar ist,
ist ein Dreifarbensatz sicher falsch. Drei Far-
ben reichen nicht aus, um alle Landkarten zu
farben.

De Morgan bewies, daB es unmoglich ist,
fiinf Lander so zu zeichnen, daB jedes von
thnen mit den iibrigen vier benachbart ist.
Diese Behauptung hatte bereits Mdbius in
der Form eines Mirchens den Zuhérern sei-
ner Vorlesung vom Jahre 1840 vorgelegt
(nach Tietze): ,,Es war einmal im fernen
Osten ein Fiirst, der hatte fiinf S6hne; diese
sollten nach seinem Tode sein Reich erben.
Die Teilung des Reiches in fiinf Teile - so
bestimmte er — diirfe aber nur so vorgenom-
men werden, daB jedes der fiinf Teilreiche an
jedes andere angrenze. Jeder der SShne solle
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ferner von seinem Regierungssitz zu dem
eines jeden anderen eine StraBe bauen und
diese StraBen sollten - ohne Kreuzungen und
iberhaupt ohne das Gebiet eines dritten Bru-
ders zu beriihren, getrennt verlaufen. Nach
dem Tode des Vaters bemiihten sich die Brii-
der, eine Einteilung des Reiches zu finden, die
seinem Wunsch entspriiche. Aber alles Be-
miihen blieb vergeblich. Als nun schon man-
cher Tag iiber unablissigen Versuchen ver-
strichen war, wurde von einem Schreibkundi-
gen am Holfe festgestellt, daB die gleiche Be-
stimmung schon in einem 4lteren Schriftstiick
des Verstorbenen sich fand, in dem nur von
vier Séhnen die Rede war, da sie aus einer
Zeit stammte lange vor der Geburt des we-
sentlich jlingeren [iinften Sohnes. Und es er-
gab sich, daB dazumal dem Willen des Vaters
leicht zu entsprechen gewesen wire.*

Aufgaben

Al A Wie kann die Teilung des Reiches in
vier Teile erfolgen? Zeichne die Hauptstidte
und die VerbindungsstraBen!

A2A Wieviel VerbindungsstraBen zwi-
schen den Hauptstiddten wiirde es bei einer
Fiinfteilung geben?

A3 A Beweise: Es ist unmoglich, fiinf
Punkte so in der Ebene zu zeichnen, daB man
jeden von ihnen mit den iibrigen durch Kur-
ven verbinden kann, die sich nicht gegenseitig
schneiden!

A4 A Beweise, daB die Teilung des Reiches
in fiinf gegenseitig benachbarte Teile unmog-
lich ist!

Sein Beweis der angegebenen Mébiusschen
Behauptung stirkte de Morgan in seiner An-
sicht, daB der Vierfarbensatz richtig sein
kdnnte. Sein Nachweis, daB es nicht mog-
lich ist, finf Lander so zu zeichnen, daB jedes
von ihnen mit den ibrigen vier benachbart
ist, ist jedoch kein Beweis des Vierfarben-
satzes! (Warum?)

Aufgabe

A5A Zeichne eine Landkarte (mit wenig-
stens 6 Lindern) mit folgenden zwei Eigen-
schaflten:

a) Hochstens jeweils drei Linder liegen so,
daB jedes von ihnen mit den iibrigen zwei be-
nachbart ist.

b) Beim Firben kommt man aber nicht mit
drei Farben aus.

Im Jahre 1890 konnte P.J. Heawood be-
weisen, daB fiinf Farben stets ausreichen, um
jede Landkarte so zu farben, daB dabei be-
nachbarte Linder niemals die gleiche Farbe
haben. Der Vierfarbensatz wire falsch, das
Vierfarbenproblem also negativ entschieden,
wenn man eine Karte finden konnte, bei der
man nicht mit weniger als fiinf Farben aus-
kommt.

Zahlreiche Mathematiker beschiftigen sich
mit dem Vierfarbenproblem. 1922 wies Ph.
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Franklin nach, daB eine Landkarte, zu deren
Farbung fiinl Farben notwendig sind, wenig-
stens 26 Liander enthalten muB, d. h., daB
fiir die Farbung jeder Landkarte mit 25 oder
weniger Landern vier Farben ausreichen.
Vierzig Jahre nach Heawoods Arbeit konnten
H. Rademacher und O. Toeplitz in ihrem fiir
Laien bestimmten Werk ,,Von Zahlen und
Figuren® (1930) immer noch schreiben: Man
hat ,,bisher noch keine, wenn auch noch so
verwickelte Landkarte zeichnen kénnen, bei
der man nicht mit vier Farben im angegebe-
nen Sinne ausgekommen wire. Man hat aber
ebensowenig zu beweisen vermocht, daB man
bei jeder nur denkbaren Landkarte mit vier
Farben auskommt. Wir stehen hier wieder
vor einem der ganz einfachen und ohne alle
mathematischen Kenntnisse zu begreifenden
Probleme, die man in wenigen Minuten jedem
Laien der Mathematik darlegen kann und die
doch noch niemand gelost hat.*

DaB der Vierfarbensatz fiir alle Landkarten,
die héchstens 35 Lander enthalten, richtig ist,
zeigte 1940 C. E. Winn.

,,Wenn ich so verwegen sein darf, eine Ver-
mutung aufzustellen*, schrieb 1959 H. S. M.
Coxeter, ,,wiirde ich meinen, daB eine Karte,
bei der man mindestens fiinf Farben braucht,
vielleicht doch mdglich ist. Sie konnte aber in
soviel Einzelflichen (womoéglich Hundert-
tausende) aufgeteilt sein, daBl kein Mensch
die Geduld aufbrichte, all die Tests effektiv
durchzufiihren, die man brauchen wiirde, um
die Moglichkeitl einer Vierfarbenlosung de-
finitiv auszuschlieBen.” 1970 erkannten O.
Ore und J. Stemple, daB der Vierfarbensatz
fiir alle Landkarten mit hdchstens 39 Lén-
dern richtig ist. Im selben Jahr erhohte G. 4.
Donez die Anzahl auf 44, 1974 W. Strom-
quist die Anzahl aul 51 und 1975 J. Mayer
auf 96.

Endlich, 1976, gelang es den Mathematikern
Wolfgang Haken und Kenneth Appel von der
Universitdat von Illinois in Urbana (USA),
mit Hilfe von Computern den Vierfarbensatz
fiir alle Landkarten mit beliebig vielen Lan-
dern zu bestitigen. In insgesamt 1200 Stun-
den haben drei verschiedene elektronische
Rechenmaschinen iiber 12 Milliarden Ja-
Nein-Entscheidungen durchgefiihri. Einen
derart langen Beweis, der nur mittels Com-
putereinsatz zum Ziel fithrte, hat es in der
Geschichte der Mathematik noch nicht ge-
geben.

Das Vierfarbenproblem ist damit geldst. Ob
es einen kurzen, computerunabhingigen Be-
weis des Vierfarbensatzes gibt, ist weiterhin
ungewif. Ob die neue Beweistechnik auch in
anderen Zweigen der Mathematik entschei-
dende Fortschritte mit sich bringen konnte,
wird sich zeigen.

Kempes Beweisidee

Auf den Landkarten, die wir betrachten,
schlieBen wir zunachst das Vorkommen so-

genannter mehrfach zusammenhidngender
Lander aus, das sind solche Linder, die in
ihrem Innern weitere Linder vollstindig ent-
halten, deren Begrenzung also in mehrere
Teile zerfillt.

Bild 7a

Bild 7b

Bild 7a zeigt ein zweifach zusammenhin-
gendes Land L, dessen Grenze aus den Teil-
stiicken G, G2, G; besteht. Wir fiigen zwei
Léander L; und L, hinzu (Bild 7b). Dann ist
das neue L einfach zusammenhingend (die
Begrenzung ist eine geschlossene sich nir-
gends schneidende Kurve). Ist die neue Karte
zur Unterscheidung benachbarter Lander mit
héchstens vier Farben farbbar, so auch die
urspriingliche, da durch die Liander L; und
L, die Nachbarschaftsbeziehungen nicht zer-
stdrt werden.

Bild 8a

Bild 8b

Die Punkte, in denen sich die Begrenzungs-
kurven der Linder treffen, nennen wir auch
Ecken. Wir kénnen annehmen, daB in jeder
Ecke nur drei Grenzen zusammentreflen.
Treffen in einer Ecke E mehr als drei Grenzen
zusammen (Bild 8a), so sehen wir den Eck-
punkt E als Grenzfall eines dehnbaren Krei-
ses an, der ein kleines Land L umschlieBt.
(Bild 8b.) Dies dndert die Nachbarschaft der
iibrigen Lander nicht und gibt uns Ecken der
gewiinschten Art. Gelingt es, die Karte mit
dem Land L wie verlangt zu farben, so ist
auch die urspriingliche Karte mit hochstens
vier Farben gefarbt.



Landkarten, in denen keines der Linder an-
dere Liander vollstindig enthdlt und sich
in jedem Eckpunkt nicht mehr als drei Lander
treffen, nannte 4. B. Kempe normal. Ist der
Vierfarbensatz fir normale Landkarten be-
wiesen, so gilt er fiir alle Landkarten. Bei
seinem Beweisversuch fiir den Vierfarbensatz
(fiir normale Landkarten) benutzte Kempe
(1879) die Methode des indirekten Beweises.
Er nahm an, daB der Vierfarbensaltz falsch ist
(d. h., es wenigstens eine Landkarte gibt, de-
ren Firbung fiinf Farben erfordert). Aus
dieser Annahme ergab sich ein Widerspruch.
Folglich ist die Annahme falsch, also der Satz
richtig.

Kempes SchluBweise 1aBt sich so zusammen-
fassen:

1. Gibe es eine Landkarte, deren Firbung
fiinf Farben erfordert, so gibe es auch eine
solche normale Landkarte. Unter allen nor-
malen Landkarten, deren Farbung fiinf Far-
ben erfordern, gibt es eine mit einer kleinsten
Linderzahl. (Das heiBt, jede normale Land-
karte mit weniger Landern ist mit vier oder
weniger Farben farbbar.) Eine solche nennen
wir eine mirnimale fiinf-farbbare normale Land-
karte.

2. Jede normale Landkarte enthilt ein Land
mit zwel, drei, vier oder fiinf Nachbarlindern.
(Das heiBt, es gibt keine normale Landkarte,
in der jedes Land sechs oder mehr Nachbar-
lander hat.) (Bild 9)

Bild 9

3. Hiernach hat auch eine minimale fiinf-
fiarbbare normale Landkarte X ein Land mit
weniger als sechs Nachbarlindern. Es werden
nun folgende Fille unterschieden:

a) K enthalt ein Land mit zwei Nachbarn.

b) K enthilt kein Land mit zwei Nachbarn,
jedoch eines mit drei Nachbarn.

c) K enthiilt kein Land mit zwei oder drei
Nachbarn, jedoch eines mit vier Nachbarn.
d) K enthiilt kein Land mit zwei, drei oder vier
Nachbarn, also ein Land mit fiinf Nachbarn.
4. Es wird in allen vier Fallen der Nachweis
gefiihrt, daB es jeweils eine normale Land-
karte gibt, deren Firbung fiinf Farben er-
fordert, die jedoch weniger Lander als K
enthélt. Dies widerspricht der Tatsache, daB
K bereits eine minimale fiinf-farbbare nor-
male Landkarte ist. Waren diese vier Nach-
weise richtig, so wire durch den sich erge-
benden Widerspruch gezeigt, daB die Annah-
me, daB es eine Landkarte gibt, deren Fir-

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc.

Z.alman Alexandro-
witsch Skopetz

Lehrstuhlleiter an der Péd. Hochschule
K. D. Uschinski“, Jaroslawl!

Al1765a 1.
lautet:

Eine bekannte Textauflgabe

Herr Miiller fuhr mit dem E-Zug (66 kTm) bis

zur nichsten Station, warf eine Karte in den
Briefkasten und lief sofort dem Gleis entlang
zuriick nach Hause mit der Geschwindigkeit
6 kTm Der Nachbar machte dieselbe Reise
mit einem Fahrrad, hin und zuriick; er fuhr
gleichzeitig ab, als Herr Miiller abfuhr, und
kehrte auch gleichzeitig zuriick. Wie groB war
die Geschwindigkeit des Fahrrads?

bung fiinf Farben erfordert, falsch ist, d. h.,
der Vierfarbensatz wire bewiesen. Der Nach-
weis in den Fillen a), b), c) ist bei Kempe
vllig richtig. Doch der Nachweis im Fall d)
ist falsch, was zuerst im Jahre 1890 von
P. J. Heawood erkannt wurde.

Computerlésung des Vierfarbenproblems

Kempes Beweisidee ist auch die Grundidee
des Beweises von W. Haken und K. Appel.
In fast 100 Jahren entstand aus der Arbeit am
Vierfarbenproblem die klassische Graphen-
theorie. Insbesondere wurde Kempes Me-
thode zur Losung des Problems verbessert.
Aus Kempes indirekter Beweismethode wurde
eine allgemeinere sogenannte Reduktions-
methode. Wesentliche und entscheidende Im-
pulse zur Losung des Problems sind dem
Mathematiker H. Heesch, der sich iiber
40 Jahre mit dem Vierfarbenproblem be-
schaftigt hat, zu verdanken. W. Haken und
K. Appel konnten Heeschs Methoden vervoll-
kommnen und zusammen mit ihrer sogenann-
ten Volistindigkeitsmethode unter Einsatz
von Computern den Vierfarbensatz (Satz
von Guthrie-Kempe-Heesch-Appel-Haken)
beweisen.
(Eine anschauliche Beschreibung weiterer
Einzelheiten des Beweises findet der interes-
sierte Leser in der Zeitschrift ,,Wissenschaft
und Fortschritt* 1978, Heft 3, Mirz 1978.)
H. Pieper

Losungen auf Seite 116

2. Um die Aulgabe richlig zu l6sen, muBl man
verstehen, was . mittlere Geschwindigkeit®
heiBt (sieche Losung S. 116); diese kann man
als harmonisches Mitiel berechnen.

Beispiel: Es seien «=3 und b=6: das harmo-
nische Mittel x findet man laut Gleichung

x 2\a
tive GroBen a,, a,, ..., a, gegeben, dann findet
man das harmonische Mittel x aus

11(1 1 1>

=t

X h\a; a; an
n

xX=

1 1/1 1
( +E); daraus folgt x=4. Seien n posi-

oder X=i 17T T
—t—t—+.. =

a, a; a ay

3. Das harmonische Mittel zweier Strecken
a und b kann man auch konstruieren. In
einem beliebigen Trapez ABCD (4D || BC,
s. Bild 1) sei AD =a cm, BC =b cm. Die Strek-
ke MN verliuft iiber den Diagonalenschnitt-
punkt P und MN | AD. Es ist ganz leicht zu
beweisen, daB x =MN der Gleichung

1 1/1.1
x 2\a*h
MN =x das harmonische Mittel zwischen
aund b.

geniigt; also ist die Strecke

A a 0

AN

] b c

4. Um ein harmonisches Mittel dreier Strek-

ken a, b, ¢ zu finden, zeichne man die drei

gegebenen Strecken einander parallel so, daB

die Punkte A, C, E bzw. B, D, F auf einer Ge-

raden liegen (s. Bild 2). Dann konstruiere

man:

(1) den Schnittpunkt P von Geraden CF und
ED;

(2) den Schnittpunkt Q von Geraden BC und
AD,

(3) den Schnittpunkt S von Geraden AP und
EQ;-

(4) die Strecke MN | AB durch den Punkt S
M EE, N eﬁ).

(s N\,
ANAN

Q

A e 8
Satz: Die Strecke x=MN ist ein harmoni-
sches Mittel der drei Strecken a, b, c.

Der unter 4. genannte Satz wurde von Prof.
Z. A. Skopetz gefunden und heiBt Satz von
Skopetz.
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Er rechnete, wie andere atmen

Leonard Euler,

der beriihmteste Mathematiker

des 18. Jahrhunderts

Im Herbst 1726 ging bei der Pariser Akademie
eine Bewerbungsschrift um einen von ihr aus-
gesetzten Preis ein. Es handelte sich um eine
damals hochaktuelle Aulgabe: Gefragt war
nach denjenigen Stellen, an denen am zweck-
miBigsten die Masten im Schiff einzusetzen
seien, nach der giinstigsten Anzahl und H6he
der Masten. Nach griindlicher Priifung erhielt
diese Einsendung zwar nicht den Preis, wohl
aber die ndchsthohere Auszeichnung, eine
lobende Anerkennung (,,Accessit*). Der Ver-
fasser war ein neunzehnjihriger angehender
Gelehrter namens Leonhard Euler aus Basel.
Er hat Ubrigens spéter durch seine Preis-
schriften allein von der Pariser Akademie
rund 30000 Livres, etwa 300000 Mark in
heutiger Kaufkraft, erhalten.

Man priift den Pudding, indem man ihn iit

Der junge Euler hatte noch nie ein Seeschiff

auch nur von weitem gesehen. Er hielt es fir
ratsam, seiner mathematisch-theoretischen
Abhandlung hinzuzufiigen: ,,Ich habe es
nicht fiir erforderlich erachtet, diese meine
Theorie durch ein Experiment zu bestitigen,
weil sie ganz und gar aus den gesichertsten
und unangreilbarsten Prinzipien der Mecha-
nik hergeleitet ist. Ein Zweilel, ob sie wahr

und in der Praxis anwendbar sei, kann daher-

iiberhaupt nicht auftauchen.”

In einem 130 Jahre spiater in Leningrad auf-
gefundenen Konzept Eulers liest es sich aller-
dings anders. Hier bekannte er namlich, daB
er mit einem selbst angefertigten Schiffsmo-
dell Versuche in ruhigem Wasser angestellt
hitte. . . Bei allem Zutrauen in seinen Kalkiil
hatte er also doch vorsichtshalber nach dem
von Friedrich Engels gern zitierten englischen
Sprichwort gehandelt: ,,Man priift den Pud-
__ding, indem man ihn iBt.*

Schon 1727 erreichte Euler ein Ruf nach
Petersburg an die dortige Akademie der
Wissenschafien./Am 26. April schiffte er sich
in Travemiinde auf einem nach Reval ab-
gehenden Frachter ein. Erst am 24. Mai traf
er nach beschwerlicher Reise, schwerem
Sturm und heftiger Seekrankheit in Peters-
burg ein, 50 Tage nach seinem Aufbruch von
Basel und 29 Tage nach dem Verlassen
Liibecks. Ja, es war damals noch nicht so
einfach, nach Reval oder Petersburg zu ge-
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langen, wie man heute nach Tallinn oder
Leningrad reist.

j In Petersburg faBte Euler rasch festen FuB,
und schon 1731 wurde er, 24jéhrig, Professor.
Mit vollem Recht konnte er bereits damals
von sich sagen: ,,Was die Mathematik anbe-
langt, so glaube ich, daB die Zahl derer,
welche es weiter oder nur so weit als ich ge-
bracht haben, in ganz Europa sehr klein ist.**
1741 folgte Euler einer vorteilhaft erschei-
nenden Berufung nach Berlin, an dessen
Akademie er bald Direktor der Mathemati-
schen Klasse wurde. Die in Petersburg ver-
brachten Jahre vergaB er nicht. 1749 erklarte
er: ,,Alles, was wir sind, schulden wir den
vorteilhaften Umstinden, worin wir uns in
der Petersburger Akademie befunden ha-

wr

ben.*"

Friedrich IL. als Kaderpolitiker

Seine Berithmtheit wuchs von Jahr zu Jahr.
Aber der PreuBenkonig Friedrich II. wuBte
die Bedeutung dieses Mannes nur schr be-
grenzt zu wiirdigen. Selbst ohne jedes Ver-
standnis fiir die hohere Mathematik, sah er
in ihm in dieser Zeit der Aufkldrung, in der
die Hole um den ,,Besitz* ausgezeichneter
Gelehrter wetteiferteri, zwar eine Zierde
.seiner' Akademie, aber es ging ihm doch
die Einsicht dafiir ab, worin denn eigentlich
Eulers Genialitit bestand;jSo schrieb er sei-
nem Bruder:

,,Ich dachte mir schon, dal Deine Unterhal-
tung mit Herrn Euler Dich nicht erbauen
wiirde. Seine Epigramme bestehen in Berech-
nungen neuer Kurven, irgendwelcher Kegel-
schnitte oder astronomischer Messungen.
Unter den Gelehrten gibt es solche gewaltigen
Rechner, Kommentatoren, Ubersetzer und
Kompilatoren, die in der Republik der Wis-
senschaften niitzlich, aber sonst alles andere
als glinzend sind. Man verwendet sie wie die
dorischen Sdulen in der Baukunst. Sie gehé-
ren in den Unterstock, als Triager des ganzen
Bauwerks und der korinthischen Séuien, die
seine Zierde bilden.**

Solche ,,korinthischen Siulen‘ waren fiir den
Ko6nig Méanner mit ,,Esprit*, Meister im geist-
reichen Geplauder, meist ohne sonderliche
Tiefe. Hiermit konnte nun Euler freilich nicht
dienen. Die Folge war, daB ihm die Prisi-

dentschaft der Akademie, auf die er sich be-
griindete Hoffnung machte, vorenthalten
wurde. Auch fiihlte er sich in seinem schwei-
zerischen Freiheitsbegriff durch die stindigen
despotischen Eingriffe des Konigs in das
akademische Leben gekrinkt. Allméhlich
fing er daher an, seine Riickkehr nach Peters-
burg vorzubereiten. 1766 verlieB er dann mit
seiner Familie Berlin, um an der alten Stitte
seiner Wirksamkeit wieder tétig zu werden.

Pionier der deutsch-russischen
Zusammenarbeit

' Die Beziehungen zu Petersburg hat Euler in

den 25 Jahren seiner Arbeit in Berlin nie ab-
gebrochen. Zwar beeintrichtigte der Sieben-
jahrige Krieg 1756/63 die Verbindung zeit-
weise betrichtlich, aber sie horte praktisch
nicmais ganz auf.

Sein kurz nach dem Eintreflen in Berlin ge-
gebenes Versprechen, er werde auch von hier
aus mit allen Krélten die Interessen der
Petersburger Akademie fordern, hat Euler
cingeldst! Seine umfangreiche K orrespondenz
mit maBg;blichen Mitgliedern und Mitarbei-
tern der Akademie in Petersburg legt cin
beredtes Zeugnis dafiir ab. Euler arbeitete
von Berlin aus weiter an den Schriften der
russischen Akademie mit und stellte ihr neben
zahlreichen Abhandlungen und Rezensionen

Berechnung von ]ﬂ aus der Kettenbruchent-
wicklung (undatierte Notiz Eulers)
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auch grdBe Werke zur Verdffentlichung zur
Verfiigung. Seine Produktivitit war so ge-

waltig, daB es beide Akademien in Berlin und -

in Petersburg nicht schaflten, alles, was aus
seiner Feder hervorging, zu drucken. Er dis-
kutierte in seinen Briefen an die Freunde in
RuBland wissenschaftliche Fragen auf den
Gebieten der Mathematik, Astronomie, Me-
chanik, Physik, Chemie, Geographie, Karto-
graphie und machte sie so mit seinem Er-
kenntnisstand vertraut. Er nahm EinfluB auf
die Stellung von Preisaufgaben, die damals
eine entscheidende Rolle bei der zielgerichte-
ten Forderung des wissenschaftlichen Fort-
schritts spielten, indem er Themen vorschlug
und bei der Beurteilung der eingegangenen
Preisschriften mitwirkte. Er bemiihte sich um
die Erfilllung von Wiinschen nach Literatur
und wissenschaftlichen Geraten. Er empfahl
talentierte Nachwuchskrifte. .
Besonders hervorhebenswert sind seine Akti-
vititen zur Ausbildung junger russischer Wis-
senschaftler. 1743/44 nahm er den spiteren
Akademieprisidenten K..G. Rasumowski bei
sich in Berlin auf und unterrichtete ihn privat.
Ihm folgten 1752/56 der Mathematiker S. K.
Kotelnikow, 1754 der Mathematiker M. So-
fronow, 1754/56 der Astronom und spitere
Vizeprisident S. J. Rumowski. In diesem Zu-
sammenhang ist auch die Ermutigung zu
nennen, die Euler in seinen Briefen den physi-
kalischen und chemischen Arbeiten des ge-
nialen M. W. Lomonossow zuteil werden lieB.
Umgekehrt hielt Euler, nach Petersburg zu-
riickgekehrt, seine Beziechungen zur Berliner
Akademie aufrecht und lieB sie nicht das ent-
gelten, was er dem K 6nig von Preuflen gegen-
iiber fiihite. So ist es vollauf begriindet, daB
1957, als die Akademien der Wissenschaften
. der DDR und der UdSSR gemeinsam in Fest-
veranstaltungen und in Gedenkschriften des
250. Geburtstages Leonhard Eulers (15.4.
1707 bis 18.9. 1783) gedachten, an den her-
vorragenden Platz erinnert wurde, den er in
den Traditionen freundschaftlicher Zusam-
menarbeit zwischen den Wissenschaftlern der
DDR und der UdSSR einnimmt.

Unglaubliche Fruchtbarkeit

Leonhard Euler war wohl der produktivste
Mathematiker, den es je gegeben hat. Und
oft ist die Frage gestellt worden, wie seine
schier unglaubliche Fruchtbarkeit eigentlich
zu erkléren ist.

Nun, man hat mit Recht gesagt, daB Euler
rechhete, so, wie andere atmen. Seine groB-
artige Begabung wurde erginzt durch un-
ermiidlichen Flei, durch ein phdnomenales
Gedichtnis und durch einen sicheren Blick
fiir die Anwendung der Mathematik in der
Praxis. Hinzu kam noch eine ungewdhnliche
Konzentrationsfahigkeit. ,,Ein Kind auf den
Knien, eine Katze auf dem Riicken, so schrieb
er seine unsterblichen Werke*, hat ein Zeit-
genosse, der ihn gut kannte, iiberliefert.

Obwohl Euler in seinen letzten Lebensjahren
in Petersburg nahezu blind und taub war,
blieb er ohne UnterlaB titig. Mit dem letzten
Rest der ihm verbliebenen. schwachen Seh-
kraft schrieb er die Formeln mit groflen Let-
tern auf eine auf dem Tisch liegende Schiefer-
tafel und diktierte den Text aus seinem Er-
innerungsvermogen.

Q\ls Euler 1783 ruhmgekront starb, hatte er

ein -weiteres Versprechen erfiillt: der Peters-
burger Akademie so viele Abhandlungen zu
hinterlassen, daB sie zu threm Druck noch
20 Jahre benétigen werde. Dieser Zeitraum
reichte bei weitem nicht aus. Auch heute ist
die Gesamtausgabe seiner Werke, die in Basel

erscheint, erst zu rund 90 Prozent publiziert.

Euler hinterlieB ein Werk, das 72 Binde u—1;
Lexikonformat mit iiber 30000 Druckseiten
fiillen wird. Hinzu kommen mehrere Tausend
Seiten Manuskripte und Entwiirfe, Notiz-
biicher mit iiber 3000 Seiten und ein Brief-
wechsel, von dem in der genannten Gesamt-
ausgabe ein Band vorliegt und der etwa
12 Binde mit iiber 7000 Druckseiten in An-
spruch nehmen wird. Das Zentrale Archiv
der Akademie der Wissenschaften der DDR
und das Hugenottenmuseum in Berlin bergen
viele aussagekriftige Belege fiir Eulers Leben
und Wirken in dem Vierteljahrhundert, das

er hier verbracht hat. Diese archivalischen
Schitze erginzen den Haupiteil seines Nach-
lasses, der sich im Leningrader Archiv der
Akademie der Wissenschaften der UdSSR
befindet./ Leonkard Eulers Lehrbiicher der
Differentfal- und der Integralrechnung sowie
seine ,,Vollstindige Anleitung zur Algebra‘
haben mehrere Generationen von Wissen-
schaftlern und Technikern in die Mathematik
eingefiihct, Das Eulersche Additionstheorem
der elliptischen Integrale ist auch in unserer
Zeit fiir die Analysis von Bedeutung, die
Euler-Lagrangesche Differentialgleichungen
fir Physiker, die Eulersche Funktion, das
Eulersche Kriterium oder die Eulersche Pro-
duktdarstellung fiir die Zahlentheoretiker.
{"An die 50 Sitze, Formeln, Funktionen, Glei-
chungen und andere mathematische Begriffe
sind noch heute mit Fulers Namen verbun-
den; das mathematische Instrumentarium der
Praktiker auf vielerlei Gebieten trigt wie vor
200 Jahren in wesentlichen Teilen Eulersche
Ziige.:4
Die Pflege, ErschlieBung und schépferische
Aneignung seines Erbes verbinden Wissen-
schaftshistoriker der UdSSR und der DDR
in freundschaftlichem Zusammenwirken.
Kurt Reinhard
aus: Magazin 3[78

Kreul

Was kann
mein elekironischer
Taschenrechner?

VEB Fachbuchverlag Leipzig 1978

131 Seiten, 10 Bilder, 12 cm X 19 cm,
Broschur (Glanzfolie) Preis DDR: 4,80 M
Bestell-Nr. 5463500

Mit diesem Biichlein erhilt der Leser keine
Bedienungsanleitung, sondern einen Ratge-
ber, in dem erldutert wird, wie man seinen
Taschenrechner sinnvoll einsetzen kann. An
Hand vieler Beispiele wird vorgefiihrt, wie
die einzelnen Aufgabentypen optimal gel6st
werden konnen. Besonderes Augenmerk wird
der erreichbaren Rechengenauigkeit gewid-
met. Da alle Betrachtungen weitgehend rech-
nerunabhingig durchgefiihrt werden, wendet
sich die Broschiire an dic Besitzer sowohl
ganz einfacher als auch komplizierter Typen
mit Sondertasten und Speichern.

Leserkreis : Lehrer und Schiiler an allgemeiri-
bildenden polytechnischen Oberschulen und
Berufsschulen, Lehrkrifte und Studenten an
Fach-, Ingenieur- und Ingenieurhochschulen
sowie Hochschulen, Techniker, Ingenieure,
Besitzer von Taschenrechnern.

Das Buch- steht in den Bibliotheken und
Biichereien zur Verfiigung.

Aus dem Inhalt: Vom Abakus zum elektroni-
schen Taschenrechner — Der Aufbau elektro-
nischer Taschenrechner - Zur Rechen-
genauigkeit elektronischer Taschenrechner —
Das Rechnen mit elektronischen Taschen-
rechnern — Anhang: Gebriuchliche Bezeich-
nungen auf elektronischen Taschenrechnern,
einige wichtige Formeln, Zusammenstellung
einiger Niherungsformeln mit Angabe von
Fehlerschranken, wichtige Konstanten —
Sachwortverzeichnis
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Nacheifernswertes

AnliBlich seines zehnjdhrigen Bestehens fiihr-
te der Bezirksklub Junger Mathematiker des
Bezirkes Cottbus im Jahre 1977 ein einwdchi-
ges Spezialistenlager in der Kreisstadt Herz-
berg/Elster durch. Das Programm war sehr
vielseitig. Neben der Beschiftigung mit der
Mathematik, die im Vordergrund stand, gab
es interessante und abwechslungsreiche Ver-
anstaltungen. So nahm z. B. der Chefredak-
teur der mathematischen Schiilerzeitschrift
alpha anldBlich des 200. Geburtstages des
bedeutendsten und schopferischsten Mathe-
matikers seiner Zeit, Carl Friedrich Gaup,
eine Ehrung durch einen Vortrag iiber diesen
Wissenschaftler vor. Dr. Paulin von der Hum-
boldt-Universitét Berlin und Dr. Kiichler von
der Technischen Universitdt Dresden trugen
Interessantes aus ihrer Tatigkeit als Mathe-
matiker vor. Auf einer Festveranstaltung
wiirdigten der Stellvertreter des Bezirksschul-
rates und der Leiter des Bezirksklubs Junger
Mathematiker die Leistungen und Verdienste
sowohl der Schiiler als auch der Padagogen.
Hohepunkte dieser erlebnisreichen Tage wa-
ren fir die Teilnehmer des Spezialistenlagers
Fahrten nach Torgau und Potsdam.

Das Besondere dieses Lehrgangs bestand
darin, dafl jedes Klubmitglied (Schiiler ver-
schiedener Klassenstulen) aulgerufen worden
war, eine eigene Aufgabe bzw. eine verinderte
oder erweiterte aus angegebener Quelle stam-
mende Aufgabe einzureichen. Die Preistrager
dieses Aulgabenwettbewerbs trugen ihre Auf-
gabe selbst vor und stellten ihren Losungs-
vorschlag zur Diskussion. Aus der Fiille der
eingegangenen Aufgaben wollen wir nun
einige vorstellen.

Aufgabe des Schiilers Wolfram Wiirbel,

EOS Forst, Klasse 11:

Man beweise, daB die Zahi
z=3%"*3422.3%*1 1 7 fiir alle natiirlichen
Zabhlen n durch 100 teilbar ist.

Losung:

Aus z=3%"*34122.3%+1,7 f{olgt durch
dquivalente Umformungen

z=3ﬂn+3+34n+l +21 . 34n+l +7,

z=3%% l(34n+ 2 + l)+ 7(34n+ 2 + 1),
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z=3-81"(9-81"+1)+7(9- 81"+1),
z=(9-81"+1)(3-81"+7).

Fiir jede natiirliche Zahl n endet 81" auf die
Ziffer 1.

Somit endet das Produkt 9- 81" auf die Zif-
fer 9, und die Summe 9 - 81"+ | endet auf die
Ziffer 0.

Somit endet das Produkt 3-81" auf die Zif-
fer 3, und die Summe 3 - 81"+ 7 endet auf die
Zifler 0.

Folglich ist das Produkt

z=(9-81"+1)(3- 81"+ 7) [uir alle natiirlichen
Zahlen n durch 10 - 10, also durch 100 teilbar.

Aufgabe des Schiilers Olaf Gutschker,

1. EOS Cottbus, KI. 9:

Gegeben seien zwei Strecken BC und AC mit
den Lingen a und b und a+b. Es ist eine

Strecke der Linge
v a’+b?
N 2

zu konstruieren, ohne die im Hohensatz fir
rechtwinklige Dreiecke [ormulierte Eigen-
schaft zu nutzen.

Lésung:
Wir zeichnen ein recmvinkligis Dreieck
ABC, dessen Katheten BC und AC die Lin-

gen a und b haben. Die Lange der Hypo-
tenuse AB ist dann c=|/a%+ b

Wir halbieren die Strecke AB; der Halbie-
rungspunkt sei M. Die Linge der Strecke

AM ist dann % Vat+ b2

Wir zeichnen um M mit dem Radius AM den
Kreis k (Thaleskreis) und konstruieren die
Senkrechte zu AB durch M, die den Kreis k
in N schneiden moge, und wir verbinden
A mit N.

Wegen AM=MN und & AMN =90° gilt im
rechtwinkligen Dreieck AN M somit

AN?=AM?*+MN?*=2- AM? bzw.

1
x2=2- s (a®+b?), also

. a’+b?
= T

Bild1°

Aufgabe des Schiilers Jorg Hortig,

19. OS Cottbus, Ki. 9b:

Fiir welche natiirlichen Zahlen n2>1 wird die
Gleichung 10- (12422432 +... +n?
=3-(13422+ 33 +... +nd)erfiillt?

Lésung:
Wegen 12+22+32+... +n?

=é-n'(n+1)(2n+l)und

2
13+23+33+...+n3=[w:| gilt

10-%-n(n+1)(2n+1)=3-%-n2(n+1)z,

5 3
3 2n+ 1)=Z'n(n+ 1),

2012n+ 1)=9n(n+1),
40n+20=9n2 +9n,

9n2-31n—20=0,
31 20
2_ o=
n 9 n 9 0,

31 41 5
"‘-2=ﬁiﬁ' alson;=4und n; = -5

(entfdllt, da keine natiirliche Zahl).

Nur die natiirliche Zahl 4 erflillt die gegebene
Gleichung. Probe: :

10- (12422 432449)=3-(13+23+3% +43),
10-(1+4+9+16)=3-(1+8+27+64),
10-30=3- 100=300.

Aufgabe des Schiilers Jens-Uwe SchliiBler,
EOS ,,Artur Becker* Cottbus, Klasse 9/3:

Gegeben sei ein regelmaBiges Sechseck
ABCDEF. Durch die Schnittpunkte G, H, J,
K, L, M der Diagonalen R, E, ﬁ, B—F,
CE, DF wird ein Sechseck GHJKLM fest-
gelegt. Es ist der Quotient aus den Flichen-
inhalten dieser beiden Sechsecke zu bestim-

men.

Bild 2 E D
K
L J
F c
M H
G
A B
Lésung:

Figuren, die bei einer ebenen Drehung um
einen Winkel o um einen Punkt P zur Dek-
kung gebracht werden konnen, heiBen radial-
symmetrisch. Alle regelmaBigen Vielecke ha-
ben diese Eigenschaft. Beim regelmiBigen
Sechseck betrigt die GroBe dieses Dreh-
winkels 60°. Bei Drehung des regelmiBigen
Sechsecks ABCDEF um den Mittelpunkt M
seines Umkreises um den Winkel ¢=60°
wird die Figur mit sich selbst zur Deckung
gebracht. Deshalb ist das Sechseck GHJKLM
ebenfalls regelmiBig. Wegen & DEF=120°
und £ KEL=60° gilt x FEL=(120°-60°):2
=30°. Ferner gilt XxEFL= xFEL=30° und
somit ¥ ELF =120°.Essei EF =sund EJ =X,
dann gilt

x_sin30° sin30° 1

s sin120° sin 60° _ﬁ'




Die Flacheninhalte dhnlicher Figuren ver-
halten sich wie die Quadrate entsprechender
Seiten. Deshalb gilt wegen EL =LK =x

A x* 1

4, s 3
Der Flidcheninhalt des Sechsecks ABCDEF
ist dreimal so groB wie der Flicheninhalt des

Sechsecks GHJKLM.

Aufgabe des Schiilers Roland Kaschner,
EOS Lauchhammer, K. 12:

In einem Park mit ebenem Gelidnde befindet
sich eine Skulptur mit der Hoéhe h;, die aufl
einem Sockel mit der Hohe h, steht. In wel-
cher Entlernung e vom FuBpunkt des Sok-
kels muB ein Betrachter mit der Augenhohe
h3 stehen, damit er die Skulptur unter maxi-
malem Blickwinkel sieht?

a) Es ist e durch h,, h, und h; auszudriik-
ken!

b) Welche GroBe hat der maximale Blick-
winkel ¢, wenn h; =2,00m, h, =1,80m und
h3=1,60 m betragen?

Losung:

Fiir den Umkreis k des Dreiecks CDE ist der
Winkel £ CED = ¢ Peripheriewinkel iiber der
konstanten Sehne CD. Der Winkel ¢ ist dann
am groBten, wenn der Kreis k die Parallele zu
AB durch E zur Tangente hat.

Begriindung : Durch die Endpunkte P und Q
einer konstanten Strecke F@ lassen sich be-
liebig viele Kreise konstruieren. Mit wach-
sendem Radius nimmt der zugeh6rige Zentri-
winkel ab.

Bild 3

Der Punkt E muB auf der Parallelen zu AB
im Abstand h; wegen der konstanten Augen-
hohe liegen. Zu jedem Punkt E auf dieser
Parallelen, der nicht auf der Geraden CD
liegt, existiert ein Kreis, der durch C, D und E
geht. Von diesen Kreisen besitzt derjenige
Kreis den kleinsten Radius, der die Parallele
zu AB durch E zur Tangente hat. Alle iibrigen
Kreise durch die Punkte C, D und E wiirden
diese Parallele in zwei Punkten schneiden;
sie hitten damit einen groferen Radius und
demzufolge einen kleineren zugehorigen Zen-
triwinkel.

Nun giltm=m=%-hz+hl—h3.

Im rechtwinkligen Dreieck MCP gilt somit

1 2 1 2
ez=(§'hz+h|—h3) —(5’!2) N

A

X1 ISTAM’78
beograd

A
'~

4. april

Vom 31.3. bis 3.4.78 fand in Beograd anlaB-
lich des Studententages an der Naturwissen-
schaftlich-mathematischen Fakultit der Uni-
versitit ein Wettbewerb von Mathematik-
studenten verschiedener Universititen statt

Bild 4

Mg e/ 4
? P 4
th
c
r hy-h
E #H
hy hs
. e 5
A 8

2= gha? +halhs —hs) (s —hy) ~ gha?,
e*=(hy—h3) tha+hy —hs),

e=)/(hy—hs) (b +h; = h3).
Wegen £ CED= £ CMP=¢ gilt ferner

sin ¢—'2———h2 -2
T 2r hy42h—2h; 13
also ¢ ~43,8°.

(X1.SaveznoilV. Internacionalno studentske
takmicenije is matematike = XI. ISTAM =
XI. Nationaler und IV. Internationaler Stu-
dentenwettbewerb in Mathematik). Es betei-
ligten sich hieran 16 Mannschaften von sie-
ben jugoslawischen Universititen sowie von
Universititen in Budapest, Szeged, Prag,
Wien und erstmalig eine Mannschaft aus der
DDR, nidmlich von der Wilhelm-Pieck-Uni-
versitit Rostock. Die Vertretungen setzten
sich jeweils aus drei Studenten und einem
Betreuer zusammen. Die Rostocker Universi-
tdt war vertreten durch Prof. Dr. Engel als
Delegationsleiter sowie die Studenten des
2. Studienjahres Konrad Engel, Uwe Lam-
mel, Jiirgen RoBmann. Die Studenten des 1.
und 2. Studienjahres hatten in vier Stunden
vier Aufgaben aus der Analysis, analytischen
Geometrie und Algebra zu losen, wahrend

sich die Studenten der hoheren Studienjahre
mit Problemen (teilweise nach Wahl) aus den
Gebieten Funktionalanalysis, Programmie-
rung, Gew. Differentialgleichungen, Funktio-
nentheorie, Ho6here Algebra, Topologie
und Wahrscheinlichkeitstheorie beschiftigen
muBten.

In der Mannschaftswertung belegte unsere
Vertretung hinter den Vertretungen aus Bu-
dapest, Wien, Pragl und Ljubljana den
S. Platz, wobei Konrad Engel mit einem
4. Platz in der Einzelwertung (von 31 Teil-
nehmern) an dieser Plazierung den gréBten
Anteil hatte. Nach der Klausur am 1.4. ver-
lebten die Teilnehmer noch zwei erlebnis-
reiche Tage in der Hauptstadt der SFR Jugo-
slawien.

Zum AbschluB duBerten die Veranstalter, die
Studenten der Beograder Naturwissenschaft-
lich-mathematischen Fakultit, den Wunsch,
im nichsten Jahr wieder eine Mannschaft
der DDR zum Wettbewerb begriien zu
konnen. J. Rofimann

Im Emblem der XI. ISTAM - als Skizze das
K &nigsberger Briickenproblem
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Ein ratio-
nalisiertes Sieb
zum Feststellen

von Primzahlen
Teil 2

Beweis: Ist ap die Einerziffer der Zahl a, a,
thre Zehnerziffer, a, ihre Hunderterzilfer
usw., so 1aBt sie sich darstellen als
a=ap+10-a,+10% g, +...+ 10" a,
=(ag+a,+ar+...+a,)+9a; +99a,+...
+[10"—1]ay).
In der ersten Klammer steht nun die Quer-
summe von g, und die in der zweiten Klammer
stehende Zahl ist gewiB durch 3 teilbar.
Daraus ergibt sich [olgende Ubersicht:

+ 0] [11 [21 [3 [4 [5]
(0} [ [01 [ [2] [3] [4] [5]
(1 1 011 (21 (31 [4 (51 [0]
(2] | [2 (31 [ [5] [0] [1].
(31 [ (31 (4 [51 [0 [1] [2]
(41 | (41 [5] [0 [ [2] [3]
(511 57 [0] [11 [20 (3] (4]

Tafel 3: Additionstafel der Restklassen

Die Quersumme von a a8t bei Division durch 3

den Rest 0 den Rest 1 den Rest 2
a gerade S-Zahl go-Zahl g.-Zahl
a ungerade D-Zahl Mo-Zahl Mu-Zahl

Diese Tabelle kann man zur Vorbereitung
des Siebens in einem Bereich groBer natiir-
licher Zahlen benutzen, z. B. im Zahlenraum
von 72000 bis 74 000.

4. Das Rechnen mit Restklassen

Wir wollen die Klassen aller natiirlichen
Zahlen, die bei Division durch 6 den Rest a
lassen, kurz mit [a] bezeichnen. Die sechs
Restklassen, in die die Mgnge der natiirlichen
Zahlen bei Division durch 6 zerfillt, sind dann
[0], [1], [2]. [3]. [4], [5]. Das sind gerade
diejenigen Klassen, die wir [rither (in dieser
Reihenfolge) S-Zahlen, Mo-Zahlen, g,-Zah-
len, D-Zahlen, go-Zahlen bzw. Mu-Zahlen ge-
nannt haben.

Nun zeigen wir:

In welcher Restklasse die Summe zweier natiir-
licher Zahlen liegt, hingt nur davon ab, aus
welchen Restklassen die Summanden stam-
men. )]
Beweis: Ist 6m+r irgendeine Zahl aus der
Restklasse [r], 6n+s irgendeine Zahl aus der
Restklasse [s] (0=<r<5, 0<s<5), so liegt
ihre Summe 6(m+ n)+(r +s) stets in der Rest-
klasse [r+s], falls r+s5<6, bzw. in der Rest-
klasse [r+s—6], falls r+5=6, denn dann
gilt 6(m +n)+(r+s)=6(m+n1)+(r+s—6).
Die Beziehung (9) gestattet, von einer Addi-
tion der Restklassen zu sprechen, fiir die man
folgende Additionstafe] berechnet.

104

Aus dieser Talel liest man z. B. ab: [1]+[4]
=[5], was in der- [riiheren Sprechweise be-
deutet: Addiert man zu einer Mo-Zahl eine
go-Zahl, so ist die Summe stets eine Mu-Zahl.
Oder, da eine go-Zahl stets das Doppelte einer
Mu-Zahl ist ([4]=2[5]): Die Summe aus
einer Mo-Zahl und dem Doppelten einer
Mu-Zahl ist stets eine Mu-Zahl.

Aufgabe 1

Das Wievielfache einer Mu-Zahl muB man zu
einer D-Zahl addieren, um als Summe eine
Mu-Zah! zu erhalten? (das Vierfache)

Aulgabe 2

Das Wievielfache einer Mo-Zahl muB man
von einer S-Zahl subtrahieren, um als Diffe-
renz eine Mo-Zahl zu erhalten? (das Fiinf-
fache)

Fiir die Multiplikation kdnnen wir einen zu
(9) gleichartigen Satz aussprechen.

Aufgabe 3

Formuliere und beweise einen zu (9) analogen
Satz iiber die Multiplikation von Restklas-
sen! Stelle eine Multiplikationstafel auf!

Fiir unsere Untersuchungen ist folgende Be-
ziehung wichtig:

Das Quadrat einer Primzahl ist stets eine
Mo-Zahl. (10)
Beweis: Alle Primzahlen sind Mu- bzw. Mo-
Zahlen, d.h. gehdren den Restklassen [1]
bzw. [5] an, und es gilt nach Aufgabe 3:

[1]*= [1] und [5]*=[1].

5. Das Lischen auf der Mo-
und der Mu-Siiule

Laut (7) brauchen wir uns bei der Suche nach
Primzahlen nur noch aul der Mo- und der
Mu-Sdule hin und her zu bewegen. So lassen -
wir die ibrigen vier Restklassen ganz aus
dem Spiele. Damit werden die Primzahlen 2
und 3 automatisch ihrer Loschfunktion ent-
hoben, weil ihre n-fachen nur aul der go-,
gu~ D- oder S-Sidule liegen konnen. Somit
16schen im Zahlenraum bis R=100 laut (2)
nur noch die Primzahlen 5 und 7, und laut (1)
beginnt deren Loschwirkung bei 52=25
bzw. bei 7% =49. Beide Quadrate liegen laut
(1) auf der Mo-Séaule.

Wie aus Tafel 4 ersichtlich, bilden die Zahlen
jeder Sdule eine arithmetische Folge mit der
Diflerenz d=6. Geloschte Zahlen sind ge-
strichen; die Loschzahl ist daruntergesetzt.
Geloscht sind entsprechend unserer Voriiber-
legung auf der Mo-Siule 52 =25 und 72 =49,
dazu die gréBeren n-fachen von 5 (namlich 55
und 85) und von 7 (ndmlich 91), auf der Mu-
Siule nur n-fache, die groBer als die jeweiligen
Quadrate der Loschzahlen sind (ndmlich 35
65 95; 77).

Wir sehen den Loschvorgang auf der Mo-
Sdule ein wenig genauer an. Fiir p=5 war uns
mit p? =25 eine Anfangszahl gegeben. Gehen
wir von ihr 5 Schritte - also p Schritte -
aufwirts, treffen wir auf die nichste durch
p=>5 geloschte Zahl, nimlich auf 55, und auf
die iiberniichste, namlich auf 85, nach wie-
derum p=35 Schritten. Fiir p=7 sind es von
p?=49 bis zur nichstgroBeren durch p=7
geloschten Zahl, ndmlich bis zur 91, wiederum
p="7 Schritte.

Von einer durch p geldschten Zahl bis zur
ndchstgroferen durch p geloschten Zahl muf3
man auf einer Sdule p Schritte gehen. an
Beweis: Wurde mittels der Primzahl p eine
Zahl der Mo-Saule geloscht und ist p selbst
eine Mo-Zahl, so hat man nach dem kleinsten
positiven Vielfachen xp von p zu fragen, das
zur geloschten Mo-Zahl addiert wiederum
eine Mo-Zahl ergibt. Da die Mo-Siule genau
alle Zahlen der Restklasse [1] enthilt, ist
also die kleinste positive Losung der Glei-
chung

x[1]+[1]=[1] zu bestimmen, man erhilt
x=6.

Fiir die anderen Fille, in denen p eine Mu-
Zahl ist bzw. die Mu-Sdule betrachtet wird,
ergeben sich nach denselben Uberlegungen
die Gleichungen x[5]+[1]=[1];

.x[1]+[5]=[5] bzw. x[5]+[5]=[5], deren

kleinste positive Losung stets x==6 ist. Das
bedeutet: Der Abstand zweier auf derselben
Siule durch p geloschter Zahlen ist 6p, und
da die Sdulen arithmetische Folgen mit der
Diflerenz 6 sind, trifft man — von einer durch
p geloschten Zahl ausgehend — nach p Schrit-
ten auf die ndchste durch p zu loschende
Zahl. '



Mo (1 7 13 19 238 31
5
Mu 5 11 17 23 29 35 41
5

37 43 49 5% 6l

67 73 79 8% 9 97

7 5 5 7
47 53 59 6% 71 77 83 89 9%
5 7 5

Tafel 4: Die Mo- und die Mu-S4ule im Zahlenraum bis R = 100

nach der Loschung

6. Die Briickenzahl 5

Da laut (1) und (10) samtliche Primzahlen p
ihren LaschprozeB mit p? auf der Mo-Siule
beginnen, erhebt sich die Frage:

Welche Zahl aul der Mu-Siule ist die kleinste
durch p geloschte Zahl? Wir versuchen, von
unserem Ausgangspunkt p?, einer Mo-Zahl,
die Briicke zu schlagen, um auf der Mu-
Sdule ebenfalls eine Anfangszahl fiir den
Ldschvorgang zu [inden, die wir als Briicken-
zahl b bezeichnen.

Wir miissen also die kleinste positive Lo-
sung der Gleichung [1]+x[1]=[5] bzw.
[1]+ y[5]=[5] bestimmen, je nachdem ob
die Loschzahl p der Restklasse [1] bzw. [5]
angehort.

Man erhilt x=4 und y=2; das besagt:

Die erste auf der Mu-Sdule durch die Primzahl
p geloschte Zahl ist bo=p® +4p, falls p aus der
Restklasse [1] ist (d. h. eine po-Zahl ist), und
ist by=b*+2p, falls p aus der Restklasse [5]
(d. h. eine p,-Zahl) ist. (12)

7. Yorausbestimmung der zu erwartenden
Anzahl von Primzahlen im Zahlenraum von
1 bis R (im Beispiel: R = 200)

Die Anordnung der Zahlen in M-S&ulen und

der aul ihnen ablaufende relativ einfache

Loschrhythmus, dessen Wesen hauptsich-

lich durch (1), (10), (11) und (12) aufgezeigt ist,

setzt uns instand, die Anzahl der Primzahlen

p=5 im Zahlenraum bis R vorauszubestim-

men, d. h. bevor wir sie im einzelnen ermit-

teln.

Dazu bedarf es folgender Schritte:

1. Bestimmung der Loschzahlen laut (2)

Im Beispiel ist ]/E= [/ﬁz 14; Loschzahlen

sind somit5 7 11 13.

2, Bestimmung der Anzahl A, der S-Zahlen

Auf dem Zahlenstrahl treffen wir nach jeweils

sechs Schritte f aul eine S-Zahl. Danach ist

die Anzahl A;der S-Zahlen gleich dem ganzen

Anteil des Quotienten %

3. Bestimmung der Anzahl A,, der M-Zahlen
Sie betrigt hier 66, da jeder S-Zahl ober- und
unterwirts eine M-Zahl angelagert ist. Alige-

mein ist A,,=2A,, [alls §> s,und Ap=2A4,—1,
R
falls i s.

4. Bestimmung der Anzahl der Loschungen
(Anschldge)

Wenn wir die Loschungen mit der Schreib-
maschine ausfilhren, kénnen wir dafiir den
anschaulicheren Ausdruck ,,Anschlige* ver-
wenden.

3

4.1. Anzahl der Anschlidge auf der Mo-Siule

Die kleinste Zahl, die durch die Primzahl p
auf der Mo-Siule geldscht wird, ist — laut (1)
und (10) - p% Bis zum nichsten Anschlag
geht man — laut 11 — p Schritte. Da wir auf
einer arithmetischen Folge mit der Dillerenz
d=6 vorwirtsschreiten, umfaBt der Raum
von einem Anschlag zum anderen 6p natiir-
liche Zahlen, die nicht auf der Sdule verzeich-
neten eingerechnet. Danach zerfillt der Raum

2 o . [R—p?
von p* bis R in = solcher Anschlags-

rdume, an deren oberem Ende ein Anschlag

liegt (dabei bezeichnet I:RG;p] den ganzen

Anteil des Quotienten R6—p P ) Der Anschlag

fir p? liegt aber am unteren Ende eines
solchen Anschlagraumes und ist deshalb in
der Formel noch nicht beriicksichtigt. Die
tatsdchliche durch p bewirkte Anzahl der
Anschlige A, aul der Mo-Siule ist

2

4o =[RG—pp] +1.
Beispielsweise bewirkt die Primzahl p=7 auf
der Mo-Saule im Zahlenraum bis R =200

o=20(;;49+ 1=3+1=4 Anschlige

(ndmlich: 49 91 133 175).
4.2. Anzahl der Anschldge aul der Mu-Siule
Da auf der Mu-Siule die kleinste durch eine
Primzahl p geloschte Zahl die Briickenzahl b
ist, so miissen wir — laut (12) - bei po- und bei
p.~Zahlen unterschiedlich verfahren. Unter
Zugrundelegung der Uberlegungen fiir (13)
erhalten wir fiir die Anzahl A, (4.,) der durch
Po (p.) auf der Mu-Siule bewirkten Anschiage:

Aua=[—R_(p"2+4”")]+1

(13)

6p

R_(puz+2pu):|+ 1.

Aw= (14)

. 6p
4.3. Berechnung der Anzahl der Anschlige
durch die einzelnen Loschzahlen (im Zahlen-
raum bis R =200):

200—25']
p.= 5 (laut 13) _T_ +1=6
(20035 ]
(laut 14) _T_ +1=6
po= 7 (laut 13 siche oben!) 4
1200 77]
(laut 14) 7o) +1=3

p.=11 (laut 13) 200_121

+
1
)

(laut 14) 1

+

200— 169

po=13 (laut 13) +1

el
o
o)

(laut 14 kein Anschlag,
da b>R)
Gesamtzahl der Anschlige 23.

Man ist jetzt versucht, als Anzahl der Prim-
zahlen die Dilferenz zwischen der Anzahl der
M-Zahlen und der Anzahl der Anschlige an-
zunchmen. Jedoch wurde die Mo-Zahl 175
zweimal angeschlagen, nimlich als n-faches
von 5 und von 7. Dies sieht fast wie ein be-
langloser, leicht zu korrigierender Schon-
heitsfehler aus, ist aber ein Vorgang von
auflerordentlicher Wichtigkeit: 7 ,begegnet"
S. Im Zahlenraum bis R=100 findet keine
solche ,,Begegnung* statt, im Zahlenraum bis
R =200 diese einzige, und mit wachsendem R
nimmt die Anzahl der Begegnungen erstens
zu, und zweitens wird der Vorgang kompli-
zierter, indem Mehrfachbegegnungen stat-
finden (wie z. B. bei der Mirchenzahl 1001
=7-11-13). Die Anzahl G der gel6schten
Zahlen ist also nicht gleich der Anzahl der
Anschldge, sondern sie ist die Diflerenz zwi-
schen der Anzahl A der Anschlige und der
Anzahl B der Begegnungen:

G=A-B (15)
und die Anzahl A, der Primzahlen die Dille-
renz zwischen der Anzahl A4, der M-Zahlen
und der Anzahl G der geloschten Zahlen:

Ap=An—G=An—(A-B)

=An+B—A4. (16)
Unter Einsetzung der oben errechneten Zah-
len ergibt dies fir den Zahlenraum bis
R =200:

A,=66+1-23=44.

Im Zahlenraum bis R=200 sind 44 Prim-
zahlen p=> 5 zu erwarten.

8. Das Lischen im Zahlenraum
bis R = 200 bei Darstellung
der M-Zahlen als Punkte

Wenn man die M-Zahlen durch Punkte dar-
stellt, wie dies aus Tafel 5 zu ersehen ist, so
spart man Zeit, kommt mit kleineren Dar-
stellungsrdumen aus und schneidet die An-
ordnung besser aul das Anschlagen durch
Mechanismen (wie z. B. durch die Schreib-
maschinentaste) zu. Diese Vorteile werden
um so wirksamer, je gréBer R ist. (Hiervon
kann man sich an Hand von Talel 7 iberzeu-
gen.)

Wegen der Rolle der natiirlichen Zahl 6 ist es
zweckmafig, [ir die Kolonnen- und Zeilen-
kopfe S-Zahlen zu verwenden.

9. Hinweise zum Verstindnis der Tafel 7

Wer sich mit der Handhabung der Tafel 5
vertraut gemacht hat, miifite imstande sein,
die Tafel 7 zu lesen. Beide sind nach den
gleichen Gesichtspunkten aufgebaut, jedoch
geht in Talel 7 alles sozusagen in gréferem
Mafstab vor sich. Aus Raummangel sind
unter den Anschligen keine Loschzahlen an-
gegeben; fiir die Symbole q und b kann man
sie der Tafel 6 entnehmen.
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KO K30 K 60 K 90
Mo 1 5 511 5
Mu 5 915 915 91Zw= 0
Mo 1 q g ! !
5 7 5 5
Mu 5 b !
S 5 7 Zw= 90
Mo ! ! q ! ! q 1
7 5|11 7 5 13 5
Mu ! 1] P
5 71 5 11 s 7 Zw=180
Mo ! [ I ! tooror
11 5 7 5 13 11 7 5§
Mu ! ! L b ! .
5 7 111 5 13 5 Zw=270

Tafel 5: Die als Punkte dargestellten M-Zahlen im Zahlenraum bis R =270

nach der Loschung

Zahlenzeichen:

q als Quadrat geloschte Zahl

b als Briickenzahl geldschte Zahl

! sonstige geldschte Zahl
stehengebliebener Punkt: Primzahl

Ablesen von Zahlen (an einem Beispiel er-

ldutert):

Welche Zahl ist in der zweiten Mu-Zeile durch

b (mit unterlegter 11) dargestellt?

Hierzu sind jeweils vier Summanden zu ad-

dieren:

1. Summand:

Kolonnenzahl K, links von b 30
2. Summand:

Einerwert unter K 30, Mu-Zeile 5

[ 24

3. Summand:
6x (x Anzahl der Zahlenzeichen
zwischen b und Kolonnenlinie K 30)

=6-3 18
4. Summand: Zeilenwert Zw iiber b 90
b=143

Unter den geloschten Zahlen sind die Losch-
zahlen angegeben: '

143 wurde durch 11 geldscht.

Als Primzahlen im Zahlenraum bis R=200
liest man ab:

Mo 7 13 19 31 37 43 61 67
73 79 97 103 109 127 139
151 157 163 181 193 199

Mu 5 11 17 23 29 41 47 53
59 71 83 89 101 107 113
131 137 149 167 173 179
191 197

Wie vorausbestimmt: 44 an der Zahl.

Tafel 7 soll einen Eindruck davon vermitteln,
daB es nach der hier angegebenen Methode
verhiltnismiBig leicht ist, mit mechanischen
Mitteln oder auch durch Streichen mit der
Hand in ziemlich kurzer Zeit auf engem
Raum die Primzahlen eines groBeren Zahlen-
raumes auszusondern.

Zum SchluB eine Aufgabe, die noch einen
Fingerzeig zur Handhabung der Tafel 7 gibt:

Lésung: Man sucht den nichstkleineren

Zeilenwert Zw: 6480

Man addiert die Kolonnenzahl K, die

moglichst nahe an Mo heran-, aber

nicht dariiber hinausfiihrt: + 240
6720

Auf der Mo-Zeile unter der gewihlten Zeilen-
wertlinie 6480 steht rechts von der gewihlten
Kolonnenlinie 240 die geldschte Zahl 6721
und zwei Schritt nach rechts als Punkt:

Ist Mo=6733 eine Primzahl? 6733 — eine Primzahl. F. Franke
Tafel 6: Die Léschzahlen fir Tafel 7 nebst ihren Quadraten und Briickenzahlen

P 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43

q 25 49 121 169 289 361 529 841 961 1369 1681 1849

b 35 77 143 221 323 437 575 899 1085 1517 1763 2021

p 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97

q 2209 2809 3481 3721 4489 5041 5329 6241 6889 7921 9409

b 2303 2915 3599 3965 4757 5183 5621 6557 7055 8099 9797

Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Wir stellen heute erneut Losungsvarianten zu
Wettbewerbsaufgaben vor, die bei uns ein-
gegangen sind. Sie modgen unseren aktiven
Teilnehmern am alpha-Wettbewerb weitere
Anregungen zum LOsen von Aufgaben ge-
ben.

In Heft 5/1977 veroffentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma5 u1650 Hans kaufte 3 Buntstifte und
4 Helte und muBte dafiir insgesamt 1,08 M
bezahlen. Erwin kaufte 7 Buntstifte und
6 Hefte der gleichen Preislage und mubBte
dafiir 2,12 M bezahlen. Wieviel kostete ein
Buntstift bzw. ein Heft?

In Heft 1/1978 veroffentlichten wir dazu fol-
gende Losung:

Von beiden Jungen wurden zusammen 3+7
=10 Buntstifte und 4 + 6 = 10 Hefte fiir einen
Gesamtbetrag von 1,08 M+2,12M=320M
=320 PI. gekauft. Folglich kosteten 1 Bunt-
stift und 1 Heft zusammen 32 Pf. Fiir 3 Bunt-
stifte und 3 Hefte wiren insgesamt 3 - 32 Pf.
=96 Pf. zu zahlen. Da 3 Buntstifte und 4 Hefte
zusammen 108 PL. kosten, betrigt der Preis
fiir 1 Heft 108 P. —96 P(.=12 Pf. Der Preis
fiir einen Buntstift betragt demnach 32 Pf.
— 12 P{.=20Pf.

Wir stellen nun die Losung der Schiilerin
Kerstin Kantiem aus Berlin vor, die Schiilerin
einer 5. Klasse der Erich-Weinert-Oberschule
ist. Kerstin 15ste diese Aufgabe wie [olgt:

(1) 3 Buntstifte und 4 Hefte kosten zusammen
1,08 M.

(2) 6 Buntstifte und 8 Hefte kosten zusammen
2,16 M.

Aus (1) und (2) lolgt

(3)9 Buntstifte und 12 Hefte kosten zusammen
3,24 M.

(4) 7 Buntstifte und 6 Hefte kosten zusammen
2,12 M.

(5) 14 Buntstifte und 12 Hefte kosten zusam-
men 4,24 M.

Aus (3) und (5) folgt:

(6) 5 Buntstifte kosten 424 M—324 M=
1,00 M; also kostet ein Buntstift 0,20 M.

Aus (1) und (6) folgt:

4 Hejte kosten 1,08 M—3-020M=0,48 M;
also kostet ein Heft 0,12 M.

Kerstin gebiihrt Lob fir das folgerichtige
SchlieBen; diese Losung stellt eine ausge-
zeichnete Denkleistung dar.
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Wer lost mit?
i|||I|IiI -Wettbewerb

= ad

Letzter Einsendetermin: 11. Januar 1979

Mathematik

Ma5 ®1766 Von einem Schiiler, der am
alpha-Wettbewerb teilnahm und im letzten
Jahr mehr als 20, aber weniger als 30 Antwort-
karten erhielt, wissen wir folgendes:
Der 12. Teil der Anzahl der Antwortkarten
trug das Prddikat ,Sehr gut gelost, der
zweite Teil ,,Gut gelost”, der 6. Teil ,,Gelost*.
Die gitlichen Antwortkarten trugen den Ver-
merk ,,Nicht gelost“. Wieviel Antwortkarten
erhielt dieser Schiiler? Wie viele Karten tru-
gen jeweils eines der genannten Pradikate?
Schiiler Andreas Kardos, Kthen

Ma$5 #1767 In einer Gemeinde wurde eine
Bibliothek mit einem Bestand von 360 Bii-
chern er6ffnet. Bereits nach drei Tagen hatten
viele Leser Biicher ausgelichen. Genau die
Halfte dieser Leser hatte je Person zwei Bii-
cher, die restlichen Leser je Person nur ein
Buch ausgeliehen. Wieviel interessierte Leser
gab es am dritten Tag nach der Er6{lnung der
Bibliothek in dieser Gemeinde, wenn nur
noch der dritte Teil des Bu_hbestandes vor-
handen war?

Schiilerin Birgitt Weyh, Fambach

Ma5 ®]1768 Von den drei Geschwistern
Birgit, Frank und Petra wissen wir folgendes:
Im Jahre 1976 waren Petra und Frank zusam-
men 28 Jahre alt (in ganzen Zahlen); Frank
und Birgit waren zusammen 26 Jahre alt;
Petra und Birgit waren zusammen 32 Jahre
alt. Wie alt war jedes dieser drei Geschwister
im Jahre 19767

Schiiler Frank Creutzburg, Gransee

Ma$5 ®1769 Hans ist sechs Jahre jiinger als
sein Freund Peter. Addiert man das gegen-
wirtige Lebensalter von Hans und Peter (in
ganzen Zahlen), so erhilt man das Lebens-
alter des Vaters von Hans. Zusammen sind
alle drei Personen gegenwirtig 76 Jahre alt.

Wie alt ist jede dieser drei Personen gegen-
wirtig? Schiilerin
Annette Pitzschk, Halle-Neustadt

Ma5 ®1770 Ulrike sammelt Briefmarken.
Sie besitzt zur Zeit mehr als 450, aber weni-
ger als 460 Brielmarken. Der. dritte Teil der
Anzahl aller Brielmarken sind Marken mit
Blumenmotiven, der vierte Teil Marken mit
Tiermotiven. Die restlichen Briefmarken sind
zum Tauschen vorgesehen. Wie viele Briel-
marken besitzt Ulrike gegenwirtig? Wie viele
davon sind zum Tauschen vorgesehen?
Schiilerin Katrin Rupp, Neubrandenburg

Ma$s w1771 Den Klassen 5a, 5b und 5c¢
einer Schule gehoren insgesamt 81 Schiiler an.
In jeder der Klassen 5a und 5b sind zwei
Maidchen mehr als Jungen. In der Klasse Sc
ist ein Mddchen weniger als Jungen. In diesen
drei Klassen sind gleichviel Jungen.
a) Wieviel Schiiler gehoren jeder dieser drei
Klassen an?
b) Wieviel Jungen und wieviel Middchen ge-
héren jeder dieser Klassen an?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Maé6 ®1772 Addiert man zu einer zweistel-
ligen natiirlichen Zahl ihre Quersumme und
multipliziert man diese Summe mit 5, so er-
hdlt man 15C. Um welche Zahl handelt es
sich? Schiiler Sven Tarun, Berlin

Ma6 1773 Die Schiiler der Klassen 6a
und 6b einer Schule hatten eine Mathematik-
arbeit geschrieben. Der achte Teil der Schii-
ler erhielt die Note 1, der dritte Teil die Note 2,
die Hélfte der Schiiler die Note 3, drei Schii-
ler die Note 4, kein Schiiler die Note 5. Wie-
viel Schiiler gehoren jeder dieser beiden Klas-
sen an, wenn alle Schiiler an der Mathematik-
arbeit teilgenommen haben und der Klasse
6a zwei Schiiler mehr angehoren als der
Klasse 6b?  Schiilerin Heike Taschenberger,

AG Math. POS Deutschenbora

Thies LuAbsr, 26 Guvirow, Werdersér. 22 Ma 7=
Kors#ing-05, Klasse 7 8| 1369
30 »le 150 ,
Pradikat: ol
I . Y )

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrill (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaulgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben.
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird [iir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelost™, ,gut geldst™ oder ,,geldst™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1978/79 lduft
von Heft 5/78 bis Heft 2/79. Zwischen dem
1. und 10. September 1979 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/78 bis 2/79 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte

‘Antwortkarten werden nur dann zuriickge-

sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/79 veréffentlicht.
Wer mindestens 10 Antwortkarten — richtig
geldst — (durch die Beteiligung an den Wett-
bewerben der Hefte 5/78 bis 2/79) erhalten hat
und diese einsendet, erhilt eine Anerken-
nungsurkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1978/79 ein-
senden, erhalten das alpha-Abzeichen in Gold
(und die Urkunden zuriick). Wir bitten darauf
zu achten, daB alle Postsendungen richtig

frankiert sind und daB die Postleitzahl des
Absenders nicht vergessen wird.

Redaktion alpha



Ma6 81774 Peter wurde von seinem Vater
gefragt, wieviel Punkte er bei der XVI. Olym-
piade Junger Mathematiker der DDR (Be-
zirksolympiade) erreicht habe und welchen
Platz er damit belegt habe. Scherzhaft ant-
wortete Peter: ,,Addiert man zu der von mir
erreichten Platzzifler, die der kleinsten Prim-
zahl entspricht, die von mir erreichte Punkt-
zahl, dividiert. man diese Summe durch 5,
multipliziert man den so erhaltenen Quotien-
ten mit 46, so erhdlt man das Zehnfache der
von mir erzielten Punktzahl.“ Wieviel Punkte
hatte Peter erreicht? _ Schiiler

Jérg Schmidt, Neubrandenburg, K1. 7

Ma6 81775 Ein GrofBvater hatte seinen drei
Enkeln einen Korb mit Niissen mitgebracht,
die sie sich ehrlich teilen sollten. Hans, der
allein im Hause war, nahm sich als erster
seinen Anteil; er entnahm dem Korb den
dritten Teil der Anzahl der Niisse. Bernd, der
nicht wuBte, daB Hans sich schon bedient
hatte, nahm von den verbliebenen Niissen
den dritten Teil. Elke, die nicht wuBte, dal
Hans und Bernd dem Korb schon Niisse ent-
nommen hatten, nahm als letzte von den ver-
bliebenen Niissen ebenfalls den dritten Teil.
Danach waren noch 16 Niisse im Korb. Wie-
viel Niisse hat jeder von ihnen dem Korb
entnommen ?

Schiiler Uwe Winkler, Grofienhain

Ma6 #1776 Von drei Lehrern einer Schule
mit den Familiennamen Taubert, Weber und
Muiiller, welche jeweils genau zwei der Fécher
Biologie, Mathematik, Geographie, Ge-
schichte, Russisch bzw. Englisch unterrichten,
ist [olgendes bekannt:

(1) Der Geographielehrer und der Russisch-
lehrer sind Nachbarn.

(2) Herr Miiller ist der jiingste dieser drei
Lehrer.

(3) Herr Taubert hat den gleichen Schulweg
wie der Biologie- und der Russischlehrer.

(4) Der Biologielehrer ist ilter als der Mathe-
matiklehrer.

(5) In der Freizeit spielen Herr Miiller, der
Englischlehrer und der Mathematiklehrer
FuBball.

Welche Facher unterrichtet jeder dieser drei
Lehrer? Schiilerin Astrid Wruck, Rostock

Ma?7 #1777 Diein dekadischer Darstellung
aulgeschriebene achtstellige natiirliche Zahl
z=xyyyyyyx mit x>y sei durch 18 teilbar.
Gib alle Zahlen an, die diese Bedingungen
erfiillen ! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 81778 Die Variablen a, b, ¢ des Terms
a-(c—b)
b—a
so belegt werden, daB der Wert des Terms

gleich einer positiven ganzen Zahl ist.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 ®1779 Es ist ein Rhombus ABCD zu
konstruieren aus der Linge der Scite AB=a
=5,5cm und aus der Summe der Langen der

sollen mit den Zahlen 13, 15 bzw. 20

beiden Diagonalen AC+BD=e+f=14cm.
Die Konstruktion ist zu begriinden.

Schiiler A. und R. Beckmann,

POS ,,Ernst Thilmann*,

Steinbach-Hallenberg, K1. 8b

Ma7 w1780 Gesucht sind alle dreistelligen,
aus verschiedenen Ziffern bestchenden na-
tiirlichen Zahlen, die in dekadischer Darstel-
lung die Form z=abc haben und folgende
Eigenschalten besitzen:
a) Thre Quersumme ist eine gerade Zahl.
b) Die Differenz aus den Zahlen, die den ersten
beiden Ziffern entsprechen; ist dreimal so gro3
wie die Diflerenz aus den Zahlen, die den letz-
ten beiden Ziffern entsprechen.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8g 81781 Das Produkt aus dem Vor-

ganger und dem Nachfolger einer natiirlichen
Zahl n sei 2208. Ermittle n!

Andreas Fittke, Berlin,

H.-Hertz-0S, K1 10

Ma8 ®1782 Ermittle alle diejenigen natiir-

lichen Zahlen, deren um 1 vermindertes
Quadrat eine Primzah! ist!

Andreas Fittke, Berlin,

H.-Hertz-0S,KI. 10

Mag #1783 Es seien ay, d, b; und b, posi-
tive reelle Zahlen.
Man beweise, dal stets gilt:
0] (a1by +azba)?
<(a, +az)(a,b?+a;b%) und
(2) (a1b1 —azb2)?
2(a—az) (albf - ﬂzbg)-
Sh. B. Linkowski,
Fachlehrer f. Math., Moskau

Ma8 m1784 Zwei Nachbarn wollen ein bis-
her gemeinsam genutztes Grundstiick hal-
bieren. Das Grundstiick besitzt die Form
eines rechtwinkligen Trapezes mit den Lén-
gen der parallelen Seiten a=150m und ¢
=120 m. Die Lange der anderen dem rechten
Winkel anliegenden Seite betrigt d=40m.
Der Zaun soll parallel zu den zwei parallelen
Seiten verlaufen.

a) Wie lang ist der Zaun?

b) Wie groB ist der Abstand des Zaunes von
der Seite AB? Ing. K.-H. Gora, Lohsa

Ma9 #1785 Ein gleichschenkliges Dreieck
ABC mit der Basislinge xcm hat einen
Flicheninhalt von 15 cm?. Die Héhe von der
Spitze auf die Basis ist 1 cm kiirzer als diese.
Wie breit muB ein Rechteck gleichen Flachen-
inhaits sein, wenn es x cm lang ist? Wie lang
ist die Basis des Dreéiecks ABC?

Ma9 #1786 Wie lang ist der Radius des
Umkreises eines Dreiecks ABC, wenn die
Lénge der Seite AB 5cm und die GroBe des
Winkels < ACB 80° betragen? Fr.

Ma9 »1787 Bei einer Ferienwanderung
werden von den Schiilern einer Klasse Ge-
tranke gekauft, und zwar Cola zu 35 Plennig
und Limonade zu 25 Pfennig je Flasche. Der

Fr.

Gesamtpreis betragt genau 10 Mark. Es miis-
sen aber auBerdem noch 9 Mark Flaschen-
pland (je Flasche 0,30 M) bezahlt werden.
Wieviel Flaschen von jeder Sorte wurden ge-
kauft?

Dipl.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald

Ma9 #1788 Es sei ein rechtwinkliges x-y-
Koordinatensystem gegeben. Ermitteln Sie
graphisch die Menge aller Punkte der x-y-
Ebene, die folgenden Bedingungen geniigen:
(8)) —x+y<0 und
) §< —x und
3) —y>1!

Dipl.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald

Ma10/12 @17890 Man ermittle die Losungs-
menge der Gleichung

]"/z.w 2!
(2x+2) =64
im Bereich der reellen Zahlen!
Schiiler André Schlosser, Klingenthal, K1.9

Ma10/12 ®1790 In welchem Verhiltnis ste-
hen der Flicheninhalt eines regelméBigen
n-Ecks zum Flicheninhalt seines Inkreises?
Andreas Fittke,

Berlin, EOS H. Hertz, K1. 10

Ma{0/12 ®1791 Man ermittle drei aulein-
anderfolgende natiirliche Zahlen, die folgen-
den Bedingungen geniigen sollen:
Das Quadrat der groBten Zahl ist gleich der
Summe der Quadrate der beiden anderen
Zahlen.

Schiiler Volker Leutheuser, Sonneberg, KI. 8

Ma10/12 #1792 Gegeben sei ein Dreieck
ABC mit folgenden Seitenlingen:

Seite Lange

AB c=T7cm
BC a=5cm
AC b=6cm.

Es ist die Linge s, der Seitenhalbierenden
CM des Dreiecks ABC durch die Lingen q,
b, ¢ der Dreiecksseiten auszudriicken und zu
berechnen. (M ist Mittelpunkt der Seite
AB) Sch.

Physik

Ph6 m41 Das Volumen eines quaderformi-
gen Eisenstiickes soll durch einen Versuch
bestimmt werden. Man gieBt dazu Wasser in
einen Mefzylinder, so daB der Korper voll
eintauchen kann, und liest an der Skale den
Wasserstand vor und nach dem Eintauchen
ab. Er betrage vorher 95ml und nachher
116,5 ml.

a) Welches Volumen ermittelt man aus diesem
Versuch?

b) Zur Kontrolle des Ergebnisses werden jetzt
mit dem MetermaB die Kantenlingen des
Quaders gemessen (19 mm, 27 mm, 43 mm)
und das Volumen berechnet.

¢) Um wieviel mm?® unterscheiden sich die
beiden Ergebnisse, und welches ist genauer?
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Ph7 w42 Ein 96 kp schweress Transparent
hangt in der aul dem Bild angegebenen Lage
an zwei Seilen.

a) Welche Krifte F| und F, treten an den
beiden Seilen auf? Trage sie durch Pleile im
geeigneten MaBstab ein'!

b) Bestimme durch Zeichnung die Gegen-
krifte G, und G,, die an den Befestigungen
an der Decke auftreten!

V7774, /11444444474

»

Ph8 #43 100 g Wasser mit einer Tempera-
tur von 25°C und 250 g Wasser mit einer
Temperatur von 40°C werden gemischt. Da-
bei nimmt das kiltere Wasser nur 809, der
abgegebenen Wirme aul. Berechne unter die-
sen Bedingungen die Mischtemperatur!
Schiiler Jiirgen Grdfenstein,
14. OS Dresden, (K1. 9)

Ph9 w44 Auf ein Dach vom skizzierten
Querschnitt féllt Regen mit einer Menge von
1 mm pro Stunde. Das Dach habe eine Linge
von /=18 m.

$=6,25m; h=3,75m;r=6,00m.

a) Wieviel Regenwasser wird vom Dach auf-
gefangen, wenn die Dauer des Regens 90 Mi-
nuten betrigt und vorausgesetzt wird, daB
der Regen senkrecht fallt?

b) Nach welcher Zeit wiirden die beiden
Dachrinnen iiberlaufen, wenn die darin be-
findlichen AbfluBdfnungen verschlossen
sind? Ing. A. Kérner, Leipzig

Ph10/12 45 In welcher Ho6he iiber der
Erdoberfliche muB sich ein Fernseh-Satellit
befinden, damit er stets iiber derselben Stelle
der Erde steht?
Anmerkung: Benutzen Sie dazu eines der
Keplerschen Gesetze und als Vergleichskor-
per den Mond! Dieser hat eine Umlaufzeit
von etwa 27,33 Tagen und einen mittleren
Bahnradius von 384000 km.

A. Schatz, Leipzig

Chemie

Ch7 ®33 In einem Chemiebetrieb sollen
tiglich 1500kg Schwefel aus Schwefelkies
gewonnen werden. Im Labor wurde ermittelt,
daB in 500 mg Schwefelkies 180 mg Schwefel
enthalten sind.

a) Wieviel Kilogramm Schwefelkies miissen
dem Betrieb téglich fiir die Produktion zur
Verfiigung stehen?

b) Wieviel Kilogramm Schwefelkies muf3 der
Betrieb monatlich erhalten, wenn téglich ge-
arbeitet wird (1 Monat =30 Tage)?

c) Die produzierte Tagesmenge Schwefelkies
entspricht wieviel Prozent der Monatspro-
duktion?

Ch8 m34 14 Kilogramm Seifenspiritus sol-
len aus 54 Teilen Ul, 66 Teilen Kalilauge,
278 Teilen Spiritus und 158 Teilen Wasser
hergestellt werden. Wieviel Kilogramm wer-
den von jedem Stoff benotigt?
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Ch9 w35 Methan ist zu 35% im Stadtgas
enthalten. 7 ml dieses Methangases sollen mit
50%, Luftiiberschufl verbrannt werden. Wie-
viel Milliliter Luft werden zur Verbrennung
benotigt, wenn der Sauerstoffgehalt der Luft

1
3 des Volumens betrigt?

Ch10 36 Kalziumkarbid ist ein wichtiger
Ausgangsstoff zur Herstellung organischer
Verbindungen auf Kohlebasis. In einem Kar-
bidofen werden Branntkalk und Koks umge-
setzt. Berechnen Sie

a) die Masse an Branntkalk, die fiir die Er-
zeugung von 300t Kalziumkarbid eingesetzt
werden muB, ‘

b) den tiglichen Verbrauch an Elektroenergie
(kWh) eines solchen Karbidofens, wenn fiir
die Erzeugung von einem Mol Kalziumkarbid
0,13 kWh erforderlich sind,

c) die Masse Athanol, die aus 2 kg Kalzium-*
karbid gewonnen werden kann! (Die Herstel-
lung von Athanol verlduft iiber die Zwischen-
produkte Athin und Athanal.)

Ein Ausflug
J:E‘ STED
1G12m

An einem Mittwoch in den Winterferien 1978
fuhr unsere AG Mathematik als Auszeich-
nung fiir sehr gute Arbeit in die CSSR. Nach
mehrstiindiger Busfahrt kamen wir in der
Stadt Liberec an. Von dort aus ging es zu
FuB zu unserem Ziel, dem Je3téd. Eine Seil-
bahn brachte uns hinauf zu dem kegelf6rmi-
gen, 1012 Meter hohen Bergmassiv. Von
hier aus hatten wir einen herrlichen Blick
iiber die tiefverschneiten Wilder und Ab-
hinge. Im modernen Restaurant, das gleich-
zeitig Hotel und Rundfunk- sowie Fernseh-
station ist, sorgten wir fiir unser leibliches
Wohl. Den Riickweg legten wir zu FuB
zuriick und hatten noch Zeit, uns die schéne
Kreisstadt anzuschauen. Bdrbel Hinig,

AG Mathematik der OS Burkau



Bunte
Basteleien

Geflochtener Strohstern

Das Stroh fiir Sterne muB stets eingeweicht
und z. T. geplittet werden. Aus beiderseitig
buntem Papier werden ein Ring und dazu 4, 6
oder 8 Halme von gleicher Lange geschnitten.
Zwei gekreuzte Halme werden iiber den Ring
gelegt und die néchsten dazwischen gefloch-
ten (siehe Bild). Zuletzt wird ein Aufhinger
am Ring befestigt. Durch verschiedene GréBe
der Ringe, Linge und Breite der Halme sind
viele Abwandlungen méglich. Ihr konnt diese
Technik schnell erlernen, denn der Ring gibt
den Halmen sofort Halt.

Gebundener Strohstern

Die einfache Grundform ist Ausgangspunkt
fiir viele Sterne, an ihr iibt man das richtige
Binden. Von vier gleichlangen Halmstiicken
werden zwei rechtwinklig gekreuzt, die beiden
anderen auf Liicke dariibergelegt (siche Bild).
Anfénger kdnnen mit einer Stecknadel die
Halme leicht zusammenspieBen. Nun wird
ein diinner Faden um die acht Enden ge-
flochten, verknotet und zum Aufhédnger ge-
schlungen. Der Stern hilt, wenn die Halme
richtig gelegt sind, nach einer Umbindung, er
kann aber zur Zierde noch ofter und ver-
schiedenfarbig umwickelt werden. Zum
Schlufl beschneidet ihr die Zacken gleich-
maBig.

Einfacher Strahlenstern aus Papier

Ein etwa 6 cm X 6 cm grofes Stiick beider-
seitig buntes Papier oder Bastlerfolie wird in
der Mitte gefaltet und vom Bruch her bis
etwa 6 mm zum Rand gleichmiBig wie ein
Kamm eingeschnitten, auseinandergefaltet
und zur Rundung gekiebt (siche Bild). Die
kleinen Randmuffen werden vorsichtig zu-
sammengeschoben. Dabei entsteht ein Stern,
dessen Strahlen an den Spitzen von innen
leicht aneinandergeklebt werden.

Ebenso wird die Kerzenhiille (siche Bild)
gearbeitet. Sie entsteht aus einem Streifen
Karton oder starkem Papier von etwa 20 cm
x 13 cm. Die Rinder bleiben 1,5 cm breit
und werden zur Versteifung nochmals mit
einem schmalen Streifen umklebt.

Faltschnitt
mit unterlegtem Velourpapier, als Tischkarte
geeignet

Sternenkette

Wir falten Buntpapierrechtecke zweimal und
malen uns Schablonen, die wir dann spiter
auseinanderfalten. Zum SchluB stecken wir
einen Stern in den anderen.

l

- ———— —— —
- S
] 1
J
Scherenschnitt

als Baumschmuck oder mit unterlegtem
Transparentpapier als Fensterschmuck ge-
eignet.

Stern
mit buntem Garn auf Velourpapier gestickt
und auf eine Einladungskarte aufgeklebt

Und wer durch diese Seite Lust bekommen
hat, noch mehr zu basteln, der greife zu dem
Buch:

Hertha Kiirth

Geschickte Hinde

Basteln fiir Fest und Spiel

Rudolf Arnold Verlag Leipzig

Bestell-Nr. 7920410 DDR 4,50 M
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Kombinatorische Betrachtungen

bei Schiebe-Spielen

Teil 2

¢

=(12)(24)=(124)

Permutation | Zyklen- Karten- Produkt von Trans- Anzahl der
diagramm | diagramm | positionen minimaler Fixpunkte
Faktorenanzahl
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(12)(14)=(24) (12)
=(14) (24)=(142)
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Wir veroffentlichen nun acht Aulgaben zum
Teil | unseres Beitrages und wiinschen den
Lesern beim Losen viel Erfolg!

Aufgaben

Ala Welche 3er Permutationen sind auf
dem in Bild 13 dargestellten Schiebespiel er-
spielbar? Aus wieviel Ziigen besteht eine
Minimalrunde? Welchen Deckbewegungen
eines gleichseitigen Dreiecks entsprechen die
erspielbaren Permutationen?

A2a Welche der Permutationen sind aufl
dem in Bild 14 dargestellten Schiebespiel
durch eine Minimalrunde erspielbar?

Aus wieviel Ziigen besteht eine Minimal-
runde? Ist jede Transposition aus S, erspiel-
bar? Wie sieht der Uberfiihrungsgraph aus?

A3a Welche Deckbewegungen eines Qua-
drates gibt es, und wie lauten die ihnen ent-
sprechenden 4er Permutationen?

A44a Wielautetdie Produkttalel der 4 Dre-
hungen eines Quadrates? Daraus leite man
6 verschiedene Klassen von lateinischen
Quadraten der Ordnung 4 ab!

45a Kann man jede 4er Permutation mit
einer Deckbewegung eines Tetraeders in Ver-
bindung bringen? Welche Bedeutung haben
dabei die Spiegelungen an gewissen Ebenen
fir die Darstellung von Transpositionen?

A6A Auf dem in Bild 11 dargestellten
Graphen spiele man gemidB der folgenden
Spielregel: Eine Spielrunde besteht aus 6 Zii-
gen, jeder Stein soll dabei gefiihrt werden,
und das unnumerierte Feld werde stets mog-
lichst rasch freigezogen. Welche Permuta-
tionen sind erspielbar? Welchen Deckbewe-
gungen eines Tetraeders entsprechen diese
Permutationen? Wie sicht der Uberfiihrungs-
graph aus? Kann man aus den entsprechen-
den Permutationen ein lateinisches Quadrat
bilden?

A7a Gibt es ein Schiebespiel, auf dem nur
die 4er Permutationen, die den Drehungen

eines Quadrates entsprechen, erspielbar sind ?

A84A Jede Permutation P €S, ist als Pro-

~ dukt von elementelremden Zyklen darstell-

bar! (Was hat diese Aussage mit dem Zyklen-
diagramm einer Permutation zu tun?)
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Jeder Zyklus ist als Produkt von Transposi-
tionen darstellbar, damit ist jede Permutation

=(13)(34)=(134) als Produkt von Transpositionen darstellbar.
In welchen Fiillen ist diese Darstellung ein-
deutig?
(13) (14) = (14) (34) I J. Flachsmeyer

=(34)(13)=(143)

1234 (24)(23)=(34) (24) 1
<1 34 2) 9 f:{/’\ =(23)(34)=(234)

1234 (23) (24)=(24) (34) 1
(1 42 3) Y @ = (34)(23)=(243)

Aus Platzgriinden verdflentlichen wir
zu unserem Teil 1 (Heft 4/78)
die dort angefiihrte Tabelle 2.

1234 _
(2 14 3) . O (34)(12)=(12) (34) 0
1234
(3 41 2) @ (24 (13)=(13)(24) 0
1234
<4 32 1) @ (23)(14)=(14)(23) 0.
(12)(14) (13)=(12) (34) (14) =(12) (13) 34) = (13) (24) (23) =
1234 ./\(* (13) (34) (24)=(13) (23) 34)=(14) (13) (24)=(14) (24) (13) =
(3 14 2) J\J (23)(12) (34)=(23) (34) (12) =(24) (13) (23) = (24) (23) (12) =
(24) (12) (13)=(34) (12) (14) = (34) (14) (24) = (34) (24) (12) = (1342)
Alle Produkte von (1342) — jedoch mit umgekehrter
(1 23 4) f‘f:‘) Reihenfolge der Faktoren'! Also
2413 N (13)(14) (12)=(14) (34) (12) = ... =(1243)
(12) (13) (14)=(12) (34) (13)=(12) (14) (34) = (13) (14) (23) =
1234 ‘/—\ (13) (23) (14) = (14) (23) (24)=(14) (24) (34) =(14) (34) (23) =
(4 12 3) 5 Xy 4 (23)(12) (14)=(23) (14) (24)=(23) (24) (12) =(24) (12) (34) =

(24) (34) (12)=(34) (12) (13)=(34) (13) (23) = (34) (23) (12) = (1432)

234
341

E

Alle Produkte von (1432) — jedoch mit umgekehrter
Reihenfolge der Faktoren! Also
(14)(13)(12)=(13)(34) (12)=...=(1234)

N
—

234
3421

(12) (24) (13)=(12) (13) (24)=(13) (24) (34)=(13) (23) 24) =
(13)(34) (23)=(14) (23) (12)=(14) (12) (13)=(14) (13) (23)=
(23) (19 (12)=(23) 249 (19=23) (12) 2 =24 (19) (13)=
(24) (34) (14)=(24) (13) (34)=(34) (23) (14) = (34) (14) (23)=(1324)

0 G

Alle Produkte von (1324) - jedoch mit umgekehrter
Reihenfolge der Faktoren! Also
(13)(24) (12)=(24) (13)(12)=... =(1423)
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In freien Stunden il||l|lil heiter

Aus dem alten Rom

Im alten Rom wurde die Klugheit eines Mannes auch
nach seiner Fihigkeit im Kopfrechnen eingeschétzt.
Deshalb gaben sich die Romer gegenseitig knifflige
Denkaufgaben auf. Hier eine Rinderherdenrechnung:

Auf den Fluren weiden Rinder

vierfach in Herden geteilt,

Jede Herde anders gefarbt.

Die erste mildweiB, die andere rabenschwarz,
die dritte braun und die vierte scheckig.

WeiBe Rinder weiden 12 insgesamt.

Die braunen Rinder sind den weiBen gleich an der Zahl koénnen noch andere Sechsecke angefertigt werden, die
weniger dem vierten Teil der schwarzen Rinder. eine andere Zahlenverteilung haben, z. B.

Die Menge der schwarzen ist gleich dem dritten Teil

der weilen, doppelt genommen.
Die scheckigen Rinder ergeben an Zahl die Hilfte der u.s.f,
weiflen, vermehrt um simtliche schwarzen.

Sage mir genau die Zahl der Rinder, die du weiden
sichst! Sage mir auch, wieviel es gibt von jeder Farbe!  Nun viel SpaB mit Sieben—Sechs!

Sieben—Sechs Auf einen Blick

Die Arbeitsgemeinschaft alpha der Otto-Drews-Ober- Wie verhilt sich der Flacheninhalt der schraffierten
schule, Greifswald, sandte folgendes Spiel (aus Plaste). ~ Zur nichtschraffierten Fliche?

| I

Wie viele Fische?

Spielanleitung : Lege die sieben Sechsecke so auf das Einem Angler wurde folgende Frage gestelit: ,,Wie

Spielfeld, daB sich gleiche Zahlen beriihren. viele Fische hast du heute gefangen? Er antwortete:
Bei der Zahlenanordnung, wie sie hier vorliegt, ist die ,,Jch habe dreimal soviel Fische wie gestern gefangen;
verdffentlichte Losung moglich. Wer findet eine andere das sind 10 Fische mehr als gestern.** Wie viele Fische
Losung? Um das Spiel noch variabler zu machen, hat der Angler an jedem dieser beiden Tage gefangen?
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Starker Kraftwagenverkehr

Uwe stand am Wohnzimmerfenster und zihlte in glei-
chen Zeitabstinden alle PKW und LKW, die am Haus
vorbeifuhren. Er zihlte stets viermal soviel PKW wie
LKW.

a) Wie viele PKW bzw. LKW fuhren am Haus in dieser
Zeit vorbei, wenn Uwe jeweils (wie aus der abgebilde-
ten Tabelle ersichtlich) wie folgt gezdhlt hat?

PKW 8 12 16

LKW 2 4 25 9 32 10

b) Wie viele PKW und LKW wiren es, wenn Uwe
insgesamt 55 Kraftfahrzeuge gezihlt hitte?

Buchstaben-Mosaik

Die Buchstaben sind so durch Ziffern zu ersetzen, daB3
das Potenzieren zu einem richtigen Ergebnis fiihrt.
Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und
verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden
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Kreuzzahlritsel
Waagerecht :
1. Eine vierstellige Zahl, die erste und dritte Ziffer
ergeben sich aus 9. waagerecht.
5. Der Durchschnitt von vier Zahlen ist 57. Drei
Zahlen heiflen 1, 2, 3. Wie heiBt die fehlende Zahl?
7. Das Produkt aller geraden Zahlen kleiner als 10.

8. abe, wenn gilt: 22 +3 = 13, %b +2=3und3¢c—5
=1.
9. Der Wert von 2x? +6x +10, wenn x die letzte
Ziffer von 1. waagerecht ist.
10. Die einzige Quadratzahl zwischen 900 und 1000.
11. Die Angabe der Nordostrichtung bei positivem
Drehsinn von der Ostrichtung.
13. Die Summe aller Kubikzahlen von 1 bis einschlieB-

lich 1000.
1 |2 1 .~
T |e
? '
1 10
" 2
o

Senkrecht :
2. 22(10% + 7%
Die Anzahl der Jahre von 2704 Wochen.
413 -9 +1087
— !
Die Summe der Rauminhalte zweier Quader mit
den SeitenmaBen 32, 32, 18 bzw. 15, 18, 23.
7. Der Umfang eines Kreises, dessen Radius 6,215 m
betragt (Verwende n = f‘lig )}
12. Flacheninhalt des Trapezes mit den Grundseiten
2,861 bzw. 1,379 und der Héhe 2,5.

Aus: Math. Pie, London

3.
4. Berechne
6.

Resultat stets 30
Es gilt
(1 +1)1+1+1+1+1_1_1=30
9 9.9
4+ 42 = !
9+9+9+9+9+9 30!

Wer findet die entsprechenden Gleichungen von neun
Zweien, Dreien, ..., Achten?

Kryptarithmetik

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern, die ge-
sucht sind. Vorher sind die vier arithmetischen Zeichen
+, —, -, : an Stelle des Sternchens (*) einzusetzen,
wenn man weiB, daB jedes Zeichen nur einmal vor-
kommt.

(1) aab*c=adde 2)
(3) cec*f= fff ©)

adde*c =ccc
fff*g = fhd

V=7

— V] e\

A

g \—7‘:" N

X

Curves of pursuit aus
Math. Pie (74/75), Warwick /

N

A N\
'—//:éj 7% :——4‘/&5 A@ 74
A A

£
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A2A Zehn. Bezeichnet man die Haupt-
stidte mit A, B, C, D, E, so wiren das die
StraBen AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD,
CE, DE.

A3aA Angenommen, die fiinf Punkte 4, B,
C, D, E wiren einander durch sich gegen-
seitig nicht schneidende Kurven verbunden.
Drei Verbindungskurven bilden stets zusam-
men eine geschlossene Kurve, z. B. die Kurven
AB, BC, AC. Da die Kurve DE die iibrigen
Kurven nicht schneidet, liegen D und E beide
innerhalb oder beide auflerhalb der geschlos-
senen Kurve ABC. Man verbinde nun D mit
A, B und C. Man erhilt geschlossene Kurven
ABD, ACD und BCD. Liegt nun E z. B. inner-
halb von ABD, so kann es keine Kurve geben,
die E mit C verbindet und keine der iibrigen
Kurven schneidet. Bei anderer Lage von E
gilt Entsprechendes.

Ad4a Folgt aus dem in Aufgabe 3 Bewie-
senen.

A5a Ungarn mit seinen Nachbarn CSSR,
UdSSR, Ruminien, Jugoslawien, Usterreich.

<

Losung zu:

Eine Aufgabe von Prof. Dr. Skopetz
A1765aa Aufgabe und L6sung nach A.
Halameisdr, Moskau: Nehmen wir an, die
Strecke bis zur niachsten Station sei 66 km.
Dann fahrt Herr Miiller hin genau eine
Stunde, lduft zuriick 11 Stunden, insgesamt
12 Stunden, wihrend er 66 km+ 66 km=132
km zuriicklegt; der Nachbar mit dem Fahr-
rad hat auch 132 km in 12 Stunden zuriick-
gelegt, also mit einer Geschwindigkeit

km
132:12=11 (T)
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Allgemein, wenn die Strecke S km betrigt:
28

Vmiul = Sges : Tges = ﬁ

A1765ba  Losung nach Prof. Skopetz
Betrachten wir zuerst das Dreieck EDQ und
die Transversale AP (Bild 3). Laut Satz des
Menelaos schneidet die Transversale die Sei-
ten des Dreiecks so, daB das Produkt der
Verhiltnisse den Wert —1 hat, d. h.:

b AQ SE
Laut Ahulichkeit, Lr.=2, 24 _HB+&
PD b 40 ¢

also gilt:

a.b+c.ﬁ_ ﬁ_a(b+c)
e
Man zeichne nun eine Strecke LT | AB
(L eﬁ, Teﬁ, Q eL_T). Wie schon erwihnt,
ist LT das harmonische Mittel zwischen b
und ¢, also:

L (1ot r o2
c b+c

—1 ode

LT 2\b
E < F
p
M 2 L
¢ AN o
L 7 T
A 3 A
Offensichtlich
a+ E:S -ILT
MN =—S_Q— oder, nach der Substitu-
ES
1+22
SQ
tion,
ab+c) 2bc
MN = be b+c _ 3abc
i a(b+c) ab+ac+bc
+—
be
und schlieBlich ;= 1<l+l+ l) w.z.b.w.
MN 3\a b ¢/

Der sowjetische Geometer Prof. Dr. sc. Z. 4.
Skopetz (geb. 1917), ist Autor bzw. Mitver-
fasser verschiedener Lehr- und Hilfsbiicher
zur Geometrie, Autorenkollektivleiter der
modernen Schulbiicher Geometrie 9 und 10.
Viele Schiiler von Prof. Dr. sc. Skopetz sind
bei mehreren padagogischen und technischen
Hochschulen als Dozenten titig, einige da-
von sind selbst schon bekannte Gelehrte und
Lehrstuhlleiter. A. Halameisir

Lidsungen zu:
aufgepaBit — nachgedacht — mitgemacht

Kunstliebhaber
Bild 2, an der Seite D aulgehidngt.

Magisches Quadrat

3 16 9 22 15
20 8 21 14 2
7 25 13 1 19
24 12 5 18 6
11 4 17 10 23

Auf der Wippe

Es seien a, b, h die MaBzahlen des Korper-
gewichts von Alfred, Bernd, Heinz; dann gilt
a<h und b<a. Daraus folgt b<a<h.

a) Heinz ist am schwersten.

b) Ja.

<)

Kombiniere!
1M 2M 5M s o0 o
30 0
3IM
1 1 0 6 1 0
4 2 0
8M 3 0 1
4 0 0
4M
2 1 0 2.3 0
111
s 6 o 0 4 0
3 1 0
5M
1 2 0 > 00
0 0 1 110
5 2 0
6 0 0 9M‘3“3’(’)
4 1 0
6M
22 0 2 01 1
S 1 4 0
0 2 1
70 0
SRR
3 2 0
™
> 6 1 6 2 0
1 3 0o qom> 9 1
o 1 1 4 3 0
301 1
2 4 0
1 2 1
0 0 2



1m0 0
9 1 0
7 2 0
6 0 1
um?3 3 0
4 1 1
3 4 0
2 21
I 5 0
1 0o 2
0 3 1

Kinder unter sich

Es seien a, b, ¢, d, ¢ die (ganzen) Zahlen, die
das Lebensalter von Axei, Bernd, Christa,
Dorit, Egon angeben; dann gilt d<b<a<e
<c. Daraus folgt weiter d<a, d<c, d<e,
b<c, b<e, a<c; diese sechs Ungleichungen
sind durch fehlende Pfeile zu ergédnzen.

Dorit . Egon
Christa \\ //‘ Axel
Bernd
Dorit
Bernd Eio'nt
Axel nista

Negativ — positiv
Positiv 2 gehdrt zum abgebildeten Negativ.

Zahlenfolgen

1. Jede loigende Zah! ist um 6 groBer als die
vorangehende. Die Zahl 25 gehort nicht in die
Folge.

2. Jede folgende Zahl betrdgl die Hauwc ce;
vorangehenden. Die Zahl 6 gehort nicht in
die Folge.

3. Jede Zahl betrigt das Dreifache der voran-
gehenden. Die Zahl 0,9 gehort nicht in
die Folge.

4. Die Folge entsteht, indem der Folge nach
die Zahlen 8, dann 9, dann 10, dann 11 ad-
diert werden. Die Zahl 34 gehort nicht zur
Folge.

5. Die Folge entsteht, indem der Reihe nach
Jdie Zahlen 5, daan 4, aan 3, d2ni 2. dann |
subtrahiert werden. Die Zahl 2 gehort nicht
in die Folge.

6. Die Folge entsteht, indem man jeweils den
Zihler um 4 vergroBert, den Nenner aber

halbiert. Di; Zahl 19—2 gehort nicht zur Foige.

Lisungen zu den Aufgaben des alpha-Wett-
bewerbs, Heft 2/78
Fortsetzung:

Mag8 #1753 Zur Veranschaulichung diene
die folgende Skizze:

Behauptung: y, =7,

1. Wenn a=f, so ist das Dreieck ABC
gleichschenklig. Die Geraden CM und CD
fallen dann zusammen. Folglich gilt y, =v,.

2. Es sei a# f. Ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit gelte a> f. Dann gilt

E=72

(Peripheriewinkel iiber der Sehne BE)

£+ 2=90° (Satz des Thales)

Folglich gilt y, +a=90°.

o+, =90° (Winkelsumme im Dreieck)
Folglich gilt y; =v,, w.z.b.w.

Ma8 #1754 a) 10a=360°; a=36"; f=T72°;
y=108° 6= 144°

b) ABCD ist ein Trapez. Es gilt: a+5=y+8
=180°.

c) Dreieck ACD ist gleichschenklig. Da
= 144°, gilt fir die GroBe jedes Basiswinkels
18°.

Also {DAC:%a.

d) Es gilt 180°—72°—18°=90° [iir die GroBe
des Winkels £ BCA.

¢) Zeichnet man durch C die Parallele 7u E,
die AB in A’ schneidet, so ist das Viereck

"AA'CD ein Parallelogramm, und es giit

A'C=AD. Im Dreieck A'BC ist die GroBe
Winkels < A'BC gleich f=2a. Ausa<p
[olgt, daB BC Kiirzer ist als AD.

f) Dreieck A'BC ist gleichschenklig.
Begriindung: Die Winkél «C4'B und
¥ A'CD hahen jevells die Ciole v, der Win-
kel «BCD die GroBe 3a, folglich hat der
Wiikel @ TR die (Grole Jo -
auch der Winkel ¥ A'BC die Grifle 2o hat
folgt, daR 2'C~4'B~4D ist. Wegen A4’
= AD folgt:

AB ist doppelt so lang wie AD.

Skizze:

=2z Da

0

C
’/"/ A

A A [

Ma9® #1755 Nach dem Distributivgesetz
der Multiplikation beziiglich der Addition im
Bereich der reellen Zahlen gilt
a*+b*+c*+d*+e*zab+ac+ad +ae.
Wegen der Monotonie der Subtraktion in P
gilt '

a2 +b2+c+d*+e’—ab—ac—ad—ae20.

Nach dem Kommutativgesetz der Addition
in P gilt
b*—ab+c?—ac+d*—ad+e*—ae+a>20.

2 aZ aZ 2

w 24,4 .4 .3 ic
egen a 4+4+4+4 kann man wei

ter umformen zu

2 2
2 _ a_ 2_ a
(b ab+4>+<c ac+T)

2 2
+<d2—ad+%>+(ez—ae+%)go_

Die in den Klammern stechenden Summen
lassen sich wie (olgt in Produkte umformen
(binomische Formein):

ERERE)

a
Da das Quadrat einer reellen Zahl nicht ne-
gativ sein kann und da alle Umformungen
dquivalente Umformungen sind, ist die Giil-
tigkeit der Ungleichung fuir alle reellen a, b,
¢, d, e bewiesen.

Ma9 #1756 Es handelt sich hier um eine
arithmetische Folge 1. Ordnung mit 25 Glie-
dern. Das erste Glied ist 800, das letzte 2504.
Die Summe aller Glieder kann mit der
Formel
sn=g (ay+an)

berechnet werden, wobei n die Anzahl der
Glieder, a, das Anfangsglied und g, das End-
glied bedeuten. Es gilt also

525 =22—5 (800 +2504)

S25= 25-1652
525 =41300
Das Stadion verfligt iiber 41 300 Sitzplitze.

Ma9 ®1757 Wirfilhren den Beweis indirekt
und nehmen an, logs 12 sei eine rationale
Zahl. Dann miifite sie sich in der Form

logs 12=;—: mit g, be N und b+40 darstelle;

lassen. Dann gilt

4t =12
4° =12%,
Das bedentet: Es gibl ecine Zahl, die sowohi
als Vierer- wie auch als Zwolferpotenz dar-
stellbar ist.
Da 12° fiir aile 5e N durch 3 teilbar ist und 4¢
[iir kein aeN durch 3 tcilbar ist, haben wir
unsere Annahme zum Widerspruch gefiihrt.
Es gilt nun das Gegenteil der Annahme,
d. h, log, 12 ist keine rationale Zahl, w.z. b.w.
2. Moglichkeit:
47=12%
4°=(4-3y
4o=4b-3b
4a—b _ 3b
22(:1— b) 3b
Alle Potenzen von 3 sind ungerade; alle Po-
tenzen von 2 sind gerade. Deshalb gilt
22a=b 4 3 fiir g4 b.
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Ma9 1758 Man zeichnet durch E eine
Parallele zu 4B, die BC in F schneidet.

Es seien m die Linge der Strecke ﬁ, a die
Linge von AB und ¢ die Linge von DC. Dann

gilt mz"T” (Mittellinie des Trapezes). Fiir

den Flicheninhalt 4, des Dreiecks ECD gilt
“h -

dann 4, =CT (h sei die Lange der Hohe des

Trapezes). Fiir den Flacheninhalt A, des Drei-

ecks ABE gilt 4,=2 "

- und fiir den Fldchen-

Nach der Behauptung A, +A4;=A miite

gelten:c‘;—h ﬂ=(a+c)-h

4 4 ’
Wie man sieht, ist das der Fall, w.z.b.w.

14 [

A a 8

Ma10/12 1759 a) Fiir den Flicheninhalt
des Rechtecks ABCD gilt: A;=a- b. Fiir den
Fidcheninhalt des iiber einer der Diagonalen
des Rechtecks errichteten Quadrats gilt:
A;=a?+b? (Satz des Pythagoras). Es wird
behauptet, daB gilt:

a’+b%22ab.
Durch dquivalente Umformung erhilt man
(a—b)?> 20, und das gilt fiir alle reellen Zahlen
aund b, g.e.d.
b) Es soll also gelten: a>+b*=3ab bzw.
a?—3ab+b*=0. Lost man diese quadrati-
sche Gleichung nach g auf, so erhilt man

9 2 2
=

3
a2 _Eb‘i
und nach weiterer Umlormung

1
al,z=§b(3il/§).

Setzt man fiir b eine beliebige reelle (positive)
Zahl ein, z. B. 2, so erhilt man mit

a =12b(3+1/§) und az=%b(3—|/§) stets Li-
sungen der Gleichung a? + b?=3ab.

Fiir b=2 ergibt sich a;=3+}/5 bzw. a,
=3-)/5.

Hat z.B. die Rechteckseite a die MafBzahl

3+)/5 und die Rechteckseite b die MaBzahl 2,
so werden die Bedingungen der Aulgabe er-

fullt.

Ma10/12 m1760 -Voraussetzung: Es giit

tan (a+ f)=cot (x+ f)

Behauptung: Es gilt dann

cos(x+2f)=sina

Beweis: Aus der Voraussetzung [olgt

a+f=45+180°-k (keG), d. h.

f=45"+180° - k—a (keG).

Nun ist cos (x % 2f)

=cos(a+p+p) -

=cos (@+45"+ 180° - k—a+45°+180° - k
—a)

=cos(90°+360° - k —a)
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=c0s(90° —a)

=sina, q.e.d.

Die meisten Loser haben bemerkt, daB sich
hier ein Druckfehler in die Aufgabe einge-
schlichen hatte.

Es muBte richtig heiBlen:

tan (a+ f)=cot (@ + f).

Mal0/12 1761 a)

b) Es ist ein Achtflichner. Der K&rper hat
8 Flichen, 6 Ecken und 12 Kanten.

(8 +6—12=2; Eulerscher Polyedersatz!)

¢) Es sei s; die Linge der Kante des regel-
miBigen Tetraeders, und es sei s, die Kanten-
linge des einbeschriebenen Achtflichners.
Dann gilt s, :s,=2:1.

Der Tetraeder mit der Kantenldnge a hat das

3
Volumen V=%[/§. Der Achtflachner
»schneidet” vier kleine Tetraeder ab, die je

die Kantenlidnge % haben, also das Volumen
3

V=;—6[/5; die vier Tetraeder haben deshalb

3
das Volumen V=;—4[/§. Dieses gleiche Vo-

lumen bleibt fir den Achtfiichner noch iib-
rig. Demzufolge verhalten sich beide Volu-
mina wie 2: 1.

c

Ma10/12 1762

Y2 1Y 0age. 1 ree
51121—3,2—19,48 ; y=738,86°.
AB:BD=BC:HB=6:2=13;

— 11— 4
BD—EAB=§CIT.I.

ZBZ=EZ—EZ=16—19—6;

X—D=§ 2cm=3,77cm

sin (90°:2)=ﬁ :AD; ED=3,77 cm - sin
51,14";@:&94im.

cosy=FD:ED; FD=229cm.
tany=EF :FD; EF =1,85cm.

Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC betrigt

AB-CH 4-566
1= 5 A= P cm”;
Ay =1132cm?
Der Flicheninhalt des Rechtecks FDGE be-
tragt
Azzﬁ-ﬁ; A,=185cm-2,29cm;
A,=4721cm?.

Das Rechteck FDGE nimmt etwa 37,29, des

Flacheninhalts des Dreiecks ABC ein
421-100 .,

( =-T32—, P—37,2/o)

Alle Zahlen sind Naherungswerte!

Aus Platzgriinden verdlfentlichen wir zu den
Aufgaben des Physik- und Chemiewettbe-
werbs des Heftes 2/78 nur die Antwortsitze:

Ph6é w36 Die Schneehohe betragt rund

8,3cm.

Ph7 w37 Fiir einen Lasthub von 30 cm sind
80 Pumpenhube erforderlich.

Ph8 ®38 In der Aulgabe wurden versehent-
lich neben die Abbildung die Werte fir s,
hund r nicht eingefiigt. Wir verdifentlichen
diese Aufgabe nochmals im Wettbewerb des
Heftes 5/78, d. Red. (siehe S. 110).

Ph9 =39 Die SteighShe des Ballons betréigt
rund 600 m.

Ph10/12 840 Aus einem Kubikmeter Was-
ser konnte man bei dem angenommenen
Reaktionszyklus 2,75-10° kcal Energie ge-
winnen.

Ch7 ®29 226t Roheisen enthaiten noch
7910 bis 9040 kg Kdhlenstofl.

Ch8 30 Beim Brennen von 2t Kalkstein
erhilt man 0,77 t Kohlendioxid.

Ch9 =31 Es entstehen bei der Reaktion
8,8 g Natriumchlorid und 27 g Wasser, 17,3 g
Natriumphenolat und 27g Wasser, 123 g
Natriumazetat und 27 g Wasser.

Ch10/12 m32 Superphosphat enthilt 28%;
Phosphorpentoxid.

— 1
i e
a\*tl:“m e )
Sy
A = Yol

Lat el

)y

ol o
oA O T

Y II.(. vk . ._-
petaseh 3 el s
T » ViR '\'.‘I
- s 3 *
s o



XVII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Olympiadeklasse 10

1. I. Analysis: Angenommen, es existiert ein
Quadrat ABCD, das den Bedingungen der
Aufgabe entspricht. Dann ist nach den Eigen-
schaften des Quadrates die Gerade g eine
seiner Symmetrieachsen, und die nicht auf g
liegenden Eckpunkte B und D liegen beziig-
lich g symmetrisch. Demzufolge liegt D so-
wohl auf k, als auch auf dem Kreis k,’, der
durch Spiegelung von k; an g entsteht. Ferner
ist der Schnittpunkt E von g und BD der
Diagonalenschnittpunkt des  Quadrates
ABCD, der von allen vier Eckpunkten gleich-
weit entlernt ist. Daraus ergibt sich:

Wenn ein Quadrat ABCD den Bedingungen
der Aufgabe entspricht, so kann es durch
folgende Konstruktion erhaiten werden:

I1. Konstruktion: (1) Man spiegelt k, an g;
das Bild sei k;".

. o
Bidl k,

Bild 2

(2) Wenn k,’ und k, einen gemeinsamen,
nicht auf g liegenden Punkt besitzen, so werde
ein solcher mit D bezeichnet.

(3) Man spiegelt D an g, der Bildpunkt sei B.

L
3 g

w

(4) Die Gerade g schneidet als Mittelsenk-
rechte die Strecke BD in deren Mittelpunkt E.
Von E aus trigt man auf g nach jeder Seite

— BD
eine Strecke der Linge EB=T ab. Die

so konstruierten Punkte seien mit A bzw. C
bezeichnet.

II1. Beweis: Die unter 1. beschriebene Kon-
struktion fiihrt stets zu einem Quadrat der
geforderten Art:

A, C liegen aul g. Wegen der geforderten
Eigenschalt von D liegt D aul k; und B als
Spiegelungspunkt auf k,. Wegen DE=EB
=EC=EA+0 und DBLAC ist ABCD ein
Quadrat.

IV. Determination: Entsprechend der Lage
von k;, k; und g zueinander konnen folgende
Fille unterschieden werden:

1. k" und k, haben keinen Punkt gemein-
sam.

2. ky" und k, haben genau einen Punkt ge-
meinsam.

2.1. der auf g liegt,

2.2. der nicht aul g liegt.

3. k{" und k, haben genau zwei Punkte ge-
meinsam,

3.1. die beide nicht auf g und nicht symme-
trisch zu g liegen,

3.2. die beide nicht auf g, aber symmetrisch
zu g liegen,

3.3. von denen genau einer auf g liegt,

3.4. die beide auf g liegen.

4. k' und k, lallen zusammen.

A) Im Fall 4. gibt es unendlich viele Quadrate,
die den Bedingungen geniigen.

B) Im Fall 3.1. gibt es genau zwei Quadrate
der verlangten Art (Bild 1).

C)In den Fillen 2.2.,3.2,, 3.3. gibt es genau ein
den angegebenen Bedingungen geniigendes
Quadrat (Bild 2, 3, 4).

D) In den Fillen 1., 2.1., 3.4. gibt es kein Qua-
drat, das die Bedingungen erfiillt (Bild 5, 6,
.

Die Fallunterscheidung ist vollstindig, die
Fille schlieBen einander aus. Also gilt:
Genau in den unter A), B) und C) genannten
Fillen existiert ein solches Quadrat, dessen
Existenz genau in den unter C) genannten
Fillen eindeutig bestimmt ist.

Bemerkungen: Entgegen den Erwartungen
erwies sich die Aulgabe [ir alle Teilnehmer
als schwer. Keinem einzigen Schiiler gelang
es, die volle Zahl von 7 Punkicen fiir diese
Aulgabe zu erreichen. Auch 6 Punkte konn-
ten nur an einen einzigen Schiiler vergeben
werden. Annihernd die Hillte der 93 Teil-
nehmer fand keinen Zugang zu dieser Aufga-
be.
Die Hauptschwierigkeit dieser Aufgabe be-
stand offensichtlich in der ungewohnt groBen
Zah!l von Fillen, die von den Schiilern zu
unterscheiden waren. Eine relativ groBe Zahl
der Teilnehmer verwendete zwar die kon-
struktive Grundidee der Spiegelung des Krei-
ses k; an der Geraden g, alle Teilnehmer aber
waren nicht imstande, eine iibersichtlich ge-
ordnete und vollstindige Determination vor-
zunehmen. Insbesondere wurde die mogliche
Lage von Schnittpunkten der Kreise k," und
k, auf der Geraden g bzw. symmetrisch be-
ziiglich g nicht gesondert untersucht. Diese
gesonderte Untersuchung erforderte keinerlei
zusitzliche mathematische Mittel. Die Un-
vollstindigkeit der Losungen muB also auf
nicht ausreichend entwickeltes geometrisches
Vorstellungsvermégen, aber auch aul eine
gewisse Oberflichlichkeit bei der Losung der-
artiger Aufgaben zuriickgefiihrt werden.
Punkte 0 1 2 3 4 5 67
Anzahl 45 7 4 3 11 22 1 0O
Dipl.-Math. Bernd Noack, Berlin

(Die Losungen zu den weiteren 6 Aufgaben
siehe Helt 6/78, d. Red.)
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Lésungen zu alpha-heiter:

Aus dem alten Rom

Die weiBlen Rinder seien w, die braunen
Rinder b, die schwarzen Rinder s, und die

scheckigen k:
w=12 w=12
b=12-3  b=10
s=13—2-2 s= 8
k=12—2+s k=14

Auf den Fluren weiden 44 Rinder, davon
12 weiBe, 10 braune, 8 schwarze und 14 schek-
kige.

Sieben-Sechs

Auf einen Blick

Wegen der Symmetrie ist das Verhiltnis am
einfachsten aus einem Viertel berechenbar:
3 schraflierte — 6 weile Felder —» 3:6=1:2.

Wie viele Fische?

Angenommen, der Angler hatte gestern n
Fische, heute also 3 - n Fische gefangen; dann
gilt

3-n=n+10.

Nur fiir n=35 wird diese Gleichung erfiillt.
Gestern fing der Angler fiinf, heute 15 Fische.

Starker Kraftwagenverkehr

a)

PKW 8 12 16 100 36 128 16 40
LKW 2 3 4 25 9 32 4 10
b) Es seien n LKW, also 4 - n PKW, insgesamt
also 5-n Krafifahrzeuge von Uwe gezihlt
worden; dann gilt 5-n=55, also n=11. Es
waren 11 LKW und 44 PKW.

Buchstaben-Mosaik

Die erste Gleichung hat zwei Losungen:
1.A=2;0=3; B=8, also 2> =8

2. A=3;a=2; B=9, also 32=9

Wegen B*=CE (letzte Gleichung) entfillt die
erste Losung der ersten Gleichung, denn 83
ist nicht zweistellig.

Somit gilt: 4 =3;a=2;

B= 3= 9
332 = 1089

3332= 110889
33332= 11108889

333332=1111088889
999992 = 9999800001

99992= 99980001
999% = 998001
992 = 9801
9= 81
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Kreuzzahlritsel

1 4 3 L]

98|05 1
8 s ‘2 2
k 2
3/8 4% 4|0
I Bk
04| 4
5 “slol2]s
Resultat stets 30

(242427 =2-2-242-2
=33434+3-34+3-3+3-3
(A4 4 4
=44 T) i

=55454+5-54+5-5+5-5

=66-6+6—6+6—6+6—6

747
STHTHTH T 47T

=8+8+8+8—83;8+8—8=30

Kryptarithmetik

H 112 - 9=1008
(2) 1008 —9= 999
3) 999 : 3= 333
4) 333+4+7= 340

Begegnung vom Kreis
und Wiirfel

Herr Kreis trifft beim Spazierengehn
Herrn Wiirfel wohl nur aus Versehn.
Obgleich man sich nicht sonders mag,
sagt man doch hoflich ,,Guten Tag",
denn einer ist gerundet nur,

der andre kantig von Statur.

Jedoch Herr Kreis fiihlt mit Instinkt,

daB ein Gesprich sie niher bringt.

Er meint Herrn Wiirfel zugewendet :

,.Wie sind die Menschen doch verblendet!
Sie plagen unter Geistesqualen

mit Zirkeln sich und Linealen.

Mit Scharfsinn und sehr viel Probieren
woll’n sie die Strecke konstruieren,

die auf 'ner G'raden dann entsteht,
wenn ich mich einmal abgedreht. —
Vom Zirkel, dem ich dank’ mein Leben,
wird nie mein Umfang preisgegeben!
Dann gibt es ganz besondre Gecken,
die suchen auf mir sieben Ecken

zu einem Vieleck, regular,

doch gibt auch dies kein Zirkel her.

Ein Gauf} entdeckt’ auch fiir die Blinden
'ne Regel, daB hier nichts zu finden;

sie forschen jedoch ungetriibt

nach Konstruktionen, die’s nicht gibt.

Manch Schlauer sucht dann noch sein Gliick.
Er nimmt von mir ein Bogenstiick

und meint dann ohne viel Verweilen,

man konnt’ es in drei Stiicke teilen,

mit Zirkel, klassisch-konstruktiv;

doch geht auch dieser Zauber schief.

Er nennt sich Winkeltrisektierer

und ist doch nur ein Bleistiftschmierer.

Ein andrer, der sonst nichts erklommen,
glaubt, meinem Inhalt beizukommen,
mit Zirkel und Lineal exakt,

doch bleibt auch dies ein leerer Akt.

Er meint, Axiome umzuwerfen

und fallt der Mitwelt auf die Nerven.
Vom Schicksal ist es mir beschieden,
daB ich ’'ne Falle bin fiir Nieten!*

Herr Wiirfel nickt verstindnisvoll

und klagt ihm ohne jeden Groll:
,»2Auch mir wird iibel mitgespielt,

so lang der Mensch auf Erden wiihlt.
Mal bin ich Sinnbild dieser Erde,
dann trag ich Sdulen ohn’ Beschwerde.

Man brennt mir Augen in die Seiten

und 148t im Gliicksspiel mich entscheiden.
Zu Delos dient’ ich als Altar,

man brachte Opfer auf mir dar.

Den Géttern schien ich nicht genehm.

Sie stellten daher ein Problem.

Orakelhaft stand da verkoppelt,

daB man den Inhalt mir verdoppelt,
beschriankt auf Zirkel und Lineal. —
Dies macht uns beide kongenial!
Vergebens sucht seit alten Zeiten

der Mensch die MaBe dieser Seiten.
Als Friichte all’ der Geistesmiihn
entstanden viele Theorien.

Manch kluger Kopf hat zwar erkannt,
daB man auf irrealem Land.

Doch finden sich stets neue Gimpel,
fiir die die Frage vollig simpel

und ohne Wissen losbar scheint. —

Sie sehen nun, was uns vereint!*

Der Kantige hat durch den Runden
‘nen kleinen Trost fiir sich gefunden.
Nachdem die Herren so erkannt,

daB sie sich geistig eng verwandt,

vom Phinotypus zwar verschieden,
hab'n kiinftig sich nicht mehr gemieden.

Dr. sc. nat. Eberhard Schréder, TU Dresden



Rosetten-Graphik

Uta Reiche aus Dresden (Klassenstufe 8)
sandte uns ein Foto, das sie bei unterhalt-
samem Spiel mit dem Spirographen Inspiro
aus der CSSR zeigt. Gleichzeitig sandte sie
uns Hinweise zur Handhabung des Gerites
(das auch selbst gebaut werden kann):

Auf einer glatten Unterlage werden mit Hilfe
von ReiBzwecken ein Blatt Papier und das-
jenige Zahnrad befestigt, das beim Zeichnen
feststehen soll. Nun wird das Laufrad so an-
gesetzt, daB seine Zihne in die des fest-
stehenden Rades eingreifen.

Dann wird die Spitze eines Stiftes durch die
gewiinschte Bohrung des Laufrades gesteckt
und dieses das feststehende Rad entlang ge-
fithrt. Schoéne Zeichnungen ergeben sich,
wenn das Laufrad des feststehenden Rades
entlang oder zwischen mehreren festen Ri-
dern gefiihrt wird. Durch die Verwendung
unterschiedlicher Laufrdder oder verschie-
dener Bohrungen ergeben sich viele Kombi-
nationsmdoglichkeiten. Ich habe fiir die alpha-
Leser einige schone Spirographenbilder mit-
geschickt.

ReiBzwecke
festes Zahnrad
Laufrad

Bohrungen
fiir den Stift
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M Auf der Wippe
Wenn die drei Schiiler Bernd, Alfred und

) Heinz auf der Wippe sitzen, dann sieht es
angepaBt wie folgt aus:

nachgedacht

Speziell
fiir Klasse 5:6

Fiir Kunstliebhaber

Ein Kunstliebhaber erstand auf einer Aus-
stellung ein abstraktes Gemalde. Es ist eines

der gezeigten vier. Bernd Alfred
Welches ist es, und mit welcher Seite (4, B,
C oder D) wurde es aufgehdngt? \ %

a) Wer ist am schwersten von den drei Jun-
gen?

b) Ist Heinz schwerer als Bernd?

¢) Wo miiBten Heinz und Bernd auf der ab-
gebildeten Wippe sitzen, damit diese Stellung
der Wippe erreicht wird?

Kombiniere!

Wir haben Miinzen im Werte von | M, 2 M
und 5M in ausreichender Menge zur Ver-
fiigung. Wie viele Miinzen jeder Art benétigt
man, um die in der Tabelle angefiihrten Geld-
betriige bilden zu kénnen?

IM 2M 5M

oM Z 0 0
0 1 0
iM
] 4M
Magisches Quadrat
Setze die Zahlen 1 bis 25 so in das Quadrat 5M
ein, daB in jeder Reihe, Spalte und Diagonale
die gleiche Summe erscheint! 6M
(17 Zahlen sind bereits eingesetzt.)
™
r 16 22 |15
8§M
20( 8|21 2
; IM
291113 4
1
24 | 12 18| 6 i
M 10|23 e

Kinder unter sich

Jeder Pfeil zeigt in dem Bild auf den Namen
eines alteren Kindes.

a) Zeichne die noch fehlenden Pfeile ein!

b) Schreibe die Namen der fiinf Kinder in
das abgebildete rechteckige Feld! Im Kreis
sollen die Namen derjenigen Kinder stehen,
die dlter als Axel sind.

Dorit % Y, Eeon
¢ Axel
Christa /
s Bernd
Negativ — positiv

Welches der fiinf Positive gehdrt zum abge-
bildeten Negativ?

Zahlenfolgen

Die Zahlenfolgen 1 bis 6 enthalten jeweils
eine Zahl, die nicht in die Folge gehort. Wer
findet sie?

1 7 13 19 | 2271 25 | 31

2 16 8 6 4 2 1

31 03166]109] 27 181 243

4 7 15 24 | 33 34 | 45

5 18 | 13 9 6 4 2
6 1 5 9 9 13 17
2.1 1612 F 8 | 4 -2l
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