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Ein Minimalproblem
in der Ebene und im Raum

In Heft3/1982 war von Prof. Dr. W. Jungk,
Pid. Hochschule Kéthen, unter der Uber-
schrift: Eine Aufgabe und vier Lisungen fol-
gendes Problem gestellt worden: , Drei Orte
A, B und C sollen eine gemeinsame Trafo-
station erhalten. Aus dkonomischen Grin-
den soll sie so pgelegen sein, daB die
Summe der Entfernungen zu den drei Or-
ten ein Minimum ist.“ In diesem Artikel
wollen wir auf einige Verallgemeinerungen
dieses nach Jakob Steiner benannten Pro-
blems eingehen. Zunichst kann man die
Zahl der vorgegebenen Punkte vergroBern.
Die Aufgabe lautet dann in anderer Ein-
kleidung:

Problem S: Die n Bahnhofe 4, ..., 4, sol-
len durch ein Eisenbahnstreckennetz so
verbunden werden, daB man, von jedem
Bahnhof A4; zu jedem anderen Bahnhof 4,
gelangen kann und dafur moglichst wenig
Schienen verbraucht werden.

DaB dieses Problem stets mindestens eine
Losung hat, soll hier ohne Beweis angege-
ben werden. Da eine Strecke die kiirzeste
Verbindung zwischen zwei Punkten ist, ist
die optimale Losung aus Strecken zusam-
mengesetzt, die jeweils zwei Bahnhofe mit-
einander verbinden, wobei eventuell einer
oder mehrere Umsteigebahnhofe (d. h. von
den A; verschiedenen Punkte, in denen
mindestens 3 Strecken zusammentrefien)
eingerichtet werden miussen. Die den Um-
steigebahnhdfen entsprechenden Punkte
werden Steinerpunkte genannt.

Um ein Gefuhl fiir das Problem zu bekom-
men, sollte der Leser bevor er weiter liest,
jetzt erst einmal versuchen, Aufgabel selb-
stindig zu losen.

Al a Problem S soll fur n = 4, wobei 4,4,
..., A, die Ecken eines Quadrats der Sei-
tenlange a sind, geldst werden.

Vermutlich denkt man zunichst daran,
drei Seiten des Quadrates zu nehmen, so
dal} man 3a an Schienenlinge benotigt
(Bild 5). Kiirzer ist jedoch die Losung, die
durch die beiden Diagonalen gebildet wird,

sie ergibt 2«]2_;; (Bild 7). Um zu untersu-
chen, ob das tatsidchlich bereits die opti-
male Losung ist, ist es sinnvoll (wie oft bei
mathematischen Problemen) eine allge-
meinere Frage (Aufgabe 2) zu stellen, de-
ren Antwort dann bei der Losung des spe-
ziellen Problems weiterhilft.

A2 A Ineiner optimalen Losung des Pro-
blems S mdégen von irgendeinem Bahnhof
A (mindestens) zwei Strecken ausgehen;

diese mogen den Winkel a einschlieBen.
Man zeige, daB dann a = 120° gilt.

Losung indirekt: Angenommen, es ware
a < 120°, dann konnte man, wie in Bild 1
gezeichnet, ein gleichschenkliges Dreieck
NABC angeben, das so klein ist, daB inner-
halb dieses Dreiecks kein Bahnhof liegt.

Ferner ist § = y, also beides spitze Winkel.

Bild 1

Wenn man _jetzt die Strecken AC und AB
aus dem Streckennetz entfernt und dafiir

.die Strecken AP, BP und CP einfiigt, wobei

der Punkt P durch die Bedingungen
(Bild 2) xBPC= xCPA=120° eindeutig
bestimmt ist, erhdlt man wegen a < 120°
ein kiirzeres Streckennetz, das auch die
Bahnhéfe A4; miteinander verbindet. (Zur
Konstruktion Punktes P und den Beweis,
dall das Streckennetz tatsiachlich kiirzer

wird, vgl. den oben erwihnten Artikel von
W. Jungk)

Bild 2

A ﬂe

B

Folglich ist das ursprungliche Streckennetz
doch nicht optimal, Widerspruch. Damit
ist die Behauptung bewiesen.

Aus Aufgabe 2 ergibt sich sofort, daB von
einem Bahnhof hoéchstens drei Strecken
ausgehen konnen, und wenn es genau drei
Strecken sind, diese dann jeweils Winkel
von genau 120° einschlieBen. Folglich ist
die Diagonalenldésung von Aufgabe 1 nicht
optimal, und man mufl Losungen mit mehr
als einem Umsteigebahnhof betrachten. Es
gilt:

Ala Zur Losung des Problems S
braucht man hoéchstens (n —2) Steiner-
punkte.

Der Beweis sei dem interessierten Leser
uberlassen.

Als Folgerung ergibt sich, zusammen mit
dem oben Gesagten, daB.die Losung von
Aufgabe 1 genau 2 Umsteigebahnhofe ent-
hilt und das Streckennetz folgende Gestalt
hat (Bild 3).

Bild 3

Darauf miissen die Bahnhoéfe 4,, ..., 4, so
auf die 4 Strahlen verteilt werden, dafl sie

die Ecken eines Quadrats bilden. Die Lo-
sung hat letztendlich folgende Gestalt

a2
V3
mit einer Streckenlinge von (1/3_ + 1) a,
was tatsdchlich kleiner als 2‘/271 1st.

(Bild 4, dort ist A1A, =aund 4,P, =

Bild4 p P,
As A;

So wurde durch Betrachtung einer wesent-
lich allgemeineren Aufgabe die Losung
einer ganz speziellen Aufgabe gefunden.
Haitte man sich nur auf Aufgabe 1 konzen-

triert, wiare man vermutlich auch nicht
schneller ans Ziel gelangt.

Jetzt soll Problem S dahingehend verallge-
meinert werden, daB die Punkte A, nicht in
einer Ebene, sonderm beliebig itn Raum
verteilt sind. Viele geometrischen Pro-
bleme werden ja beim Ubergang zum
Raum wesentlich komplizierter, hier hat
man jedoch das andere Extrem: Die Lo-
sung sieht im Prinzip genauso aus, d. h.,
man richtet (maximal n — 2 Stick) Umstei-
gebahnhofe ein, verbindet die Bahnhofe A,
und P; so miteinander durch Strecken, daB
von jedem Bahnhof maximal drei Strecken
ausgehen, die jeweils Winkel = 120° ein-
schlieBen, und das solange, bis man von je-
dem Bahnhof zu jedem anderen gelangen
kann. Die Losung von Aufgabe 2 sicht im
Raum genauso aus, da man sich in der Be-
trachtung auf die durch die beiden Strek-
ken aufgespannte Ebene beschrinken
kann. Die Folgerung aus Aufgabe 2 ist je-
doch nicht ganz so einfach zu erhalten, es
gilt aber:

A4a Voneinem Punkt P im Raum mo-
gen 4 Strahlen ausgehen. Man zeige, dal
unter ihnen zwei Strahlen existieren, dié
einen Winkel < 120° einschlieBen.

Folglich gehen auch im Raum beil einer op-
timalen Losung des Problems S von jedem
Punkt hdchstens drei Strecken aus.

alpha, Berlin 18 (1984) 6 - 121



Der Beweis ist unter Benutzung der Vek-
torrechnung ganz einfach:

Man heftet in einem Punkt vier Einheits-
vektoren an und zeigt, daB die 6 Unglei-
chungen, die ausdriicken, daB die Winkel
paarweise = 120° sein sollen, einander wi-
dersprechen., Der Beweis ist aber auch
ganz elementar moglich. Das einfachste
echt dreidimensionale Problem ist:

A 5a Es soll Problem § im Raum gelost
werden, wobei A,, A,, A,, A, die Ecken
eines reguliren Tetraeders der Seitenlinge
a bilden. Wegen Aufgabe 4 braucht man
gar nicht erst zu versuchen, die vier Strek-
ken 4.0, wobei Q den Schwerpunkt des Te-
traeders bezeichnet, als optimale Losung
zu bestimmen. Tatsachlich ergibt sich die
optimale Losung wieder gemadfl Bild 3, wo-
bei diesmal die linke Hilfte um Q verdreht
werden muB, und zwar um 90°. Wie groB3
muB man P, P, in Abhiangigkeit von ¢ wih-
len?

Eine andere Art der Verallgemeinerung des
Problems S ist das Problem S,:

Es soll das Problem S geldst werden, je-
doch nicht mehr als k Umsteigebahnhofe
eingerichtet werden.

Ahnlich wie bei Aufgabe 2 zeigen wir
Zuerst:

A 6 A Ineiner optimalen Losung des Pro-
blems S, mégen von irgendeinem Bahnhof
A (mindestens) zwei Strecken ausgehen;
diese mogen den Winkel a einschlieBen.
Man zeige, daB dann a = 60° gilt.

Beweis: Angenommen, es wire a < 60°.

Am Ende der Strecken, die von 4 ausge-
hen und den Winkel a einschlieBen, mé-

gen die Bahnhofe B und C liegen und im
Dreieck AABC die Winkel 8 und y ent-
sprechend Bild 1 bezeichnet werden. Da
a < 60° ist der Winkel a im Dreieck
AABC sicher nicht der groBte Winkel.

Sei B der groBte Winkel im Dreieck, so
liegt ihm die groBte Seite, namlich AC, ge-
geniiber. Entfernen wir die Strecke AC und
fligen dafiir BC hinzu, so erhielten wir so-
mit ein kiirzergs .Streckennetz, welches
auch die Bahnhofe miteinander verbindet
und keinen weiteren Umsteigebahnhof be-
notigt. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Optimalitit des urspriinglichen Strecken-
netzes. Damit ist a= 60° nachgewiesen.
Aus der Aufgabe 6 ergibt sich sofort, daB
von einem Bahnhof hdochstens sechs Strek-
ken ausgehen kdnnen. Aus dem Beweis
von Aufgabe 6 kann man noch eine weitere
Aussage (Aufgabe7) ableiten, deren Beweis
wir dem Leser iiberlassen wollen.

A7 a a) Es gibt stets eine optimale L&-
sung des Problems S,, in der von jedem
Bahnhof hochstens fiinf Strecken ausge-
hen.

b) Man gebe ein Beispiel fiir ein Problem
S, an, bei dem mehrere optimale Losungen
existieren, und bei einer dieser Lésungen
von einem Bahnhof 6 Strecken ausgehen.
Es ist wichtig zu wissen, wieviel Strecken
maximal von den Umsteigebahnhoéfen
(Steinerpunkten) in optimalen Ldsungen
des Problems S, ausgehen kdnnen. Wir
uberzeugen uns zunichst davon, daBl im
Gegensatz zum Problem S bei optimalen

122 - alpha, Berlin 18 (1984) 6

Losungen des Problems S, auch Umsteige-
bahnhofe auftreten konnen, von denen vier
Strecken ausgehen. Dazu wahlen wir A4,,
i=1, ..., 4 als Eckpunkte eines Quadrats
und losen dafiir das Problem §, (Bild §, 6,
7). Der Leser tuiberzeuge sich davon, daB
nur das in Bild 7 angegebene Streckennetz
das Problem §, 16st. Dort gehen vom Um-
steigebahnhof aber vier Strecken aus.

tqr; AJ
Bild 5
Aj' AZ
A, As
Bild 6
p
A, Az
A A
Bild7 3
P
A, A,

A 8 A In einer optimalen Losung des Pro-
blems S, sei P ein Steinerpunkt. Dann ge-
hen von P hoéchstens funf Strecken aus.
Wegen Aufgabe 6 miissen wir zum Beweis
nur noch ausschlieBen, daB von einem
Steinerpunkt sechs Strecken ausgehen kon-
nen. Sollten von P sechs Strecken nach C,,
..., Cg ausgehen, so bilden die C; ein regel-
maBiges Sechseck, in deren Mittelpunkt P
liegt (Bild 8). Somit gilt

PC,=PC,=...= PCs=C,C, = G
= .= C5C5 = C.;Cl ‘

Jetzt ist klar, daB der punktierte Weg in
Bild 8 kiirzer ist, als der von P ausgehende
Stern. Es wird sogar noch der Umsteige-
bahnhof P ,eingespart”. Das ist mit der
Annahme, daB dies Streckennetz das Pro-
blem §, optimal 16st, nicht zu vereinbaren.
Damit ist Aufgabe 8 gelost.

c C
Bild 8 ———————
/ \
r 4
/ \
/
/ \\
/ \
C# P C'?'
\
\
\
\
\
\
Cs  Cg

Es ist den Mathematikern bis heute unbe-
kannt, ob ein optimales Streckennetz des
Problems S, fir irgendwelche Punkte A4,,
..., A, existiert, das einen Steinerpunkt

hat, von dem fiinf Strecken ausgehen. Wir
vermuten, daB das nicht moglich ist:

In einer optimalen LOsung des Problems S,
sei P ein Steinerpunkt. Dann gehen von P
hochstens vier Strecken aus. Vielleicht ist
diese Aussage aber auch falsch!

Die Probleme von S und S, finden in der
Praxis vielfach Anwendung. Immer wenn
mehrere Punkte (Bahnhofe, Telefonan-
schliisse, Stadte u.a.) durch kurzeste Strek-
kennetze (Bahnstreckennetz, Telefonnetz,
StraBennetz u. a.) verbunden sein miissen,
ist ein solches Minimalbaumproblem zu
l6sen. Da man nicht immer beliebig viele
Steinerpunkte (Umsteigebahnhofe, Tele-
fonzentralen, Kreuzungen u. a.) einrichten
darf (sie verursachen in der Praxis zusitzli-
che Kosten), 16st man dann statt des Pro-
blems § ein Problem S, mit vorgegebenem
k. Besonders einfach 16st sich das Problem
So, d. h., es darf kein Steinerpunkt einge-
setzt werden.

Der Leser kann sich das selbst iiberlegen
oder in einem Lehrbuch der Graphentheo-
rie nachlesen. S, ist schon schwieriger zu
Iosen usw.

Wenn wir fir n Punkte das Problem S§,_,
l0sen, so ist dies wegen Aufgabe 3 nichts
anderes als die Losung des Problems §. So
kann man durch die Problemfolge §,, §,,
... das Problem S naherungsweise l0sen.
Der interessierte Leser sei abschlieBend
noch auf das Buch von H. Walther ,Anwen-
dungen der Graphentheorie“, Berlin 1979,

verwiesen.
D. Cieslik/H.-J. Schmidt

Informatikstudium
an der Sektion
Mathematik

der Humboldt-

Universitat Berlin

Seit September 1982 werden an der Sek-
tion Mathematik der Humboldt-Universi-
tat zu Berlin Studenten in der neu einge-
richteten Studienrichtung Mathematische
Informatik ausgebildet. Dabei handelt es
sich um eine spezielle Variante des Mathe-

matikstudiums, die iiber die gesamte Stu-
diendauer nach einem eigenen Plan ab-

lauft. Der allgemeine Verlauf und die
Stundenzahl je Semester stimmen mit der
Grundstudienrichtung Mathematik uber-
ein.

Der Einfihrung eines solchen Studienfa-
ches lag die Einsicht zugrunde, daB der ra-
sche Fortschritt der elektronischen Re-
chentechnik es dringend erforderlich
macht, geeignete mathematische Theorien
auf das engste mit den Erkenntnissen und
technologischen Methoden der Informa-
tionsverarbeitung zu verbinden. Daher
zielt das Studium der Mathematischen Infor-
matik darauf ab, die enge Wechselwirkung
zwischen Mathematik und Informatik als
Denkgewohnheit bei den Studenten auszu-
prigen. Daneben wurde breiter Raum fur
die Ausbildung praktischer Fahigkeiten



und Fertigkeiten im Umgang mit komple-
xen Rechner- und Programmsystemen ge-
schaffen. Die Studenten werden mit der In-
formationsverarbeitung und der Program-
mierung von Mikrorechnern und Roboter-
steuerungen vertraut gemacht. Sie erlermen
modermne Programmiersprachen wie PAS-
CAL und MODULA-2. Damit wird die
Moglichkeit eroffnet, bereits im ersten Se-
mester elementare mengentheoretische Be-
griffe in den Programmiersprachen darzu-
stellen. Vom ersten Tag des Studiums an
konnen die Informatikstudenten elektroni-
sche Rechentechnik als Hilfsmittel nutzen.
Die Studierenden beschlieBen ihre Ausbil-
dung als Diplommathematiker. Die Absol-
venten werden in Forschungs- und Ent-
wicklungszentren der Industrie, der Akade-
mie der Wissenschaften der DDR, des
Hoch- und Fachschulwesens sowie in Re-
chenzentren eingesetzt. L. Budach

Wer mochte
Mathematik/Physik-

Lehrer werden?

Seit 1969 werden in der Spezialschule Ma-
thematik/Physik an der Humboldt-Univer-
sitit zu Berlin jedes Jahr in einem einjdhri-
gen Lehrgang politisch gefestigte und
fachlich befdhigte Absolventen der poly-
technischen Oberschulen auf die Auf-
nahme eines Diplomlehrerstudiums in der
Fachkombination Mathematik/Physik vor-
bereitet.

Die Ausbildung stitzt sich auf wesentliche
Lehrplaninhalte der Abiturstufe und be-

ricksichtigt bewuBt die besonderen Anfor-
derungen des kiinftigen Studiums.

Fur das Studium 1985/86 gibt es noch
einige freie Platze.
Informationswiinsche sind zu richten an
Humboldt-Universitdt zu Berlin
Spezialschule Mathematik/Physik

1020 Berlin

BurgstraBe 26
Telefon 2 82 65 85

Zum Titelbild:
Knobelei

am Ostseestrand

Magisches Quadrat 10. Ordnung mit der
Jahreszahl 1984

Sicher sind euch Magische Quadrate (3.
oder 4. Ordnung) bekannt.
Das Bild 1 zeigt so ein Magisches Quadrat
4. Ordnung mit 4? natiirlichen Zahlen, so
daB die Summe der Zahlen jeder Zeile,
Spalte und Diagonalen gleich ist.
Albrecht Diirer hat in seinem Bild Melan-
cholie das Entstehungsjahr 1514 in solch
einem Magischen Quadrat festgehalten, in-
dem die Zahlen 15, 14 in der Mitte der
letzten Zeile stehen (Bild 2).
Als im Feriensommer 1983 Neubranden-
burger und Rostocker Schiiler der Mathe-
matischen Schiilergesellschaft der Universitit
Greifswald an der Ostsee ihren 3. Lehrgang
durchfiilhrten, hérten sie abends einen zu-
satzlichen Vortrag liber Magische Quadrate,
ihren Aufbau und ihre GesetzméBigkeiten.
Ein Magisches Quadrat 10. Ordnung mit den
Zahlen 1 bis 100 entstand. Ihre Zeilen,
Spalten und Diagonalen ergaben die
Summe 505.
Da wurde spontan von der Lehrgangslei-
tung ein beachtlicher Preis fiir den oder fiir
diejenigen ausgesprochen, denen es gelin-
gen wurde, das Quadrat so umzustellen,
daB die Jahreszahl 1984 in die Mitte der
letzten Zeile zu stehen kommt (nach dem
Diirerbeispiel). Tagelang wurde in der Frei-
zeit am Ostseestrand und anderswo gekno-
belt und kombiniert. Schlie8lich gelang
einer Gruppe von mehreren Schiilern die
Losung des Problems (siche Titelbild).
Vielleicht gelingt jemandem nach griindli-
chem Studium entsprechender. Literatur
ein Magisches Quadrat mit der Jahreszahl
1985 oder 19867

H.-J. Kerber

Ala In a triangle, the lengths of the
three medians are 9, 12 and 15. Find the
length of the side to which the longest me-
dian is drawn.

A2 A Le boulanger sait que la masse du

10

pain qu’il fabrique est les 9 de la masse

de la farine utilisée.

a) Quelle quantité de pain obtient-il avec
72 kg de farine? avec 117 kg? avec 108 kg?

b) Quelle masse de farine faut-il pour fabri-
quer 100 kg de pain? 150 kg? 190 kg?

A3a Mon 3pakoMmpin Camia OmDHAXKIBI
MHe ckasan. ,Ilo3zapyepa mae 6su10 10 11€ET,

a B OymymeM romy MHE HCIIOIHHTCA
13 net“. MoxeT 1H Takoe OnIThL?

IIBe BBICOTRI TpEYroJbHHKA He
CTOPOH, HAa KOTOpbBIe OHH

Ada
MECHbBIIE
omymensl. HaATH yriiel TpeyrobHUKA.

Wer fremde Sprachen nicht kennt, weil3
nichts von seiner eigenen.

J.W.von Goethe

Eine harte Nul3

Ein gleichseitiges Dreieck der Seitenlinge
a werde durch eine Gerade, die parallel zu
einer Seite verlduft, so durchgeschnitten,
daB die Umfdnge der dabei entstehenden
Teilfiguren (Dreieck und Trapez) einander
gleich sind. In welchem Verhiltnis stehen
dann ihre Flicheninhalte?

Dr. R. Mildner,

Karl-Marx-Universitat Leipzig
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Eine empirische Bestatigung
der heliozentrischen Theorie
von Copernicus und Kepler, Teil 1

Zum 200. Geburtstag des Astronomen und Mathematikers

Friedrich Wilhelm Bessel

In medio vero omnium residet Sol! (Latei-
nisch: In der Mitte von allem aber steht die
Sonne!) Dies ist ein Satz aus dem 1543 er-
schienenen Hauptwerk von Nicolaus Co-
pernicus, jenem polnischen Astronomen
der Renaissance, der die heliozentrische
Planetentheorie aufstellte (helios — grie-
chisch: Sonne, centrum - lateinisch: Mit-
telpunkt). Bereits in der Antike waren ein-
zelne Gelehrte darauf aufmerksam gewor-
den, dall die Erklarung der (scheinbaren)
Bewegungen der Planeten einfacher wer-
den wiirde, wenn man die Sonne statt der
Erde als Mittelpunkt der Bewegung anneh-
men wurde.

Wie Ptolemaus in seinem geozentrischen
Planetensystem (geo — griechisch: Erde),
ging auch Copernicus vom antiken Prinzip
der gleichformigen Kreisbewegung aus.
Um die Sonne herum wiirden sich die Pla-
neten auf Kreisbahnen in folgender Rei-
henfolge bewegen:

Merkur, Venus, Erde, Mars, Jupiter und
Saturn. (Die anderen uns heute bekannten
Planeten wurden erst spiter entdeckt:
F.W.Herschel fand 1781 den Planeten Ura-
nus, J. G.Galle entdeckte 1846 den von Le-
verrier vorausberechneten Planeten Nep-
tun, C. W. Tombaugh machte 1930 den
sonnenfernsten Planeten Pluto ausfindig.)
Um gewisse UngleichmiBigkeiten der Be-
wegung dieser Himmelskorper zu erkliren,
mufBte Copemnicus exzentrische Kreise an-
nehmen (der Standpunkt der Sonne ist
nicht im Kreismittelpunkt, sondern ein we-
nig auBerhalb des Mittelpunkts). Copemi-
cus mufite den Planeten iiberdies noch
kleine Sonderbewegungen zuschreiben (so-
genannte Epizyklen, wie sie auch fur die
Theorie des Ptolemius typisch sind).

Erst Johannes Kepler, der auf der Grund-
lage der Copernicanischen Theorie nach den
Planetenbewegungsgesetzen forschte, kam
zur richtigen, 1609 verdffentlichten Er-
kenntnis, daB die Planeten sich nicht auf
Kreisbahnen, sondern auf elliptischen Bah-
nen um die Sonne bewegen. Die Sonne be-
findet sich in einem Brennpunkt dieser El-

lipsen.

Ist @ die groBe Halbachse (Bild 1), b die
kleine Halbachse der elliptischen Bahn, so

'_"I;b Z. B. be1 der

‘ 1
Erdbahji weniger als 7000’

bahn 330 - In der Astronomie wird meist

die (sog. numerische) Exzentrizitit e der

betrigt die Abplattung

bei der Mars-
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Bild 1 -
Ellipse

p

Ellipse angegeben. Bezeichnet ¢ die Entfer-
nung des Brennpunktes § der Ellipse vom

. : c :
Mittelpunkt M, so gilt e=—. Diese Ex-

zentrizitat ist etne Zahl zwischen 0 und 1.
Je kleiner e ist, je kleiner ist ¢, um so weni-
ger weicht S von M ab. Liegt § in M, so ist
c=0, e=0, a= b, die Ellipse ist ein Kreis.
Die Exzentrizititen der Planetenbahnen
sind tatsidchlich nur sehr gering. Fir die
Erde ist e=0,0167, fir den Mars ist die
Exzentrizitit etwa 5mal so groB3. (Die Bahn
des Plutos hat mit 0,247 von allen Plane-
tenbahnen die groBte Exzentrizitit.)
Kepler formulierte noch weitere Gesetze
uber die Bewegung der Planeten, durch die
die Anhinger der heliozentrischen Theorie
des Copernicus sicher in ihrer Uberzeu-
gung gestirkt worden sind. Doch bewiesen
war die Theorie keineswegs.

Spiegelte diese Theorie in ihrer verbesser-
ten Keplerschen Fassung tatsdchlich die
wahre Bewegungsstruktur des Systems der
Sonne und der Planeten (einschlieBlich der
Erde) wider, oder war sie nur ein mogliches
mathematisches Modell, das den Beobach-
tungen besser entsprach als etwa das Ptole-
maische Modell?

Die Theorie von Copernicus und Kepler ist
in der Folgezeit durch verschiedene theore-
tische und praktische Resultate der Astro-
nomie unwiderlegbar bestitigt worden.
Zwei Beispiele:

Der italienische Naturforscher Galileo Ga-
lilei, der sich konsequent fiir die Coperni-
canische Lehre einsetzte, entdeckte mit

seinem 1609 gebauten Fernrohr den Pha-
senwechsel der Venus, bemerkte also, daf3

die Venus dhnlich wechselnde Lichtgestal-
ten (z. B. die Sichelgestalt) aufweist, wie
wir sie vom Mond kennen. Diese Erschei-
nung liBt sich durch die Erdbewegung (um
die Sonne) plausibel erkliren, und Galilei
sah sie dann auch als Beweis fir die Rich-
tigkeit der Copernicanischen Hypothese

an. (Es sei jedoch angemerkt, daB auch
eine von Tycho Brahe aufgestellte Hypo-

these mit dem Phasenwechsel der Venus
vertraglich ist: Die Erde steht unbewegt als

Bewegungszentrum flir die Bahnen des
Mondes und der Sonne im Mittelpunkt,
wahrend die finf anderen Planeten sich
um die Sonne bewegen.)

Der englische Astronom James Bradley
entdeckte im Jahre 1728 die sogenannte
jahrliche Aberration, eine scheinbare Orts-
verinderung der Sterne, die sich nur als
Folge der endlichen Geschwindigkeit des
Lichtes (schon 1676 vom didnischen Astro-
nomen Ole Romer aus den VeHinsterungs-
zeiten der Jupitermonde berechnet) und
des jihrlichen Umlaufs der Erde um die
Sonne erklaren liBt.

Doch eine schon von Copernicus gestellte
Aufgabe zur empirischen Bestidtigung sei-
ner heliozentrischen Theorie wurde erst
nach fast 300 Jahren vom Astronomen,
Geoddten und Mathematiker Friedrich
Wilhelm Bessel (22.7.1784 bis 17.3.1846)
gelost. Copernicus wullte, daB die Bewe-
gung der Erde um die Sonne zu sogenann-
ten Fixsternparallaxen fithren miiBte. Der
Nachweis solcher. Parallaxen wiirde also
tatsachlich eine astronomische Bestatigung
der Heliozentrik (der Theorie von Coperni-
cus und Kepler) bedeuten.

Die Gegner der Copernicanischen Theorie
konnten lange Zeit auf die Nichtauffind-
barkeit der parallaktischen Bewegung der
Fixsterne verweisen. |

Erst 1838 gab Bessel die erste erfolgreiche
Messung einer solchen Paraliaxe bekannt.
Worum handelt es sich dabei?

Parallaxe und Entfernung

Beobachtet man einen Punkt P von zwei
verschiedenen Beobachtungsorten 4 und
B (Bild 2), so erscheint P unter verschiede-
nen Winkeln a, f (beziiglich der durch 4
und B verlaufenden Geraden).

Bild 2

Der Winkel p, den die Sehstrahlen von A4
und B za P bilden, unter dem also die Ver-
bindungsgerade AB (Basis) von P aus er-
scheint, heillt Parallaxe (griechisch: Abwei-
chung) des Punktes P beziiglich der Basis
AB. Da die Winkelsumme im Dreieck ABP
180° betrigt, gilt a+ (180 — f) + o = 180,
d.h. o= f—a. MiBt man also die Winkel a
und B, so findet man daraus die Parallaxe
0.

Bei naheliegenden Objekten P tritt schon
durch den Augenabstand (4 - das linke
Auge, B — das rechte Auge) bei wechselsei-
tigem Sehen eine Parallaxe auf. (Deshalb
entsteht bei beidseitigerm Sehen ein rdum-
liches Bild!)



Bei konstanter Basis 4B (also bei festen
Beobachtungspunkten A4, B) ist die Paral-
laxe eines Punktes P bzgl. der Basis AB of-
fenbar um so kleiner, je weiter entfernt der
beobachtete Punkt P ist. Wird man die
Parallaxe als ein MaB fur die Entfernung
des Punktes P ansehen konnen? Entfer-
nung des Punktes, wovon? Es mége etwa
nach der Entfernung des Punktes P von der
Geraden durch 4 und B gefragt werden. Es
wird also nach der Lange d der Strecke PC
(Hohe des Dreiecks ABP auf 4AB) gefragt
(Bild 3).
p

¢

Bild 3

/<

A B C

Ist o die Parallaxe von P bzgl. der Basis
AC (der Lange r), so gilt (im rechtwinkli-
gen Dreieck ACP)

also d= :
tg o

Aus der Lange r der Basis AC und der Par-
allaxe von P bzgl. der Basis AC ldBt sich
also die Entfernung des Punktes P von C
bestimmen {wobei die Geraden PC und AC
den Winkel 90° einschlieBen). Aus
d-tg o= r folgt: Je groBer d, je kleiner
tg o, d. h., je kleiner o, und umgekehrt.
(Wie groB3 ist der Abstand P von A?) Die
Kenntnis der Parallaxe eines Punktes P
bzgl. einer geeigneten Basis ermoglicht
also die Bestimmung seiner Entfernung.

Die Entfernung des Mondes

So kann man aus einer geeigneten Paral-
laxe, z. B. des Mondes, seine Entfernung
von der Erde bestimmen.

In der Tat zeigt sich bei diesem markante-
sten Himmelsobjekt die Parallaxe in ver-
schiedenen Erscheinungen.

Betrachtet man den Mond gleichzeitig von
verschiedenen Orten der Brde, so scheint
er an verschiedenen Stellen der Himmels-
kugel, also an verschiedenen Stellen beziig-
lich der als Hintergrund angesehenen
Sternbilder zu stehen.

Eine Bedeckung eines Sterns durch den
Mond (der Mond tritt in die Sichtlinie Be-
obachter — Stern) oder die Bedeckung der
Sonne durch den Mond (Sonnenfinsternis)
wird von verschiedenen Orten der Erde aus
zu verschiedener Zeit und in verschiedener
Weise gesehen

Der Mond werde nun von einem Punkt A
der Erdoberflache aus betrachtet (Bild 4).
Wir sehen die Erde als eine Kugel an. Wir
zeichnen den durch den Punkt 4 gehenden
Ldangenkreis mit dem Mittelpunkt M (Erd-
mittelpunkt). Der Gber A4 verlingerte Brd-
radius AM zeigt nach oben auf den Zenit

Bild 4 Zenit

L

Mo | =y

A/

des Beobachters. Die auf AM senkrecht
stehende Gerade durch 4 kennzeichnet
den Horizont. Ein Beobachter in A sieht
den Mondmittelpunkt P unter dem Winkel
¥ 1n der Hohe A.

Der Winkel 6 (=90° — y) heiBt Zenitdi-
stanz.

Ein zweiter Beobachtungspunkt B werde
nun auf demselben Langenkreis so ge-
wihlt, daB der Mond im Zenit erscheint.

(B ist der Schnittpunkt von PM mit dem
Lingenkreis. 4 und B mégen einen gro8en
geographischen Breitenunterschied haben.)
Der Winkel 6° (Winkel AMP) heiBt geo-
zentrische Zenitdistanz. Aus
0'+p+(90°+y)=6"+p+90°
+(90°-90)=180° folgt 6'+0—&6=0,
also o=0—-46".

Im Dreieck AMP mit den Winkeln &, g,
180° — & gilt nach dem Sinussatz (zwei Sei-
ten, hier: PM und AM, verhalten sich wie
die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel,
hier: 180°— ¢, p) unter Beachtung von
sin (180° — &) = sin &

AM sing

PM  sin 6 210
. AM
Sin 0 = <= sin 0,

worin AM den Erdradius, PM die geozen-
trische Entfernung Mond — Erde, 6 die Ze-
nitdistanz bezeichnet.

Der Winkel o (Winkel APM) heifit Hohen-
parallaxe des Mondes (in bezug auf den
Erdradius MA als Basis). Sie ist natiirlich
nicht konstant. Komm¢t der Mond dem Ze-
nit ndher, so wird o kileiner. Die Héhenpar-
allaxe wird wihrend der tiglichen Bewe-
gung des Mondes ihren groBter., Wert
erreichen, wenn der Mond (der Punkt P)
fur den Punkt 4 im Horizont steht, d. h.
O = 90° ist. Dann heildt sie Horizontalpar-
allaxe, im folgenden mit o,,, bezeichnet
(Bild 5). Es ist

SiN Opax = % (folglich

Sin 0 = Sin Opey * Sin 0) ,

Bild 5§

Die Bestimmung der Horizontalparallaxe
Omex des Mondes lduft also darauf hinaus,
die geozentrische Entfernung PM des
Mondes zu bestimmen.

Auf die Methoden zur Bestimmung der
Horizontalparallaxe des Mondes soll hier
nicht eingegangen werden. Die Astrono-
men fanden fiir den Mond eine Horizontal-
parallaxe von ungefahr 1°. Der Wert
schwankt zwischen 54’ und 61’ (1° = 60’).
Dem Mittelwert von etwa 57° entspricht
eine mittlere Mondentfernung von etwa
60 Erdradien.

Analog kann man Horizontalparallaxen fiir
die Planeten und fiir die Sonne bestim-
men. Es ergeben sich nur wenige Sekunden
betragende Winkel (1° = 60’ = 3 600”). Die
Hornizontalparallaxe fir die Sonne betrigt
ungefahr 9”. Unter diesem Winkel er-
scheint der Erdradius vom Sonnenmittel-
punkt aus gesehen. Die entsprechende Par-
allaxe fir Fixsterne ist wegen ihrer groBen
Entfernung zu klein, um bemerkt zu wer-
den. Da aber die Erde — wie Copemicus
und Kepler richtig annahmen — im Lauf
eines Jahres eine elliptische Bahn um die
Sonne durchlduft, so miilte wohl der Seh-
strahl zu einem Punkte im Weltraum
(eidem Sterm) wahrend des Erdumlaufs
eine merkliche Richtungsinderung erfah-
ren.

H. Pieper
(Fortsetzung in alpha, Heft 1/1985)
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... die Beckerprob
allhier gantz grundlich

gemacht
Die Rechenkunst Adam Ries’

nutzten auch die Ratsherren von Leipzig

Mit dem Wiederaufbau des 1943 durch an-
glo-amerikanische Luftangriffe zerstorten
Gebdudes der Alten Waage (1556 erbaut)
sind auch Erinnerungen an den Rechen-
meister Adam Ries verbunden. Er hatte in
Leipzig zwei Freunde, mit denen er Re-
chenaufgaben austauschte; den Waagmei-
ster Bernecker und den Rechenmeister
Seehofer.

Das erste Mal diirfie Adam Ries 1536 in
Leipzig gewesen sein, als die Buchdrucke-
rei Melchior Lotter sein ,Gerechnet Bilich-
lein“ druckte. Nachweislich war er 1550
wegen seines groBen Rechenbuches in un-
serer Stadt, Kurfiirst Moritz hatte die
Druckkosten vorgeschossen. Kaiser Karl V.
gewdhrte darauf Adam Ries auf dem
Reichstag zu Augsburg ein Privileg, nach-
dem Fachgelehrte der Universitiat zu Leip-
zig das Buch gepriift und zur Annahme
empfohlen hatten. Bei diesem Besuch
hatte Adam Ries laut Eintragung in den
Stadtkassenrechnungen dem Rat ,etzliche
Rechenbiichlein verehret®, wofur er als An-
erkennung den Betrag von 2 Schock,
48 Groschen erhielt.

Somit war Adam Ries kein Unbekannter,
als der Rat 1557 seine Hilfe zur Aufstel-
lung der Leipziger Brotordnung in An-
spruch nahm. Sie machte sich notwendig,
weil das Komn vor der Einfuhrung der Kar-
toffel das Hauptnahrungsmittel war und
die Getreidepreise durch eine gute und
schlechte Ermnte sehr stark schwankten,

126 - alpha, Berlin 18 (1984) 6

wihrend die Arbeitslohne dagegen kon-
stant blieben. Aus diesem Grunde wurde
auch nicht der Brotpreis, sondem stets das
Gewicht des Brotes geandert. Es war nun
die Aufgabe des Rechenmeisters Adam
Ries, anhand der verschiedenen Getreide-
preise das Brot- und Semmelgewicht zu er-
mitteln und in Tabellen aufzustellen, da-
mit ,der gemeine Mann nicht ibervorteilt
wurde“. Der Rat konnte bei Beschwerden
der Bevolkerung sofort anhand der Tabel-
len feststellen, ob das Gewicht in Ordnung
war oder der Béacker bestraft werden mub@te.
Kostete ein Scheffel Komm (212 Pfund)
sechs Groschen, dann wog ein Drei-Pfen-
nig-Brot iiber sechsdreiviertel Pfund. Bei
einem Scheffelpreis von 26 Groschen, diese
Preisschwankungen waren keine Selten-

heit, hatte das Drei-Pfennig-Brot nur noch
ein Gewicht von etwa eindreiviertel Pfund.

In solchen Zeiten multe manche Familie
den ganzen Wochenlohn und noch mehr
allein fir Brot ausgeben.

S0 fand am Freitag nach Matthai 1557 auf
der Waage das Messen und Wiegen eines
Scheffels Metzgetreide im Beisein von vier
Backermeistern durch den Rechenmeister
Adam Ries statt. Der Vorgang wiederholte
sich nach dem Ausmahlen des Korns und
dem Ausbacken des Mehls, um den Ab-
gang zu ermitteln. Den genauen Hergang
schildert ein umfassendes Aktenstuck mit
den darin aufgestellten Tabellen. Es
schlief3st mit den Worten: ,bey solchem

Malen und Begken bin ich Adam Ries
voum S. Annabergk auf erforderung gewe-
sen, wie es ergangen die rechnung gantz
grundlich gestellt.“
Fir seine geleistete Arbeit wurde Ries am
2. Oktober 1557 (anderthalb Jahr vor sei-
nem Tode) ,zur Verechrung gegeben, daB er
die Becker prob allhier gemacht, 50 Gul-
den®“. Dieser hohe Betrag entsprach dem
Jahreslohn des damaligen Leipziger Was-
serkunstmeisters.
Auffallig ist, daB der Leipziger Chronist
VYogel, ein Pfarrer, in seinen Annalen wohl
die Bickerprobe mit den Namen der daran
teilnehmenden Ratspersonen anfiihrt, aber
Adam Ries nicht nennt.
Wohl deshalb, weil der Rechenmeister kein
studierter Mann gewesen war.

G. Grebenstein
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Tabelle aus der Leipziger Brotordnung von
1557

Adam-Ries-Wettbewerb

in Annaberg-Buchholz

Seit 1981 wird im Kreis Annaberg alljahr-
lich an zwei Tagen der ersten Woche in
den Winterferien der Adam-Ries-Wettbe-
werb durchgefihrt. Gastgeber 1ist die
Adam-Ries-Oberschule der Kreisstadt. Die
Vorbereitung liegt in den Handen eines
Komitees. Aus dem Bezirk Karl-Marx-
Stadt treffen sich die drei besten Jungen
Mathematiker der Klassenstufe 5 eines je-
den Kreises. In einer dreistiindigen Klau-
sur sind drei Aufgaben zu losen. Die Kor-
rekturgruppen setzen sich aus Kollegen der
beteiligten Kreise zusammen. Fiir diesen
Wettbewerb gibt es eine Mannschafts- und
Einzelwertung. Die beste Mannschaft er-
halt den Wanderpokal des Bezirksschulra-
tes, der Einzelsieger seit 1984 die Adam-
Ries-Gedenkmedaille vorm Rat der Stadt
Annaberg-Buchholz. AulBlerdem werden
Ehrenpreise und Urkunden vergeben.



Neben dem Wettbewerb gibt es ein Frei-
zeitprogramm. Dabeil werden historische
Stitten aufgesucht wie der Frohnauer
Hammer, das Erzgebirgsmuseum und die
restaurierte Annenkirche mit dem von
Hans Hesse geschaffenen Bergaltar. Von
1985 an wird die Besichtigung des Adam-
Ries-Hauses, das am 30.Maidrz 1984 anliB-
lich des 425. Todestages eroffnet worden
ist, in das Programm einbezogen. Auller-
dem werden die Teilnehmer in einem
Lichtbildervortrag iiber Leben und Wirken
des Rechenmeisters und Bergbeamten
Adam Ries informiert.

Die Entdeckung mathematischer Talente
der Klassenstufe 5 ist das erkliarte Ziel des
“Adam-Ries-Wettbewerbs. Aus den ersten
drei Wettbewerben konnten 49 Teilnehmer
ausgewahlt und als Schiiler der Klasse 6 auf
einen Frithstart in der Klasse 7 der Bezirks-
olympiade vorbereitet werden. Diese er-
folgreichen Wettbewerbsteilnehmer werden

in Korrespondenzzirkeln des Bezirks sowie

in Spezialistenlagern besonders gefordert.
Im 4. Wettbewerb 1984 hatten wir erstmalig
einen Schiiler der Klasse 4 als Friihstarter
dabei. Er erhielt einen 2. Preis. Jahrlich
nehmen am Wettbewerb 72 bis 78 Maid-
chen und Jungen teil. G. Jahnig

Aufgaben des 4. Adam-
Ries-Wettbewerbs 1984

Ala Auf drei Baumen sitzen insgesamt
56 Vogel. Nachdem vom ersten Baum 7 Vo6-
gel auf den zweiten Baum geflogen und
dann vom zweiten Baum 5 Vogel auf den
dritten Baum geflogen waren, saBen nun
auf dem zweiten Baum doppelt so viel V§-
gel wie auf dem ersten Baum und auf dem

dritten Baum doppelt so viel Vogel wie auf
dem zweiten Baum.

Berechne, wieviel Vogel urspriinglich auf
jedem der Baume saflen!

A2A In einem Regal einher HO-Ver-
kaufsstelle liegen sechs Geschenkartikel im
Preis von 15 M, 16 M, 18M, 19M, 20 M,
31 M, von jeder Sorte genau ein Stiick.
Ein Kaufer kaufte genau zwei dieser Ge-
schenke, ein anderer genau drei. Der
zweite Kdufer hatte doppelt so viel zu be-
zahlen wie der erste Kiufer.

Zeige, dall sich aus diesen Angaben ein-
deutig ermitteln 138t, welche der sechs Ge-
schenke vom ersten und welche vom zwei-
ten Kaufer gekauft wurden!

A3a a)ln Bild1 sind die Zahlen von 1
bis 6 so eingetragen, daB die drei Seiten-
summen S gleich groB sind und daB stets
S=12 gilt:
4+3+5=5+1+6=6+2+4=12

Bild 1

Lewis Carroll’s
Nonsens-Welt

In vielen Landern der Erde gehort ,Alice
im Wunderland“ zu den bekanntesten und
beliebtesten Kinderbiichern. Davon zeugen
auch verschiedene Briefmarken. (Wir zei-

gen eine britische von 1979 und eine aus
der CSSR aus dem Jahr 1977.) Bei uns ist

,Alice“ nicht so populidr wie z.B. in der So-
wjetunion oder gar in ihrem Herkunftsland
GroBbritannien, jedoch gab es auch in der
DDR schon Buchausgaben (Holz-Verlag
19671.). Wenigen ist bekannt, dal Lewis
Carroll (1832 bis 1898), der Verfasser die-
ses Buches, in Wirklichkeit Charles Lut-
widge Dodgson hieB und Professor fliir Ma-

Gib je eine Eintragung der Zahlen von 1
bis 6 in ein solches Schema an, so daB
S=9bzw. $=10 bzw. S=11 gilt!

b) In Bild 2 sind die Eckenzahlen 1, 4, 7
mit der Eckensumme E = 12 eingetragen.

Bild 2

Trage die Zahlen 2, 3, 5, 6, 8, 9 so in das
Schema ein, daB die drei Seitensummen S
gleich groB sind und daB S = 19 gilt! Finde
moglichst viele solcher Eintragungen!

c) In Bild 3 sind die Zahlen von 1 bis 9 so
einzutragen, daB die Seitensummen S
gleich groB werden.

Bild 3

Aufler §=19 kann noch S=17, S=21
und §=23 gelten. Finde moglichst viele
solche Eintragungen!

Hinweis: Die Eckensumme E ist stets
durch 3 teilbar. Versuche, eine Gleichung
zu finden, mit deren Hilfe man E aus S be-
rechnen kann!

thematik am Christ Church College in
Oxford war. Dieses Amt war an die Bedin-
gung geknupft, Geistlicher der anglikani-

schen Kirche zu sein und unverheiratet zu
bleiben.

Abce s Adventures inWonderland

Tha Yewr of the Child

So erschien Dodgson, der Kinder sehr gemn
hatte, seiner zahlreichen Verwandtschaft
als idealer Kinderhiiter und Ferienonkel.
Bei solchen Anlissen entstanden seine
skurrilen Erzahlungen, mit denen er eine
eigene Literaturgattung, die sogenannte
,nonsens-Literatur® . begriindete, die im
englischsprachigen Bereich viele Nachah-
mer gefunden hat. Da wird man durch my-
steriose Medizinen winzig klein oder rie-
sengrofl, entdeckt im Kaninchenbau ein
sonderbares Marchenreich, in dem alle
Tiere sprechen, weinende Schildkroten
Harfe spielen, Spielkartenktnige regieren
und aus Alices Tranen ein groBer See ent-
steht. AuBler _Alice im Wunderland*
(zuerst 1865 erschienen und vom Autor
selbst 1llustriert) gibt es von L.Carroll noch
Alices Abenteuer im Hinterspiegelland
(1872, ebenfalls deutsch im Holz-Verlag,
hier ist eine ganze Schachpartie als Non-
sens-Geschichte verschliisselt), die Aben-
teuer von Bruno und Sylvie (2 Bdnde, 1888
bzw. 1893) und andere Kinderbiicher, je-
doch auch einige mathematische bzw. po-
puldrwissenschaftliche Werke, z. B. ,Cu-
riosa Mathematica“ (2 Binde, 1888, 1893),
,Euklid und seine modemen Rivalen®
(1897) und ein Buch iiber ebene algebra-
ische Geometrie (1860).

CESKOSLOVENSKO®
POl
o

Py

&3

In der englischsprachigen mathematischen
Fachliteratur ist es eine verbreitete Sitte,
den einzelnen Kapiteln kurze Zitate aus
der belletristischen Literatur voranzustel-
len, die in einem mehr oder weniger direk-
ten Zusammenhang zur folgenden Proble-
matik stehen. Neben Shakespeare behaup-
tet hier ,Alice“ einen guten Platz. Will
man als Mathematiker derartige Anspie-
lungen bzw. Beziige verstehen, so muf
man sich schon bequemen, Lewis Carroll’s
Nonsens-Literatur auch einmal im Zusam-

menhang zu lesen.
P. Schreiber
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alpha-Portrat

Oberstudienrat Gerhard Schulze —
am 30.5.1984 65Jahre alt

Mehr als 30 Jahre arbeitete Gerhard
Schulze als Mathematiklehrer und Fachbe-
rater im Kreis Herzberg. Unermudlich und
mit groBem Ideenreichtum befahigte er die
Mathematiklehrer des Kreises, die im Ma-

thematikbeschluf3 des Jahres 1962 festge-
legten Ziele und die sich daraus ergeben-

den aktuellen Aufgaben immer besser zu
erfullen. Seine reichen Erfahrungen gab er
im Kollektiv der Fachberater Mathematik
des Bezirkes Cottbus zum Nutzen aller
weiter.

Dariber hinaus wirkte er langere Zeit aktiv
im Wissenschaftlichen Rat des Ministe-
riums fiir Volksbildung und in der zentra-
len Aufgabenkommission fur die schriftli-
chen Reifepriifungen im Fach Mathematik
mit. Er war Autor zahlreicher Artikel in der
Zeitschrift Mathematik in der Schule und er-
arbeitete ein Kapitel fir die Methodik des
Mathematikunterrichtes.

Seine Liebe jedoch gehéort bis heute der
auBerunterrichtlichen mathematischen Ta-
tigkeit. An ihrer Bntwicklung im Bezirk
Cottbus trigt Gerhard Schulze groBen An-
teil.© Als Mitbegriinder des Bezirksklubs
Junger Mathematiker forderte er in uner-
miidlicher Arbeit die mathematischen Ta-
lente, die sich oftmals bei nationalen und
internationalen Wettbewerben bewihrten.

" Als langjahriger Leiter einer zentralen Auf-

gabenkommission bestimmte er die Inhalte
der Mathematikolympiaden mit. Bis heute
gehort Gerhard Schulze dem Redaktions-
kollegium der alpha an. Einige Jahre lang
korrigierte er viele Schiilereinsendungen
des alpha-Wettbewerbs.

Aber auch an seiner Schule selbst hat er
zahlreiche Schiiler fiir die Mathematik 1n-
teressiert. In der Arbeitsgemeinschaft Ma-
thematik des Klubs Junger Pidagogen der
EOS Herzberg befihigte er die angehenden
Mathematiklehrer zur Leitung von Arbeits-
gemeinschaften in den unteren Klassen.
Seinen Niederschlag fand diese Arbeit in
einer Pidagogischen Lesung, die eine Viel-
zahl von Programmen zur Gestaltung von
mathematischen Arbeitsgemeinschaften in
den Klassen 3 und 4 enthielt. Nach seinem
krankheitsbedingten Ausscheiden aus dem
aktiven Schuldienst entwickelte er die Pro-
gramme flir die AG-Tatigkeit 1n der Rich-
tung weiter, daB eine breite, lustbetonte
mathematische Tatigkeit der Schiiler er-
reicht werden kann. Die ersten Ergebnisse
dieser Arbeit stellte er in einer stark beach-
teten Aﬁssteﬂung vor. Methodisch und ge-
stalterisch hervorragend aufgearbeitet,
stellt Gerhard Schulze auf einer Vielzahl
von Tafeln mathematische Spiele fiir die

OStR G.Schulze mit zwei Jungen Mathematikern bei der Herstellung

von Bausteinen des  Herzberger Quaders®.
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AG-Titigkeit, die Hortarbeit und sogar fir
die Unterrichtsarbeit vor. Anforderungen
aus mehreren Bezirken unterstreichen das
Interesse an derartigem Material. Auch ge-
genwartig arbeitet er .an der Erweiterung
und Vervollkommnpung dieses Ausstel-
lungsmaterials.
Oberstudienrat Gerhard Schulze wurde fiir
sein langjdhriges intensives und schopferi-
sches Wirken bei der Bildung und Erzie-
hung unserer Schuljugend und for die
Qualifizierung unserer Mathematiklehrer
mit hohen staatlichen und geselischaftli-
chen Auszeichnungen gewurdigt.

B. Weife

Aufgaben des

17. Mannschaftswettbewerbs
der Klassenstufe 7,
Schuljahr 1983/84

1. Kreisausscheid

Ala Die Warenproduktion in der Volks-
wirtschaft der DDR betrug 1949: 32 Milliar-
den Mark und 1982: 421 Milliarden Mark.
a) Auf das Wievielfache ist die Warenpro-
duktion im angegebenen Zeitabschnitt ge-
stiegen? Runde auf Zehntel!

b) Um das Wievielfache ist sie gestiegen?

A2a Anett behauptet, daB die Zahl
z= 10+ 2 durch 3 teilbar ist. Hat sie
recht? Begriinde diese Entscheidung!

A3 a Gegeben ist die gebrochene Zahl

|
3 -
a
a) Berechne b = !
a—1

b) Berechne a + b ungd a- b!
c) Vergleiche a + b mit a- b!

OStR G.Schulze und sein Sohn, Dipl.-
Math. J.Schulze, beim Aufbau der
Ausstellung ,Herzberger Spiele®.
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A 4 o Die Verpackung eines Fernsehgera-
tes ist aus Wellpappe und hat folgende
MaBe: Linge 65 cm, Breite 0,35 m, Hohe
5dm. Wieviel Quadratmeter Pappe werden
insgesamt fur die Verpackung von 25 Fern-

sehgeriten benodtigt, wenn fiir jeden der

1

Kartons ?

zusitzlich fiir notwendige Uberlappungen
gebraucht wird?

des errechneten Pappebedarfs

A 5a Die Summe der Zahlen, die jeweils
das Lebensalter (in ganzen Jahren) von
Anita und Bernd angeben, ist 20. Ihr Cou-
sin Christian ist genau 3 Jahre alter als
Anita und funf Jahre jiinger als Bernd.
Wie alt 1st jedes der drei Kinder?

A6 A Konstruiere einen Rhombus ABCD
aus AC=e=44cm und Winkel

DAB = a =125 Beschreibe kurz die Kon-
struktion!

A7 A Beweise, daB in der abgebildeten
atf '

Figur gilt: &

2

A8 A In der verschliisselten Additions-
aufgabe xy + xy + xy = zx sind die Buch-
staben so durch Grundziffern zu ersetzen,
dafl die Addition zu einem richtigen Er-
gebnis fuhrt. Dabei bedeuten gleiche Buch-
staben gleiche Grundziffern und verschie-
dene Buchstaben verschiedene Grundzif-
fern.

Ermittle alle Losungen dieser Aufgabe!

A9aA Gegeben sind 27 gleich grole

Spielwiirfel mit den Augenzahlen 1 bis 6.
Sie werden zu einem groBeren Wiirfel so

zusammengesetzt, dall nur gerade Augen-
zahlen zu sehen sind.

Wie groB ist die Summe der auf der Ober-
fliche sichtbaren Augenzahlen, wenn sie
a) moglichst klein und

b) moglichst groB sein soll?

A 10 A Die Familien Andreas, Beier und
Christensen besitzen je ein Kraftfahrzeug
vom Typ ,Wartburg“, _Trabant“ bzw.
Skoda“. Die Pkw sind von verschiedener
Farbe, einer ist rot, einer grau und einer
blau. Uns ist noch bekannt:

a) Familie Andreas hat weder einen blauen
Pkw noch ein Fahrzeug vom Typ ,Tra-
bant”“.

b) Familie Christensen besitzt
grauen Pkw.

c) Der Pkw vom Typ ,Wartburg“ ist nicht
von roter Farbe.

d) Familie Beier besitzt nicht den ,Tra-
bant”.

Es sind jeweils der Fahrzeugtyp und die
Fahrzeugfarbe flir die Familien anzuge-
ben!

einen

Bucher mit Mathe

H.Pieper

Die komplexen Zahlen

Theorie - Praxis - Geschichte
2568S., 91 Abb., 8 Tabellen, MSB Nr.110
Bestell-Nr. 5710516 Preis: 12,00M

VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften

K.G. Steinert

Spharische Trigonometrie

mit einigen Anwendungen aus Geodasie,
Astronomie und Kartographie
Kl1.Naturw.Bibl., Reihe Mathe., Bd.8
160S., 69 Abb., 13 Tab.

Bestell-Nr. 6558289 Preis: 9. 50 M
BSB B.G.Teubner Verlagsgesellschaft

Leipzig

R.Thiele

Die gefesselte Zeit

Spiele, SpaB und Strategien
215S., 167 Farbfotos, 260 meist farbige
Zeichnungen

Bestell-Nr. 653798 9 Preis: 32,00 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

G.Hofner/W.Klein
Wahrscheinlich ganz einfach

Mathematik zwischen Astrologie

und Trendrechnung
1758S., 42 zweifarb. Zeichnungen,

38 mehrfarb. Z., Bestell-Nr. 653 7962
Preis: 8,50 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

E. Quaisser

Bewegungen in der Ebene
und 1im Raum

128S., 99 Abb., MSB Nr.116
Bestell-Nr. 5711949

VEB Deutscher Verlag

der Wissenschaften Berlin

Preis: 10,00 M

H.Pieper

Zahlen aus Primzahlen

Eine Einfuhrung in die Zahlentheorie

204 5., zahlr. Abb., MSB Nr.81

Bestell-Nr. 5701505 Preis: 9,80M
VEB Deutscher Verlag

der Wissenschaften Berlin

F.S.Salewski

Die Zeit und ihre Messung

266S., 71Bilder
Bestell-Nr. 5461337
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Preis: 9,50M

F.S.Salewski

Die Masse und ihre Messung

223 Seiten mit 52 Bildem
Bestell-Nr. 5462655
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Preis: 9,50 M

S.Kiese/E.Naumann

Roboter im Blickpunkt

208 S., 107 Bilder, 5Tab.
Bestell-Nr. 5468416  Preis: etwa 16,00 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

M. Miller

Rechenvorteile

7.Aufl., 95S., 1 Abb., MSB Nr. 14
Bestell-Nr. 665065 8 Preis: 3,75M
BSB B.G.Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

I.M.Sobal

Die Monte-Carlo-Methode

728S., 30Abb., 5Tab., MSB Nr.50
Bestell-Nr. 5698799 Preis: 3,80M
VEB Deutscher

Verlag der Wissenschaften Berlin

W.KOmer
Physik — kurz gefalit

136S., 150 Abb.
Bestell-Nr. 546709 3 Preis: etwa 6,00 M

VEB Fachbuchverlag Leipzig

H.Kleffe

Der gefangene Schall

128 S., zahlr. mehrfarb.Ill.
Bestell-Nr. 6313475
Kinderbuchverlag Berlin

Preis: 6,80M

R. Fiedler

Streifziige durch die
Mathematik

200S., zahlr. mehrfarb. IlL.
Bestell-Nr. 631726 5 Preis: etwa ( 50M
Kinderbuchverlag Berlin
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Marz 1985

Das langjihrige Mitglied des Redaktions-
kollegiums der Mathematischen Schiler-
zeitschrift alpha, unser geschiatzter Kollege
Studienrat H.-J. Kerber aus Neustrelitz,
feierte in diesem Jahr seinen 65. Geburts-
tag. Seit dem Jahre 1971 stellte er fiir den
alpha-Wettbewerb 300 Knobelaufgaben be-
reit, eine beachtliche Leistung. Simtliche
Aufgaben dieses Heftes zum alpha-Wettbe-
werb stammen wiederum aus der Feder von
H.-J. Kerber.

Unseren Lesern viel SpaB beim Knobeln!

Dem Kollegen Kerber wiinscht alpha Ge-
sundheit, personliches Wohlergehen und
Schaffensfreude. Wir sind davon iiber-
zeugt, daB unsere alpha-Leser auch kiinftig
harte mathematische Niisse, ausgetiiftelt
von Studienrat H.-J. Kerber, zum Knacken
dargereicht bekommen.

Mathematik

Ma5m2493 Am 7.0ktober 1984 feierten
wir den 35. Geburtstag der DDR. Familie
K. hat drei Kinder. Mathias, das alteste
Kind, knobelt gern. Er hat folgendes mit
der Zahl 5 herausgefunden:

a) Die DDR ist 1984 fiinfmal so alt wie
seine Schwester Susanne.

b) Vor 5Jahren war die DDR fiinfmal so alt
wie sein Bruder Stefan zu dieser Zeit.

¢) Zwischen Mathias und Susanne betrigt
der Altersunterschied 5 Jahre.

In welchem Jahr wurde jedes der drei Ge-
schwister geboren?

Ma 5 ® 2494 Katrins Taschengeld besteht
aus genau zehn Geldsticken, und zwar aus
10-Pf-Stiicken und aus 1-Pf-Sticken.
Zuerst gibt sie vom Taschengeld die Halfte
aus, vomm Rest dann wieder die Halfte und
vom neuen Rest nochmals die Halfte.
Wieviel Geld behilt sie von ihrem Ta-
schengeld danach iibrig?

Begriinde deine Antwort!

Thies Lukbur, 2600 Gustrow, Werdersir 22
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Ma5S5m2495 In einem Wagen des Pio-
nierzuges sitzen 24 Pioniere. Bei der ersten

Station steigen 11 Pioniere aus und 8 dazu.
Bei der zweiten Station steigen noch 4 Pio-
niere hinzu. Wie viele Jungen stiegen bei
der zweiten Station aus, wenn dort genau
fiinf Midchen ausstiegen und noch genau
13 Pioniere weiterfuhren?

Begriinde deine Losung!

Ma 5 m 2496 Susi hat sechs Kugeln, und
zwar zwei weifle, zwei rote und zwei griine

(w, w, 1,1, g, g). Sie soll in Schachtel A eine
Kugel, in Schachtel B zwei Kugeln und in
Schachtel C drei Kugeln legen. Wie viele
verschiedene Moglichkeiten gibt es? Fer-
tige dazu eine Tabelle fur alle moOglichen
Farbverteilungen an!

Ma5m2497 Von 31 Schiilern einer
Klasse sind genau 6 Schiiler in der AG Ma-
thematik. Genau 5 Schiiler sind nur in der
AG Russisch und in keiner weiteren AG.
In der AG Mathematik und in der AG
Russisch zugleich sind genau 4 Schiiler.
Wieviel weitere Schiiler sind noch in ande-
ren Arbeitsgemeinschaften, wenn genau
7 Schiiler in keiner AG sind? Begriinde
deine Behauptung!

Ma Sm 2498 a) Zeichne einen Punkt A4
und einen Punkt B, der 4 cm von A ent-
fernt ist! Zeichne einen Punkt A4’ als Bild
von A! Dabei soll die Verschiebungsweite
2cm betragen und A, B, A’ sollen nicht auf
einer Geraden liegen.

b) Zeichne nun B’ als Bild von B bei glei-
cher Verschiebung!

¢) Ermittle das Bild B” von B bei der Ver-

schiebung A'A ! Welche Aussage kannst

du tiber die Lage von B” machen?

Ma 6 m2499 a) Gib die kleinste naturli-
che Zahl mit der Quersumme 20 an!

b) Gib die kleinste, durch 5 teilbare natiir-
liche Zahl mit der Quersumme 15 an!
Hinweis: Die Quersumme z. B. der Zahl
14403 lautet 1 +4+4+ 0+ 3 =12.

Ma 7
1369

10
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb koénnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig,

Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stern der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7.Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmem sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene Ilosen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph 10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fir jede Losung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm x 297 mm) (siche Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pradikat
»sehr gut gelost”, gut gelost® oder ,gelost”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk _nicht gelost®.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb
1984/85 lauft von Heft 5/1984 bis Heft
2/1985. Zwischen dem 1. und 10. Septem-
ber 1985 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/84 bis 2/85
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zurickge-
sandt, wenn ein Rickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.
Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/85 verdffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteilipung an den Wettbewerben der
Hefte 5/84 bis 2/85) erhalten hat und diese
einsendet, erhidlt eine Anerkennungsur-
kunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1984/85
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daf3 alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

Redaktion alpha



Ma 6 m 2500 Es sind alle funfstelligen na-
tirlichen Zahlen zu ermitteln, die folgende
Eigenschaften haben:

Wenn man die Grundziffern als Zahlen
auffaBt, so ist die erste Grundziffer groBer
als die letzte, die zweite dreimal so grol
wie die erste, die dritte um 4 kleiner als die
zweite und die vierte um 1 groBer als die
Zwelte.

Ma 6 m 2501 Olaf hat ein Aquarium. Es
ist dreimal so lang wie breit. Alle 14 Tage
emeuert er einen Teil des Aquariumwas-
sers. Als er neunmal eine 3-Liter-Kanne
voll mit Wasser dem Aquarium entnom-
men hatte, war der Wasserspiegel um 10cm
gesunken. Wie lang und wie breit ist sein
Aquarium?

Ma6m2502 a) Zeichne auf kariertem
Papier ein Quadrat ABCD mit einer Seiten-
lange von 4 cm! Zeichne die Mittelpunkte
E, F bzw. G der Seiten DC, AD bzw. AB
ein! Zeichne die Gerade g, die durch E
und F und die Gerade %, die durch F und
G geht!

b) Konstruiere das Bild A'B'C’'D’ des Qua-
drates ABCD bei Verschiebung parallel zu
h so, daB A'B'C’'D’ genau einen Eckpunkt

mit g gemeinsam hat! Konstruiere dann
das Bild A"B"C”"D” des Quadrates

A'B’'C'D’ bei Verschiebung parallel zu g
so, daB A"B”"C"D"” genau einen Eckpunkt
mit h gemeinsam hat! ,

¢) Zeichne die zu b) gehdrenden beiden
Verschiebungspfeile!

d) Zeichne einen einzigen Verschiebungs-
pfeil; der zum gleichen Ergebnis ftihrt!

e) Wie viele verschiedene Moglichkeiten
gibt es zu b)? Hinweis: Zeichne farbig!

Ma6m2503 a) Zeichne ein Quadrat
ABCD mit 3 cm Seitenlinge! Ein Punkt F
auf AB liegt von A4, ein Punkt F auf AD
liegt von D jeweils 1 cm entfernt. Zeichne
diese Punkte!

b) Konstruiere das Bild A'B'C’'D’ des Qua-
drates ABCD bei Spiegelung an der Gera-
den, die durch E und F geht!

Ma7m2504 Zeichne ein spitzwinkliges
Dreieck ABC und eine Gerade g, die BC in
einem inneren Punkt D, AC in einem inne-
ren Punkt E und die Verlingerung der
Strecke AB iiber A hinaus in F schneidet!
Der Winkel x DFB habe die Grofle ¢. Be-
weise, daB stets gilt: B+ y+ @ < 180°! (Es
habe der Winkel X ABC bzw. x ACB die
Grofle B bzw. y.)

Ma 7m 2505 Von 11Schiilern eines Foto-
zirkels sind genau 3 Schiiler auch im Ma-
thematikzirkel. Im Bastelzirke] sind 12, im
Mathematikzirkel 13 Schiller. Genau ein
Schiller aus dem Bastelzirkel ist auch im
Fotozirkel und genau ein anderer auch im
Mathematikzirkel. In allen drei Zirkeln zu-
gleich ist kein Schiiler. Um wieviel Schiiler
handelt es sich insgesamt? Wieviel Schiiler
sind nur in einem Zirkel? Begriinde deine
Behauptungen!

Ma7m2506 Im abgebildeten Dreieck
ABC hat der Winkel x CAB die Grofie 50°,
der Winkel x ACB die GroBe 70°. Die
Strecken AD und CE, die sich in F schnei-

den, sind beide Winkelhalbierende des
Dreiecks ABC. Bestimme die GroBen der
vier Innenwinkel des Vierecks EBDF!

Ma7m 2507 Stefan hat neun Kugeln,
und zwar drei rote, drei weiBe und drei
blaue. Er soll in den Kasten 4 zwel, in den

Kasten B drei und in den Kasten C vier
Kugeln legen. In jedem Kasten miissen

aber mindestens zweil Kugeln verschiede-
ner Farben vorkommen. Wie viele Mog-
lichkeiten gibt es? Fertige eine Tabelle fiir
alle Mdglichkeiten an!

Ma 8 m 2508 Mathias liest ein Buch. Von
den 342 Seiten des Buches will er an jedem
Tag die gleiche Anzahl Seiten lesen. Wel-
che Seite las er zuletzt, als er zu seinem
Freund Peter sagte: ,Heute, Dienstag, am
7.Tag seit Beginn meiner Lektiire, habe ich
schon 20 Seiten gelesen“? An welchem Wo-

chentag wird er die letzte Seite des Buches
lesen? Begriinde deine Feststellungen!

Ma8m2509 Zwei Rechtecke, von denen
eines ein Quadrat ist, haben den gleichen
Umfang.

a) Die Quadratseite ist 4,5 cm lang. Eine
der Rechteckseiten 1st S mm langer als die
Quadratseite. Um wieviel Quadratzentime-
ter unterscheiden sich die Flacheninhalte
der beiden Vierecke?

b) Weise die Allgemeingiiltigkeit folgender
Aussage nach:

,Habe ein Quadrat und ein Rechteck den
gleichen Umfang, so ist die Quadratseite
halb so lang wie die Summe aus den Lan-
gen zweier benachbarter Rechteckseiten!”

Ma 8 m 2510 30Schiiler emner Klasse wur-
den gefragt, welches ihre Lieblingsfacher
waren. Dabei ergab sich folgendes:

Genau 5 Schiiler antworteten: ,Mathema-
tik und Russisch®. |

Genau 4 Schiiller antworteten: ,Deutsch
und Mathematik®.

Genau 3 Schiiler antworteten: ,Russisch
und Deutsch®.

Genau 2 Schiiler nannten nur Mathematik.
Genau 1 Schiiler gab alle drei Ficher an,
nimlich Mathematik, Russisch und
Deutsch.

Genau 5 Schiiler nannten andere als diese
drei Facher.

Wie viele Schiiler nannten Mathematik,
Russisch bzw. Deutsch als ihre Lieblingsfa-
cher, wenn sich fur Deutsch und Russisch
gleich viele Schiiler entschieden haben?

Ma8m2511 Einem Halbkreis k mit dem
Durchmesser AB wurde, wie aus der Zeich-
nung ersichtlich, ein Viereck ABCD einbe-

schrieben, dessen Diagonalen AC und BD
sich in E schneiden. Weise nach, dal im
Viereck ABCD zwischen den angefiihrten
Winkeln folgende Beziehungen gelten,
wenn der Winkel x DAC die GroBe ¢ hat:
(1) X DAC= x DBC;

(2) 2 ADB= X ACB;

(3) 2 AEB hat die GroBe 90° + ¢;

(4) die Summe aus den GréBen der Winkel

5 DAB und x ABD betrigt 90° + .

Ma9m2512 Gegeben seien zwei aufein-
anderfolgende, von Null verschiedene na-
turliche Zahlen. Das Produkt aus dem Vor-
ginger und dem Nachfolger der kleineren
der beiden Zahlen vermehrt um den Vor-
ganger ist stets gleich dem Produkt aus
dem Vorginger und dem Nachfolger der
groferen der beiden Zahlen vermindert um
den Nachfolger. Geben Sie dafur ein Bei-
spiel an, und beweisen Sie diese Behaup-
tung!

Ma9m2513 Geben Sie alle Quadrupel
(g, b, ¢, d) von natiirlichen Zahlen an, die
zugleich die beiden Gleichungen
1983=(a—-1)-b-(c+1) wund

1984 = a- b- (¢ — d)erfiillen!

Ma9m2514 In einem gleichschenkligen
Trapez ABCD, das einen Fldcheninhalt von
20 cm? besitzt, ist die Summe aus den Lin-
gen der beiden Schenkel AD und BC gleich
der Summe aus den Langen der beiden
parallelen Seiten 4B und CD. Ferner ist
die Seite AB viermal so lang wie die Seite
CD. Bestimmen Sie den Umfang des Tra-
pezes! B

Ma9m2515 Dem abgebildeten Rechteck
ABCD, dessen Seite AB 20 cm und dessen
Seite BC 16 cm lang ist, wurde ein Viereck
EFGH, diesem ein weiteres Viereck JKLM
derart einbeschrieben, daB die Punkte E, F,
G, Hbzw. J, K, L, M die Seiten des Recht-
ecks ABCD 'bzw. Vierecks EFGH jeweils
halbieren.

A b

a) Berechnen Sie den Flacheninhalt des
Vierecks ABLM!

b) Berechnen Sie den Umfang des Vierecks
ABILM!
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Ma 10/12 m 2516 Schon die Babylonier

benutzten fiir die Bestimmung von Qua-

dratwurzeln die Ndherungsformel
a’l+b=~a+ b :

a) Bestimmen Sie nach dieser Formel

v102 , 4/10,2 , y/35,6 !

b) Ist der Nabherungswert groBer oder klei-
ner als der wahre Wert?
Die Antwort ist zu begriinden!

Ma 10/12 m 2517 Welche natiirlichen
Zahlen x erfiillen die Gleichung

1+¥Yx+77 =x?

Ma 10/12 m 2518 Gegeben sei ein Trapez
ABCD mit den parallelen Seiten AB und
CD, dessen Diagonale AC den Winkel
A DAB halbiert und genau so lang ist wie
die Seite BC. Beweisen Sie, daB die MaB-
zahl der Linge der Diagonalen AC geome-
trisches Mittel der MaBlzahlen der Lingen
der beiden parallelen Trapezseiten ist!

Ma10/12 2519 Das Bild zeigt die
Marschskizze einer NVA-Einheit, die von
C nach D gelangen soll. Die 4,2 km lange
Strecke CD ist nicht passierbar. Der Weg,
der von C iiber A nach D fuhrt, ist 8,4 km
lang. Die StraBen AC und BC, aber auch

AB und CD kreuzen sich unter einem rech-
ten Winkel. Es ist zu untersuchen, welcher
der beiden Wege, der von C iiber 4 nach D
oder der von C iiber B nach D, der kiurzere
ist!

Physik

Ph6m 166 Im Training lduft ein Sportler
eine Strecke von 5km, das erste Drittel mit
einer Geschwindigkeit von 8 km/h (Einlau-
fen, Geldndeanstieg), den Mittelteil mit
10 km/h und das letzte Drittel mit 12 km/h

(Gelindeabstieg). In welcher Zeit legt er
die gesamte Strecke zuriuck? (Gib die Zeit

in Minuten und Sekunden an!)
Dipl.-Ing. H. Miethig, Dresden

Ph7m 167 Von einem Benzinvorrat wer-
den bei der ersten Fahrt 20% verbraucht,
bei der zweiten Fahrt 20% der restlichen
Benzinmenge und bei der dritten Fahrt
noch einmal 20% des verbliebenen Restes.
Nach drei Fahrten befanden sich noch 641
im Vorratsbehilter. Wieviel | betrug der ur-

spriingliche Benzinvorrat?

Ph 8 m 168 Man soll in ein Gefdl Wasser
von 30°C fiillen. Es stehen 281 Wasser von
10°C zur Verfigung. Wieviel Liter Wasser
von 100 °C miissen noch dazugegeben wer-
den?
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Ph9m 169 Eine Masse von 150 kg soll
von einem Schiiler, dessen Korpergewicht
35 kp betrigt, gehoben werden. Wieviel
Rollen muBl der zu verwendende gewohnli-
che Flaschenzug mindestens haben, wenn
jede einzelne Rolle einen Wirkungsgrad
von 0,95 hat?

Dipl.-Ing. H. Miethig, Dresden

Ph10/12m 170 In einem Warenhaus
fihrt von Etage zu Etage eine Fahrtreppe
(oft Rolltreppe genannt) mit einem Stei-
gungswinkel von 30°; die Héhe zwischen
zwei Etagen ist 5,40 m.

a) Wie hoch ist die Geschwindigkeit, wenn
man auf der Fahrtreppe stehend in 26s von
Etage zu Etage gelangt?

b) Mit welcher Geschwindigkeit wird die
nichste Etage erreicht, wenn man auf der
laufenden Treppe in Fahrtrichtung steigt
und 7 s frither als auf der Treppe stehend

ankommt?
Cl. Thielecke, Berlin

Er ist aus der Retorte

Chemie

Ch7m133 24 kg Soda sollen zu einer
3%igen Losung verarbeitet werden. In wel-
che Wassermenge muB das Soda eingetra-
gen werden?

Ch8m134 Im VEB Eisenhuttenkombi-
nat wird in sechs Hochofen Roheisen fur
die Volkswirtschaft der DDR erzeugt.

a) Fiir einen Hochofen werden tiglich 177t

Eisenerz benotigt. Der in diesem Kombi-
nat unter anderen eingesetzte Magnetei-

senstein enthilt etwa 58 %
Eisen(I1,III)-oxid.

Berechne die Masse an Eisen, die theore-
tisch daraus hergestellt werden kann!

b) Das erzeugte Roheisen enthdlt bis zu
10 Prozent Verunreinigungen, darunter ele-
mentare Stoffe (C, Si, P, Mn, S). Weliche
Masse von Roheisen erhidlt man tatsich-
lich?

Ch9m135 Der VEB Kombinat Agroche-
mie Piesteritz erzeugt Synthesegas fur die
Dingemittelproduktion aus sowjetischem
Erdgas. Aus einem Kubikmeter Methan

lassen sich drei Kubikmeter Wasserstoff

herstellen. Erdgas aus der Sowjetunion hat
einen Methangehalt von etwa 90 Prozent.
a) Welches Volumen an Wasserstoff er-
zeugt unsere chemische Industrie aus
einem Kubikmeter dieses Erdgases?

b) In Piesteritz werden an einem Tag
2700t der wertvollen Stickstoffverbindung
Ammoniak erzeugt. Berechnen Sie das er-
forderliche Erdgasvolumen, wenn aus
einem Kubikmeter etwa 1,4 kg Ammoniak
gewonnen werden!

Ch10/12 m 136 Das Heizkraftwerk Neu-
gersdorf (Kr. Lobau) erhilt jahrlich 200 kt
Rohbraunkohle zur Gewinnung von Wir-
meenergie.

a) Bei der vollstindigen Oxydation von
1 mol (12 g) Kohlenstoff entsteht eine Wir-
memenge von 393 3 kJ (94 kcal). Das Heiz-
kraftwerk erzielt bei der Verbrennung von
Braunkohle (relativ geringer Kohlenstofige-
halt und andere Faktoren) jedoch nur
14 Prozent dieser Wirmemenge. Stellen Sie
die Reaktionsgleichung auf, geben Sie die
Reaktionswarme an und rechnen Sie!

b) Wahrend des Winterhalbjahres werden
im Heizkraftwerk in einer Stunde 75t Roh-
braunkohle verbrannt. Berechnen Sie die
stiindlich erzeugte Wirmemenge!

c) Wieviel Kilojoule werden davon je
Stunde dem angeschlossenen Wohngebiet
,<oberland“ zur Verfligung gestellt, wenn
rund 11 Prozent der Wirmeenergie fur eine
ausreichende Versorgung geniigen?




alpha-Portrat

StR Hans-Joachim
Kerber — einer

der erfolgreichsten
OJM-Trainer

Im Mai 1964 kehrte die Bezirksmannschaft
Neubrandenburg von der DDR-Mathema-
tik-Olympiade ohne Preis und Anerken-
nung und damit als SchluBlicht in der Be-
zirkswertung nach Hause zuriick. In die-
sem Jahr brachten die Neubrandenburger
Schiiler zwei 2. Preise, vier 3. Preise und 5
Anerkennungen auf ibr Konto und erreich-
ten damit, bezogen auf die Schiilerzahl im
Bezirk, das viertbeste Ergebnis (nach Ber-
lin 1982, 83 und 84), das von einem Bezirk
in der 23jihrigen Olympiade-Geschichte
uberhaupt erzielt wurde. Wie kommt ein
kleiner (bzgl. Bevolkerung bzw. Schiiler-
zahl) Agrarbezirk, ohne Universititen oder
Hochschulen, zu so einem phantastischen
Resultat?

Es ist keineswegs ein Zufallergebnis, son-
dern basiert auf einer 20jahrigen intensi-
ven, kontinuierlichen und engagierten Su-
che und Foérderung von mathematisch
talentierten Schiilern im Bezirk Neubran-
denburg. Zuerst und vor allem ist das das
Werk von StR Hans-Joachim Kerber.

Wir wollen den 65. Geburtstag von Herrn
Kerber zum AnlaB nehmen, um ihn den al-
pha-Lesern vorzustellen:

Beide Bezirksmannschaften, von 1984 und
1984 (und auch alle dazwischen), standen
unter seiner Leitung. Auf der Riickreise
von der DDR-Olympiade 1964 analysierten
die begleitenden Lehrer StR H.Birken, StR
W. Kempcke, OL H. Pitzold und eben StR
H.-J.Kerber das schlechte Abschneiden der
Schiller. Sie gingen von der These aus, daB
auch im Bezirk Neubrandenburg mathe-
matisch talentierte Schiiler existieren.
Aber wie sollte man die geeigneten Schiiler

finden und dann férdemn?
Viel wurde iiberlegt und diskutiert; Erfah-

rungen, auf die man hitte zuriickgreifen
konnen, gab es nicht. Im Ergebnis wurde
noch 1964 der Bezirksklub Junger Mathe-
matiker gegriindet. Die etwa 10 besten
Schiller der Bezirksolympiaden in jeder
Klassenstufe werden fiir ein Jahr in den
Klub aufgenommen. Die Zusammenkiinfte
des Klubs, friiher monatlich 1 bis 2 Tage,
jetzt etwa sechsmal jahrlich 3 bis 5 Tage,
bilden die Hauptform der Arbeit im Klub.

Hier werden die Schiiler mit mathemati-
schen Problemen aus den verschiedensten

Gebieten vertraut gemacht. Besonderer
Wert wird darauf gelegt, daB die Schiiler
ihr Wissen auch anwenden konnen. Wih-
rend der Lehrgange wird z. B. durch kleine
Klausuren eine anspormmende Olympiade-
stimmung erreicht. Nach und nach kamen

weitere Formen der Foérderung hinzu, so
z.B. die persdnliche Betreuung von jeweils
3 Schiilern durch einen Mentor per Korre-
spondenz. Besonders wichtig und erfolg-
reich sind Aktivititen bei der Talentsuche
in den Klassen 4, 5 und 6. Hier ist es
H.-J. Kerber in den letzten Jahren gelun-
gen, durch groBen eigenen Elan und viele
gute Ideen die besten 10 Schiiler aus
Klasse 5 fir die Mitarbeit im Bezirksklub
zu motivieren, so daB es noch nie Nach-
wuchssorgen gegeben hat. Besonders be-
merkenswert ist der Enthusiasmus, mit
dem sich H.-J. Kerber die vielen eigenen
Aufgaben fiir das System der Vorent-
scheide ausdenkt. Jeder alpha-Leser kennt
vom alpha-Wettbewerb viele dieser scho-
nen Knobeleien.

Erfolge bei den DDR-Olympiaden lieBen
nach 1964 nicht lange auf sich warten. Er-
ste Hohepunkte waren 1968 ein 5. Platz in
der Bezirkswertung und 1969 der erste
IMO-Preistrager aus dem Bezirk. Der erste
1. Preis 1972, weitere 7 IMO-Teilnahmen,
meist mit Preisen, zwischen 1973 und
1979, sowie das absolute Rekordergebnis
in diesem Jahr waren die Sternstunden fiir
die Mentoren und Schiiler des Bezirks-
klubs. Viele weitere sehr schone Ergebnisse
kOnnte man nennen. Die gute Arbeit in
den unteren Klassen zahlte sich durch
viele erfolgreiche Friihstarter aus. Acht
2. Preise, drei 3. Preise und 14 Anerken-
nungsurkunden sind eine stolze Bilanz un-
serer Friihstarter.

Aber die Arbeit- im Bezirksklub wire un-
vollstindig und falsch eingeschitzt, wiirde
man si¢ nur an den Erfolgen bei DDR-
Olympiaden messen.

Viel wichtiger ist noch, daB sich die dort
geweckte Begeisterung fiir die Mathematik
sehr positiv auf die weitere Entwicklung
auswirkt. Die erfolgreichsten Bezirksklub-
mitglieder leisteten und leisten Uberdurch-
schnittliches im Studium und im Beruf.
Aus Anlafi des 20jihrigen Jubildums des
Klubs und des 65. Geburtstages von Herm
Kerber berichteten viele ehemalige Mit-
glieder iiber ihre weitere Entwicklung. Die
meisten von ihnen haben nicht nur schéne
Erinnerungen an die Zeit der Mitglied-
schaft, sondem sie meinen, dal ihnen die
Klubarbeit auch im Studium und im Beruf
sehr genitzt hat. Und das bezieht sich
nicht nur auf konkretes mathematisches
Wissen im Falle eines Mathematik-Stu-
diums. In der Tat wird eine weite Palette
von Berufen durch unsere ehemaligen Mit-
glieder uberstrichen: vom Experten der
EDV iiber Arzte bis zum Offizier, vom Sta-
tiker uber Mathematik-Dozenten bis zur
Pianistin.

Unter den Schillern hat der Klub einen
sehr guten Namen. So empfinden die mei-
sten Schiiler die Mitgliedschaft nicht als
zusitzliche Belastung, sondern als Aus-
zeichnung und Chance. Das Klima im
Kiub war stets ausgezeichnet. Auch daran
hat H.-J. Kerber als ideenreicher Lehr-
gangsleiter immer groBen Anteil gehabt.
Flur die Begeisterung der Schiiler gibt es
viele Beispiele.

So fuhr z. B. ein Schiiler mehrere Kilome-

ter mit Skiern zum nédchsten Bahnhof, um
zum Klub kommen zu kénnen: Busse ver-
kehrten wegen Schneefalls an dem Tage
nicht. Einen anderen Schiiler konnten we-
der Kilte noch Nebel von einer 40-km-Mo-
pedfahrt abhalten, um den personlichen
Mentor zu konsultieren. Die Arbeit im Be-
zirksklub wird natiirlich nicht von
H.-J. Kerber allein gemacht. Ein Kreis von
etwa zwanzig erfahrenen Mathematikleh-
rern und engagierten ehemaligen Mitglie-
dern stehen ihm jetzt zur Seite. Auch wire
die gesamte Arbeit ohne die Unterstiitzung
durch die Volksbildung, insbesondere den
Bezirksschulrat, zweifelsohne nicht mog-
lich gewesen. Doch entscheidend war das
initiativreiche, beharrliche Wirken von
H.-J. Kerber als Voraussetzung fiir die Ein-
fuhrung neuer Fordermethoden und deren
effektiven Gestaltung.

Nicht alle Lehrer und Direktoren bewerte-
ten die Arbeit der Mitglieder mit dem ent-
sprechenden Stellenwert, so daB H.-J. Ker-
ber auch hier Hemmnisse durch Uberzeu-
gungsarbeit ausriumen mubte. Insgesamt
war die Arbeit von H.-J. Kerber in diesen
zwanzig Jahren sicher nicht immer leicht
und problemlos, doch letztlich haben sich
alle Bemihungen sehr gelohnt, sowohl
bzgl. der Erfolge bei DDR-Olympiaden als
auch bzgl. der spédteren Tatigkeit der Mit-
glieder. Und wir meinen, dal damit ein
vorbildlicher Beitrag zum Problem der Tal-
entsuche und -forderung geleistet wurde -
ganz im Sinne des Berichtes von E. Hon-
ecker auf dem X, Parteitag der SED (S. 98):
,Die grofen Aufgaben im Kampf um wis-
senschaftlich-technische Spitzenleistungen
und auf allen anderen Gebieten machen es
erforderlich, alle Moglichkeiten noch bes-
ser auszuschopfen, um Begabungen und
Talente rechtzeitig zu erkennen, zielstrebig

zu entwickeln und systematisch zu f[or-
demrn.“

Die groBe Schar von ehemaligen Mitglie-
dern des Bezirksklubs mochte den 65. Ge-
burtstag zumm AnlaB nehmen, um Herm
Kerber fur alles ein herzliches Danke zu
sagen.
Im Namen
aller ehemaligen Klubmitglieder
Hans-Dietrich Gronau/Jiirgen Prestin

StR Kerber mit Dr. Gronau, seinem ehema-
ligen Schiiler, im Gesprich (1976)

-
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i | Speziell
/, fuir Klasse 4/5

Unterhaltsame Aufgaben
aus dem Mathematik-
lehrbuch, Klasse 4

Aufgaben
Ala 3a) Ute denkt sich eine dreistellige
Zahl:

a-100+b-10+c¢-1(a, b, c<10).

a ist doppelt so groB wie b, und b ist dop-
pelt so groB wie ¢. Welche Zahl kann das
sein?

b) Jens denkt sich auch eine dreistellige
Zahl. Bei ihm ist b dreimal so grofl wie a,
und c ist dreimal so groB3 wie b.

A2 A 7 Studenten sind als Helfer im Fe-
rienlager. Jeder betreut eine Gruppe von
9 Pionieren. Fiir einen Ausflug erhalten sie
fir jeden Pionier 2,80 M Fahrgeld und fir
jede Gruppe 48 M fir Verpflegung. Fur je-
den Helfer werden 6,80 M zur Verfiigung
gestellt.

a) Wieviel Geld kann eine Gruppe mit dem
Betreuer verbrauchen?

b) Wieviel Geld wurde fur diesen Ausflug
bereitgestellt?

A 3 A Nach der Schulordnung miissen fir
6 Unterrichtsstunden mindestens 70 min
Pausenzeit vorgesechen werden, und keine
Pause darf kiirzer als 10 min sein.

a) An der Goethe-Oberschule beginnt die
erste Unterrichtsstunde um 7.50 Ubhr.
Wann endet die sechste Stunde frithestens?
b) Die Thilmann-Oberschule beginnt
schon um 7.45 Uhr mit dem Unterricht.
Carsten hat einen Schulweg von 10 Minu-
ten. Wann muB er spatestens das Haus ver-
lassen, wenn sein Unterricht mit der zwei-
ten Stunde beginnt?

Ad4a Jens und Klaus fahren mit dem
Fahrrad gleichzeitig von einem Ort ab.
Jens legt je Stunde 24 km zuruck. Klaus
20 km. Wieviel Kilometer mub Klaus nach
3 h noch fahren, um dorthin zu kommen,
wo Jens zu diesem Zeitpunkt schon ist?

AS5Sa Lose die Gleichungen! Gleiche
" Buchstaben bedeuten in einer Aufgabe
gleiche Zahlen. Erfiillen deine LOsungen

auch die letzte Gleichung?
a) 3000+ a=7000
a—b=2000
a+ b=6000
b) 50000+ a= 90000
a + b=100000
80000 —c=b
b—a=c
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A 6 A Klaus kauft Hefte fir je 10 Pf und
Bleistifte fiir je 15 Pf. Er bezahlt 1 M. Wie-
viel Hefte und wieviel Bleistifte kann er ge-
kauft haben?

A7TA Giban, obfolgende Aussagen wahr

oder falsch sind!

Begriinde dein Urteil!

a) Es gibt eine natiirliche Zahl a, fur die
gilt 30000 - a < 90 000.

b) Es gibt eine natiirliche Zahl b, fur die
gilt 50000- 5 < 10000.

c) Fiir alle natiirlichen Zahlen c¢ gilt
350000 + ¢ > 300000.

d) Fur alle natiirlichen Zahlen d gilt
70000 + 4 > 70000.

Losungen

Ala a)Wenn adoppelt so groB ist wie b
und b doppelt so groB ist wie ¢, dann ist a
viermal so groB wie ¢. Wir nehmen eine
Fallunterscheidung vor:

Fiir ¢ = 0 gilt 5 = 0 und a = 0; wir erhalten
keine dreistellige natiirliche Zahl.

Fiir ¢ = 1 gilt » =2 und g = 4; wir erhalten
die Zahl 421.

Fiir ¢ = 2 gilt » = 4 und a = 8, wir erhalten
die Zahl 842.

Fur cz 3 gilt b= 6 und a = 12, was wegen
a < 10 entfilit.

Es existieren genau zweil solche Zahlen; sie
lauten 421 und 842.

b) Wenn b dreimal so groB wie a ist und ¢
dreimal so groB wie b ist, dann ist ¢ neun-
mal so groB wie a. Fiira=1 gilt b =3 und
¢ = 9; wir erhalten die Zahl 139. Fira = 2
gilt b=6 und c =18, was wegen c <10
entfidllt. (Lehrbuch Ki. 4, Aufg.6, S.7)

A2 a 2a) Auf den Helfer entfallen 6,80 M.
Fur die 9 Pioniere werden
9-2,80M = 25,20M Fahrgeld bereitgestellt.
Hinzu kommen 48 M fiir Verpflegung. Des-
halb kann die Gruppe mit dem Betreuer
insgesamt 6,80 M+ 25,00 M +48,00 M
= §0,00 M verbrauchen.

b) Fir diesen Ausflug wurden 7-80,00 M
= 560,00 M bereitgestellt. (Lehrbuch, Kl. 4,
Aufg. 2. S.115)

A3 A 2a) Eine Unterrichtsstunde dauert
45 min. Sechs Unterrichtsstunden dauern
6-45 min=270 min. Hinzu kommen
70 min Pausenzeit. Das sind zusammen
340 min bzw. 5h 40min. 7h 50min+ Sh
40 min =12 h 90 min =13 h 30 min. Die
sechste Stunde endet frithestens um
13.30 Uhr. |

b) 7Th45min+45min=7h 90min=8 h
30 min. Die erste Stunde endet um
8.30 Uhr. Die zweite Stunde beginnt frithe-
stens um 8.40 Uhr. Als vorbildlicher Schii-
ler ist Carsten bereits um 8.30 Uhr in der
Schule; er muB also um 8.20 Uhr (spate-
stens) das Haus verlassen. (LB KIl. 4,
Aufg. 11, S.49)

A4a Jens legt in 3 Stunden 3-24 km
=72 km zuriick. Klaus legt in 3 Stunden
3-20 km =60 km zuriick. 72 km — 60 km
= 12 km.

Klaus muB noch 12 km fahren, um dorthin
zu kommen, wo sich Jens nach 3 Stunden
Fahrzeit befand. (LB Kl.4, Aufg. 14, S.49)

A5A a) Aus der ersten Gleichung folgt
a = 4000; denn 3000 + 4000 = 7000. In der
zweiten Gleichung ersetzen wir a durch
4000 und erhalten b =2000; denn
4000 — 2000 = 2000. In der dritten Glei-
chung ersetzen wir a durch 4000 und 5
durch 2000 und erhalten 4000 + 2000
=6000. Also erfilllen die Losungen
a =4000 und b =2000 auch die dritte
(letzte) Gleichung.

b) Aus der ersten Gleichung folgt
a = 40000; denn 50000 + 40000 = 90 000.
In der zweiten Gleichung ersetzen wir a
durch 40000 und erhalten 40000+ b
= 100 000. Daraus folgt b =60000; denn
40000 + 60000 =100000. In der dritten
Gleichung ersetzen wir b durch 60000 und
erhalten 80000 — ¢ = 60 000. Daraus folgt
¢ =20000; denn 80000 — 20000 = 60 000.
In der vierten Gleichung ersetzen wir b
durch 60000, a durch 40000 und ¢ durch
20000 und erhalten die wahre Aussage
60 000 — 40 000 = 20000. Also erfiilllen die
Losungen a=40000, 5=60000 und
¢ =20000 auch die vierte (letzte) Glei-
chung. (LB Kl.4, Aufg.12, §.12)

A 6 A Klaus konnte 2, 4 oder 6 Bleistifte
gekauft haben. Daflir hitte er 30 Pf, 60 Pf
oder 90 Pf bezahlen miissen. Fir den Kauf
von Heften wiirden 70 Pf, 40 Pf oder 10 Pf
verbleiben. Dafir erhidlt Klaus 7, 4 oder
1 Hefte. (LB K1.4, Aufg.7, S.108)

A7a 2a)Diese Aussage ist wahr; denn fur
a=0 gilt 30000-0<90000, also
0<90000. Fir ae=1 gilt 30000-1
< 90000, also 30000 < 90000. Fiir a=2
gilt 30000-2 < 90000; denn
60000 < 90000. Fiir ¢ =z 3 gilt nicht mehr
30000:-3<90000, sondem 30000-3
=90000. Wir konnen die Aussage wie
folgt prizisieren:

Es gibt genau drei natiirliche Zahlen a, fuir
die gilt 30000 - a < 90000. Es sind dies die
Zahlen a=0,a=1und a = 2.

b) Diese Aussage ist wahr; denn fur b =0
gilt S0000-0 < 10000, also 0 < 10000. Fir
b=1 gilt bereits 500005 > 10000. Wir
konnen die Aussage prizisieren: Es gibt ge-
nau eine natiirliche Zahl b, fur die gilt
50000-5 < 10000. Es ist dies die Zahl
b=0.

c) Diese Aussage ist wahr; denn bereits fir
c=0 gilt 350000+ 0>300000, also
350000 > 300000. Fiir jede natiirliche
Zahl c=1 gilt erst recht 350000+ ¢
> 300 000.

d) Diese Aussage ist falsch; denn sie gilt
nicht fur alle natiirlichen Zahlen d. Fiir
d=10 gilt 70000 + 0 =70000, also 70000
= 70000. Bereits ein Gegenbeispiel reicht,

um eine Allaussage zu widerlegen. (LB

Kl. 4, Aufg. 4, S.32) Zusammenstellung:

J. Lehmann, Th. Scholl

Bekanntlich ist man auf nichts so stolz
wie auf das, was man seit zwei Minuten

weill. Kurt Tucholsky

Alles gelernt, nicht um es zu zeigen,
sondern um es zu nutzen.

Georg Christoph Lichtenberg



Die magischen
Ringe

Gewidmet Studienrat H.-J. Kerber
zum 65. Geburtstag

In diesem Beitrag wollen wir ein weiteres
logisch-kombinatorisches Spiel aus Ungarn
vorstellen, die magischen Ringe. Man kann
sie sich als zwei sich schneidende Kugella-
ger denken (siehe Bild 1). In jedem Ring
befinden sich 20 Kugeln. Zusammen sind
es also 38 Kugeln, und zwar 10 schwarze,
10 rote, 9 blaue und 9 gelbe. Jetzt werden
die Kugeln jeweils in einem Ring wie in
einem Kugellager beliebig gedreht. Durch
Kombination von Drehungen in beiden

Ringen kann man eine Kugel in jede belie-
bige Position bringen.

Bild 1

Stellen wir uns also zuniachst einmal die
Frage nach der Anzahl der Moglichkeiten,
die 318 Kugeln anzuordnen. Waren alle Ku-
geln verschieden, pgidbe es i1nsgesamt
38!'=1-2-...-37-38 Anordnungen (Per-
mutationen ohne Wiederholung). Uberra-
schend ist, daB3 bei numerierten Kugeln tat-
sichlich jede der 38! Permutationen nur

durch die beschriebenen moglichen Dre-
hungen erzeugt werden kann. Nun brau-

chen wir aber die Vertauschungen von
gleichfarbigen Kugeln nicht weiter zu un-
terscheiden. Davon existieren je 10!, die
nur die Schwarzen oder die Roten unter-
einander permutieren, und je 9! fir blau
und gelb. Dementsprechend existieren ins-
gesamt

38!
10!-10!-9t1- 9!
Moglichkeiten (Permutationen mit Wie-
derholung). Die Anzahl ist etwas groBer als
beim Rubiks Cube (=4.,3-10'%) und we-
sentlich kleiner als beim Turm von Baby-
lon (=1,03:-10) (vgl. auch alpha 6/83).
Der Schwierigkeitsgrad aber entspricht un-
gefihr dem des Turmes von Babylon und
ist nicht zu vergleichen mit der Kompli-
ziertheit des 3°-Wiirfels.
Zur Beschreibung des Spiels seien die Ku-
gelplitze auf folgende Art und Weise
durchnumeriert (Bild 2). Dabei sei der ge-
schlossene Ring stets rechts.

~ 3,016 10%°

35 pR_ = 33 2 5

33
32
LY

30
"29

2 27 26

16 13

Bild 2

Ziel des Spiels ist es jetzt natiirlich, alle
Kugeln zu gewiinschten Farbmustern zu
ordnen, z.B. 2—11 rot; 12—-20 blau; 25-34
schwarz und 1, 21-24, 35-38 gelb. Es er-
weist sich wieder als relativ einfach, ge-
wisse Segmente der Ringe fertigzustellen,
etwa die mit den roten und schwarzen Ku-
geln. Um aber z. B. die letzten 5 Kugeln an
den gewiinschten Platz zu setzen, brauchi
man einige Uberlegungen. Und es gelingt
bestimmt nicht auf Anhieb!

Weiterhin miissen wir die Drehungen be-
zeichnen kénnen. Die Bewegung der Ku-
geln des rechten schraffierten Ringes R um
i Plitze im Uhrzeigersinn sei definiert als
R entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn als

R~‘. Entsprechende Bewegungen im linken

Ring seien L' und L~*. Man erkennt sofort,
daB fur alle ganzzahligen i

Ri= R~ @-dynd

Li= L~@%-D git.
Auch hier geben wir kein Rezept fur alle

Ausgangsstellungen (s. alpha 6/83), son-

dern wollen wesentliche Operationsfolgen
angeben, die es uns ermoglichen, das “iel
zu erreichen. Wiederum werden wir Opera-
tionsfolgen zusammenstellen, die mog-
lichst viele Kugeln an ihren Platzen belas-
sen, also liberschaubare Wirkungen haben.
Optimal ware es, wenn wir immer genau
zwei Kugeln miteinander vertauschen
konnten. Das ist zwar mdglich, doch ist die
dazu noétige Operationsfolge sehr lang und
basiert letztlich auch nur auf folgenden
Operationen. Wir drehen einen Ring um !
Plitze, dann den anderen Ring um j Plitze
und anschlieBend drehen wir den ersten
Ring um { und den zweiten Ring um J
Pldtze zurick.

Als einfaches Beispiel probieren wir ein-
mal folgendes aus:

R'L'R-1L7L.

Dabei vertauschen je drei Kugeln ihre
Plitze (Bild 3):

Bild 3
38

15

Wir wollen dafur die kurze Zyklenschreib-
weise verwenden

(138 20) (16 24 15).
Analog dazu kann man weitere Operations-
folgen aufstellen:

RIL'R'L! liefert (1 21 20) (16 25 15),
L™2R*L*R liefert (1 18 22) (16 13 26).
Falls immer i und j (die Linge der Dre-
hungen) nicht durch 5 teilbar sind, erhal-
ten wir zwei Dreierzyklen, in denen die
Knoten 1 und 16 enthalten sind. Wiirde
man sich eine Sammlung-solcher Opera-
tionsfolgen iibersichtlich aufschreiben,
kime man auch sicher zum Ziel. Es erfor-
dert aber sehr viel Uberlegungen, sechs zu
vertauschende Kugeln vorher in eine fiir
unsere Operationsfolgen gilinstige Aus-
gangsposition zu bringen.

Wir suchen also weiter nach Operationen,
die weniger als sechs Kugeln vertauschen.
Dazu drehen wir einen Ring um funf
Plitze, z.B. R °L'R°L.

Dies liefert einen Zyklus der Lange
5(11625216). Eine sehr unubersichtli-
che Anordnung der vertauschten Kugeln
ist dabei entstanden!

Als wesentlich gunstiger erweisen sich Dre-
hungen beider Ringe um je funf Plitze.
Wir erhalten die folgenden vier wichtigen
Operationen:

1. R°I’R™L™ (134) (16 11)
Bild 4

34

IT. R°L7R°L (116) (11 29)

29\ 1

III. R7L3R3L™3 (116) (6 34)
% / " \ 5
16
IV. R7°L7RL (16 29) (1 6)

Mit diesen Operationen sind wir unserem
Ziel, immer genau zwei Kugeln miteinan-
der zu vertauschen, sehr nahe. Wir brau-
chen nur folgende Ausgangsposition zu er-
zeugen (die zum SchluB natiirlich wieder
rickgidngig gemacht werden muBl): Die zu
vertauschenden Kugeln stehen an den Plat-
zen 1 und 34; 11, 16; 1, 16; 11, 29; 6, 34;

alpha, Berlin 18 (1984) 6 - 135



16, 29 oder 1, 6 und die sich jeweils bei

den Operationen I bis IV auBerdem vertau-

schenden Kugeln sind von gleicher Farbe.
Schreiben wir das etwas ausfiihrlicher auf.
Zuerst bringen wir die zu vertauschenden
Kugeln 0.B.d. A. in die Positionen 2 und
17, was man sofort ohne Angabe eines ge-
sonderten Algorithmus ausfiihren kann.
Wir betrachten jetzt die Farben der Kugeln
7 und 12. Existiert im linken Ring noch
eine Kugel mit dieser Farbe? Wenn ja,
dreht man sie auf Platz 29 oder 34, wendet
R! und Operation II oder III an. Wenn
nicht, bringt man so eine Kugel (auler 2,
7, 12, 17) in den linken Ring auf Position
29 oder 34 und verfahrt dann genauso mit
R und Operation II oder III.

Zum SchluB mufl man die Hilfsoperatio-
nen wieder riickgidngig machen. Hierzu
braucht man etwas Gediachtnis oder man
notiert sich die vorher ausgefiihrten Dre-

hungen.
Das Ganze sei an einem Beispiel illustriert.

Wir wollen die Kugeln 4 und 12 miteinan-
der vertauschen. Mit
R4L'R3L™'RS
stehen die Kugeln auf den Plitzen 2 und
17. Die Farben der jetzigen Kugeln 7 und
12 mogen im linken Ring nicht mehr exi-
stieren. Kugel 7 habe aber jetzt z. B. die
gleiche Farbe wie Kugel 4. Wir drehen also
R3L73R2
Dann stehen die zu vertauschenden Ku-
geln in Position 1 und 16, und die Kugeln
6 und 34 haben gleiche Farbe. Durch An-
wendung der Operation III wechseln also
genau die Farbe der Kugeln von 1 und 16.
Zum Schiul werden die Hilfsoperationen
in umgekehrter Reihenfolge wieder riick-
gangig gemacht, d. h. man dreht
RI[PRIPLIRPLIR1,
Dies war die Beschreibung eines mogli-
chen Weges. Eine weitere oftmals niitzli-

che Operation ist folgende:
LX*SRSLPR L%,

Hat man z.B. schon die schwarzen Kugeln
im linken Ring geordnet, so gehen (bei ge-
eignetem k) die schwarzen Kugeln in sich
tiber und durch Benutzung von R’ 1aB8t sich
jede Kugel des rechten Ringes zum Punkt
A bringen und von 4 auch wieder im rech-
ten Ring plazieren.

Legt man sich aber eine kleine Sammlung
von Operationsfolgen an, wie in den Bil-
dern 3, 4 und 5 angedeutet, kornmt man si-
cherlich oft wesentlich schneller ans
Ziel,

Wir haben nur ein Farbmuster zu Beginn
angegeben. Ihr findet bestimmt noch an-
dere hiibsche Maoglichkeiten. Vielleicht
baut ihr euch aus Murmeln selbst so ein
Spiel? "H.-D. Gronau/J. Prestin
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN

IM BLICKPUNKT

Sonnenfinsternis 1984

Wie groB war in Jena der maximale
Bedeckungsgrad wdhrend der

Sonnenfinsternis vom 30. 5. 1984?

Schiler der EOS Spezialschule physika-
lisch-technischer Richtung Carl Zeiss beob-
achteten am 30. 5. 1984 (19.20 Uhr bis
20.53 Uhr Sommerzeit) die ringformige
Sonnenfinsternis mit dem Schulfemrohr
durch Projektion des Bildes auf einen

.Schirm als partielle Finsternis. Wegen der

spaten Ereigniszeit und der damit geringen
Sonnenhohe wurde ein gegeniber dem
Westhorizont ‘relativ hoher Standort ge-
wihll. Wihrend des gesamtfen Finstemrnis-
verlaufs wurden zu diesem Projektionsbild
Messungen zur Berechnung des prozentu-
alen Bedeckungsgrades ausgeflihrt.

Fir den Hohepunkt der Bedeckung der
Sonne durch den Mond modchten wir die
MeBergebnisse angeben und die alpha-Le-
ser auffordern, das mathematische Problem
der Berechnung der prozentualen Bedek-
kung zu losen. Auf dem Schirm wurden
mit Lineal und Zeichendreieck 3 MeBwerte
ermittelt:

1. Durchmesser des Sonnenbildes:

d, = 200 mm

2. Abstand der Schnittpunkte der Kreisbil-
der von Sonne und Mond: ¢ = 162 mm

.3. Bogenhohe iiber der Sehne a: h = 43mm

Wihrend der gesamten Finsternis regi-
strierten die Schiiler die Verinderung von
a und h. Der Wert fiir d. wurde durch den
Abstand Okular- Schirm konstant gehal-
ten. Aus den drei MeBwerten wurde jeweils
der prozentuale Bedeckungsgrad zu den
verschiedenen Zeitpunkten ermittelt. Na-
tirlich sind diese Ergebnisse mit Fehlern

behaftet, die sich aus der Messung mit Li-
neal am ,wandernden“ Bild auf dem Pro-
jektionsschirm durch die Relativbewegun-
gen von Erde, Sonne und Mond ergeben.
Wir mochten noch erginzen, daB eine ein-
drucksvolle Sonnenfleckengruppe mitbeob-
achtet werden konnte.

Bild 1

Bild 2

Welcher Losungsweg fuhrt zum Ziel, die
prozentuale Bedeckung zu berechnen?
Hinweis: Fiir Schiiler bis Kl. 9 ist die Lo-
sung nur moglich, wenn bendétigte Winkel-
groBen einer Zeichnung entnommen wer-
den.

A. Dietze!l

1935

1950 2009 2020 2035

Zwei Aufgaben
fiir Freunde der Astronomie

Ala Welchen Durchmesser hat das etwa
in der Mondmitte gelegene Ringgebirge Al-
bategnius? Mit einem Fernrohr (mit Fa-
denkreuz) wurde die Durchgangszeit von
Ost- und Westwall durch die Relativbewe-
gung von Erde —Mond zu ¢t =49 s gemes-
sen.

A2 A Vergleiche den Durchmesser eines
Sonnenflecks (beobachtet am 30. 5. 84) mit
dem Erddurchmesser! Ein mit dem Femn-
rohr projiziertes Sonnenbild hatte den
Durchmesser von 20 cm, und der Sonnen-
fleck (in der Nihe der Sonnenmitte gele-
gen) hatte 4 mm Durchmesser.

Antwort auf eine Leserzuschrift

Im alpha-Wettbewerbsjahr 1983/84 gingen

insgesamt 93 500 Losungen ein (siehe Heft

4/84, 111. U.-Seite).

a) A-4-Papierformat

0,210 m-0,297 m- 93 500 =~ 5832 m?

A-6-Papierformat

0,105m:0,148 m-93 500 = 1453 m?.

Fiir das Format A4 werden rd. 5832 m? und

fiir A6 werden rd. 1453 m? gebraucht.

b) A4 93500-4,1g=383000g=2383kg
A6 93500-2,6g=243000g =243 ke

383 kg + 243 kg =626 kg.

Insgesamt werden 626 kg Papier verwen-

det.



Schriftliche
Abschlufiprufung

Mathematik,
Schuljahr 1983/84

Oberschule, Klasse 10

Pflichtaufgaben

1. In einem Maschinenbaubetrieb wird ein
SchweiBroboter eingesetzt.

a) Die bisherige Tagesproduktion von
425 Teilen konnte dadurch um 84,0% ge-
steigert werden.

Wieviel Teile werden nun tiglich gefertigt?
b) Die Herstellungskosten je Stuck sanken
dadurch von ursprunglich 8,60 M auf
6,90 M.

Auf wieviel Prozent wurden die Herstel-
lungskosten gesenkt?

2. Losen Sie folgende Gleichung!

3(5x+3)=3x—(6x—18) (x € P)
(Frobe!)
3. a) Durch die Gleichung y=x* (x€ P)

1st eine Funktion gegeben.
Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion

in ein rechiwinkliges Koordinatensystem!

b) Durch die Gleichung y = %

(xe P; x+0)
ist eine weitere Funktion gegeben.
~ Ubertragen Sie die zu dieser Funktion

gehorende Tabelle auf Ihr Arbeitsblatt,
und vervollstindigen Sie die Tabelle!

1
X 4] -3 Yy 4
- |

Y 1_[ "“214:2_—1__‘

— Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion
in dasselbe Koordinatensystem!

¢) Die Graphen der beiden Funktionen
schneiden einander in den Punkten P, und
P,.

Geben Sie von jedem der beiden Punkte
die Koordinaten an!

—2

4. Ein Schwimmkran hat die Auflagebreite
AB =31 m. Sein schwenkbarer Ausleger
hat die Linge BC =24 m (siehe nachfol-
gende stark vereinfachte Darstellung!).
Skizze (nicht maBstablich)

Berechnen Sie fiir denm Neigungswinkel
X LBC =6 =60°

a) die Arbeitsweite BL,

b) die Linge AC des Spannseiles!

Skizze (nicht maBstiablich)

— L — — e L

5. Gegeben sei ein Kreis mit einer Sehne
AB, die nicht durch den Mittelpunkt des
Kreises verliuft. Ferner seien AC und BD
Durchmesser des Kreises.

a) Zeichnen Sie eine entsprechende Planfi-
gur, und tragen Sie die Strecken 4D und
BC ein!

b) Bestimmen Sie die GroBe des Winkels
X BAD und die des Winkels x CBA unter
Verwendung eines geeignelen Satzes!

Welchen Satz haben Sie benutzt?
c) Beweisen Sie, daB3 die Dreiecke ABC

und ABD zueinander kongruent sind!

6. a) Fiir ein Dreieck ABC mit AC=B
(siche Skizze!) sei a = 50°.
Geben Sie die GroBe von y an!

Skizze C
(nicht
malstablich)

b) Ermitteln Sie das Volumen ecines Wiir-
fels mit der Kantenlange 2 = 3,35 m!

c) Berechnen Sie (3x + 5y)?!

d) Durch die Gleichung y=2x —4 (x € P)
ist eine Funktion gegeben.

— Zeichnen Sie den Graph dieser Funk-
tion!

— Berechnen Sie deren Nullstelle!

e) Nebenstehende Skizze zeigt den Graph
einer quadratischen Funktion.

Geben Sie deren Gleichung an!

Skizze '

4

- ———

Wahlaufgaben

Von den folgenden Aufgaben 7.1., 7.2. und
7.3. brauchen Sie nur eine zu lO0sen.

7.1. a) Durch die Gleichung y=3-sin 2x
1st eine Winkelfunktion gegeben.
Skizzieren Sie den Graph dieser Funktion
mindestens im Intervall 0 < x < 2m!

b) Von einer Funktion y =a'sin bx (g,
b >0; xe P) sind bekannt: Wertebereich:
—-15=y=1,5;

kleinste Periode: 4!

— Wie lautet die Gleichung dieser Funk-
tion?

~ Geben Sie die Nullstellen dieser Funk-
tion im Intervall 0 = x < 2m an!

¢) Zur Beschreibung harmonischer Schwin-
gungsvorginge wird die Gleichung

Y =1(0) = yuunsin (1)

verwendet.

Skizzieren Sie in einem geeigneten Koor-
dinatensystemn den zeitlichen Verlauf einer
vollen Schwingung fiir den Fall y_,, = 6 cm
und T = 2s!

7.2. Das Dach eines Turmes hat die Form
einer geraden Pyramide. Ihre Grundfliche
ist ein Quadrat mit der Seitenlidnge
a =4.4m.

Die Hohe A der Pyramide betragt 6,1 m.
a) Stellen Sie diese Pyramide im Mal3stab
1:100 in Kavalierperspektive dar!
Zeichnen Sie die Hohe A4 der Pyramide
und die Héhe A, einer Seitenfliche ein!
b) Das Dach dieses Turmes soll neu ge-
deckt werden. Fiir 1 m? Dachfliche sind
54 Ziegel zu planen.

Berechnen Sie, wieviel Dachziegel insge-
samt bereitgestellt werden missen!

7.3. Zur Herstellung oben offener quader-
formiger Kisten stehen gleich grofB3e recht-
eckige Blechplatten mit 62 cm Linge und
38 cm Breite zur Verfiigung.

Von ihnen werden an den Ecken quadrati-
sche Flichen mit der Seitenlange xcm her-
ausgeschnitten. Der schraffierte rechtek-
kige Teil wird zur Grundflache des Kastens
(siche Skizze!).

Skizze (nicht malistablich)
(MaBangaben in Zentimeter)

a) Es sei x =2,5.
Berechnen Sie fur diesen Fall das Volu-
men des Kastens!
b) Der Inhalt der Grundfliche des Kastens
betrage 1300 cm?.
Berechnen Sie fur diesen Fall den Wert
von x! Berechnen Sie das Volumen dieses

Kastens!

Fuar Konner

Losen Sie das folgende Gleichungssystem!
(1) Ax-—Vy=x+io
(2)  (x+y)Y=2x-y)

Bestimmen Sie den reellen Wert von x!

\/7—\/21+1/ﬁ
1+4/7+ 48 —ya—y12

x =
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In freien Stunden - alpha-heiter

Zum Jahreswechsel

1+9=8++y4 Y198—44 =1+9+8—-4
1-49 =38 -4 12+92—-8—42=—-1-49 +38
—V4
19-(8—4)=9-8+4-1=84+1-9
=—4+(1+9)-8
12=1g(1+ 9)8+4

S0=(~1++91)-(8+y4)

Betrachte die Summen!

35=19—8 +4!
100 =1-98 + y4

529 | 991 | 193 | 265 1=1-49 +8-5

- 2=[(-1++9)+8]:5
I |' B

397 | 67| 859|661 3=—-1-9+8+5

— ! —— 4=1"+8-5

331 {133 | 925 | 595 5=(1-9—-8)-5

S — 6=19-8—5

727 | 793 | 1 | 463 T=1+9—-8+5

— : 8=—1++9!+8-5

Betrachte die Produkte! 9=(1-\/§ N+ 8—5

10=(1+9-8)-5

20=1++9-8-5
30=—1—9+8-5

16 | 31

[ ]
6211984 | 32
@J

e — T

8 124'3968|

19 -84
‘P
o 7...‘9
A = 1964 b B
F-9+8-5

A=1+9+8+5+1+9-8+5 FE
U=1+9+8+5+1+9-8+35 LE

a) Stefan sagt zu seinem Freund: ,Wenn ich das Al-
ter (in Jahren) meiner beiden Eltern und meines
kleinen Bruders miteinander multipliziere, erhalte
ich 1984. AuBerdem gibt die Summe der Grundzif-
fern in den drei Altersangaben mein Alter an.”
Wie alt ist Stefan, wenn bekannt ist, daB die Eltern
beide jiinger als 60 Jahre sind?

b) Ermittle alle 6stelligen und durch 12 teilbaren
natiirlichen Zahlen, die dadurch entstehen, daf3

19+8+4

138 - alpha, Berlin 18 (1984) 6

Wolfgang Teiler _

man an die Zahl 1985 auf der linken als auch auf
der rechten Seite jeweils genau eine Ziffer anfuigt!
Hinweis: Sicher werden euch bestimmte Teilbar-
keitsregeln, die ihr im Mathematikunterricht ken-
nengelernt habt, bei der Losung der Aufgabe sehr
von Nutzen sein.

c) Frau Schulze erklirt, daB das Produkt aus der
Zahl, die ihr Alter (in ganzen Jahren) angibt, und
den Zahlen, die jeweils das Alter ihrer drei verschie-
den alten Tochter angeben (ebenfalls in ganzen
Zahlen), genau 1984 ergibt. Frau Meier stellt fest,
daB dies auch fiir sie und ihre vier Kinder gelte.
Wie alt sind die beiden Frauen und ihre Kinder?
d) Setzt in die Kiastchen je ein mathematisches
Operationszeichen (+, —, -, :) derart ein, daD sich
Gleichungen ergeben!

Beachte dabei: Punktrechnung geht vor Strichrech-
nung!

1719718 [F]4 = 22 119 18[]5= 5
1190]18[]4 = 13 1079018]5= 6
1[=]9[]18[F]4 = 12 119018 15= 7
10190184 = 7 1191815 = 12
1[79[F8[F14= 6 19185 =13
1 ]9F18[F4= 5 119185 = 22

Autoren: AG Mathe, Pionierhaus Gotha; AG Mathe, St. Jg.
Techniker, Libz; Dipl.-Math. A.Fittke, Berlin; Dir. H. Forg
(Schwaz, Osterr.); Schiiler R.Jonack, Tambach-Dietharz; Jifi
Mann, Prag; Dr. R.Mildner, Leipzig;, Dejan Predic, Sremske
Mitrovica (Jug.); Dr. J.Riehl, Egeln; Sab. u. S. Amhold, Drebkau;
Schillerin K. Krasemann, Friedland; Diesterweg-OS K.-M.-Stadt

Dynamische
Schonheit

H. Baravalle, New York



Wintersport
25 Unterschiede werden gesucht!

Aus: Fiiles, Budapest

Gut versteckt

Wer hat sich in der Winterlandschaft versteckt,
etwa ein Mensch — so dicht beim Wild?

Aus: Troll Berlin

Silvesterlauf

Der Langlaufer gelangt auf 4 bestimmten Wegen
ins Ziel: Bei Wegl bzw. Weg 2 soll die Summe der
iberquerten Zahlen 1984 bzw. 1985 und bei Weg 3
bzw. Weg 4 das Produkt der uberquerten Zahlen
1984 bzw. 1985 betragen. Findet diese vier Wege!

Welcher Weg ist der kiirzeste?
Dr. R. Mildner, Karl-Marx-Universitat Leipzig

Nun schlagt’s 13!

Stellt eine jede der naturlichen Zahlen von 1 bis 13
durch 5 Dreien dar, indem 1hr zwischen diese je-
weils vier der mathematischen Operationszeichen
+, —, -, : setzt! Sicher werdet ithr i1n manchen Fil-
len mehrere Betrachtungsmoglichkeiten fur die-
selbe Zahl finden. Beachtet dabei: Da keine Klam-

mern stehen, so geht Punkt- vor Strichrechnung!
Dr. R. Mildner, Karl-Marx-Universitat Leipzig

3[]3 8 =3[]3[J3[]3
%3%3 13 J30]3[]

R
L]
SEEEEEN
.
8

Zum Jahresausklang

Varnei, Budapest
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Losungen

Losungen zur: Sprachecke

Ala In einem Dreieck sind die Lingen
der drei Seitenhalbierenden 9, 12 und 15.
Berechne die Linge der Seite, zu der die
lingste Seitenhalbierende gezogen ist!

Losung: B teilt die Seitenhalbierenden im
Verhiltnis 2:1. Betrachte das Parallelo-

gramm ABCD, das durch eine Drehung des.

AABC um M entstanden ist! Da sich die
Diagonalen eines Parallelogramms halbie-
ren, ist BD=2-BM =2-5=10. Auflerdem
ist BC2 + CD? = 62 + 82 = 100 = BD?.

ABCD ist also 90°, und das Parallelo-

gramm muf ein Rechteck sein. Da die Dia- .

gonalen in einem Rechteck die gleiche
Linge haben, ist BD = AC = 10.

A2 A Der Bicker wei, dal die Masse

10

des Brotes, das er herstellt, 9 der Masse

des verwendeten Mehls ausmacht.

a) Welche Menge Brot erhilt er aus 72 kg,
aus 117 kg und aus 108 kg Mehl?

b) Welche Masse Mehl braucht er, um
100 kg, 150 kg und 190 kg Brot herzustel-
len?

Lésung: a) 72 kg'l—o— = 80 kg;
10 ) 10
117 kg'T = 130 kg; 108 kg'T =120 kg
9 _ .
b) 100 kg 0 90 kg;
9 9
150 kg'ﬁ-— 135 kg; 190 kg 10 - 171 kg

A3 a Mein Freund Sascha sagte eines
Tages zu mir: ,Vorgestern war ich 10 Jahre
alt, aber im nédchsten Jahr werde ich 13.“
Kann das sein?

Losung: Ja. Am 31. Dezember wurde Sa-
scha 11 Jahre alt, und das Gesprach fand
am nichsten Tag, dem 1.Januar, statt.

A4a In einem Dreieck sind zwei der
Hohen nicht kiirzer als die Seiten, auf de-

nen sie stehen. Bestimme die Innenwinkel]
des Dreiecks!

140 - alpha, Berlin 18 (1984) 6

A, = 4669 mm? A, = 4934 mm?

Es ergibt sich eine ,,abgedunkelte” Flache
A'=A,+ A4,=9603 mm?.

Die Flache der vollen Bildscheibe der
Sonne betrigt

Losung: Ein Winkel ist ein rechter, die bei-
den anderen betragen je 45° Seien A, und
h, die betrachteten Hohen, und es sei
h, < h,. Laut Aufgabe ist a < h,. Es ist aber
h, < a, da das Lot die kiirzeste Verbindung
von einem Punkt zu einer Geraden ist.

Daraus folgt as<h,sh,<a, also A= r’=31415 mm?.
a=h,= h,= b, und das Dreieck ABC ist . . A" 100% = 30.5°
gleichschenklig und rechtwinklig. Damit erhalt man A % 3% .

Aus dieser Berechnung ergibt sich, daB in
Jena eine 30,5%ige Sonnenfinsternis beob-

Losung zu: Sonnenfinsternis 1984 achtet wurde.

Bild der Sonne Bild des Mondes

d, =2r,=200mm Losungen zu: Zwei Aufgaben

f‘ﬁ = a=162mm filr Freunde der Astronomie
CD = h=43mm - e
M,: Mittelpunkt des Bildes der Sonne Ala Dhie angegebene Losung kann nur

eine Ndherung sein. Unter Vernachlassi-
= Mid=M.B=M<C Radius d gung der Bewegung des Monde§ um die
& Bif:ies desMMondeg s es Erde (360° £ =29d) erhilt man fur die Ro-
tation der Erde 24" £ 360°. Damit ergibt

Fiir das rechtwinklige Dreieck (ADM,) sich fir t =49 s der Winkel a = 0,0204°.

M,,: Mittelpunkt des Bildes des Mondes

gilt: Bei einer mittleren Mondentfernung von
-2 Tp-=s 3.84-10° km und bei Vernachlissigung der
2" - Mond- und Erdradien (Bezugspunkte be-
LA , finden sich ja an der Oberflaiche der Him-
L (?) + (= h) = g melskorper) kann man ansetzen
at h d=3,84-10° km-sin a.
=35 T2 m=98cm d=136 km betrigt der Durchmesser des
Damit lassen sich die Winkel @ und § be- Ringgebirges. (In der Literatur sind etwa
.. a a a0 o .A2a Hier fithrt eine Verhiltnisglei-
M T r, 0,810 2 47 ra =108 chung zum Ziel. Der wahre Durchmesser
in 2 = 0,828 B 56° 112° des Sonnenfleckes betrigt d = 4 mm
= = ; o — —> = — .
Sin 9 7. Frr ’ 9 ﬁ g 200 mm

Damit lassen sich die Flichen 4, und 4, Sonnendurchmesser

berechnen: d=002-139-10km =2,78-10*km .
T Q Bei einem Erddurchmesser von
-Al = ( 180° 1,27 -10%km = Fg erhilt man d= 2,2 Ie. Der
angegebene Sonnenfleck hat einen mehr
A, = ( T e als doppelt so groBen Durchmesser wie un-
180 sere Erde.

LOosungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

a) Aus der Zerlegung von 1984 in Primfak-
toren 1984 = 2¢- 31 folgt, daB ein Elternteil
31 Jahre alt sein muB (da es ja jinger als
60 Jahre ist). Somit ist das Produkt der Al-
tersangaben in Jahren des anderen Eltern-
teils und des kleinen Bruders 2° = 64. Un-
ter den Bedingungen der Aufgabe ist das
nur zu erfiilllen mit 64 = 32 -2,




Also sind die Eltern 31 bzw. 32 und der
Bruder 2 Jahre alt. Stefan ist damit
3+1+3+2+2=11Jahre alt.

b) Wegen 12 =3-4 muB jede der gesuch-
ten Zahlen sowohl durch 4 als auch durch
3 teilbar sein. Die Teilbarkeit durch 4 ver-
langt, daB die aus den letzten beiden Zif-
fern gebildete Zahl durch 4 teilbar ist. Also
konnen rechts an 1985 nur die Ziffern 2
oder 6 angefugt werden. Die Teilbarkeit
durch 3 verlangt, daB die Quersumme
durch 3 teilbar ist. Somit konnen links an
19852 (Quersumme: 25) nur die Ziffern 2,
5 oder 8 und bei 19856 (Quersumme: 29)
nur die Zifferm 1, 4 oder 7 angefiigt wer-
den. Man erhilt also die folgenden sechs
Zahlen mit den geforderten Eigenschaften:
219852, 519852, 819852, 119856, 419856
und 719 856.

c) 1984=(1)-(2)- 2-2)-2-2-2)-31
Daraus ergibt sich fiir die beiden Frauen
ein Alter von 31 Jahren. Frau Schulzes
Tochter zdhlen 2, 4 und 8 Jahre. Die Kin-
der von Frau Meier sind 1, 2, 4 und 8Jahre
alt.

d) 1+9+8+4=22
1-9+8-4=13
1+9+8:4=12
1-9-8:4= 7
1+9—8+4= 6
1-9-8+4= 5

1-9+8+5= 5§
1-9—-8+5= 6
1+9-8+5= 17
1-9+8-5=12
1+9+8—-5=13
1-9+8+5=22

Wintersport

Silvesterlauf

Weg 1:

1984 = 397 + 397 + 397 + 396 + 397
Weg 2.

1985 =397 + 397 + 397 + 397 + 397
Wegld: 1984=2-2-2-31-2:2-2

Wegd: 1985=1397-5 7 196 397

Weg4 ist der kiirzeste. Z

2 397 5
2 397 1397
2 397

o I

S
2 31 2

Nun schligt’s 13
1=3-3:3-3:13
2=3-3:3-3:13
3=34+3+3-3-3
4=3-3:3+3:3
5=3+3:3+3:3
6=3-3:-3:3-3
7=3-3-3+3:3
§=3+3+3-3:3
9=3+3+3+3-3
10=3+34+3+3:3
11=3-34+43-3:3
12=3+3-3+3-13
13=3-34+3+3:3

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. A. S. Solodownikow, Heft 6/84

Lost man die Teilsysteme

x+y+1=0 2x— y—4=0,
x—2y—2=0, x—2y—-2=0,
x+ y+1=0, 2x— y—4=0,

so findet man die drei Punkte

©0, -1), (1, -2), 2,0),
von denen nur der zweite und der dritte
alle gegebenen Ungleichungen erfillen.
Das bedeutet: Ecken des Bereiches x sind

die Punkte 4, (1, —2) und 4, (2, 0).

Losung zu: Wo steckt der Fehler?
(Heft 6/84)

Die Losung ist deswegen falsch, weil die
gegebene Gleichung nicht nach x aufgeldst
wurde!
Nach dem Ausmultiplizieren ist weiter zu
rechnen:

abx?—x*=ab-1

x2(ab—1)=ab—1

x?=1und: x=*1

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft2/1984

Ma 5m 2435 Es sei xy die einzufligende
zweistellige natiirliche Zahl in dekadischer
Schreibweise; dann gilt
198 xy3
—19xy83
360

Wir rechnen:

0+3=3,

6+8=14 also y=4,

J+4+1=x, also x=38.
198 843

—198 481

360

Ma 5 m 2436
18dm=3-5dm+1-3dm,
19dm=5-5dm—-2-3dm,
20dm=4"-5dm,
21dm=3-5dm+2-3 dm,
22dm=5-5dm—-1-3dm.

Ma5m2437 Angenommen, die zweite
Aussage von Klaus ist wahr; dann heil3t die
gesuchte Zahl 8. Somit ist die erste Aus-
sage von Regina wahr, die zweite falsch.
Angenommen, die erste Aussage von Klaus
ist wahr. Dann kdnnte nur 9 die gesuchte
Zahl sein. In diesem Fall waren beide Aus-
sagen von Regina wahr, was der Vorausset-
zung widerspricht. Somit gibt es genau eine
Losung. Die zu erratende Zahl heif3t 8.

Ma 5m 2438 Da die Zahlen durch 2 teil-
bar sein sollen, muB die letzte Grundziffer
2, 6 oder 8 lauten, da die Grundziffer 4
nicht vorkommen soll. Auch die Grundzif-
fer 0 entfallt, da eine solche Zahl riickwarts
gelesen nicht dreistellig ware. Es sind fol-
gende Zahlen niher zu untersuchen: 202,
212, 232, 252, 262, 272, 282, 292, 606, 616,
626, 636, 656, 676, 686, 696, 808, 818, 828,
838, 858, 868, 878, 898. Fiir diese Zahlen
treffen die geforderten Eigenschaften samt-
lich zu.

Probe:

MaSm2439 Aus dem dritten Satz der
Aufgabe folgt: Mario, aber auch Roger hei-
Ben mit dem Zunamen weder Miiller noch
Krause. Aus dem vierten Satz der Aufgabe
folgt: Mario hat auch nicht den Zunamen
Schneider, also den Zunamen Meier. So-
mit hat Roger den Zunamen Schneider.

Aus dem vierten Satz der Aufgabe folgt
weiter: Jurgen heit mit dem Zunamen we-

der Schneider noch Krause. Folglich hat
Jiirgen den Zunamen Miiller, Uwe den Zu-
namen Krause.

Ma 5w 2440 Die anfangs gekauften Fla-
schen ,Berliner Pilsner“ bringen als Pfand-
geld den Betrag von 9,00 M. Wegen
900 =5-158 + 110 erhalt dieser Kunde
beim zweiten Mal 5 Flaschen Bier, und es
verbleiben ihm 1,10 M. Fir diese 5 Fla-

schen Bier erhilt er 1,50 M Pfandgeld; er
verfugt beim dritten Mal iiber 2,60 M. Da-

fir erhilt er 1 Flasche Bier; ihm verbleiben
1,02 M. Fir diese Flasche erhilt er 0,30 M
Pfandgeld. Ihm verbleiben 1,32 M, und er
hat 36 Flaschen Bier insgesamt erwor-
ben.

Ma 6 ® 2441 Angenommen, Dirk hat x
Flaschen gesammelt; dann haben Steffen
3 x Flaschen, Klaus 4x Flaschen und Frank
(4x — 22) Flaschen gesammelt. Das sind
zusammen (12x — 22) Flaschen. Nun gilt
12x —22=194, 12x =216, x=18. Dirk
hat 18, Steffen 54, Klaus 72 und Frank
50 Flaschen gesammelt.

Ma 6 m2442 Angenommen, Frank ist n
Jahre alt. Dann ist Gerd 2:-n und seine
Mutter 6-n Jahre alt, und es gilt
6n=n+ 25, 5n =25, also n = 5. Frank ist
5Jahre, Gerd 10Jahre, ithre Mutter 30Jahre
alt.

Ma 6 w2443 Aus (1) folgt: z = 45; aus (2)
folgt 10 =a+ b =18, wobei ¢ die Grund-
ziffer der Zehner- und b die der Einerstelle
ist. Aus (3) folgt b gleich 1, 3, 5, 7 oder 9.
Aus (4) folgt a gleich 2, 4, 6 oder 8. Auf
Grund dieser Angaben existiert genau eine
Zahl; sie lautet 29. Herr L. wurde 29 Jahre
alt.

Ma 6 m 2444 FEine Zahl endet genau dann
auf Null, wenn sie durch 10 =2 -5 teilbar
ist. Das gegebene Produkt
1:2:3:-4-5:6-7-8-9-10-11-12-13
=1-2-3-2:2:5-2:3-7-2-2-2-9-2
-5-11-2-2-3-13
enthilt genau zweimal den Faktor 5 und
zehnmal den Faktor 2; somit endet das
Produkt auf genau zwei Nullen. Folglich
sind die Ergebnisse von Rita und Sven
falsch. Da 10000 ohne Rest durch 16 teil-
bar ist (10000:16 = 625), muB Tonis Er-
gebnis 6227029 800 uberprift werden. Da
29800:16=16-1862 + 8 pgilt, trifft die
Teilbarkeit durch 16 nicht zu. Folglich ist
auch das Ergebnis von Toni falsch.

Ma6m2445 Aus 70+7+7= 84 und
84:3 =28 folgt, daB jeder der drei Sohne
28 Weinfasser erhielt. Aus

2 1 21 21 . l
7'34'7'7—7 und > r3 = 5
daB jeder der drei S6hne 7 halbvolle Wein-

fasser erhielt. Hierfir gibt es genau drei

folgt,
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Moglichkeiten fiir eine gleichwertige Auf-

teillung:

(1) 1 halbvolles und 3 volle Fasser, also
noch 24 leere Fasser;

(2) 3 halbvolle und 2 volle Fiasser, also
noch 23 leere Fasser;

(3) 5 halbvolle und 1 volles FaB, also noch
22 leere Fisser.

Es seien 4, B, C die Namen der drei Brii-

der; die nachstehende Tabelle enthidlt die

moglichen Aufteilungen:

Name Anzahl der Fisser
leer voll halbvoll

A 24 3 1
B 24 3 1
C 22 1 5
A 24 3 1
B 23 2 3
C 23 2 3

Bei beiden moglichen Aufteilungen erhal-
ten genau zwei Sohne gleichviel volle,
halbvolle und leere Fiasser.

Ma7m 2446 Angenommen, in dem Haus

gibt es x Wohnungen; dann gilt

20= x =70. In diesem Haus gibt es %
11

0} x Woh-

nungen mit zwei und drei Zimmem. Ange-
nommen, es gibt y 3-Zimmer-Wohnungen;
dann gibt es 2 -y 2-Zimmer-Wohnungen.

Zusammen sind es 3-y Zwei- und Drei-
Zimmer-Wohnungen. Deshalb gibt es
11'x  1lx
12-3 36
mit ist x ein Vielfaches von 36. Wegen
20 x =70 gibt es genau eine Losung,
namlich x = 36. In diesem Haus gibt es
drei 4-Zimmer-, elf 3-Zimmer- und 22
Zweizimmer-Wohnungen.

Ma 7 m 2447 Der Flacheninhalt des Vier-
ecks EFGH betragt

A=(32+4-l-2-5) cm? =29 cm?.

4-Zimmer-Wohnungen, also

3-Zimmer-Wohnungen. So-

2
Die vier Dreiecke AHEA, AEFB, AFGC,
AGHD sind auf Grund ihrer Konstruktion
kongruent. Es habe Winkel 5 AHE die
Grofle @, also Winkel x AEH die GroBe
90° — @. Dann hat der Winkel x FEB die
GroBe @ und somit der Winkel x4 HEF die
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GroBe 90°. Somit ist das Viereck EFGH

ebenfalls ein Quadrat.

Ma 7 m 2448 Es gilt

(2--%—-3-8 +2--;—-3-5) cm? = 39 cm?

fur die abgeschnittenen Flachenstiicke.
Das iibrig gebliebene Flachenstiick hat so-

mit einen Flicheninhalt von (82 — 39) cm?-
= 25 cm?.

Ma7m2449 Angenommen, Frau A4
kaufte a Stiick Butterkuchen, Frau B b

Stiick Bienenstich, Frau C ¢ Brétchen.
Dann kaufte Frau 4 noch (¢ + 7) Brotchen

und (b —1) Stick Bienenstich, Frau B
noch (a+3) Stiick Butterkuchen und
(c +2) Stick Brotchen, Frau C noch
(b +2) Stiick Bienenstich und (a +1)
Sttick Butterkuchen. Das sind zusammen
(3a + 3b + 3¢ + 14) Stiick Backwaren.

Nun gilt 3a+3b+3c+14=32, 3a+3b"

+3¢c=18, a+ b+ c=6. Wegen a<b<c

existiert genau eine Lodsung, namlich
=1, b=2 ¢=13.

Frau A kaufte 1 Stiick Butterkuchen,

1 Stick Bienenstich und 10 Brétchen; Frau

B kaufte 4 Stiick Butterkuchen, 2 Stuck
Bienenstich und 5 Brotchen; Frau C kaufte
2 Stick Butterkuchen, 4 Stiick Bienenstich
und 3 Brotchen.

Ma8 m 2450 Es sei n eine beliebige na-
tiirliche Zahl, dann 1aBt sich eine ungerade
durch 3 teilbare Zahl mit 3(2n + 1) darstel-
len. Vermehrt man diese um 9, so erhilt
man 3(2n + 1) + 9. Die Behauptung lautet
nun 6|32n+1)+9. Wir formen den
Term 32n+1)+9 um, so daB sich
6(n + 2) ergibt. Es gilt fur alle n:

6|6{(n + 2) und damit auch
6(32n+1)+9.

Vermindert man 3(2# + 1) um 9, so erhalt
man 3(2n + 1) — 9. Man muB n > 0 voraus-
setzen, da sonst der Term keine natiirliche
Zahl ergabe. Nun formt man wieder um
und erhdlt 6(n —1). Es gilt 6|6(n—1),
folglich gilt 6[3(2n + 1) - 9. Damit ist die
Behauptung bewiesen.

Ma8®2451 Es sei a eine beliebige na-
tiurliche Zahl. Dann 1aBt sich die Summe
aus sieben aufeinanderfolgenden nattirli-
chen Zahlen wie folgt darstellen:
a+a+l1+a+2+a+3+a+4+ag+5
+a+6.

Wir fassen zusammen und erhalten
Ta+21. Es gilt 7Ta+21=7(a+3) und
T|7(a+3), w.z.b.w.

Ma8m2452 Es sei a die Kantenlinge
des Wiirfels und d der Durchmesser der

Kugel, dann gilt flir die Volumina:

VW= a’ bzw. Vx =%‘ﬂd3 .

Da die Raumdiagonale des Wiirfels gleich
dem Durchmesser der Kugel ist, also

e=a1/3_=dgilt,
ist Vx=%—n(am3, =-;—1ra3\/3_.

Nun bilden wir die Proportion

VW: Vx=x:1,
a3=%a3\/3_=x=1,

L]

> =x:1,
x = 2

my3
x=037.

Der Wiirfel nimmt etwa 37 % des Volumens
der Kugel ein.

Ma8m2453 In dem Dreieck ABC kon-
struieren wir die Héohe CH auf AB. Wir
konstruieren ferner den Mittelpunkt M von
CH. Fir den Flicheninhalt A4, des
Dreiecks ABC gilt dann

Ap = -;— +AB - CH und wegen

1

—2—-_Cﬁ=HM auch Ap=AB-HM . Wir

verlingern AB iiber B hinaus um HM bis
D und konstruieren iiber AD als Durch-
messer einen Halbkreis. Das in B auf AD
errichtete Lot schneide diesen Halbkreis in
<. Nach dem Hohensatz gilt dann

AB BD = AB -HM = BG?. |
Wir konstruieren ein Quadrat BEFG, das
BG zur Quadratseite hat.

G F
¢ 1
H-..
1 _
A H 8 D E
Ma 9 m 2454
Vx= 2¥x
xvyx = 8x
x3=64x?,
x?—64xi= 0,
xi(x—64)= 0,
x1= 0:
x2=64.

Nur fiirr x =0 und x = 64 wird yx =2 ¥x
wahr.

Ma9m2455 Weil 101|91809 gilt, ist
Franks Aussage (1) falsch, folglich mufl
Franks Aussage (2) wahr sein. Weil 9|27
gilt, ist Ernsts Aussage (1) falsch, folglich
muB Ernsts Aussage (2) wahr sein. Da die
Zahl durch 101 und durch 9 teilbar ist, ist
sie durch 909 teilbar. Daraus folgt, da3 Do-
ras Aussage (1) falsch und somit ihre Aus-
sage (2) wahr ist. Nun ist 909 =101-3-3.
Wegen Doras Aussage (2) und Ernsts Aus-
sage (2) kann nur noch der Faktor 101 auf-
treten. 909-101 =91809 entfdllt wegen
Franks Aussage (1). 909-101? entfillt, da
909-1012>9-10°>1:105% Die gesuchte
Zah] lautet 909.

MA9m® 2456 Angenommen, es waren x
Banknoten zu 10 M, y zu 20 M und z zu
50M; dann gilt 10x + 20y + 50z = 500 und
x + y + z =16. Daraus folgt weicer
x+2y+5z2=50und x+y+ z=16.
Durch Subtraktion der zweiten von der er-
sten Gleichung erhdlt man y+4z=34,



also y=34—4z. Femer gilt x<y<z.
Wegen 4-9 =36 > 34 gilt z < 8. Fir z=8
gilt y=34-32, also y=2 und somit
x = 6, was wegen 6 > 2 der Voraussetzung
x<y widersprichtt Fir z=7 gilt
y=34—-28, also y =6 und somit x=13.
Fiir z < 6 existieren keine weiteren Losun-
gen, da in diesem Fall y=34—-4z210,
also y>z wire, was der Voraussetzung
y < z widerspricht. Herr A. erhielt 3 Bank-
noten zu 10M, 6 zu 20M und 7 zu 50 M

ausgezahlt.
Ma 9 ®m 2457 Skizze:

B
DAL r k

!_f"
2
a
£ x M
r
Z

IF

C
A

Im rechtwinkligen Dreieck EMD gilt nach
dem Satz des Pythagoras

2
)

2
r
xi=rl-—, ,
3
x!:z_.rz,

S

Der Abstand betrigt -~ y3 .

Ma 10/12 m 2458 Man multipliziert die
Ungleichung zunichst mit 4 und erhilt

4Ja+4ybza+1+4b+4
und nach weiterer Umformung

Oza—-4yJa+4+4b—-4+b+1 bzw.

0=(ya-2)+@yb-1) (1)
Nun gilt
(Va-2 z0und @6 -1 20. @

Aus (1) und (2) folgt

(Ya-2)'=0und 2yb-1) =0, d.h

Ja-2=0und 2vb-1=0 bzw.
1
a=4 und b= T :
Nur die Zahlen a =4 und b =% erfillen
die vorgelegte Uﬁgleichung.
Probe:
1 4+1 1
V4 + 4/ T E gttt
25=25.
Ma 10/12 m 2459 Der erste Summand

dieser Summe, der auf die Ziffer 0 endet,
ist 5!=1-2:-3:4-5=120. Damit endet je-
der weitere Summand von 6! bis 100! auf
die Ziffer Null.

Wir brauchen also nur die Summe
1!+ 2!+ 31+ 4! zu berechnen. Diese ist
1+2+6+24 =33 Damit endet die gege-
bene Summe auf die Ziffer 3.

Ma 10/12 m 2460 Es seien a und b die
MaBzahlen der Langen der Katheten und ¢
die MaBzahl der Liange der Hypotenuse
eines solchen rechtwinkligen Dreiecks;

dann gilt

a+b+t+c= a2-b und .‘:=\J.:;|1+¢!:u1 :

Daraus folgt

a+b+yat+b? = az'b,

‘ 2
a2+b2=[—"—2-3-(a+b)] ,

alh?
al+ b= 1 —ab(a+ b)+ a2+ 2ab + b?
und wegen a + 0 gilt
ab?
0= 2 —b(a+ b)+2b
und wegen b * 0 gilt
0=“Tb—(a+b)+2, also
O0=ab—4a—4b+ §;
ab—4a=4b— 8§,
4b—-8 8
a= - -4+b_4.

Nur fir b gleich 5, 6, 8, 12 erhalten wir po-
sitive ganzzahlige LOsungen fir a4, und
zwar 12, 8, 6, 5. Es existieren genau vier
solcher rechtwinkligen Dreiecke. Fiir die
MaBzahlen ihrer Seitenlangen gilt:

a b C

12 5 13
8 6 10
6 8 10
5 12 13

Ma10/12 m 2461 Skizze:

A c B

M sei der Mittelpunkt des Inkreises. Dann
gilt fir den Flicheninhalt des Dretecks

ABC
Aypc= Aspu + Apcn + Acan -

- h
Wegen A4 = §

gilt dann weiter

‘u. (1)

(2)

Setzt man (2) in (1) ein, so erhidlt man
O =2 gy

2 2

bzw. o' u=a- b-sin ¥ und somit
: " U .

sin y = f:_ , » Was Zu zeigen war.

Ph6m 156 40200000000:300000
= 134000000

Das Licht braucht 134 000 000 Sekunden.
Ein Jahr hat
3600-24-365=131536000Sekunden.
134000000:31536000 sind 4 Jahre und
7856 000 Sekunden. .

Ein Tag hat 24- 3600 = 86400 Sekunden.
7856 000: 86400 sind 90 Tage und

80000 Sekunden. 80000 : 3 600 sind

22 Stunden und 800 Sekunden.

Das Licht braucht 31536000 Sekunden
bzw. 4 Jahre, 90 Tage und 22 Stunden.

Ph7m157 Geg.: d=40mm =0,04m
V=453m?
t=1h=3600s
Ges.:a) vy b) v,
a) Beim Durchflul durch Réhren gilt die
Gleichung V= Avt.

Dann ist
V 2,
v1=]—_-t- mit A = d4Tl.' ,
4V
vl_n-d’-?’
. 453m? -4
' 314:0,042m?-3600s °
v,=1m/s.

Die Stromungsgeschwindigkeit des Was-
sers betragt rund 1 m/s.

b) Nach dem DurchfluBgesetz gilt die Glei-
chung Al‘vl =A1'V2 .

Dann ist
_ Ay mtd?
Vy = Az mit Az- 16 °
td?- 16

v2=m'v1=4v1=4m/5.
Die Stromungsgeschwindigkeit betriagt
dann 4 m/s.
Ph8m158 Geg.:l;,=15m Ges.: I .y

Al=45mm=0,045m

30=12=C
a =0,0000121/grd
Ipa = Jy + AS
Aus Al =1l,-a- A3 folgt
Ag Al |
Io'a
Ag=—pdmgrd o000

15 m-0,000012
o = 12°C + 250°C =262°C. ~
Wihrend des Brandes betrug die Maximal-
temperatur des Tridgers 262 °C.

Ph9m 159 a) Die Lstg. berechn. sich aus

p= —?”'n—gs. b) Die Leistung betrigt 4,23 kW.
¢) Der Stromkreis mufl mit 20 A abgesi-

chert werden.

Ph 10/12 @ 160 Der Anstiegswinkel der
schiefen Ebene betrigt 6.8°.

Vorbildliche Hilfe

Unser Dank gilt den Verlagen, die Biicher
im Werte von 1500 M fiir die fleiBigsten
Wettbewerbsteilnehmer zur Verfliigung
stellten: BSB B. G. Teubner, Leipzig; VEB
Fachbuchverlag Leipzig; Kinderbuchverlag
Berlin; - Militdarverlag der DDR, Berlin;
Sportverlag, Berlin; VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin; Volkseigener
Verlag Volk und Wissen, Berlin; Urania-
Verlag, Leipzig.
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alpha-
Wettbewerb

Kollektive Betelligung
am alpha-Wettbewerb 1983/84

Pablo-Neruda-OS, Ahlbeck; Fr.-Engels-OS, Haus
der Jungen Pioniere, beide Altenburg; E.-Schnel-
ler-OS, Alt-Siihkow; W.-Pieck-Schule, Anklam;
OS G.Titow, Arenshausen; OS Asbach; Haus der
Jungen Pioniere, Aschersleben; E.-Thilmann-
OS, Bad Bibra; Haus der Jungen Pioniere
Th. Mintzer, Bad Blankenburg;, S.-Ridel-OS,
Bad Gottleuba; E.-Thdlmann-OS, Bad Langen-
salza; R.-Schwarz-OS, Bad Liebenstein; O.-Gro-
tewohl-OS, A.-Saefkow-OS, M.-Poser-OS, Sta-
tion Jg. Techn. u. Naturf., alle Bad Salzungen;
R.-Siewert-OS, Bad Suderode; 2. OS H. Beimler,
Barenklau; 25. OS F. Mehring, 26. OS, M.-A.-
Nex0d-08§, 39. OS E. Schonherr, Spezialistenlager
(Berlin-Pankow), alle Berlin; OS Bemnsbach; C.-
Zetkin-OS, Bischofferode, OGS F. Schiller,
Bleicherode; F.-Weineck-OS, Blumberg; OS Blu-
menthal; A.-Bebel-OS, Boizenburg; OS W. Ko-
marow, Boxberg; Dinter-OS, Borna; H.-Beimler-
OS, Braunsdorf; K.-B.-OS, Bredenfelde; OS B.
Brecht. Brehme; W.-Seelenbinder-OS, Breitun-
gen; OS Brandshagen; OS Freundschaft u. Frie-
den, Brieselang; OS Dr. Th. Neubauer, Brotte-
rode; M.-Poser-OS, Biirgel; W.-Pieck-OS, Burow;
W.-Estel-OS, Buttlar; TOS Biittelstedt; W.-Pieck-
OS, Coswig: Station Jg. Naturf. u. Techn. Cott-
bus; H.-Wildner-OS, Dahlen; OS B. Kiithn, Dam-
beck; M.-Gorki-OS, Dermbach; OS Dersekow;
K.-Niederkirchner-OS, Deutschenbora; OS Dies-
dorf; OS K. Kollwitz, OS Makarenko, beide Din-
gelsiadt; K.-Niederkirchner-OS, Domersleben:
OS A. Matrossow, Domdorf; O.-Grotewohl-OS,
Dreitzsch; Pionierpalast, 106. OS, beide Dresden;
OS Diirr6hrsdorf: 2. OS W. Meck, Eberswalde:
OS Fr. Engels, Effelder; EOS Egeln; W.-Pieck-
0SS, Eichhof: Geschw.-Scholl-OS, Eisenach; 1.
OS R. Arnstadt, Elsterwerda; E.-Weinert-OS,
Empfertshausen; H.-Joachim-0OS, Espenhain;
Haus d. Jungen Pioniere, Falkensee; Th.-Munt-
zer-QOS, Fambach; E.-Weinert-OS, Flessau; B.-
Brecht-OS, Floh; Zentrale OS, Frankenheim;
Spezialschule C. F. Gaul}, Frankfurt (Oder); BBS
ESW., AG Naturw., Freital, OS Friedeburg;
Schulkombinat Friedersdorf; OS I, Friedland; OS
H. Giinther, Fiirstenwalde; Dr.-R.-Sorge-0S,
Kreisklub Jg. Math., beide Gadebusch; K.-Marx-
0OS, Gebesee; R.-Arnstadt-OS, Geisa; J.-Gagarin-
OS. Geithain: E.-Hartsch-OS, Gersdorf; Kali-
nin-08, Geschwenda: OS Gielow; K.-Neuhof-
OS, Glienicke; K.-Gripler-OS, Gnoien; 7. OS,
Gorlitz; W.-Husemann-0S, Goldberg; OS J. Ga-
garin, Grabowhohe; Kreisklub Jg. Math. Grifen-
hainichen; OS J. Gagarin, GreuBlen; OS H. Beim-
ler, GreuBen; OS W. Seelenbinder, Groden;
A.-Walther-OS, Groditz; OS Cl. Zetkin, Gro-
itzsch: OS GroBbodungen; OS F. Engels, GroQ-
euchnich; OS K. Gottwald, GroBruckerswalde;
Pestalozzischule GroBschénau; J.-Gagarin-OS,
Grinhain; Th.-Mintzer-OS, Gumpelstadt; Sta-
tion Jg. Naturf. u. Techn. Guben; M.-Gorki-OS,
Hainichen: W.-Pieck-OS, Hagenow; Station Jg.
Naturf. u. Techn., M.-Engels-Schule, beide Hal-
berstadt; OS f. Korperbehinderte, Halle; Station
Jg. Techn. u. Naturf. Halle-Neustadt; OS Ham-
merbricke; OS Haynrode; OS B. Koenen, He-
dersleben; Schule d. DSF, Heiligengrabe; EOS
W. Pieck, Heiligenstadt, P.-Schreier-OS, Hen-
nigsdorf: OS Th. Miintzer, Hermannsdorf; 2. OS
Fr. Engels, Herzberg; M.-Gorki-OS, Hillersleben;
Goethe-OS, Hohenleipisch; OS Horka; 21. OS
Hoyerswerda; Goethe-OS, Ilsenburg; G.-Dimit-
roff-OS, Immelbom; G.-Ewald-OS, Ivenack; A.-
Becker-OS, Jatznick; E.-Weinert-OS, Jocketa; F.-
Engels-Schule, Kaltennordheim; E.-Weinert-OS,
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Kamenz; OS A. Becker, Kamsdorf; Cl.-Zetkin-
OS, Kandelin; H.-Beimler-OS, Karbow;, H.-Men-
zel-0OS, E.-Thilmann-0OS, W.-Vemer-OS, WIl.-
Komarow-0OS, E.-Schneller-OS, S.-Wenig-0S,
Haus der Jungen Pioniere J. Gagarin, alle Karl-
Marx-Stadt; OS Cl. Zetkin, Kaulsdorf; OS Kel-
bra; OS Kemberg; OS Kirchworbis; G.-Eisler-OS,
Kleinmachnow; OS Th. Miintzer, Klettenberg;
H.-Matem-0OS, Klietz; OS E. Thilmann, Kloster-
felde;: W.-Seelenbinder-OS, Konitz; OS N.
Ostrowski, Krebes; Bundesgymnasium Krems
(Osterreich); Th.-Neubauer-OS, Kieselbach; OS
I, Laage; OS R. Breitscheid, Latdorf; OS Lau-
scha; R.-Teichmiiller-OS, Leimbach; E.-Thil-
mann-0OS, OS IV, K.-Liebknecht-OS, EOS, 4. OS
J. C. Fuhlrott, alle Leinefelde; Haus d. Jungen
Pioniere A. Saefkow, OS O. Schoén, beide Leip-
zig; E.-Thilmann-OS, Leutenberg, OS Leuters-
dorf; W.-Pieck-OS, Lichte; E.-Thalmann-0OS,
Limbach; OS Linda; Pestalozzi-OS, Ldbau; OS
W. Wallstab, Loderburg; W.-Seelenbinder-0OS,
Lossau; Station Jg. Naturf, u, Techn. Liibz; Haus
d. Jungen Pioniere Th. Komer, Ludwigslust; Fr.-
L.-Jahn-OS, Liibtheen; F.-Dzierzynsky-OS, Mag-
dala; Haus d. Jungen Pioniere, Magdeburg; 7. OS
M. 1. Kalinin, Meiningen; II. OS, AG Mengen-
lehre, Mieste; OS Mittelherwigsdorf; OS Mittel-
stille; OS H. Danz, Moser; Kinderheim Munzig;
OS J. Fulik, Naundorf; W.-Bykowski-Schule,
Neetzow; OS O. Grotewohl, Neukloster; R.-Hall-
meyer-OS, Neundorf, H.-Beimler-OS, Fr.-Schil-
ler-OS, beide Neustadt; H.-Beimler-OS, Neustre-
litz: Dr.-Th.-Neubauer-OS, Niederorschel;, W.-
Pieck-OS, Niederwiesa; P.-Voitel-OS, Niederwiir-
schnitz; OS E. Weinert, Oberschonau; OS
Ockrilla; OS W. Seelenbinder, Oechsen; OS Fr.
Weineck, Oranienbaum; Pestalozzischule
Oschatz; EOS K. Marx, Oschersleben; OS Oster-
nienburg; W.-Pieck-OS, H.-Matem-0S, beide
Osterwieck; Station Jg. Naturf. u. Techn., EOS,
beide Parchim: Zentrale OS, Petersdorf; GS Dr.
Th. Neubauer, Pfaffschwenda; OS Pfiffelbach;
M.-Zimmerir.z-OS, Pirna; Herbert-OS, Plauen;
MOS, Plessa; OS E. Schneller, Polleben; A.-Bek-
ker-OS, Prenzlau; OS Pritzerbe; OS II Goethe-
schule, Station Jg. Techn. u. Naturf. Kreisklub
Math., beide Pritzwalk; B.-Koenen-Schule, Kreis-
klub Math., beide Quedlinburg; Dr.-Th.-Neu-
bauer-OS, Rackwitz; Neue OS5, OS5 Pestalozzi,
beide Radebeul: H.-Zille-OS, Radeburg;, OS G.
Eisler, Racknitz; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Raguhn;
Geschw.-Scholl-OS, Rathenow; E.-Weinert-OS,
Reichenbach: J.-Gagarin-OS, OS U. Steinhauer,
beide Ribnitz-Dampgarten; H.-Matern-OS, Spe-
zialschule Fr. Engels, beide Riesa; J.-Curie-OS,
Robel; J.-Curie-OS, Ronneburg; Fr.-Schmenkel-
OS, Roskow; Ziolkowski-OS, Rossdorf; 34. OS
M. Reichpietsch, 72. OS, Haus der Jungen Pio-
niere, alle Rostock; W.-Pieck-OS, Rotta; OS
Rotterode; OS 0O. Grotewohl, Rudolstadt; OS
Saal, E.-Weinert-OS, Saalfeld; T.-Bunke-OS,
SaBnitz; Station Jg. Naturf. u. Techn., Sanger-
hausen: OS H. Matern, Schemberg; OS M.
Gorki, Schkolen; OS Schlottwitz; OS J. G.
Seume, OS K. Marx, 4. OS, alle Schmalkalden;
OS Schneidlingen; OS H. Beimler, Schonhausen;
EWQOS, Schollene; Haus d. Jungen Pioniere W.
Sonnenberg, Schonebeck; OS Kuba, Schorssow;
OS Fr. Engels, Schwallungen; OS M. May, Seb-
nitz; OS K. Uhlich. Kreisklub Math., Senften-
berg; Fr.-Reuter-OS, Siedenbollentin; OS Soh-
land; OS W. Pieck, OS Gliickauf; beide
Sondershausen; OS A. Becker, OS K. Marx,
beide Spremberg; K.-Liebknecht-OS, Stadtlengs-
feld; J.-Fulik-OS, Steinbach; OS E. Thialmann,
Steinbach-Hallenberg; R.-Luxemburg-0S,
Steinsdorf: A.-Becker-OS, Stralendorf; O.-Grote-

wohl-OS, Dr.-S.-Allende-OS, beide Stralsund;
O.-Telfe-OS, StraBgrabchen; 12. OS Dr. R. Sorge,

11. OS A. S. Schumawzow, OS Fr. Kohler, alle
Suhl; H.-Rieke-Schule, Tangerhiitte; OS E.
Schneller, Taubenheim: OS G. Eisler, OS K. Nie-

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

A. S.
Solodownikow

Lomonossow-Universitat Moskau

A 2520 A Man finde simtliche Ecken des
durch das Ungleichungssystem
x+ y+1=0,
x—2y—-220,
2x— y—4=0
definierten Bereiches x.

Wo steckt der Fehler?

a— X

Lose die Gleichung: 1 —ax 1~ ox

b— x

Man rechnet:
(a—x)(b—x)=(1—ax) (1 — bx)
ab—ax—bx+ x?=1- bx — ax + abx?
xt=1+ abx?®— ab
x2—1=ab(x?—-1)

ab=1

Ist die Losung richtig?

Aus: Lietzmann, Wo steckt der Fehler?
Mitgeteilt und mit Losungen versehen
von Ing. A. Korner, Leipzig

also

derkirchner, beide Teterow; K.-Liebknecht-OS,
Teuchern; Fr.-Mehring-0OS, Tiefenort; E.-Schnel-
ler-OS, Toplitz; OS W. Pieck, Trusetal, A.-Bebel-
OS, A.-Nitz-OS, Goetheschule, E.-Welk-OS, alle
Ueckermiinde; H.-Beimler-OS, Unterbreizbach,
A.-Hennecke-OS, UntermalBfeld; E.-Schneller-
OS5, Urnshausen; OS J. G. Seume, Vacha; OS
Vitte; alpha-Club Vitzenburg; A.-Bebel-OS, Vo-
gelsang; R.-Luxemburg-OS, Waldau; Th.-Munt-
zer-OS, Walsleben; Goetheschule, Waren; OS L.
Flirnberg, Wegeleben; OS Wemshausen; OS We-
senberg; E.-Thilmann-OS, Weinbohla; OS Wei-
Benbormn-Liiderode: OS I, WeiBenfels; Cl.-Zetkin-
OS, Wiehe; H.-Rau-0S, Wildau; OS H. Malem,
Wippendorf: Station Jg. Techn. u. Naturf. Kreis-
klub Math., OS IV, beide Wittstock; Dr.-Th.-
Neubauer-OS, Wohlmirstedt; OS H. Beimler,
Wolfen; Zentralschule Wolkenburg; Mathematik-
Lager, Lenin-OS, OS H. Wemer, alle Worbis; OS
Wiilkniiz; H.-Eisler-OS, Wusterhusen; OS Wus-
termark; OS H. Jacobi, Zella-Mehlis; Station Jg.
Naturf. u. Techn. Zembschen; 9. OS Zittau; OS
A. C. Sandino. Zoblitz: OS K. F. Wander, Zorbig;
Goethe-08S, Zossen; OS Zschomewitz
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