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Mathematik
im Reich der Tone

Bei der Betrachtung von Farbkombinationen
z. B. an Kleidern und Stoffen findet man die
eine Farbzusammenstellung schon und an-
sprechend, wihrend sich bei anderen Kombi-
nationen die Farben zu ,.beilen'’ scheinen.
Fiir unser unterschiedliches Empfinden ma-
chen wir unseren persénlichen Geschmack,
dic Mode, unsere psychische Einstellung zu
gewissen Farben und vielleicht auch die ei-
gene Voreingenommenheit verantwortlich.
Die wenigsten werden die Ursachen fiir
ihre Freude oder ihr Unbehagen beim An-
blick bestimmter Farbkombinationen in ma-
thematisch-physikalischen Bereichen suchen.
Es ist jedoch gewiB, daB zwischen dem vom
Auge aufgenommenen duBeren physikali-
schen Reiz und dem dadurch ausgelSsten
psychischen Empfinden ein mathematisch
faBbarer Zusammenhang besteht.
Bekanntlich ist mit jeder Lichtausstrahlung
ein elektromagnetischer Schwingungsvor-
gang verkniipft. Diese Schwingungen breiten
sich mit der Geschwindigkeit ¢—=300000
km - s™! aus. Wegen der GréBe dieser Ge-
schwindigkeit kann man im allgemeinen
fiir irdische Entfernungen die Zeit zwischen
dem Aufleuchten eines Lichtblitzes und der
Wahrnehmung durch das menschliche Auge
gleich Null setzen.

Als weitere meBbare Grofle hat man beim
Licht die Wellenlange A. Experimentell laBt
sich ein weiBer Lichtstrah! mit Hilfe eines
Glasprismas in Farben zerlegen. Man er-
hilt ein Farbspektrum, das von rot iiber gelb,
grim, blau nach violett geht. Jeder Farbe
1Bt sich eine bestimmte Wellenlinge und
wegen der allen Farben gemeinsamen Aus-
breitungsgeschwindigkeit ¢ auch eine be-
stimmte Frequenz f nach der Formel ¢=/"- A
zuordnen. Die Wellenlédngen liegen zwischen
380 pm und 760 pm filr violett bzw. rot. EnlL-
sprechend obiger Formel folgt fiir die zuge-
hérigen Schwingungszahlen 0,8 - 10'° bzw.
'0,4 - 10 pro Sekunde. Die elektromagneti-
schen Wellen dieses Frequenzbereiches ver-
mag das menschliche Auge sinnlich zu erfas-
sen.

Eine vollig andere Welt von Schwingungen
erschlieft sich demm Menschen durch sein
Gehor. Es sind die akustischen Schwingungen
der Luft. Wie miissen wir uns ihre Erzeugung
und Ausbreitung vorstellen? Denken wir

einmal an Explosionen von Kraftstoff im
Verbrennungsmotor eines Autos! Als Folge
jeder Explosion tritt verdichtetes Gas durch
die Auspulfoffnung ins Freie. Dieser Ver-
dichtungsstoB breitet sich mit Schallge-
schwindigkeit (etwa 335 m - s~ ') kugelfSrmig
nach allen Seiten aus. Nur durch materielle
Hindernisse, wie Hiuserwande oder den
StraBenbelag, wird der Schall reflektiert und
absorbiert. Von unserem Ohr wird der Ver-
dichtungsstoB als Knall registriert.

Wechseln Luftverdichtung und Luftver-
diinnung mit einer ganz bestimmten Fre-
quenz, z. B. 100mal pro Sekunde, so nimmt
unser Gehororgan dies als einen bestimmten
Ton wahr. Physikalisch bezeichnet man diese
Wellenart als Longitudinalwellen, weil die
Lufiteilchen als Triger der Wellen in der
Fortpflanzungsrichtung hin und her schwin-
gen. Der Blick von einer Anhdhe auf ein
wogendes Kornfeld vermittelt eine anschau-
liche Vorstellung von der Energielibertra-
gung durch Longitudinalwellen. Hingegen
schwingen bei Transversalwellen, wic man
sie z. B. an Wasseroberflichen beobachten
kann, die Materieteilchen als Triager der Wel-
len senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung.
Longitudinalwellen lassen sich graphisch in
Transversalwellen umsetzen, indem man den
Luftdruck als Funktion der Zeit aufzeichnet.
Die so aufgenommenen akustischen Wellen

Jassen eine wissenschaftliche Klanganalyse

Zu.
Sind die VerdichtungsstoBe unregelmafig,
d. h. laBt sich keine bestimmte Frequenz
angeben, so empfinden wir ein Gerdusch.
Zum Beispiel erzeugen eine [ahrende Stra-
Benbahn oder eine autheulende Fabriksirene
charakteristische Gerdiusche. Hingegen wird
beim Anschlagen einer Glocke, eines Wein-
glases oder der Saite eines Instrumentes
ein bestimmier, dem schwingenden Kérper
eigentiimlicher Ton erzeugt.

Durch das Zusammensetzen von Ténen und
Tonlolgen unter Einhaltung gewisser Regeln
gelangt man zur Musik: Im folgenden soll
nicht von Musik, sondern von den Bausteinen
der Musik, den Ténen und den sich daraus
aufbauenden Tonleitern dic Rede sein.

Wir wollen mit Hille einfacher Gedanken-
experimente an den Aufbau von Tonfolgen
aus Tonen herangehen. Dabei halten wir

uns an den geschichtlichen Entwicklungs-

-'ﬁang, weil dieser uns den verstindlichsten

Zugang zu diesem Problemkreis erdffnet.
Auferdem lassen sich immer wieder auf-
schluBreiche Querverbindungen zur Ge-

‘schichte der Mathematik, Physik, Philoso-

phie und Instrumentenkunde herstellen. Die
iltesten Beitrdge zu diesem Gegenstand sind
uns mit Sicherheit von dem Bund der Py-
thagoreer (um 550 v. u. Z.) iiberliefert.
Als Hilfsmittel fiir ihre Untersuchungen
benutzten sie das Monochord. Dieses ein-
saitige Instrument besteht aus einem qua-
derformigen Kasten, iiber den zwischen zwei
Stegen eine Saite gespannt ist. Diese Saite
ist mit dem einen Ende am Kasten fest ver-
ankert. Das andere Ende wird iiber cine feste
Rolle gefihrt und mit cinem Gewicht ange-
spannt. Nun kann die mittels des frei hin-
genden Gewichtes angespannte Saite durch
Anzupfen in Schwingung versetzt werden.
Der Kasten ist resonanzfihig gebaut, d. h.
er wird durch die Saite zum Mitschwingen
angeregt und wirkt dadurch klangverstir-
kend. Mit diesem einfachen Instrument las-
sen sich Tonintervalle durch Anderung der
Saitenspannung oder Saitenkinge unabhin-
gig voneinander erzeugen. So haben wohl
schon die Pythagoreer das Intervall eimer
Oktave, das sich mit dem Gehdr besonders
leicht kontrollieren 1aBt, auf zwei Weisen
erzeugt. Vervierfacht man nimlich das am
freien Ende der Saite befindliche Gewicht,
so erzeugt die hierdurch stirker gespannte
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Monochord

Saite einen Ton, der um eine Oktave iiber
dem urspringlichen liegt. Die Schwingungs-
zahlen der Téne waren den Pytagoreern
noch nicht bekannt. Spater wurde experi-
mentell gezeigt, daB sich diec Frequenzen
zweier eine Oktave darstellende Téne wie
1:2 verhalten.

Wird die Schwingungszahl eines beliebigen
Tones verdoppelt, so liegt der erzeugte
Ton eine Oktave iber dem Ausgangston.
Durch Anderung der Saitenspannung kann
also die Hohe des erzeugten Tones variiert
werden. Dieses Prinzip findet beim Stimmen
von Streichinstrumenten eine jedem Laien
vertraute Anwendung.

Eine andere Méglichkeit zur Erzeugung von
Tonintervallen besteht darin, die Linge der
schwingenden Saite durch Verschieben des
beweglichen Steges zu verindern. Wird z. B.
der Anteil der schwingenden Saite halbiert,
so liegt der neue Ton eine Qktave iiber dem
von der ganzen Saite erzeugten Ton. Mit die-
ser Entdeckung war Pythagoras und seinen
Schiilern Anreiz gegeben, Tonintervalle auf
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Streckenverhilinisse und damit aul Zahlen-
verhiltnisse zuritckzufithren. Thre vor-
nehmste Aufgabe erblickten sie mit darin,
die Konsonanz oder Dissonanz zweier Tone
aus den Verhiltnissen von Saitenlingen und
damit von Zahlen zu ergriinden. Die Grund-
lage der Philosophie des pythagoreischen
Bundes bildete die Lehre von den Zahlen.
Der Uberlieferung nach gipfelte ihre Lehre
in dem Satz, daB das Wesen der Welt mit
Zahlen erfaBbar sei. Gemeint waren dabei
die natiirlichen Zahlen.

Bundeszeichen /\ der Pythagoreer

A\
Das Bundeszeichen der Pythagorcer bildete
¢in Flinfstern, auch Pentagramm genannt.
Ausgerechnet an geometrischen Betrachtun-
gen zu diesem Bundeszeichen entdeckte ein
Anhinger des Pythagoras durch scharfsin-
nige Uberlegungen, daB das Verhiltnis von
Seite zu Diagonale bei einem regelmaBigen
Fiinfeck nicht durch zwei auch noch so
groBe natiirliche Zahlen ausdriickbar ist.
In unserer heutigen  Sprechweise wiirden
wir sagen: Man entdeckte, daBl es neben den
rationalen Zahlen auch irrationale Zahlen
gibt. Diese dem Hippasos von Metapontion
um 450 v. u. Z. zugeschriebene Entdeckung
16ste die erste historisch belegbare Grund-
lagenkrise in der Mathematik aus. Auch am
Quadrat fand man bald heraus, daB das
Verhaltnis von Diagonalen- zu Seitenlinge
nicht im Sinne des Meisters durch ganze
Zahlen auszudriicken war. Unter dem Ein-
druck dieser Entdeckungen kam es zur Spal-
tung des Bundes in zwei Gruppen. Die Akus-
matiker (Hoérer) schworen weiter auf die
Worte ihres Lehrers, wihrend die Mathema-
tiker sich keinerlei Fesseln in ihrem Erkennt-
nisdrang auferlegten und unter Uberwin-
dung der philosophischen Léehren des Pytha-
goras weiteren Forschungen vor allem in der
Geometrie nachgingen*.
Bleiben wir zunichst noch in dem ,,Golde-
nen Zeitaller der Pythagoreer*! Auf der
weileren Suche danach, das harmonisch
Zusammenklingende zahlenmibBig zu erfas-
sen, bot sich das Verhéltnis 2 : 3 fiir die Lén-
gen der schwingenden Saiten an. Das dabei
entstehende Tonintervall bezeichnen wir als
Quinte. Der gefallige Zusammenklang beider
Tone hatte gemiB der Lehre des Pythagoras
seine Ursache in dem mit kleinen Zahlen
faBbaren Langenverhéltnis.

* Der Nachweis der Existenz irrationaler
Zahlen durch elementare geometrische
Uberlegungen soll Gegenstand eines spi-
teren Beitrages sein.
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Auch das Verhiltnis 3:4 wurde auf seinen
akustischen Effekt untersucht. Das zugehé-
rige Tonintervall wird in der Musiktheorie
als Quarte bezeichnet. Die Pythagoreer be-
schrinkten sich auf diese beiden Zahlenver-
haltnisse zum Aufbau ciner aus 8 Ténen be-
stehenden Tonleiter. Hierbei wandten sie
die Erkenntnis mit an, daB zwei Toninter-
valle gleichzusetzen sind, wenn die Lingen
der schwingenden Saitenabschnitte am Mo-
nochord im gleichen Verhiltnis zueinander
stehen. .

Wir wollen uns den Aufbau einer Tonleiter
in einer etwas moderneren Sprechweise klar-
machen. Deshalb werden wir nicht die Saiten-
langen J, sondern die Frequenzen f der Tone
in Beziehung zueinander setzen. Als Grund-

lage fiir diese Uberlegungen dient die alige-
mein geldufige Beziehung ! =§, wobei &

eine dieser zugeschnittenen GroBengleichung
angepaBte Konstante ist. Zwei Toninter-
valle sind daher genau dann gleichsetzbar,
wenn ihre Schwingungszahlen im gleichen
Verhilinis zueinander stehen. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit kénnen wir
fiir die zundchst nur wichtigen Verhiltnis-
zahlen die Bezeichnungen der- C-Dur-Ton-
leiter tibernechmen, also c—d—e—f—g—a—

h—c'.

Bisher wurde mil unseren Gedankenexpe-
rimenten am Monochord iiber folgende Ver-
haltniszahlen beziiglich des Grundtones ¢
verfiigt:

¢ S g
1 4 3

3 2
(Prime) (Quarte) (Quinte)

[ Tonbezeichnung
Verhiltniszahl
2
Intervall-
(Oktave) bezeichnung

Es sind also noch vier Leerstellen auszufiil-
len. Die pythagoreische Tonleiter setzt sich
aus fiinf groBen und zwei kleinen Tonschrit-
ten zusammen. Der groBe Tonschritt wird
aus Quarte und Quinte wie folgt erklart:

Setzt man qlzg und q2=§, so gilt fiir den

groBen Tonschritt q=ﬁ:§.

92
Verhiltnis entsprechende Schrittweite liegt

bereits von f nach g vor. Sie wird ferner
beim Fortschreiten von ¢ nach 4, von dnach e
sowie von g nach 4 und a nach A iibernom-
men. Nun stehen noch die Quotienten offen,

Die diesem

welche den Schritt von e nach fund / nach ¢’
beschreiben. Fiir beide Intervalle ergibt sich
zwangslaufig aus den bisherigen Festlegun-

gen das Zahlenverhiltnis ;51_2 Dieser Bruch

kann nicht gékﬁm werden. Er falll wegen
der Dreistelligkeit von Zihler und Nenner
etwas aus dem Rahmen. Auch in akustischer
Hinsicht liefern die Tone keinen guten Zu-
sammenklang. Durch eine Zusammenstel-
lung der Zahlenverhaltnisse bezogen auf den
Grundton und den darunter liegenden Nach-
barton wolien wir uns eine Ubersicht von dem
Pythagoreischen Tonsystem verschaffen:

Tonbezeichnung c

Schwingungszahl bezogen auf ¢ 1

bezogen auf Nachbarton

001N @ A

e f g a 3 ¢
B4 3w o,
64 3 2 16 128

9 26 9 9 9 2%
8 243 8 243

8 8

Die gleiche Tonleiter kann man sich auch
‘iiber den sogenannten ,,Quintenzirkel* er-
zeugt denken. Dabei geht man in folgender
Weise vor: Man zeichnet. einen Kreis und
teilt’ diesen mit dem Winkelmesser in sieben
gleiche Teile. In den Teilungspunkten trigt
man im Uhrzeigersinn die Tonbezeichnun-
gen in das Bild ein, wobei wir mit ¢ vom ober-
sten Teilungspunkt aunsgehen wollen. Da
sich dieser mit ¢’ decken soll, werden wir ihn
besonders stark markieren. Nun machen wir,
von ¢ ausgehend, im Uhrzeigersinn Quinten-
spriinge. Durch Uberspringen von je drei
Teilungspunkten des Kreises gelangt man
der Reihe nach auf g, 4, a, e und . Bei jedem
Sprung multiplizieren wir die zuletzt er-
reichte Zahl mit % Wird bei einem Quinten-
sprung die zu ¢ gehdrige Markierung iber-

quert, so lautet der Faktor 42 statt % Man

sicht, daB auf diese Weise gleichfalls die Ver-

hiltniszahlen der pythagoreischen Tonleiter
erzeugbar sind. Die noch fehlende Verhilt-
niszah/ fiir / ergibt sich durch eine Quinten-
drehung im Gegenzeigersinn. Wir miissen
deshalb die zu ¢ gehorige Verhiltniszahl mit

dem Kehrwert von g multiplizieren und —

da dieser Sprung als Uberschreitung der
Markierung zu werten ist — noch mit dem
Faktor zwei versehen. Ferner ist zu bemer-
ken, daB sich der Quintenzirkel nicht exakt
schlieBt. Nach dem beschriebenen Verfahren
lassen sich zwar die zu sicben Tonen der
Tonleiter gehdrigen relativen Schwingungs-
zahlen exakt auffinden. Die zu ¢’ gehdrige
Zahl 2 kann jedoch nach dem hier beschrie-
benen Verfahren micht konstruiert werden.

Teilt man nun die finf groBen Intervalle
der pythagoreischen Tonleiter in je zwei
Teilintervalle, so sind beim Durchlaufen



der Oktave von ¢ nach ¢’ insgesamt 12 Ton-
schritte auszufilhren. An Tastinstrumenten
erkennt man deutlich gemiB der Klaviatur
die Einschaltung der fiinf Zwischentdne.
Fihren wir nun entsprechend der hier vor-
gelegten Tonleiter zwolf Quintendrehungen
im Uhrzeigersinn mit unserem Zirkel durch
und beachten, daB beim Uberqueren der

c-Marke der Faktor % und sonst g Zu setzen

ist, so ergibt sich als Endwert
H 12 7

(;) (_l> =5_31ﬂ:1,0137_
2 \2 524 288

Quintenzirkel

@lo

2

-]
o
=

Hitte sich der Quintenzirkel nach 12 Spriin-
gen (7 Umlaufen) exakt geschlossen, waren
wir auf die Zahl eins gekommen. Das diese
Abweichung charakterisierende Zahlenver-
haltnis (531441:524288) bezeichnet man in
der’ Musiktheorie als ,,pythagoreisches
Komma*“. ’

Durch diesen Quotienten wird also das
Intervall zwischen der zwolften Quinte und
der siebenten Oktave beziiglich eines ge-
meinsamen Grundtones zahlenmi8ig erfafSt.
.Das hier erlduterte Stimmungsprinzip, nach
welchem alle Tone aus einer Quintenreihe
abgeleitet werden, bezeichnet map in der
Musiktheorie- als pythagoreisches Stim-
mungsprinzip. Es ist keineswegs nur von
theoretischer oder musikgeschichtlicher Be-
deutung. Vor allem bei solistischen Darbie-
tungen an Streichinstrumenten neigen die

Kiinstler zur Verwendung dieser pythagore-;

ischen Tonstufen. Sie férdem vor allem den
melodidsen Klang der Musik. ‘Ferner ver-

mitteln uns diese,numerischen Betrachtungen
eine Vorstellung von der Problematik, die
beim Instrumentenbau hinsichtlich des Zu-
sammenklanges vieler Instrumente in einem
groBen Klangkérper (Orchester) zu bewalti-
gen sind.

Gegen das pythagoreische Quintensystem
ist der Einwand der Klangarmut vor allem
beim Anschlagen von Akkorden beziiglich
der angeregten Obertone erhoben worden.
Wir kehren deshalb zu unserem Monochord
zurick und vollziehen nun in Gedanken
noch den Schritt, den Didymos ({geb.
63 v. u. Z.) iiber die Pythagoreer hinausge-
hend getan hat. Wir setzen am Monochord
den beweglichen Steg so ein, daB(%)der

/

urspriinglichen Saite zur Schwingung frei-

gegeben sind. Beziiglich des Grundtones
ergibt sich nach moderner Sprechweise die

groBe Terz. Der Kehrwert ‘—i entspricht

dem Verhiltnis der Schwingungszahlen. Un-
ter Mitverwertung dieses Tonschrittes 1aBt
sich eine weitere Tonleitef aufbauen, die
fiir die Musiktheorie von [undamentaler
Bedeutung ist. Man bezeichnet sie als dia-
tonische Tonleiter.

Zunachst fassen wir von den bis jetzt be-

kannten Intervallen Oktave, Quinte, Quarte

und groBe Terz die auf den Grundton be-
zogenen Verhiltniszahlen zusammen:

c - e f g ¢
1 5 4 3 2
4 3 2 1

Zwischen f und g bleibt also bei der aufzu-
bauenden Tonleiter der pythagoreische Ganz-
tonschritt unverindert bestehen. Das Inter-
vall von ¢ nach f stellt einen halben Ton-
schritt dar, welcher durch den Bruch g
fixiert wird. Nun sind offenbar noch die
Liicken zwischen ¢ und e sowie zwischen
g und ¢ durch cinen bzw. zwei Tone in
geeigneter Weise zu schlieBen. Geht man von
¢ um einen pythagoreischen Ganztonschritt
nach d, bleibt fiir den Ubergang von d nach

e noch der Faktor % frei. Um Quotienten

von moglichst kleinen ganzen Zahlen zur
Beschreibung der Tonmleiter zu sichern, ist

eine Unterscheidung zwischen groBen und
kleinen ganzen Tonschritten zu treffen, je
nachdem die Verhiliniszahl beim Ubergang

zum néchst hoheren Ton % oder %) lautet. .

Auf diese Weise lassen sich dreistellige Ver-
hiltoiszahlen zwischen Nachbartonen, wie
sie bei der pythagoreischen Stimmung auf-
treten, ausschalten.

Mit den vorgegebenen IntervallgréBen sind
nun noch die beiden Leerstellen zwischen g
und ¢’ zu besetzen. Geht man von ¢ um eine
Quinte nach oben, ergibt sich 4 mit der Ver-

haltaiszahl 18—5 beziiglich des Grundtones c.

Damit bleibt fiir das Intervall von 4 nach ¢’

der halbe Tonschritt i—g Das noch offene

Intervall zwischen g und h stellt eine groBe

Terz entsprechend dem Bruch % dar. Wegen

%:2 10 ist es naheliegend, a so einzupas-
sen, daB das Intervall g —a einem groBen und
a— heinem kleinen Ganztonschritt entspricht.
Damit ist die Konstruktion der acht Tone
umfassenden diatonischen Tonleiter aus den

9 10 16

Briichen -, — und — abgeschlossen.
8 9 15

E. Schrader

(In Heft 1/73 folgt ein 2. Teil, d. Red.)

Knobellied

N 1
£
> 1
/

o b b 1 ? 4 g 0 ] ?

1 1 o L 1 1 1 T . CN ]
— 1 11
= — — 1 :
Je-de NuB hat ih-ren Kern den fin-den wir ge-sthwind.
D 7 s} 6 e A /]

I SR . I T
) . i l! L 1

Kno-beln heiBl dos Schiis-sel-wart, dos ums dle Llo"-suln_q bring!, denn
6 h ¢ D G )

44 rs
4

) 4 1 ) o ]

I llr‘l 1

[ - 1

e

T 1 — Tt ——F — —
Ma-the brauch! man U-ber -all, do-mit ‘das Werk ge-lingl
G

T
T
aenn

I

c{v D G

T 1 T Y ): |

T T 1 1| i

2. d Quadrat mal pi durch 4,
g mal h durch 2,
solche Ratsel 16sen wir
ganz ohne Zauberei.
Knobeln heiBt das. . .
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3. Mathe schirft das Deanken dir,
Mathe schafft Verstand,
darum, lieber Pionier,
nimm doch das Buch zur Hand.
Knobeln heibt das. ..

(Entnommen aus: ,,Geschichten aus Knirpsenstadt* — Autor: Matthias Wenzlaff)
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Nicolaus Copernicus
Teil 2

v

Der Tod von Lucas Watzenrode und die nachfolgende
Wahl des neuen Bischofs, dessen Bestitigung durch
die polnische Krone schwierig zu erreichen war, schuf
eine unsichere Lage im Inneren des Bistums. Bedroh-
licher noch wurde die auBenpolitische Lage. 1519
brach, wie lange befiirchtet, ein neuer blutiger Krieg
mit dem Deutschen Ritterorden aus, der erst 1525
mit dem Frieden zu Krakow beigelegt werden konnte
und nun den Orden endgiiltig in seine Schranken wies.
Unterdessen hatten religiose Auseinandersetzungen
mit der auch in Varmia zunehmenden Zahl von Anhin-
gern der Reformation um sich gegriffen.

Copernicus spielte in allen diesen verwickelten Situa-
tionen eine hervorragende Rolle, als Domherr in

Frombork, als Statthalter und spiter als eine Art

Militdirkommandant der Festung Olsztyn (Allenstein),
als Generaladministrator des Bischofs, als Diplomat
bei den Friedensverhandlungen.

Als schlieBlich umfassende Anstrengungen unter-
nommen wurden, die durch die Folgen der lange
dauernden kriegerischen Verwicklungen véllig zer-
riittete preuBische Wihrung in Ordnung zu bringen,
wurde Copernicus zu Rate gezogen. In mehreren Denk-
schriften (1522, 1527 und danach) unterbreitete
Copernicus Vorschlige, die ihn als weitblickender Ken-
ner der frithkapitalistischen Wéhrungsgesetze aus-
wiesen.

» VI

Auch in den dreiBiger Jahren, als allmihlich in Varmia
wieder ruhigere Zeiten ecinkehren konnten, blieb
Copernicus, nun schon im fortgeschrittenen Alter
stehend, treuer Diener seines Bistums, u. a. bei der
Regelung des Brotpreises, als Finanzrevisor, als Ver-
walter der der Kirche vermachten Stiftungen und als
sehr geschitzter Arzt. :

Doch nun konnte er mit voller Konzentration an die
Ausarbeitung seines wissenschaftlichen Lebenswerkes
gehen. Im Wechsel zwischen astronomischen Beob-
achtungen (wobei thm das Fernrohr noch nicht zur
Verfugung stand) und auBerordentlich wmfangreichen
komplizierten Rechnungen (wobei er sich das mathe-
matische Werkzeug, die Trigonometrie, teilweise erst
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selbst bereitstellen muBte), schuf Copernicus ein um-
fangreiches Werk. Es trug den Titel ,,De revolutioni-
bus“, was soviel wie ,,Uber die Umldufe* (der Pla-
neten) bedeutet.

Das endgiiltige Manuskript, das aus vielen Vorent-
wiirfen hervorgegangen ist, wurde von Copernicus
in seiner klaren Handschrift, teilweise mit farbiger
Tinte, vermutlich zwischen 1529 und Mitte 1532
niedergeschrieben. Dieses wunderschéne Manuskript
blieb iiber alle Stirme der Zeiten hinweg erhalten
und befindet sich heute als eines der Glanzstiicke in
den Museen von Krakow.

VII
Bereits Mitte der zwanziger Jahre hatte sich der Ruf
von Copernicus als eines bedeutenden Gelehrten und
vorziiglichen Astronomen weithin verbreitet, sogar
bis nach Rom. Copernicus wurde u. a. wegen der an-
stehenden Kalenderreform vom papstlichen Stuhl zu
Rate gezogen und schlieBlich 1536 aufgefordert,
iiber seine neue Theorie zu berichten.
Doch Copernicus zogerte. Er sah die Auseinander-
setzungen voraus, wenn er seine heliozentrische Auf-
fassung der damals unbestrittenen geozentrischen Auf-
fassung gegeniiberstellen wiirde und suchte daher in
weiteren Beobachtungen und Rechnungen unwider-
legliche Beweise fiir seine Erkenntnis zu erbringen.
Andererseits dringten ihn seine Freunde, das Werk
,.De revolutionibus* durch Drucklegung der Offent-
lichkeit zu Gibergeben; es gehdre der ganzen Mensch-
heit. Insbesondere der engste Freund von Copernicus,
Tiedemann Giese, Bischof von Chelmno, bestiirmte
Copernicus unaufhériich.
Den letzten AnstoB zur Drucklegung lieferte ein Be-
sucher von der Universitdt Wittenberg, dem Zentrum
der Reformation.- Obwohl sich Luther hichstperson-
lich gegen die heliozentrische Lehre ausgesprochen
hatte, war der noch sehr junge Professor der Mathe-
matik und Astronomie an der Wittenberger Universi-
tat, Georg Joachim Rheticus, der Auffassung, man
miisse sich an den Quellen {iber die Wahrheit infor-
mieren. .
Im Mai 1539 traf Rheticus in Frombork ein und ver-
mochte in jugendlicher Begeisterung, Copernicus vél-
lig fiir sich einzunehmen. Copernicus unterwies Rhe-

‘ticus, man diskutierte zusammen und besuchte ge-

meinsam Tiedemann Giese.

Im Herbst 1539 schrieb Rheticus einen ausfiihrlichen
Brief an einen seiner fritheren Lehrer nach Niirnberg
und berichtete Gber Copernicus, sein Werk und seine
Arbeitsweise. Der Brief trigt den Charakter einer
wissenschaftlichen Abhandlung; unter dem Titel
»Narratio prima‘ (Erster Bericht) wurde sie Winter
1539/40 in Gdansk gedruckt, die erste gedruckte
Bekanntgabe der revolutionéren neuen Astronomie.
Bis zum Herbst 1541 blieb Rheticus in Frombork.



Er hatte, zusammen mit Giese, di¢ prinzipielle Ein-
willigung zur Drucklegung der ,,De revolutionibus
von Copernicus erwirkt. Doch behielt sich Copernicus
noch Verbesserungen und Erginzungen vor.

VIII
Inzwischen ndherte sich Copernicus der Vollendung
seines siebenten Lebensjahrzehntes, ein Alter, das
die Menschen der damaligen Zeit hdchst selten er-
reichten.
Im Winter 1541/42 scheint Copernicus erkannt zu
haben, daB er nicht mehr die Kraft haben wiirde,
sein Manuskript selbst druckreif zu machen. Ver-
abredungsgemil iibergab er es daher seinem Freund
Giese, der es an Rheticus weiterleitete. Dieser erhielt
von dem damals weitberithmten Drucker Petreius
in Nimberg eine Zusage; im Mai 1542 begab sich
Rheticus nach Niirnberg und leitete die Drucklegung
von ,,De revolutionibus‘ ein, eines der bedeutendsten
naturwissenschaftlichen Werke, das je erschienen ist.
Der Druck des umfangreichen Werkes, das mehr als
420 engbeschriebene groBformatige Seiten umfaBt,
zog sich hin. Im Sommer 1542 scheinen die kdrper-
lichen Krifte von Copernicus schnell nachgelassen
zu haben. Im Herbst war er schon recht schwach.
Ende November oder Anfang Dezember erlitt er einen
schweren Schlaganfall. Doch bei der guten Pflege,
die Copernicus zweifellos zuteil wurde, iiberlebte Co-
pernicus noch den Winter. Im Frithjahr 1543 ver-
schlechterte sich der Zustand weiter; lange Perioden
der BewuBtlosigkeit traten ein.
Am 24. Mai 1543, im Alter von 70 Jahren, drei Mo-
" naten und fiinf Tagen starb Nicolaus Copernicus, einer
der bedeutendsten Gelehrten der Menschheitsge-
schichte. Er wurde im Dom zu Frombork beigesetzt.
Gerade an seinem Todestage gelangte das-erste ausge-
druckte Exemplar von ,,De revolutionibus™ nach
Frombork. Man brachte es eilends zu Copernicus,
der es noch mit der Hand beriihrt, aber nicht mehr
erkannt hat. Wenige Stunden darauf starb er.

Als Mensch und Wissenschaftler besaB Copernicus
eine unzerstorbare Liebe zur Wahrheit. Grofie Gesten
lagen ihm fern; in der Sache aber blieb er unbeugsam.
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Energie und Beharrlichkeit verbanden sich mit Kithn-
heit des Denkens und auBerordentlicher Vielseitig-
keit. Alle Nachrichten iiber den Charakter von Coper-
nicus betonen Bescheidenheit und Toleranz, aber auch
niichterne und kiihle Sachlichkeit. Bei aller Ver-
schlossenheit und Zuriickhaltung wird zugleich seine
Hilfsbereitschaft im personlichen und wissenschaft-
lichen Leben gerithmt.

IX

Copernicus Werk ,,De revolutionibus® gehdrt zum
unverduBerlichen Bestandteil der Weltkultur und des
menschlichen Wissens. Die Niirnberger Erstausgabe
besteht aus ungefihr 400 Druckseiten. Das ganze
Werk ist in sechs -Abschnitte (Biicher) eingeteilt,
die je aus 20 bis 30 Kapiteln bestehen.
Leider wurden — ohne das Wissen des kranken Co-
pernicus natiirlich — bei der Drucklegung am Manu-
skript zwei Eingriffe vorgenommen, die schon den
Charakter einer Filschung besitzen, und zwar durch
den protestantischen Theologen Osiander, dem Rhe-
ticus bei der Wiederaufnahme seiner Téitigkeit in
Wittenberg die Uberwachung der weiteren Druck-
legung in Niimberg anvertraut hatte.
Osiander erweiterte den urspringlichen Titel ,,De
revolutionibus® zu ,,De revolutionibus orbium coele-
stium* (schwer {bersetzbar: Uber die Umliufe der
Himmelskreise oder Himmelssphiren) und unter-
stellte damit Copernicus indirekt die Ansicht, als
habe dieser an die Existenz der bei Ptolomdus postu-
lierten Himmelsspharen geglaubt.
Schwerwiegender aber noch war der folgende Um-
stand : Osiander fiigte vor die von Copernicus gegebene
Widmung an den damaligen Papst Paul IIT noch ein
Vorwort an den Leser ein, unsigniert, ohne Unter-
schrift, so daB jeder mit der Sache nicht niher Ver-
traute denken mubBte, dall Copernicus auch der Autor
dieses Vorwortes sei. Und dort wird, gegen die klare,
mehrfach explizit von Copernicus gedullerte Meinung,
das heliozentrische Weltbild als bloBe mathematische
Hypothese hingestellt, nicht, wie von Copernicus
selbst beabsichtigt, als Widerspiegelung und mathe-
matische Beschreibung der Wirklichkeit.

H. Wufling
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Dieser Artikel soll euch einen Einblick in
-eine mathematische Disziplin vermitteln, de-
ren systematische Entwicklung mit einer
Arbeit Eulers aus dem Jahre 1736 ihren An-
fang nahm, die aber gerade in den letzten
Jahrzehnten mehr und mehr an Bedeutung
gewann — in die Graphentheorie.

Was ist eigentlich ein ,,Graph*“?

Bevor wir die Definition des Begriffes ange-
ben, wollen wir uns cinige Beispiele ansehen.
Beispiel 1: An einem Volleybaliturnier aller
10. Klassen einer Stadt beteiligten sich sechs
Mannschaften M, M,, M,, M,, Ms5, M.
Das folgende Ergebnis wurde erzielt:

M, gesiegt gegen  verloren gegen

. M) ’ MZ) MS: M4 MS’ M6
MZ M3> M4> M5, Ml
M,
My M, Mo Mg MM,
M, — M, M,, M,,
MS- M6
M M,, My, M, M, My
Mg M, M, My, My, M;
Tabelle 1

Der Mannschaft M; (i=1, ..., 6) ordnen
wir einen — ebenfalls mit M, bezeichneten —
Punkt (kleinen Kreis) auf einem Zeichen-
blatt zu. Haben die Mannschaften M; und
M; ein Spiel miteinander ausgetragen, so
verbinden wir dic Punkte M; und M; durch
eine Linie, die wir mit einem nach M; gerich-
teten Pfeil verschen, wenn M; M; besiegt hat.
Wir erhalten das,Schema des Bildes 1, das
der Tabelle 1 entspricht:

Bild 1

Beispiel 2: Aus cinem Autoatlas haben wir
einen Teil des Autobahnnetzes entnommen:

Bild 2

Durch die Buchstaben A bis F werden hierbei
Grofstidte bezeichnet.
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Beispiel 3: Der Verbindung C,H; (Athan)
entspricht die Strukturformel des Bildes 3a,
der wir das Schema des Bildes 3b zuordnen
konnen, wenn wir die Atome durch Punkte
und die Bindungen durch Strecken darstellen.

H H
P
Bid3 o v o
|
H=e e
H_C\C/C—
I-II (] d)

Ebenso konnen wir beispielsweise der Struk-
turformel des Benzols (Bild 3c) ein Punkt-
Linien-Schema zuordnen (Bild 3d).

Beispiel 4: Die Ecken-Kanten-Beziehungen
der regelmiBigen Polyeder kénnen wir auch
durch ebene Punkt-Linien-Gebilde veran-

schaulichen, (Bild 4).
@ Tetroeder A

-y

u! Wirfel

192
Bild 4

@

Dedekaeder

Oktaeder

Jkosaeder

&
K4
7

Die in den Beispiclen 1 bis 4 angegebenen
{ Punkt-Linien-Schemata stellen Graphen dar.
Wir wollen nun den Begriff ,,Graph® inhalt-
lich fixieren.

Definition 1: Wir sagen, es liege c¢in Graph
vor, wenn folgendes gegeben ist:

#® Eine endliche Menge X; die Elemente von
X werden auf dem Blati durch Punkte
(kleine Kreise) dargestellt. Sie kdonnen elwa
Personen, irgendwelche Gegenstdnde, Zu-
stinde oder andere Dinge bezeichnen.

s Fine Menge U ven ungeordneten oder
geordnelen Paaren (g, 5) mit g X, be X; ein
solches Paar wird auf dem Blait durch eine
die Punkte 2 und b verbindende Linie darge-
stelit (die mit einem Richtungspfeil verse-
hen wird, falls es auf die Reihenfolge der
Elemente ankommt}).

Dabei soll es moglich sein, daB es fiir zwei
Punkie ¢ und » mehr als eine die beiden
verbindende Linie gibt. Sind etwa r(r>1)
solche Linien vorhanden, so wollen wir sie

durch Indizes unierscheiden; wir bezeichnen
sie beispiclsweise mit (a, b),, (a, B);, ...,
(a, b),.

Die Mengen X und U bestimmen den Gra-
phen Gp,=[X, Ul G heiBt gerichreter
Graph (Bild 1), falls die Elemente von U
geordneie Punktepaare sind. Sind die Ele-
mente von U hingegen nicht peordnete
Punktepaare (Bild 2 bis 4), so ist G ein unge-
richteter Graph.

Die Elemente der Menge X bezeichnen wir
als Knotenpunkte, die Elemente der Menge U
als Kanten (bei gerichteten Graphep auch
als Bégen)des Graphen G.

Wir kbnnen sie — wie wir es in Bild 1 bis 4
bereits getan haben - durch Punkte und
Linien in der Zeichenebene oder auf anderen

.Flichen veranschaulichen.

Die Knotenpunkte a und & heiBen ,,End-
punkte” der Kante (@, 5) (bzw. Endpunkte
einer jeden der Kanten (g, 5);).

Es sei bemerkt, daB Graphenzeichnungen
den gleichen Graphen veranschaulichen,
wenn sich ihre Knotenpunitmengen so ein-
deutig aufeinander abbilden lassen, daB je
zwei Bildpunkte durch ebenso viele Kanten
(bzw. gleichgerichtete Bogen) verbunden sind
wie ihre Originalpunkte. In Bild 5 sind einige
Darstellungen ein und desselben Graphen
gegeben.

<

Wir wollen noch zwei wichtige Begriffe. de-
finieren und einige allgemeingiltige Bemer-
kungen machen. Dann werden wir bereits
in der Lage sein, einen einfachen — aber sehr
wichtigen — Satz (Satz 1) zu formulieren und
zu beweisen.

Definition 2: Zwei Knotenpunkte heiBen
adjazent, wenn sie durch eine Kante ver-
bunden sind. Ein Knotenpunkt inzidier:
mit einer Kante, wenn er Endpunkt dieser
Kante ist. '

Definition 3: Inzidieri ein Knotenpunkt in G
mit genau r Kanten, so heiBt r die Velenz
des Knotenpunktes in G.

In Bild 2 beispielsweise hat Knotenpunkt 4
die Valenz 4, D hat die Valenz 2, wihrend
die abrigen Knotenpunkte die Valenz 1
haben. '
Unter einem Graphen werden wir im fol-
genden einen ungerichteten Graphen ver-
stehen; verwenden wir einen pgerichteten
Graphen, werden wir das ausdriicklich be-
tonen. —

Dig& Paare (a, a) € U wollen wir ausschlieBen,
d. h. Schlingen (Bild 6a) sind nicht zugelas-
sen. —

Zuweilen werden wir Graphen verwenden,
in denen es Knotenpunkte gibt, die mit keiner
Kante inzidieren. Solche Knotenpunkte hei-
flen isoliert. Die von uns betrachteten Gra-
phen sollen stets nur endlich viele Knotep-
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Bild 5




punkte und endlich viele Kanten haben,
also endliche Graphen sein.

Definition 4: Enthilt der Graph G keine
Mehrfachkanten (Bild 6b), d. h. sind je zwei
Knotenpunkie von G durch hochstens eine
Kante verbunden, so heiit G schlichr.

Bild 6
“ A O
o c

Ehe wir uns dem Satz 1 zuwenden, wollen
wir die Begriffe, die wir bisher eingefithrt
haben, noch etwas einiiben, — und das kann
man schlieSlich am besten tun, indem man
einige Aufgaben 16st.

Ala In einer Ebene seien n Kreislinien

gegeben, die mit den Zahlen I, 2,3, ..., n-

numeriert seien. Wir wollen den Graphen
G=[X, U] wie folgt definieren:

Esist X={1,2, ...,n} undesist (i, )e U
genau dann, wenn die mit den Zahlen i und j
bezeichneten Kreislinien wenigstens einen
Punkt gemeinsam haben. In Bild 7a sind
neun numerierte Kreislinien veranschaulicht;
man bilde den entsprechenden Graphen G.

Bild 7a
3
Qo
7
-
4

a9

Bild 7b @
n=3 n=4% n=5
A24a In dieser Aufgabe — wie auch in

zwei der spiter folgenden spielt der Graph G
eine Rolle, der n Knotenpunkte besitzt von
denen je zwei durch genau eine Kante ver-
bunden sind. Dieser Graph G wird ,,voll-
standiger n-Graph® pgenannt. (Bild 7b zeigt
den vollstéindigén n-Graphen fiir n=3, 4, 5.)
Wie viele Kanten hat der vollstindige »-
Graph?

A3a a)Stellen die Bilder 82 und 8b
den gleichen Graphen dar?

Bild 8

9

a) by
b) Stelien dic Bilder 8c und 8d den gleichen
Graphen dar?
A4a Was konnt ihr iiber die Valenzen
der Knotenpunkte eines jeden Graphen des
Bildes 4 aussagen? W. VoB

FluBwanderung bei Muldenstein

Nordéstlich von Bitterfeld schldngelt sich

die Mulde durch ein méchtiges Braunkohle-

feld. Viele Uberlegungen wurden angestelit,
um an diese Lagerstitte mit 90 Millionen
Tonnen Vorriten heranzukommen.

Eine Variante sah vor, den 50 Meter breiten
FluB in einer Riesenschleife um einen zum
groBten Teil ansgekohlten Tagebau herum-
zulegen. Riesige Erdmassen hatten bewegt
werden miissen. Hunderte Hektar Ackerland
wiren zerstért worden und die Bauzeit wire
unverantwortlich lang gewesen.
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Fachleute legten schlieBlich die sogenannte
Restlochvariante vor, die alle herkommlichen
Methoden tliber den Haufen warf:
11 Kilometer Mulde erhalten ein neues Bett,
das fast ausschlieBSlich durch das weite Ge-
linde des jetzigen Tagebaues Muldenstein
fiihrt. Das Restloch des Tagebaues wird
kiinftig als Stausee dienen und voraussicht-
lich 1975 gefiillt. Mit vier Quadratkilometer
Flache und rund 100 Millionen Kubikmeter
Wasserinhalt wird es dann gréBtes Gewasser
im Raum Bitterfeld/Gréifenphainichen und
z. B. der Rappbodetalsperre ebenbiirtig sein.
Nach griindlicher Priifung aller Faktoren
entschlossen sich die Projektanten fiir den
Einsatz sowjetischer Schreitbagger, bei denen
z. B. ein Kubikmeter transporticrte Erde-
41 Pfennige kostet, mit herkoémmlichen Ge-
riten dagegen 1,40 Mark. Insgesamt sind bei
der Muldenverlegung 16,5 Millionen Kubik-
meter Erdreich zu bewegen.

(Aus ND vom 25. Juni 1971)

A100laa Berechne unter der Annahme,
daB der im Restloch des Tagebaues Mulden-
stein entstehende Stausee iiberall gleich tief
ist, seine Tiefe!

A1001ba Berechne unter der Annahme,
daB alle beim Projekt ,,Muldenverlegung*
zu bewegende Erde mittels sowjetischer
Schreitbagger transportiert wird, die Kosten
fiir die gesamten Baggerarbeiten!

A100lca Um wieviel steigl durch diese
Baggerarbeiten der Preis je Tonne Kohle?
Dabei soll angenommen werden, daB die
durch Schiitzung ermittelten Vorrate restlos
abgebaut werden konnen. W. Trdger

Aus der ,,EntschlieBung des VIII. Parteitages
der Sozialistischen Einheitspartei Deutsch-
lands zum Bericht des Zentralkomitees*:
Die Hauptaufgabe der Industrie besteht
darin, die materiell-technische Basis unserer
Volkswirtschaft weiterzuentwickeln und zu
vervollkommnen. Es ist unerldBlich, das
technische Niveau der Produktion durch
Nutzung neuer wissenschaftlich-technischer
Erkenntnisse weiter zu erhdhen, die Kosten
systematisch zu senken und die Qualitit der
Erzeugnisse zu verbessern.

i
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In unserem Beispiel war die Bildebene z
senkrecht zur Standebene o. Jedoch tritt
auch der Fall oft auf, daB die Bildebene zur
Standebene geneigt ist { % (7, 6)#90°]. Dann
haben auch die Bilder der Héhen des Qua-
ders einen gemeinsamen Fluchtpunkt.

Zur Belebung perspektiver Bilder und zur
Erh6hung ihrer Raumwirkung werden oft
Schatten cingezeichnet. Sowohl Parallelbe-
leuchtung als auch Zentralbeleuchtung wer-
den dabei verwendet. Daneben sind auch die
Spiegelungen ein Mittel der Gestaltung, Bei
nahen kleineren riumlichen Objekten oder
auch bei vom Beobachter weit entfernten
groBeren Objekten bedient sich der Architekt
anstelle der Zentralperspektive auch der
Axonometrie. Der Aufwand zur Herstellung
cines axonometrischen Bildes ist wesentlich
geringer als beim zentralperspektiven Bild.
AuBerdem erscheint das axonometrische Bild
bei unseren Voraussetzungen im Vergleich
zum perspektiven nicht so stark verzerrt.
Ein perspektives Bild ist vom Augpunkt O
gindugig zu betrachten. Da die geringsie
deutliche Sehweite 25 cm betrigt, sollte die
Augdistanz mindestens ebenso gro8 sein.
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Auch wenn der Betrachter sein Auge in einer
groBeren Umgebung des Augpunktes ju-
stiert (einstellt), erhilt er noch einen giinstigen
Bildeindruck Beim Betrachten axonometri-
scher Bilder ist das Auge jedoch mdglichst
weit vom Bild zu wihlen, um das Auge der
Parallelprojektion anzupassen, durch die das
Bild erzeugt wird.

In der Axonometrie wird dem Objekt ein
raumliches kartesisches Koordinatensystem
zugeordnet, und mit diesem gemeinsam wird
es durch Parallelprojektion auf cine Ebene
abgebildet. Fallen die Projektionsstrahlen
senkrecht bzw. schief auf die Bildebene ein,
so spricht man von orthogonaler bzw. schie-
fer Axoriometrie. Der Satz von Pohlke, der die
Konstruktion in der schiefen Axonometrie
sichert, besagt: ,,Drei beliebige von einem
Punkt unter beliebigen Winkeln ausgehende
Strecken kdnnen stets als das durch Parallel-
projcktion erzeugte Schattenbild von drei
aufeinander senkrechten gleich langen Strek-
ken im Raum aufgefaBt werden.” (Salkowski:
Darstellende Geometrie, Leipzig 1963, Ver-
lagsgesellschaft Geest & Portig). Nach der
Wahl eines ebenen Dreibeins kann man sich

auf den 3 Achsenbildem je eine Lingeneinheit
vorgeben. Danach figt man das Bild des
Objektes ein, wie an einem Beispiel gezeigt
werden soll (Entwurf nach Gropius) (Bild 4).

—_—

Bild4

Das Verhdltnis x:y:z=1:1:1 bedeutet,
auf allen drei Achsen sind gleiche Lingen-
einheiten gew#hlt worden. In der Praxis wer-
den oft die beiden schiefen Axonometrien,
Militdrperspektive und Kavalierperspektive,
verwendet. Fiir sie gilt:

z
Bild 5

X ¥y
Militirperspektive Kavalierperspektive
(Bild 5) (Bild 6)
o+ f=90° o=45°

1
cyrz=1:1:1 xryrz==:1:1
x:y:z xryrz=3
z
Bild 6 X
o
¥

Da der Betrachter meist eine Zeichnung senk-
recht zur Blickrichtung hélt, erscheinen ortho-
gonalaxonometrische Bilder weniger verzerrt
als schiefaxonometrische. Sehr gebriuchliche
orthogonale Axonometrien, dic Dimetric und
Isometrie, sind durch folgende Angaben be-
stimmt:



Bild 9

A

Il

Lt
I
—
z
Bild 7
)
y\—/\
_y.

x
Dimetrie Isometrie
(Bild 7) (Bild 8)
a=42°, p=7° a=30°, 'B=30°
x:y:z=%:l:1 x:y:z=1:1:1

3

Bild 8

|
N

- Schattenkonstruktionen werden auch in der
Axonometrie’ ausgefiilhrt. Neben den oben
genannten Aufgaben sind die Grundaulgaben

Bild 10

*
\S\Z* d

H&

A\

M |

des Zweitafelverfahrens (Grund- und AufriB-
verfahren) und der kotierten Projektion fiir
den Architekten sehr wichlig. Sie erschlieBen
ihm Probleme, wie z B. das iiberschligige
Bestimmen von Baumassen beim Aanlegen
von StraBen, die Uberdachung von Gebiu-
den, Durchdringung von Flichen 2. Ordnung
(Schalen). Die darstellende Geometrie ist also
fiir den Architekten ein unentbehrliches Hilfs-
mittel fiir vielfiltige Anwendungen.

Als Beispiel liegt cine Innenraumperspektive
eines Festsaales mit Spiegelung vor (Bild 9).

49994 Zur weiteren Anregung und zur
Vertiefung des oben Dargelegten soll folgende
Aufgabe dienen:

Es seien Horizontlinie k, Hauptpunkt H*,
Aungdistanz d und Standlinie s vorgegeben.
Es ist das zentralperspektive Bild eines auf
der Standebene o liegenden Wiirfels zu kon-
struieren, wenn das Bild einer vertikalen
Kante und die Richtung y einer horizontalen
Kante gegeben sind (Bild 10). .
) E. Kiihn

Nikolai Brunow

Entwicklungsetappen
der Architektur

12 cm x 19 ¢m, ca. 360 Seiten mit 120 Abb.,
Broschur mit Kartonumschlag, 4,806 M
VEB Verlag die Kunst, Dresden

Georg Piltz
Streifzug durch
die deutsche Baukunst

147 Seiten, Pappband mit Folie, 520 M
Der Kinderbuchverlag, Berlin

" Danielowski/Pretzsch

Architekturperspektive

17 cm x 24,5 cm, 226 Seiten, zahlreiche Abb.,
Halbleinen, M
VEB Verlag Bauwesen, Berlin

Georg Piltz

Bauwerke — Baustile

Streifziige durch die deutsche Architektur
295 Seiten, zahlreiche Fo\tos und Gaphiken,

13 cm x 20 ¢m, Halbleinen, 12,80 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Herbert Kiirth/Aribert Kutschmar
Baustilfibel
Bauwerke und Baustile von der Antike bis

zur Gegenwart

17,0 cm x 23,5 cm, 240 Seiten,

360 Zeichnungen und 16 Kunstdrucktafeln,
Halbleinen, 20,00 M

Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin

Karl Czok
Die Stadt

Thre Stellung in der deutschen Geschichte

17,0 cm x 23,5 cm, 181 Seiten, zahlreiche Abb.,
1500 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin
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Letzter Einsendetermin: 5. Miirz 1973

5a963 Birgit kauft ein und erhilt von threr
Mutter dafiir 10 Mark Das Gemiise kostet
2,36 M. Fiir Brot und Brdtchen zusammen
zahlt sie 52 Pf weniger als fiir das Gemiise.
Fleisch und Wurstwaren hingegen waren
doppelt so teuer wie Brot und Brotchen.
Welchen Geldbetrag bringt Birgit nach dem
Einkau{ wieder mit zurtick?

54964 Ein Park mit einer Fliche von sechs
Hektar wird durch ein angrenzendes recht-
eckiges Grundstiick von 350 m Linge und
150 m Breite erweitert. Wieviel Hektar be-
trigt nach dicser Erweiterung die Flidche des

Parkes?
Karl-Heinz Gentzsch, 7404 Meuselwitz
Mathematikfachlehrer

W 5m965 InBerlinist der ldngste Tag eines
Jahres ungefihr zehn Stunden ldnger als die
kiirzeste Nacht Wieviel Stunden dauert
dieser lingste Tag an? Sch.

W 5m966 Ein Mathematiklehrer hatte wih-
rend einer Urlaubsreise in die Sowjetunion
Fotoaufnahmen in Minsk, Leningrad und
Moskau gemacht und daraus 112 Dias her-
gestellt. Uber die Stadt Minsk waren es
12 Dias weniger, iiber Leningrad 20 Dias
weniger als iiber die Hauptstadt Moskau.
Ermittle die Anzahl der Dias von Minsk,

Leningrad und Moskau.
Karl-Heinz Geﬁtzsch, 7404 Meuselwitz
Mathematikfachlehrer

W 5%967 Ute besitzt doppelt soviel Bunt-
stifte wie Regine, Sabine hingegen 13 weniger
als Regine. Wieviel Buntstifte besitzt jedes
der drei Madchen, wenn die Anzahl der Bunt-
stifte, die sic zusammen besitzen, gleich einer
Primzahl ist, die kleiner als 50 ist und deren
Quersumme 11 betriigt?

Anke Mentkowski, Eichwalde, KI. 7
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W 5*968 Ein Fufballspieler wurde nach
dem Ausgang eines Fufiballspieles gefragt.
Scherzhaft antwortete er: ,Meine Mann-
schafl hat gewonnen. Wenn man die neun-
fache Anzahl der von meiner Mannschalt

. geschossenen Tore durch die dreifache An-

zahl der vom Gegner erzielten Tore dividiert,
so erhilt man 9 als Ergebnis. Insgesamt wur-
den weniger als sechs Tore geschossen.”

Wieviel Tore schoB jede der beiden Mann-
schalten, wenn wenigstens ein Tor gefallen

war?
Roland Zabel, 4114 Wettin, K1.7

64969 Ein Dreieck ABC habe die Eigen-
schaft, daB sich die Mittelsenkrechten der
Seiten AC und BC in einem inneren Punkt D
der Scite AB schneiden. Es ist die Grobe des
Winkels « ACB zu bestimmen.

Petra Peters, Harzgerode, K1. 12

64970 Gegeben sei ein Rhombus ABCD
mit der Seite AB=2 und dem Innenwinkel
¥ DAB=a=60°. Untersuche und begriinde,
ob die Rhombusseite AB kleiner, gleich oder
groBer als die Diagonale BD ist. Beweise
ferner, daB jede der beiden Diagonalen eines
beliebigen Rhombus ABCD stets kleiner ist
als 2- 4B=2q,

Hans-Ulrich Auster, 1824 Niemegk, KI. 7

W 6w971 In der gleichen Ebene scien zwei
ivoneinander verschiedene Punkte P und Q
sowie eine beliebige durch P gehende Ge-
rade g gegeben. Es ist nachzuweisen, da8 der
Abstand 4 des Punktes Q von der Geraden g
genau dann am griBten ist, wenn die Gerade g
senkrecht auf der Geraden PQ steht. T

W 6m972 Es ist der groBte gemcinsame
Teiler der Zahlen 96 und 27231381324 zu
bestimmen. T.




W 6*973 In der fiinfstelligen natiirlichen
Zahl 48*7* sind die Sternchen jeweils durch
eine der Grundziffern 0, 1, 2, ..., 9 s0 zu
ersetzen, daB eine durch 3 teilbare natiirliche
Zahlentsteht. Wie viele Méglichkeiten gibt es?

T.

W 6*974 Die Figur stellt ein gleichschenk-
liges Dreicck ABC mit der Basis AB dar, des-
sen Winkel an der Spitze % ACB Kleiner ais
90° ist. Von C aus wurde das Lot auf AB
gefdllt, sein FuBpunkt sei mit D bezeichnet.
Durch C wurde ferner die Senkrechte zur
Geraden BC pezogen. Die Halbierungslinie
des Winkels ¥ ABC schneidet diese Senk-
rechte im Punkt P und die Gerade CD in Q.
Beweise, daB das Dreteck PQC ebenfalls

gleichschenklig ist! Sch.
[+
ey
P
A D 8

74975 Gegeben seien ein Kreis & mil dem
Mittelpunkt M sowie ein duBerer Punkt P
und ein innerer Punkt @ dieses Kreises. Es sei
ferner A der Randpunkt des Kreises k, der
auf der Gerader PM zwischen P und M
liegt. Es ist zu beweisen, dal stets PA<PQ
gilt T

N

74976 Die 31 Schiiler einer 5. Klasse er-
zielten in der letziern Mathematikarbeit einen
Notendurchschnitt . von 2,0. Kein Schiiler
erhielt die Note 5. Genau acht Schiilern
*wurde dic Note 3 erteilt. Mit der Note 2
waren doppelt so vicle Arbeiten bewertet
worden wie mit der Note 4. Wieviel Schiiler
erhieiten die Note 1, 2, 3 oder 4? '

AW 78977 FEs sei H der Schnittpunkt der
drei Héhen eines Dreiecks ABC. Es ist das
Dreieck AABCaus AB=c=11 cm,ﬁ: 6cm
und BH=7 c¢m zu kopstruieren. Die Kon-
struktion ist zu begriinden! Sch.

¥ W7s978 Bernd stellte eine Kochsalzlgsung
von 100 g Masse her, die zu 99°/, (der Masse)
aus Wasser und zu 1 % (der Masse) aus Koch-
salz besteht. Nach einigen Tagen stellte Bernd
fest, daB die Kochsalzlésung, die er in einem
oifenen Gef#B aufbewahrte, nur noch zu 98 %/,
(der Masse) aus Wasser bestand. Wieviel
Gramm Masse besafl nunmehr die Kochsalz-
Issung?  Michae! Reissig, 402 Halle, K1. 8

'j'W 7.*# 979 . Fiir eine mathematische Arbeits-
gemeinschaft wurden insgesamt 100 Arbeits-
mittel zum Gesamtpreis von genau 100,— M
angeschafft, und zwar Rechenstibe zum Ein-
zelpreis von 10,— M, Zirkel zum Einzelpreis
von 3,— M und Zeichenhefte zum Einzelpreis
von 0,50 ML Wieviel Rechenstibe, Zirkel und
Zeichenhefte wurden eingekauft?

Sylvia Persch, 1071 Berlin, K1 7

,.gW 7 * 980 Es ist ein Dreieck ABC aus den
Stiicken x CAB=24=70°, CE=h,=4 cm und
BC+AB—AC=a+c—b=5 cm mit b<c
zu konstruieren. Die Konstruktion ist zu
begriinden. {

Nach E. Hameister, Geometrische
Konstruktionen und Beweise
Mitgeteilt von Christine Kohlmann,
8701 Lawalde, K1 12

84981 Es sind alle natiirlichen Zahlen zu
ermitteln, deren FiinffTaches um 1 gréfer als
das Quadrat ihres Nachfolgers ist.
Norbert Siedow, Neuruppin,
Alexander-Puschkin-Schule, K1, 9

84982 Es ist ein Dreieck ABC zu konstru-
ieren, von dém die Winkel £ BCA=y=90%,
X CAB=a=30° und der Radius des Um-
kreises r=3 cm gegeben sind. Ferner ist der
Flicheninhalt dieses Dreiecks zu berechnen.

Ulrike Weise, Karl-Marx-Stadt,

EOS ,,Friedrich Engels, KI. 12

“W.82983 Beiecinem Wettlauf starten Ellen,
Gabriele und Sabine. Welches von diesen drei
Madchen liuft am schnelisten und welches am
langsamsten, wenn die folgenden drei Aus-
sagen wahr sind?

1. Sabine lduft schneller als Gabriele.
2. Wenn Elien nicht schneller als Sabine
lauft, so lauft Gabriele schneller als Ellen.
3. Wenn Sabine schneller als Ellen l3uft, so
lduft Gabriele schneller als Sabine.
Marlies Faupel, POS 111 Heiligenstadt,
Kl 8

¥W3 w984 In cinem Kreis der DDR waren’

bei der Getreideernte 1972  insgesamt
14000 ha abzuernten. Zur Verfligung standen
35 moderne Mihdrescher des Typs E 512 und
18 sltere Mihdrescher des Typs E 175. Die
Tagesleistung eines Midreschers E 512 be-
trdgt 15 ha, die eines Mihdreschers E 175
betragt 4 ha (jeweils Arbeit in zwei Schichten
vorausgesetzt). Da die Erntekosten mit den
modernen Mihdreschern E 512 erheblich
geringer sind, sollen diese voll eingesetzt
werden.

Wieviel Mihdrescher des Typs E 175 miissen
zusitzlich eingesetzt werden, damit die ge-
samie Ernte

a) in 24 Einsatztagen,

b) in 25 Einsatztagen,

c) in 26 Einsalztagen

eingebracht werden kann?

Ferner soll die Anzahl y der einzusetzenden
Maiahdrescher E 175 als Funktion der Anzahl t
.der Einsatztage dargestellt werden. L.

W 8*985 Essind alle natiirlichen Zahlen n
zu ermiiteln, fiir die die Zah!
z=n!-1
"gleich dem Quadrat einer natiirlichen Zahlist.
(Es gilt 0!'=1, 1!'=1 und n!'=1-2-._..-n
fir n22)
Olaf Béhme, stud. math., Dresden,
Trdger eines zweiten Preises bei der IMO 1972

W 8§ *986 Man beweise, daB in einem Drei-
eck, das nicht gleichschenklig ist, weder die
(von einem Eckpunkt ausgehende) Hohe und
dic (von diesem Eckpunkt ausgehende) Sei-
tenhalbierende noch die Hohe und die Win-
kelhalbierende noch die Seitenhalbierende
und die Winkelhalbierende zusammenfalilen
kdnnen.

Hans-Gert Grabe, EOS Erfurt, KI. 11

94987 Es sei n eine von Null verschiedene
natiirliche Zahl. Man beweise, daB dann die
natiirliche Zahl
z=n®+8n*-1
\nie_mals eine Primzahl ist.
Erich Hoy, Vi/inenberg—Piesteritz,
EOS ,.Lucas Cranach®, KL 10

94988 Welcher geometrischer Korper hat
das groBere Volumen: ein reguliires Tetraeder
mit der Kantenlinge 2a oder ein gerader
Kreiskegel mit dem Grundkreisradius a und
der Hohe a? (vgl die Abb.)

&

Olaf Béhme, stud. math., Dresden,
Trdger eines zweiten Preises bei der IMO 1972

W 9a989 Man ermittle die Losungsmenge
(im Bereich der recllen Zahlen) der Unglei-
chung

Dr. Gerhard Hesse, Dresden

W9 m390 Bereits mit Hilfe der Automa-
tischen Station Venus 7 konnten im Jahre
1970 die Temperaturen in der Atmosphire
der Venus gemessen werden. Man erhielt eine
Temperatur von 25°C in 62 km Hohe und
von 475°C in 0 km Hdhe iiber der Venus-
oberfliche.
a) Es ist die MaBzahl y der Temperatur
(in °C) als Funktion der MaBzahl x der Hohe
_ (in km) iiber der Venusoberfliche darzustel-
len, wobei ein linearer Verlauf angenommen
werden soll
b) Es sind die mit Hilfe dieser Funktion er-
mittelten Werte der Temperatur fiir die Hohen
x,; =25 km und x,=40 km mit den von der
Venussonde gemessenen Werten der Tempe-
ratur (320 °C und 200 °C) zu vergleichen, und
es ist jeweils der prozentuale Fehler zu be-
rechnen.
¢) Esist der Graph der Funktion zu zeichnen;
in die Zeichnung sind auch die gemessenen
Temperaturwerte einzutragen.
Anleitung: Man setze y=mx+»n und be-
rechne m und n, indem man in diese
chung einerseits x=0, y=475, andererseits
x=62, y=25 ecinsetzt. L.

lei-
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W 9 #9981 Es seien a, b, ¢ drei reelle Zahlen,
fur die

a+b+c=0 m
und  a?+b*+c2=1 gilt (2)

Man berechne
=a*+b*+c*
Frank Miller, Finsterwalde

W9*992 Es sei ABCDEFGH ein stern-
[6rmiges Achteck, bei dem die Eckpunkte
A, C, E, G auf einem Kreis um den Punkt M
mit dem Radius R und die Eckpunkte B, D,
F, H auf einem Kreis um den Punkt M mit
dem Radius r liegen, wobei R=r gilt (vgl
dje Abb.). Ferner sei dieses Achteck symme-
trisch mit den Symmetricachsen A4E, CG,
BF und DH.

a) Es ist eine Formel fiir die Berechnung des
Flicheninhalts dieses Stern-Achtecks aus
den Radien R und r anzugeben,

b) Es ist eine Formel fiir die Berechnung der
Seitenlinge dieses Stern-Achtecks aus den
Radien R und # anzugeben.

¢) Welche Formeln erhilt man, wenn man in
den Formeln zu a) und b) R=r setzt?

10/12 4993 Es sind alle geordneten Paare
(x, y) natiirlicher Zahlen zu ermitteln, fir die
die Gleichung

2*=y!14+304
erfiillt ist.
Bemerkung: Es
yl=1-2-._-

gilt 0!'=1, 1!=1 und
y Rir p=2.
Hans-Dietrich Gronau,

stud. math. Neustrelitz

10/124994 Es seien n und ¢ mit a=2

positive ganze Zahlen. Man beweise, daBl

dann stets die folgende Ungleichung erfiillt ist:
a+2 — Ja >%/a —fa~1.

Qlaf Bihme, stud. math., Dresden

W 10/12 w995 Die Erdélvorkommen in dem
arabischen Staat Kuweit am Persischen Golf
betragen nach offiziellen Schidtzungen etwa
10 Mrd t. Im Jahre 1969 wurden in diesem
Land 144.5 Mill. 1 Erdél geférdert Wieviel
Jahre werden die Vorrite (von 1970 ab ge-
rechnet) noch reichen, wenn kiinftig

a) die jihrliche Foérderung ebenso hoch wie
im Jahre 1969 sein wird;

b) die Forderung sich jdhrlich jeweils um
7%, gegeniiber dem Stand des Vorjahres er-
hdhen wird, wie das in den Jahren 1970 und
1971 bereils der Fall war? ’
Dabei soll die Anzahl der Jahre mit einer
Dezimalstelle nach dem Komma angegeben
werden.

Anleitung zur Lgsung: Bezeichnet man im
Falle b) die Erdol[6rderung des Jahres 1969
mit q, so betrigt sie 1 Jahr danach ag, 2 Jahre
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danach agq?, allgemein r Jahre danach ag”,
wobei g = 1,07 ist. Zur L6sung kann dann die
Formel 1

9" -
aq+aq2+...+aq"=aqq -

benutzt werden. L.

W 10/12m 996 Einem gleichseitigen Drei-
eck mit der Seitenlidnge a sei emne Folge von
Rechtecken wie in der beigefligten Abbildung
einbeschrieben. Dabet sei eine Seite des ersten
Rechtecks halb so lang wie die Dreleckseite,
auf der sie liegt, eine Seite des zweiten Recht-
ecks halb so lang wie die Seile des ersten
Rechtecks, auf der sie liegt, eine Seite des
dritten Rechtecks halb so lang wie die Seite
des zweiten Rechtecks, auf der sie liegt, usw.

Wie groB ist die Summe der Flicheninhalte

aller Rechtecke dieser Folge, also der FIli-

cheninhalt der in der Abbildung schraffiert
gezeichneten treppenformigen Figur?

' Wolfyang Enghard:, Lunzenau,

ehem. EOS Rochlitz

W 10/12 * 997 Es sei n eine natiirliche Zahl
mit n=2, und es seien ay, &,, ..., 2, ganze
Zahlen, dic gleich | oder —1 sind. Man
beweise, daB dann das Gleichungssystem

X+ X+ x,=a, +ar+...+a, (1)
ayxytazx; +...tax,=a,a,...q, 2
keine ganzzahlige Losung (xj, x5, ..., x,) hat,

wenn a, =a,=...=a, gilt oder wenn » eine
gerade natiirliche Zahl ist.
Man beweise ferner, daf in allen anderen
Fillen dieses Gleichungssystem mindestens
eine ganzzahlige Losung hat, und gebe eine
solche Lésung an.
Raiph Lehmann, EOS Diesterweg, KI. 10,
Strausberg

W 10/12 * 998 Es sei g eine Gerade, auf der
dic Punkte Ay, Ay, A, ..., A4, (n=2) mit
AOA1 =AAd;=A4,4;=...=4,_, A4, liegen
(vgl. die Abb.). Ferner sei P ein Punkt der
auf der in A, aufl g errichteten Scnkrechten
liegt und nicht mit 4, zusammenfillt. Die
GréBen der Winkel, die die Strahlen P4,
PA,, PA,, ..., PA, mitcinander bilden, scien
wie folgt bezeichnet:

@ = %¥APA 0= XA PA;,03= ¥ A,PA;,
oo @5= £ A,-  PA, Man beweise, dall dann
stets

Sch.

P> 0> 03> ... > @, gilt
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8717 Oppach; Petra Zimmermann, 8036
Dresden; Regina Katzer, 8502 Burkau; Ga-
briele Gnauck, 8502 Burkau ; Reiner Wagner,
8502 Burkau; Brigitte Hildenbrandt, 6316
Stiitzerbach; Barbara Wettengel, 992 Oels-
#itz; Hanna Heinold, 15 Potsdam; Hedi
Wegener, 1157 Berlin-Karlshorst; Reiner
Lindémann, 75 Cottbus; Dietmar Ihle, 9335
Seiffen; Riidiger Blach, 754 Calau; Petra
Haebler, 1055 Berlin; Wolfgang Herrmann,
9306 Elierlein: Martin ‘Emrich, 3703 El-

" bingerode.

Abzeichen in Gold
fiir dreijdhrige Teilnahme

Jens Haupt, 90 Karl-Marx-Stadt; Uwe Risch,
327 Burg; Hermann Tenor,' 45 Dessau;
Sven-Thorsten Freitag, 95 Zwickau; Olaf
Richter, 83 Pirna; Dirk Sprengel, 15 Potsdam;
Frank Richter, 793 Herzberg ; Jens-Uwe Rich-
ter, 9134 Kemtau; Birgit Kiibnstedt, 5001
Erfurt; Norbert HeB, 8019 Dresden; Horst
Kohlschmidt, 801 Dresden; Ralf Weber, 85
Bischofswerda; Heike Anders, 1636 Dahle-
witz; Harry Reimann, 1136 Berlin; Ulli Rie-
del, 938 Floha; Wilfried Carl, 402 Halle;
Andreas Nither, 925 Mittweida; Bernd Der-
lich, 205 Teterow; Bernd Redlich, 6841 Wern-
burg; Bii’git Krétenheerdt, 402 Halle; Hell-
fried Schumacher, 2111 Ahlbeck; Ulrike
Bandemer, 92 Freiberg; Thomas Hantschel,
88 Zittau; Steffen Gattert, 7043 Lcipzig; Lars
Luther, 26 Giistrow; Arndt Petzold, 9034
Karl-Marx-Stadt; Holger Kuchling, 110 Ber-
lin; Norman Bitterlich, 90 Karl-Marx-Stadt;
Thomas Rehm, 128 Bernau; Gerd Kdéhler,
926 Hainichen; Rainer Gutsche, 793 Herz-
berg; Bernd Peters, 2402 Wismar; Heidrun
Scheinhardt, 4203 Bad Durrenberg; Astrid
Kammel, 353 Havelberg; Angela Bagola,
759 Spremberg; Manfred Seidler, 75 Cottbus;
Carola Kuhnt, 205 Teterow; Thorslen Lang-
rock, 53 Weimar; Andreas Hochhaus, 57
Maiihlhausen ; Heiner Schulz, 126 Strausberg;
Andreas Neubert, 943 Schwarzenberg; Kurt
Frischmuth, 57 Mihlhausen; Uwe Haufe,
8291 Oberlichtenau; Caroline Oelsnitz, 205
Teterow; Werner Wehr, 5603 Dingelstadt;
Bettina Zimmermann, 6088 Steinbach-Hal-
lenberg; Sabine Kiampf, 6088 Steinbach-

Hallenberg; Man(red Zmeck, 1281 Riidnitz;
Frank-G. Krause, 784 Senftenberg; Gisbert
Lowe, 655 Schleiz; Gisela Gottlieb, 402 Halle;
Ina Schmidt, 6541 Dorna; Elke Genath,
6088 Steinbach-Hallenberg; Fred Rempel,
75 Cottbus; Reiner Hofmann, 705 Leipzig;
Monika Juppe, 8301 Bahratal; Horst Theel,
1034 Berlin; Jorg PaBler, 934 Marienberg;
Birgit Weib, 128 Bernau; Reinhold Albrecht,
4401 Rotta; Steffi Bittorf, 6085 Oberschénau;
Falk Bahner, 6088 Steinbach-Hallenberg;
Matthjas Heine, 8601 SchwarznauBlitz; Hans-
Peter Delius, 402 Halle; Konrad Schneider,
95 Zwickau; Ilona Drews, 2801 Wobbelin;
Andreas Schiirer, 93 Annaberg-Buchholz;
H.-Dirk Dunker, 7114 Zwenkau; Beate
Brandtner, 7295 Schildau; Hiltrud Manske,
Martina Wahl, Armin Endter, alle 6088
Steinbach-Hallenberg; Frank Gunther, 7403
Lucka; Sabine Steinert, 8027 Dresden; Ute
Neupert, 6085 Oberschonau; Bettina Ulrich,
6085 Oberschénau; Birgit Amold, 6082 Brei-
tungen; Michael Zeidier, 938 Fléha; Rainer
Kénig, Gabl Reumschissel, Jens Konig,
Angela Gotthelf, alle 6088 Steinbach-Hallen-
berg; Martina Weisheit, 6085 Oberschénau;
Christina Seifert, 6082 Breitungen; Claudia
Heuer, 1922 Meyenburg; Heidrun Weichler,
6081 Fambach; Bernd Reddemann, 26 Hal-
berstadt; Torsten Waldeck, 90 Karl-Marx-
Stadt; Christine Frenzel, 7222 Groitzsch;
Jochen Kluge, 7403 Lucka; Helge Wilsky,
286 Liibz; Gisbert Schullz, 45 Dessau; Ingrid
Hauenschild, 90 Karl-Marx-Stadt; Karin
Heller, 6082 Breitungen; Gerhard Brunck,
6082 Breitungen; Birgit Recknagel, 6088
Steinbach-Hallenberg; Thomas Kéhler, 4401
Reuden; Sabine Puppe, 8502 Burkau; Tho-
mas K&hler, 4401 Rotta; Birbel Manteuffel,
301 Magdeburg, Andreas Socher, 7817
Schwarzheide; Thomas Briickner, 9030 Karl-
Marx-Stadt; Hannelore WeiB3, 205 Teterow;
Gina Jahnke, 801 Dresden; Marion Riiter,
3561 Valfitz; Martina Gréschke, 75 Cottbus;
Gabriele Angelus, 402 Halle; Manfred Lehr-
mann, 3241 Wahlbeck; Claudia Schlosser,
901 Karl-Marx-Stadt; Kerstin Maller, 7253
Brandis; Birgit Siewert, 14 Oranienburg;
Karola {Kibelksties, 1292 Wandlitz; Doris
Bottcher, 7551 Straupitz; Frank Ronick,
582 Bad' Langensalza; Heike Rommel, 62
Bad Salzungen; Astrid Schulz, 4401 Rotia;
Ute Schm":ider, 1281 Danewitz; Reiner Sturm,
8502 Burkau; Karin Kiichler, 6088 Stein-
bach-Hallenberg ; Manuela Jiger, 6085 Ober-
schonau; Bettina Hujer, 6082 Breitungen;
Anpclic Romhild, 6082 Breitungen; Udo
Griinert, 8225 Wurgwitz; Gerd Reif, 6051
Silbach; Birgit Loreng, 83 Pirma; Gerd Sieber,
9122 Adorf; Ingolf Lehnert, 2034 Tutow;
Heidrun Kopke, 205 Teterow;  Hartmut
Licbkopf, 6051 Hinternah; Andreas Stolze,
7817 Schwarzheide; Peter Pichler, 75 Cottbus;
Ursula Barth, 5101 Kleinfahner; Uwe Jur-
zok, 6575 Pausa; Annegret Prievenau, 3241
Neuenhofe; Birgit Wittwer, 7403 Lucka;

Olaf Kylau, 8502 Burkau; Frank Menz,
6088 Steinbach-Hallenberg; Jutia Weck, 6082
Breitungen; Kornelia Nothnagel, 6085 Ober-
schénau; Ria Kirschke, 409 Halle-Neustadt;
Ulrike ClauBnitzer, 14 Oranienburg; OUlli
Klaus, 50 Erfurt; Stephan Fleischmann, 606
Zella-Mehlis; Gunter Schélzel, 93 Annaberg-
Buchholz; Sabine Beck, 1195 Berlin; Jiirgen
Bergau, 205 Teterow; Annette Steinert, 8027
Dresden; Ehrenfried Zschech, 86 Bautzen;
Peter Herrlich, 8122 Radcbeul; Katrin Gotz,
1195 Berlin; alpha-Klub, 23 Stralsund ; Anne-
rose Geyer, 793 Herzberg; Martina Fiedler,
4271 Freist; Barbara Pahl, 3241 Neuenhofe;
Gudrun Mdoller, 8019 Dresden; Birbel Seiler,
53 Weimar; Jirgen Galle, 4401 Gniest;
Ruth Pienkny, 1281 Riidnitz; Karin Holland-
Cunz, 6088 Steinbach-Hallenberg; Wolfgang
Ernst, 6088 Steinbach-Hallenberg; Stefft
Schleicher, 6082 Breitungen; Siegmar Rek-
kenbeil, 6081. Fambach; Frank Reglin, 116
Berlin; Jutta Becker, 2822 Liibtheen; Stefan
ClauBnitzer, 14 Oranienburg; Roland Wen-
denburg, 427 Hettstedt; Gert Kirschke, 409
Halle-Neustadt; J6érg Schubert, 9331 Pfaff-
roda; Matthias Gerth, 59 Eisenach; Bert
Lubner, 77 Hoyerswerda; Frank Meister,
1401 Otanienburg; Wolfram Ulrici, 7027
Leipzig; Wolfgang Schweizer, 4735 RoB-
leben; Holger Harz, 53 Weimar; Siglinde
Puller, 759 Spremberg; Henry Bergmann, 73
Dobeln; Dietmar Huhn, 4401 Radies; Ralf
Wittig, 8512 GroBréhrsdorf; Marlene Mat-
thes, 6402 Mengersgereuth; Dietmar Koch-
rian, 7816 Schipkau; Gunther Rosch, 934
Marienberg; Evelin Lohse, 8601 Bautzen;
Steffi Jurzok, 6575 Pausa; Andreas Grisch-
ke, 75 Cottibus; Bernd Griefahn, 25 Rostock;
Irene Lux, Karin Zwieck, 4253 Helbra ; Hans
Schmidt, 1017 Berlin; Ingrid Juppe, 8301
Bahratal; Birgit Sandig, 9201 Clausnitz;
Wieland Guttzeit, 5321 Wiegendorf; Annelie
Giinther, 5602 Bernterode; Achim Bobeth,
806 Dresden; Joachim PaBler, 9303 Biiren-
stein; Elvira Neubauer, 9413 Schénheide;
Jutta und Karin Schuster, 27 Schwerin;
Heike und Harald Miiller, 2901 Bliithen;
Jens Walter, 4255 Benndorf; Evelin Hein-
rich, 9025 Karl-Marx-Stadt; Beale Esch,
4271 Thaldorf; Pia-Gabriele PreuBer, 22
Greifswald; Petra Dietzel, 4271 Adendorf’;
Uwe Briese, 2002 Burg Stargard.

Beteiligung am alpha-Wettbewerb 1967/72 —
aufgeschliisselt nach Schuljahren
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Kleine Worte —
Grofle Wirkung

Teil 2

Das klcine Wirtchen ,,und*

Das Wortchen und ist uns schon einmal be-
gegnet, und zwar bei dem Satz iiber die Divi-
sion von natiirlichen Zahlen (siche Klassen-
arbeit von Klaus).

Mit dem Wortchen wad ist man in der Lage,
zwei oder mehrere Teilaussagen zu einer
neuen Aussage zusammenzufitgen. Eine
solche Aussagenverbindung, die mit Hilfe
von upd entstanden ist, nennt man Kon-
Junktion.

Hier gleich ein Beispiel:

Die Zahl 3 erfiillt die Ungleichung x <7 und

die Zahl 3 erfiillt auch die Ungleichung

x>2.

In unserem Fall liegen zwei Teilaussagen vor.

a) Die Zahl 3 erfiillt die Unglclchung x<7.
- (Wahre Aussage)

b) Die Zahl 3 erfiillt die Ungleichung x>2.

(Wahre Aussage)

Eine Konjunktion ist wahr, wenn alle Teil-

aussagen, aus denen sic entstanden ist, auch
. wahr sind. (siche unser obiges Beispiel)
Ist nur eine Teilaussage oder etwa gar keine
Teilaussage wahr, so ist die mit ,,und* aus
diesen Teilaussagen gebildele Aussagenver
bindung falsch.
Zum Beispiel: ,,300 ist der Nachfolger von
200 und 1000 ist der Vorginger von 2000%
ist falsch, denn beide Teilaussagen sind
falsch;
.0 ist die kleinste natiirliche Zah! und
100 000 000 000 ist dic groBte natiirliche Zahl*
ist falsch, denn eine der beiden Teilaussagen
ist falsch.
Kommen wir nochmals zu dem Satz tiber die
Division von natiirlichen Zahlen zuriick:
Da die Division a:b nur dann ausfithrbar ist,
wenn sowoh! a ein Vielfaches von b als auch
540 ist, so ist die Verwendung des Binde-
wortes oder unzuldssig und muB durch und
ersetzt werden.
Der Mathematiklehrer hat also -mit Recht
die Antwort von Klaus beanstandet. (,,Die
Division ist im Bereich der natirlichen Zah-
len ausfihrbar, wenn der Dividend a ein
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Vielfaches des Devisors b ist oder wenn &
nicht 0 ist*“. Ein Beispiel dazu: a=15, 6=4.
Hier ist #%0, die Bedingung ,,a ist ein Viel-
faches von 5 oder h+0* wird also erfullt,
aber a:b ist nicht ausfithrbar.) Untersucht
nun selbst einmal, ob die folgenden Aussagen
wahr sind!

a) 461 - 72=3217 und 414:6—=>54

b) In jedem Dreieck gibt es hochstens einen
rechten Winkel, aber auch mindestens einen
spitzen Winkel.

c) Die Zahl 19 erfiillt sowohl dxe Ungleichung
17<x<27 als auch die Ungleichung
19 <x<29.

d) Die Zahl 714 ist gerade und anBerdem
durch 7 teilbar.

Wie wir aus den obigen Aussagen sehen, gibt
es noch andere Bindewdrler (z. B. ,,aber
auch®, ,,sowohlalsaush*, ,,und auBerdem*),

. die dieselbe Wirkung haben wic unser ,,und”.

Man kann sie alle durch ,,und* ersetzen,
ohne den Wahrheitswert der Aussage zu ver-
dndern.

Entweder ,,oder* oder ,,entweder — oder*

Auch das Wortchen ,,oder** und die Wendung
,entweder — oder sind in der Lage, Aus-
sagen zu neuen Aussagen zu verbinden.
Jedoch ist es dabei sehr wichtig, welches
Bindewort Verwendung findet. Wenn die
Mutti an der Kaffeetafel zu Tante Lilly
sagt: ,,Mochtest du Zucker oder Milch?*,
so ist niemand verwundert, wenn die Tante
sowohl Zucker als auch Milch. oder nur eins
von beiden in ihren Kaffee nimmt. Dagegen
wird unsere Mutti mit Recht bdse aufl uns
sein, wenn sie zu uns sagt: ,,Entweder du
gehst heute nachmittag ins Schwimmbad
oder ins Kino*, und wir waren im Schwimm-
bad und anschlieflend im Kino.

Wie ihr seht, ist es nicht egal, ob man das
Bindewort ,,oder” oder die Wendung ,.ent-
weder - oder* verwendet.

Eine mit ader gebildete Aussagenverbindung
(auch Alternative genannt) ist wahr, wenn
mindestens eine T¢ilaussage wahr ist. Sind alle
Teilaussagen falsch, so ist die Aussagenver-
bindung falsch.

Die mit entweder — oder gebildete Aussagen-
verbindung (auch Disjunktion genannt) ist
aur wahr, wenn genau eme Teilanssage
wahr ist, ansonsten ist sie falsch.

So ist die Aussage

»2772 ist durch 3 oder durch 9 teilbar®
wahr, denn beide Teilaussagen sind wahr.
Dagegen ist die Aussage

,,2772 ist entweder durch 3 oder durch 9
teilbar falsch. Schauen wir uns dazu ein
anderes Beispiel an:

Der Lehrer einer 5. Klasse stellte die Auf-
gabe: ,,Zeichnet ein Dreieck, das rechtwink-
lig oder gleichschenklig ist!* '
Die folgenden Abbildungen zeigen, was die
Schiiler Dieter, Heiko, Peter.und Ralf ge-
zeichnet haben:

Wer von ihnen hat die Aufgabe richtig ge-
16st?

Dieler ja, denn sein Dreieck ist rechtwmkhg,
Heiko auch, denn sein Dreieck ist gleich-
schenklig, aber auch Peter hat die Aufgabe
richtig geldst, denn sein Dreieck ist recht-
winklig. Es ist auBerdem auch noch gleich-
schenklig, aber das war ja nicht verboten.
Nur Ralfs Zeichnung ist nicht in Ordnung:
Das Dreieck ist nicht rechiwinklig und auch
nicht gleichschenklig.

Hitte der Lehrer aber gesagt: ,,Zeichnet ein
Dreieck, das entweder rechtwinklig oder
gleichschenklig ist!**, dann wiren nur Dieters
und: Heikos Zeichnungen richtig gewesen.
Untersucht einmal selbst, welche Figuren
der folgenden Abbildung richtig gezeichnet
sind, wenn die Aufgabe lautet:

a) Zeichnet zwei Kreise, die sich gegenseitig
berithren oder bei demen einer ganz im
Inneren des anderen liegt!

b) Zeichnet zwei Kreise, die sich entweder
gegenseitig beriihren oder bei denen eicer
ganz im Inneren des anderen liegt!

¢) Zeichnet zwei Kreise, die sich gegenseitig
beriihren und bei denen einer ganz im Inne-
ren des anderen liegt! L. Flade
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Beteiligung am alpha-Wettbewerb 1967/72
aulgeschliisselt nach Jungen und Midchen
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VEB Verlag Technik, Berlin 1971; 168 S.,
101 Abb., 10 Tafeln; 9,50 M

Wer es bel naturwissenschaftlichen oder
technischen Untersuchungen genau nimmt
mit den physikalischen GréBen und ihren
MaBeinheiten, der kennt bereits den ,,Padelt/
Laporte®, ein niitzliches Nachschlagewerk
der MeBtechnik, in der 1. Auflage 1964 im
Fachbuchverlag Leipzig erschienen.

Nun hat Frau Dr. E. Padeli, ehemals Mit-
glied der Deutschen Gesellschaft fiir MefSrech-
nik und Automatisierung, ¢in Buch fir ein
breiteres Publikum geschrieben. Im Geleit-
wort wird betont, daB es ein besonderes An-
liegen der Sektion Technik beim Prisidium
der URANIA gewesen sei, populdrwissen-
schaftliches Material zur Zeit- und Lingen-
messung zu verdffentlichen. Frau Dr. Padelt
nahm sich in gekonnter Weise dieser Aufgabe
an, ist sie doch durch ihr Studium der Physik
und Mathematik und ihrer langjihrigen Té-
tigkeit auf dem Gebiel der Wiige- und Volu-
menmeBtechnik dazu pridestiniert.

Da die Sekunde als Grundeinheit der Zeit
und das Meter als Grundeinheit der Linge
urspriinglich astronomisch definierte MaB-
einheiten darstellen und die im Laufe der
Wissenschaftsgeschichte benutzten Techni-
ken der Zeit- und Lingenmessung aufs engsle
mil astronomischen Beobachtungsmethoden
verkniip(t sind, ist dieses Buch auch fiir den
Astronomen interessant.

,»Sich darum kimmern, wiec und wo die. |

heutigen Friichte der MeBtechnik gewach-
sen sind“, das sollte nicht nur Anliegen des
Ingenieurs oder Physikers sein, sondern ge-
hort geradezu zum Lehrstoff des Astronomie-
unterrichts.

Einige Kapiteliiberschriften unterstreichen
diese enge Beziehung zum Fach Astronomie:
»GOnomon und Sonnenuhr (S. 22), ,,Die
Definition der Sekunde® (8. 44), ,,Der Ka-

lender** (S. 51), ,,Griindung der internatio-
nalen Meterkonvention* (S. 81), ,,Messung
sehr groBer Langen‘ (S. 100), ,,Winkelmes-
sung™ (8. 140), ,,Geschwindigkeitsmessung™
(S. 148).
Zahlreiche Photos und Zeichnungen illu-
strieren das preiswerte Buch und vermitteln
an sich schon einen Eindruck von der gewal-
tigen Entwicklung der MeBtechnik wihrend
eines Zeitraumes von Jahrtausendcen. SchlieB-
lich ist dieser Entwicklungsproze8 in einer
umfassenden Zeittafel am Ende des Buches
noch einmal zusammengetalfit.
Wegen der iibersichtlichen Gliederung 1aBt
sich ,,Menschen messen Zeit und Raum** als
Nachschlagewerk benutzen, obwohl es als
solches nicht geschrieben ist. Die sich in das
jeweilige Zeitbild harmonisch eingliedernden
technischen Beschreibungen nehmen dem
Buch den trockenen, strengen Charakter, den
sonst Literatur mit dhnlicher Thematik hat.
..Eine Geschichte der MeBtechnik von den
Anfingen bis zur Gegenwart®, konnte der
Untertitel lauten. Der Inhalt ist ein Beweis
dafiir, wie mit der Entwicklung der Produk-
tivkrifte der menschlichen Gesellschaft die
Anforderungen an Genauigkeit und Schnel-
ligkeit der MeBverfahren gestiegen sind.
W. K.
Aus Wissenschaft und Fortschritt
Heft 6/72

Um zu einer ,,gerechten Rute zu kommen,
hatte Jacob Kélbel 1584 vorgeschlagen, den
Werl von 16 hintereinandergestellten Fiillen
zu withlen.

alpha stellt vor
Dr. phil. Eva Padelt

E. Padelt ist uber die Grenzen der. DDR
hinaus bekannt geworden durch ihr Eintreten
fiir die Vereinheitlichung auf dem Gebiet
der physikalisch-technischen Einheiten.
Nach dem Studium der Physik und Mathe-
matik arbeitete sie vor allem auf dem Gebiet
der Wigetechnik und VakuummeBtechnik
in der Physikalisch-Technischen Reichsan-
stalt, danach im Deutschen Amt fiir Mefiwesen
und Warenpriifung der DDR. Auch nach der
Erreichung des Rentenalters ist sie noch wis-
senschaftlich tatig.

Bei den Ausgrabungen von Pompeji stieB
man aul ein Groma, eines der iltesten Visier-
geriite. Man visierte iiber die Fiden der Lote
in der Diagonalen, um den rechten Winkel zu
bestimmen.
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Magischer Wiirfel

Man ordne den acht Ecken cines Wiirfels die acht
Zahlen 1 bis 8 so zu, daB in jeder der sechs Seitenfli-
chen die vier Zahlen in den Quadratecken die gleiche
Summe ergeben. Aufteilungen der Zahlen auf die
Wiirfelecken sind nur dann als voneinander verschie-
den anzuschen, wenn die vier Eckzahlen wenigstens
eines Quadrats des einen Wiirfels nicht als Eckzahlen
eines Quadrats des anderen Wiirfels auftreten — un-
abhingig von der Reihenfolge. Dr. G. Hesse, Dresden
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Aus der Zeit des Adam Ries

Die mittelalterlichen Rechenmeister filhiten sich oft
unentbehrlich, da sie von Herren und Stidien zu
wichtigen Geschiften herangezogen wurden. Sie zeig-
ten deshalb vieifach iibersteigertes StandesbewuBt-
sein und unertriglichen Diinkel.

Nicht so der bekannte Annaberger Rechenmeister
Adam Ries (1492 bis 1559), der mehr leistete als
mancher andere, dabei aber trotzdem bescheiden
blieb.

Von ihm wird folgendes erzdhlt: 4. Ries traf einmal
mit einem solchen hochnisigen Feldmesser zusam-
men, der an seinem Hut einen silbernen Zirkel trug,
um sich damit als Meister der geometrischen Kunst
zu erkennen zu geben. A. Ries — der trotz seines geo-
metrischen Kénnens den Zirkel nicht trug — drgerte
sich {iber das Auftreten dieses Mannes und schlug
ihm deshalb einen kleinen Wettbewerb vor: Wer
tiber einer vorgegebenen Strecke AB in einer bestimm-
ten Zeit die meisten rechten Winkel konstruieren
konnte, sollte Sieger sein.

Der Feldmesser nahm die Herausforderung an und
begann sogleich von A ausgehende, in spitzem
Winkel zu AB geneigte Strahlen zu zeichnen. Dann
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wollte er von B auf diese Strahlen das Lot fallen und
so rechte Winkel iiber AB gewinnen,

Unter Anwendung eines alten Lehrsatzes kam
A. Ries sehr schnell zum Ziel. Kennst du, lieber Leser,
diesen Satz? Dipl.-Math. Ch. Pollmer, Dresden

Mathematik mit

Der Graph der Relation
y=fx)=3 Pt j4-x"

sieht fiir E=2 cm folgendermaBen aus:

Y

R Schwantes,
Dornstetten (BRD)

Turmsprung

Fir eine geeignete Folge von Turmzigen gilt: Die
Felder der obigen Figur, auf denen der Turm nachein-
ander steht, tragen Silben, die in dieser Reihenfolge
einen aus dem Mathematikunterricht der Klasse 6



bekannten Satz darstellen. Dabei darf der Turm
niemals auf einem schraffierten Feld stehen und iiber
ein solches hinwegspringen. ’

P
der .swen/(////// hen | eck | ste

7

recht

%7 '

%/an go | in| a |dem| di | s
fen

V,
ein | na | auf /// dra | de | wver | chen

Lehrerin Irmgard Triger,
Dr.-Richard-Sorge-OS, Ebersbach

Legespiel

Zahlreiche Teilnehmer der XIV. Internationalen Ma-
thematikolympiade kauften sich in Torun ein Lege-
spiel.

Die 12 Teile sind so zusammenzusetzen, daB ein
Rechteck entsteht. Wer schafft’s, einfach ist es nicht!

»- .. und das bringt uns genau dorthin, von wo wir
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ausgegangen waren . ..
Eingesand! von Ing. H. Decker, Koin

Romﬁntiker

Auf Integralsuche ziehen wir aus
am Morgen.
Unsere Wohnungen sind
Quadratwurzeln. Den Durst
16schen wir aus den breiten Stromen
der Sinuskurven.
Abends,
nach bestandenen Differenzen mit
Drachenvierecken,
ist Tanz im schnellen Logarithmus.
Unser Ziel liegt dort,
wo die Parallelen verschmelzen;
bis dahin miissen sie
in Bewegung bleiben.

Iris Schilke, Oberschiiferin (17 Jahre)
(2. Zentrales Poetenseminar der FDJ, Schwerin)

,»,Jch wiederhole die Aufgabe: Aus den Stiddten 4 und
B fuhren sich zwei Ziige entgegen . ..

Aminodow Kanjewski, Moskau
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Aufgabe

Fine Aufgabe der DDR-Mannschaft

XIV. Internationale Mathematikolympiade

Letzter Einsendetermin: 5. Mdrz 1973
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Wir slellen noch einmal die Mitglieder der
DDR-Mannschaft, Teilnehmer der XIV.
IMO vor — gezeichnet von Prof. Dr. Leon
Jesmanowicz, Sektion Mathematik der Co-
pernicus-Universitit Torun — Stellv. Vor-
sitzender der Jury der XIV. IMO:

Pawel Kréger — Harald Englisch (Initiator
der vorliegenden Aufgaben) — Albrechs
Hefi— Olaf Bohme — Hans-Jiirgen Fischer —
Gerd Weiflenborn — Rainer Siegmund-Schult-
ze — Marthias Giinther

Bilanz 1972

Eingegangene Losungen: 41000

Verliehene Urkunden und Abzeichen: 2 300
(davon 300 in Gold) Ubersandle Preise: 200

Auf weiterhin gute Zusammenarbeit!
Eure Redaktion alpha

Seit Griindung der Zeitschrift gingen ber
150000 Losungen ein. Ebenso viele Antwort-
karten erhielten ihre Einsender. Uber die
Hilfte aller Aufgaben stammten aus der Feder
unserer Leser. In unermiidlicher Kleinarbeit
wurden alle Aufgaben von Nationalpreistri-
ger Oberstudienrat Dr. R. Liders und Stu-
dienrat Th. Scholl (beide Berlin) bearbeitet
und exakte Losungen dazu formuliert. Dafiir
sagen wir all unseren Mitarbeitern herzlichen
Dank und sprechen Anerkennung aus fiir die
hervorragenden Leistungen. Unser Dank
gilt aber auch den Korrekloren und dem Ver-
lag Volk und Wissen, der die umfangreichen
Geldmittel fiir den alpha-Wettbewerb bereit-
stellte.



W 10/12 w878 Wir berechuen die Differenz
der beiden Werte und erhalten
V-V

=§h (r12+r22)—§h 2 +rr,+r,%

=ghGr+3r? =2~ 2r,r, 212

=§h (r,2—2r,r,+1,2)
=gh (r —r).

Nun ist nach Voraussetzung r, —r,#0, also
(r;—ry)? >0. Daraus folgt

V'—¥>0, d.h, V'>V. Der Nidherungswert
V' ist also groBer als der genaue Wert V.

*10/12* 880 Wir bezeichnen die Lingen
der Strecken, m die jede der Seiten des Viel-
ecks durch die Berlihrungspunkte zerlegt
wird, der Reihe nach mit uy, vy; Uy, ty;
Uz sy (VgL die Abb.).

Dann gilt
Sy Sy g
S3 =Hy; +0Uy, .

(m

S2n=izpt V20
Ferner gilg da die Abstinde des Schnittpunk-
tes zweier Tangenten eines Kreises von den
Berithrungspunkten gleich sind,

@
Uan—1= Uz,
Vo, =Uy .
Aus (1) und (2) folgt
Sy+Sy+Ss+ .Sy =ug )+ (us+vs)
+us+us)t ..+ (uzpn 020 1)
=y, tuyF o tug iy tugt . it iy,
=(uy+og)+ (g +vg)+ . +{tigy+Lay)
=S;+5,+...45,;,, wzbw

O]

Bemerkung :

Im speziellen Fall 2rn=4 erhalten wir cin
Tangentenviereck, und es gilt s; + 53 =5, + 4.
Damit haben wir, gleichzeitig den bekannten
Saiz bewiesen, wonach in jedem Tangenten-
viereck die’ Summen der Lingen je zweier
gegeniiberliegender Seiten gleich sind

54882 Zwei Gewichtsteile Zinn und drei
Gewichtsteile Blei ergeben funf Gewichts-
teile Lotzinn Aus 15:5=3 folgt, daB
3-2kg=6kg Zinn und 3-3kg=9kg Blei
zur Herstellung von 15 kg Léizinn bendtigt
werden.

W5a883 Wir rechnen 157-1=156,
156:13=12, 12:3=4. Aus x:13=4 folgt dann
x=352. Dem Leser [ehlt dic laufende Num-
mer 52 dieser Zeitschrift.

W 5m884 Da Doris Schiilerin einer dritten
Klasse ist, im Alter von sechs Jahren einge-
schult und regelméBig versetzt wurde, muB3
sie entweder 8 oder 9 Jahre alt sein. '

Aus 8=14+7=2+46=3+5=44+4 und
T—1=6#4, 6-2=4, 5-3=2%#4, 4—4=0
#4 folgt, daB} die Schwestern 2, 6 und 8 Jahre
alt sind.

Aus 9=1+8=2+7=3+6=4+5 und 8-—1
=T7+#4,7-2=5#4,6—3=3#4,5—4=134
folgt, daB die obige Losung die einzige ist.

*5%885 Wir stellen einige der Unglei-
chungen so um, daB alle Ungleichungen das
gleiche Relationszeichen enthalten.
1. e<a 3 e<c, 5. b<a, 7. a<c,
2 b<c, 4. d<e, 6. b<d, 8 d<a
Aus der Verkniipfung der Ungleichungen
unter 6., 4., 1. und 7. erhalten wir die fort-
laufende Ungleichung b<d<e<a<c Die
Ungleichungen unter 2, 3., 5. und 8. werden

.zur Losung nicht bendtigt.

*5%886 Es sei zy die Anzahl der Schiiler,
die keine Aufgabe 16sten, und es seien z4, z,,
z4, .z, die Anzahlen derjenigen, die penau
eine, genau zwei, genau drei bzw. genau vier
Aufgaben losten. Dann betrigt die Anzahl
der insgesamt gelsten Aufgaben 2-36=72.
Ferner gilt z,=72:3=24. Aus 36-24=12
folgt nun zo+2; +2342, =12 Wegen zp=2z,
und z,=z3=2-z, folgt daraus durch Ein-
setzen z,+2z,+2-z,+z,=12 und damit
6-2,=12, also z,=2 Damit erhalten wir
weilter zg=2, z; =4 und z3=4.

Zwei Schiiler losten keine der vier Anfgaben,
vier Schiiler 18sten genau eine, 24 Schiiler

‘genau zweli, vier genau drei und zwei genau

vier Aufgaben.

6 4887 Fiir den Flicheninhalt eines Rhom-

“bus ABCD gilt einmal A=a - h,, Zum anderen

A=t 4c eB+l.Ac-Ep
2 2
) [

ha

- *6* 891

|

=%-E-(E_B+5)= -ac-BD=L.c 1

N =
S}

Daraus folgt 2a-h,=e"f.

W 6 w888 Aus 54:2,7=20 folgt, daB insge-
samt 20 Fuhren verladen wurden. Angenom-
men, der zweite LKW habe wihrend der
Arbeitszeit x Fuhren verladen, dann kommen
in der gleichen Zeit aul den crsten LKW

g x Fuhren und aul den dritten LKW % x

Fuhren. Aus g x+x+§ x=20 folgtL —l§0~ x=20,
also'x=6.

Deféfgrste LKW beforderte 10, der zweite 6
und der dritte 4 Fuhren. Die Baustellen er-
hielten somit 27 t, 16,2t und 10,8 t Kies.

W 6 m889 Fsseimdie Anzahl der am Wett-
bewerb teilnehmenden Mﬁ(_ichen und j die
der Jungen. Wegen 61—10=51 gilt dann
k-m=>51, wobei k eine natiirliche Zahl ist.
Aus 51=1-51=3-17=17-3=51-1 folgt,
daB m gleich 51, 17, 3 oder 1 sein kann.
Wegen j+m=61 ist dann j gleich 10, 44, 58
oder 60. Nur im Falle m=17, j=44 gilt aber
j>2m und j<3m.

Am alpha-Wettbewerb beteiligten sich dem-
nach regelmaBig 17 Madchen und 44 Jun-
gen aus diesen beiden Klassen.

*6%890 Bei Division einer natiirlichen
Zahl durch 6 kbnnen dic Reste 0, 1, 2, 3, 4
oder 5 aultreten.

Angenommen, p lasse bei Division durch 6
den Rest 2. Dann ist p—2 durch 6 teilbar,
also eine gerade Zahl. Dann mufl p selbst
gerade sein, was nicht moglich ist.
Angenommen, p lasse bei der Division durch
6 den Rest 3. Dann ist p—3 durch 6 und
damit auch durch 3 teilbar. Dann mub p
selbst durch 3 teilbar sein, was nicht méglich
ist.

Angenommen, p lasse bei Division durch 6
den Rest 4. Danri ist p—4 durch 6 und damit
auch durch 2 teilbar, also eine gerade Zahl.
Dann mufl p selbst gerade sein, was nicht
mdglich ist. Daraus folgt, daB jede Primzahl
p> 3 bei Division durch 6 entweder den Rest 1
oder den Rest 5 Bt

Zum Beispiel 146t bei-Division durch 6 die
Primzahl 7 den Rest 1 und die Primzahl 11
den Rest 5.

Da die Dreiecke AMC und MBC
und auch die Dreiecke AMP und MBP
jeweils eine gleich lange Grundlinie und
Hohe haben (vergl d. Bild), gilt fiir jhre
Fldcheninhalte: :
Aame=Aypc und A gyp=Aygp-

¢
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Daraus folgt

Apca=Agsc— Aame=Ampc— Ausr= Apsc.
w.z.b.w.

74892 Wenn eine Zahl durch 36 teilbar ist,
so ist sie anch durch 9 und durch 4 teilbar.
Wegen 3+7=10 und wegen der Teilbarkeit
durch 9 gilt fiir die Quersumme der iibrigen
Ziffern entweder 2-(x+))=8, also
x+y=4, oder 2-(x+y)=26, also x+y= 13.
Wegen xs0 erhalten wir fir die aus den
letzten beiden Zilfern gebildete Zahl, die
durch 4 teilbar sein soll, folgende Moglich-
keiten:

04, 13,22, 31, 49, 58, 67, 76, 85, 94. Von digsen
Zahlen sind nur 4 und 76 durch 4 teilbar. Es
gibt genau zwei Zahlen, die die Bedingungen
erfiillen, sie lauten 403 704 und 673 776.

vier

W 78893 Die zweistellige Zahl  sei
z=10a+b mit 1 £¢=<9 und 0<HZ9. Wegen
401 =1600>999 gilt a<4. Quadratzahlen
enden nur auf die Ziffern 0, 1, 4, 5, 6 oder 9.
Daraus folgt wegen a0 somit auch a#2
und a#3, also a=1. Deshalb gilt b=1 oder
b=9. )

Es gibt also genau zwei Zahlen, die die ge-
stellte Bedingung erfiillt, sie lauten 11 und 19,
und es gilt 112=121 und 19> =361.

W 7w894 Wir fillen von C das Lot CG=h
aul die Gerade AB und zichen durch F
die Parallele zur Geraden CG; sie schneide
AB in H und CD in K. Fir die-Dreiecke
A AHF und A DKF gilt AF=DF, x AHF
=& DKF=90° und x AFH= ¥ DFK
(Scheitelwinkel); deshalb gilt

A AHF=A DKF

und somit auch I-T:ﬁ:g.

Fiir die Flicheninhalte gilt demnach

A —aha =Lloh_di
ABCD AEF 2 2 2 8
4 =l _2ah 1, h_2ah
EBC 5 9 8 coF 9 2 8
K D c
hy
3
F h
W E 56
a

F 8 8 8 8

*7*895 Da a und b natiirliche Zahlen
sind und a>b ist, gilt a—b=1. Multiplizie-
ren wir beide Seiten der Ungleichung mit
a—b, so erhalten wir a+b>ab(a—b). Wegen
a—bz1 gilt dann auch a+b>ab und wegen
a>b gilt 2a>ab, also b<2, das heiBt b=1.

Fiir b=1 erhalten wir nach Belegung
a+i>a. Durch entsprechende Umformun-
a—
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gen ergibt sich daraus wegen a—121 somit
a+1>a®>—a bzw. a*—2a—1<0. Addieren
wir zu jeder Seite 2, so erhalten wir a>—2a
+1<2, also (a—1)><2 Nur die natiitliche
Zahl a=2 erfiillt diese Ungleichung. Es gibt
genau einc Losung, das geordnete Paar (g, b)
=(2, 1) erfiillt die gegebene Ungleichung unter
den gestellten Voraussetzungen.

*7*896 Angenommen, es gibe ein Vier-
eck ABCD mit o+7y=3+06=180°, das kein
Sehnenviereck ist. Aus den Winkelbezichun-

_gen folgt zunichst 1, B, v. 5<180°. Dié Dia-

gonale AC zerlegt das Viereck ABCD in
zwei Dreiecke A ABC und A ACD, die keine
inneren Punkte gemeinsam haben. Da Vier-
eck ABCD kein Sehnenviereck ist, liegt D
nicht auf dem durch die Punkte 4, B und C
gehenden Kreis kp. Der Punkt D ist dann
entweder innerer oder duBerer Punkt des
Kreises k.

1. Fall: D sei innerer Punkt von kj. Die Ver-
Eingerung von AD iiber D hinaus schneidet
kp dann in einem Punkt D. Da Viereck
ABCD’ ein Sehnenviereck ist, gilt §+ "= 180".
Da laut Ausnahme auch f+6=180° gilt,
muBl =5 sein. In diesem Falle stimmen
die Dreiecke A ACD und A ACD’' in zwei
Winkeln und einer Seite iiberein, sind also
kongruent. Damit miiBte D’ mit D zusammen-
fallen. Dies widerspricht der Annahme, daB3
D innerer Punkt von kj ist. Also kann dieser
Fall nicht eintreten.

2. Fali: D sei #uBerer Punkt von kp Dann
liegt C im Innern des Kreises k¢, der durch
die Punkte A, B und D geht Bezeichnen wir
nun D mit 4, 4 mit B, B mit C, C mit D und
kg mit k;, so 1dBt sich dieser Fall aul den
ersten zuriickfiithren. Also kann auch der
zweite Fall nicht eintreten.

Da beide méglichen Fille zum Widerspruch
fiithren, ist der Satz wahr und bewiesen.

34897a) Das Volumen einer Platie von
1 m? Fliche und 50 mm Stirke betrigt

V=1-0,05m3=005m?,
diec Masse betrigt

m=63kg=0,0063t.
Daher betrigt die Dichte

© 00063
0,05

b) Wir erhalten die Masse der Platte von
15,40 m Linge
m,=1540-1-008 0,126t=0,155¢
ny = 155 kp.

t-m*=0,126g-cm™>.

W8 w898 Da dic Quersumme der Jahres-
zahl seines Geburtsjahres nicht grofer als
14+8+94+9=27 ist, ist der Mathemaliker

héchstens 27 Jahre alt und daher in diesem
Jahrhundert geboren. Es sei nun 1900+ 10x
+y das Geburtsjahr des Mathematikers,
wobei x und y natiirliche Zahlen mit
0<x<9 und 0Ly<9 sind. Dann hat der
Mathematiker das Alter 1+9+x+ .
Wir erhalten daher die Gleichung
(1900 +10x+y)+(1+ 9+ x+y)=1972
Daraus lolgt 1910+ 11x+2y=1972, -

11x+2y=62, (2)

1lx=62-2y. (3)

Wegen 0<y<9 gilt 0<52y<18,

(M

also 4<11x<62, d.h 4§x§%.

Da x eine natiirliche Zahl ist, gilt also x=4
oder x=35.

Fiir x=4 erhalten wir aus (2)
2y=62—11x=62—44=18, also y=9.

Fiir x=35 erhalten wir 2y=62—-55=7, was
nicht méglich ist, da y eine natiirliche Zahl
ist.

Dabher hat die Gleichung (3) und damit auch
die Gleichung (1) genau eine Lbsuhg, die
den gegebenen Bedingungen entspricht, ndm-
lich x=4. y=9.

Das Geburlsjahr des Mathematikers ist daher
1949, sein Alter ist 14+9+4+9=23 Jahre.
Wir crhalten ferner 1949 +23=1972.

W8 w899 Da BD die Symmetrieachse des
Drachenvierecks ABCD ist, gilt AE=EC
=4cm, AD=CD=5cm und & DAB

= ¥ DCB=90°. Ferner stechen die Diago-
nalen BD und AC aufcinander senkrecht.
Wit kénnen daher die Linge der Strecke DE
nach dem Satz des Pythagoras aus dem
rechtwinkligen Dreieck AED berechnen:
DE?=AD? - AE* =25 cm®>—16 cm®>=9 cm?,
DE =3cm.

Nunmehr kénnen wir nach dem Katheten-
satz die Lange der Seite BD aus dem rechi-
winkligen Dreieck ABD berechnen und er-
halten

AD?>=DE - BD,
— D2
also BD =g=écm=81cm.
DE 3 3
D
A 7 ¢
8

Die gesuchte Linge der Diagonale BD be-

tragt also 8% cm.

*8*900 Es sei a dic MaBzahl der Linge
(in km) der von dem Schiff zuriickgelegten
Strecke. Ferner sei x die MafBzahl der Zeit
(in Stunden), die das Schiff bendtigt, um
eine Strecke von @ km Linge in einem ru-
henden Gewiisser zuriickzulegen, und y die
MaBzahl der Zeit, in der die Strémung des
Flusses — also auch ein FloB auf diesem
FluB — eine Strecke von a km zuriicklegt.



Dann ist die Geschwindigkeit des Schiffes
in einem ruhenden Gewidsser gleich

gkm-h“ und die Geschwindigkeit der
Stromung gleich 2 km-h™!. Firr die Fahrt
stromabwirts be:t')tigt das Schiff 34, seine
Geschwindigkeit betridgt also %km-h".
Diese Geschwindigkeit erhalten wir aber
auch, wenn wir die Geschwindigkeit des

Schiffes in einem ruhenden Gewdsser und
die Geschwindigkeit der Strémung addieren.”
Esgiltalso 2+9=2

273 (1)

Nun erhalten wir die Geschwindigkeit des
Schifles bei der Fahrt stromaufwirts durch
aa a_a

Subtraktion von £ und 2: 224 (2)
x yx y 4
Hieraus erhalten wir weiter durch Addition
2a_a,a 2a_Ta
x 3 4 x 12
und hieraus wegen a#0
2.7 24
Z= x=27
x 12 7
Ferner erhalten wir durch Subtraktion aus
(1) und (2)
2_4.8 a0 2=l yom
y 3 4 y 12

Das Schifl benétigt also fiir eine gleichlange
Strecke in einem ruhenden Gewisser

2y 33 ha3h 26 min.

7 7
Ein FloB, das stromabwirts (reibt, wiirde
eine gleichlange Strecke in 24 h zuriicklegen.

“8*901 1. Es sei ABCD ein gleichschenk-
liges Trapez mit AD = BC, in dem die Diago-
"nalen AC und BD auleinander senkrecht
stehen. Ferner seien S der Schnittpunkt der
Diagonalen und E bzw. F die Projektionen

von § auf AB bzw. CD (vgl die Abb.).
D F o

A £ 8

Dann gilt ¥ AES=90° und, da EF die
Symmetrieachse des Trapezes ist, X ESA
=45°, also auch & SAE=45°. Daraus folgl
AE=ES. Analog beweist man, daB auch
DF=FS gilt. Daher gilt

ﬁ:ﬁ+ﬁ=ﬁ+5§=§+?
=E§+C—D
2

Damil haben wir bewiesen, daB die Hohe

EF ebenso lang wie die Mittellinie ist.

2. Es sei ABCD ein gleichschenkliges Trapez

mit AD=BC, in dem dic Hohe ebenso lang

wie die Mittellinie ist, in dem also

AB+CD
2

EF= =AE + DF gilt (1)

Da EF dic Symmetrieachse des gleichschenk-
ligen Trapezes ist, gilt

¥ AES= ¥SFD=90°,

¥ ESA= & FSC= & DSF,

A AES~A FDS. Daraus [olgt
ES:FS=AE:DF,

S AE;F S )
DF
Aus (1) und (2) erhalten wir daher

ES+FS=EF=AE+DF,

also

Al IS FS —4E+DF .
DF
FS(AEDF)=/E+D—F,
bF
FS=DF.

Also ist das rechtwinklige Dreicck SFD
gleichschenklig, und es gilt

¥ FDS= ¥ DSF=45°
Ferner ist aus Symmetriegriinden auch
¥ FSC=45°, also & DSC=90°, d h., die
Diagonalen AC und BD stehen aufeinandex
senkrecht, w. z b. w.
Bemerkung: Wir kdnnen die unter 1 und 2
bewiesenen Aussagen auch wic folgt zusam-
menfassen:
In jedem gleichschenkligen Trapez stehen
die Diagonalen aufeinander senkrecht genau
dann, wenn die Hohe des Trapezes ebenso
lang wie scine Mittellinie ist.

94902 Es ist zweckmiBig, zur Losung die-
ser Aufgabe zwei Fille zu unterscheiden:
1. Fall: n ist eine ungerade natiirliche Zahl,
also n=2a+ 1, wobei a cine natiirliche Zahl
mit g2 1 ist. Dann ist auch
n?=(Q2a+ 1Y’ =4a2+4a+1=2(2a*+2a)+1
=2k+1
eine ungerade natiirliche Zahl
Nun gilt [ir jede natiirliche Zahl k
(k+1)2— k2 =k?+2k+1—k>=2k+1.
Wir erhalten daher
n?=2k+1=202a%+2a)+1
=(2a%+42a+ 1 —(2a® + 2a)*,

d. h., wir kdnnen das Quadrat einer jeden

ungeraden natiirlichen Zahl n=2a+1 mit

« a21 als die Differenz der Quadrate der von

Null verschiedenen Zahlen 2a®+2a+1 und
24% +2q darstellen. Zum Beispiel erhalten wir

fiir  a=1: 32= 52— 42,
a=2; 52=132-12%,
a=3: 72=252_-24

2. Fall: n ist eine gerade natirliche Zahl,
also n=2a, wobei a eine natiirliche Zahl
mit a>1 ist. Nun gilt fiir alle natiirlichen
Zahlen a

@+1¥? —(a*— 1) =a*+2a> +1—a* +2a°

T 1=4a%

also  (2a)=(a*+ 12— (a*—1)?,

d. h,, das Quadrat ciner jeden geraden natiir-
lichen Zahl 24 mit a> 1 138t sich als Differenz
der Quadrate der von Null verschiedenen
natiirlichen Zahlen a®+1 und a®>~1 darstel-
len, w. z. b. w., z. B. erhalten wir fiir

a=2: #= 52— 3,
a=3: 6*=10%— 82
a=4: 82=172-15%

W 9a903 Es sei x eine reelle Zahl, fiir die
die gestelllen Bedingungen erfiillt sind. Nun
gilt
AHLL] = /i[5x+2) =4(5x+2)*—13

=425x> +20x+4)— 1,3

= 100x2+80x+14,7.
Ferner gilt '
£UAW] = f[4x7—13] = 5@x* - 1,3)+2

= 20x2—4,5. (2)
Wegen f, [£200)] =1 [fi(x)] folgt aus (1)
und (2) 100x*+80x+14,7=20x2—45, (3)

© 80x%480x+192=0,
x*+x+024 =0 4)
Diese quadratische Gleichung hat genau zwei
reelle Losungen, nimlich
xy=—0,5+./025-024=-05+,/001
=-05+0,1=-04,

x,=-05-0,1=-06.
Dabher sind fur die reellen Zahlen x,=-0,4
und x,=—0,6 und nur fiir diese die Glei-
chung (4), also auch die Gleichung (3) und
damit die gestellten Bedingungen erfiillt.
Es gibt also genau zwei reelle Zahlen, ndm-
lich x=—0,4 und x= —0,6, lir die £, [ /3 (x)]
= LA gilt.

W 9m904 Es sei M der Mittelpunkt des
Rechtecks ABCD, und es sei MT das von M
aul die Seite GH des Rhombus EFGH
gefillte Lot (vgl. die Abb.). Dann ist MT = r
der Radius des dem Rhombus eingeschrie-
benen Kreises. Man kann diesen Radius
leicht berechnen; denn der Flicheninhalt
des rechtwinkligen Dreiecks HMG ist einer-
seits gleich

(1}

1 a a

A =—q—=—,

1272 4
D a G [
@ T
2 r
H M F
g

2
A a £ 8

andererseits, wenn wir die Seite GH als
Grundseitc wiahlen, gleich

A =1GH MT=1GH "
2 2

Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras
[T 722 5. a -~
GH= [a*+(2) = [2a2=2 /5.

\/ “ (2 i =Y
Wir erhalten daher

— 2 ~
%'g\/5'1‘=%, J5r=a,
r=%=g JS.
NEE .

Der Radius des eingeschriebenen Kreises ist
daher glcich r=§Js; der Flicheninhalt

dieses Kreises betrigt

2
A =1|:r2=n(i_) ="g2
2 J5 5

*9*905 Es seien F und G die Schnitt-
punkte der Geraden ED mit den Geraden AC
bzw. BC. Ferner sei ¥BCA=a. Dann ist,
weil die Dreiecke ABC, EAC und CBD nach
Yorausselzung kongruent sind, auch ¥ ACE
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=¥ DCB= ¥BCA=a, also XDCE=3a,
Wegen a<60” ist 3a<180°. Daher ist das
Fiinfeck CEABD konvex, und die Punkte F
und G sind innere Punkte dieses Fiinfecks.
Ferner gilt

XCEA= a:EAc=90°-g und

¥ CED=90° —%a,

3
1 FEA={90°=%Y_{90°—2¢ | =4.
also <« <9 2) (90 Za) o

Nun ist X AFE AuBenwinkel des Dreiecks
CEF; es gilt also

«):AFE=a+90“—%a=90°—%= XEAF.

Daher ist auch das Dreieck EAF gleich-
schenklig, und wir erhalten EF=EA=aq.
Andererseits gilt AEAF~ACEA.
Wir erhalten also, wenn wir AF= y seizen,
y:a=a:b,
.V—?~
Setzen wir ferner FG=z, so erhalten wir
wegen FG | AB nach dem Strahlensatz
z:a=(b-y):b,
a 2

_atb-y_“\""3) _a?-a?

e B B
Nun glll EF=GD=a, also
ED=EF+FG+GD=2a+z
a(b? —az) 2ab?*+ab*—2*

=2a

T b
3ab? —a? — a(3b*-a?)
== also.ED=—T—~.

Bemerkung: Wir haben dicse Aulgabe auf
clementargeometrischem Wege gelost. Wir
konnen die Aulgabe aber auch mit Hille der
Trigonometrie 16sen. Fiir eine solche Losung,
die etwas komplizierter ist, bendtigen wir die
Forinel fiir cos 3o und den Kosinussatz der
ebenen Trigonometrie. Wir erhalten ndmlich,
wenn wir dieselben Bezeichnungen wie oben
wihlen,

ED?=b*+4b2—2b%cos 3a=2b*(1 —cos 3a)
Nun gllt
51n2 5 cosa=1—2sin? i—l_ﬁ’ also

cos3a=4cos*x—3cosa

af1-2Y 312
—('2—1,5)_<—ﬁ)

3a®  3a* 4° 34°
—4f1-2%4 429 4 ) _3,°9
( 2b2+4b‘ 8b“> 25%

2 6
1‘%"’%_%’3' Daraus (olgt

ED*=2b*(1 —cos 3a)

2f9a% 3a* o
=2b (21;2 T

2\2
<05

und hieraus wegen 3b2>a?

142

wie oben.

= a*\ a(3b2—a?)
ED=a<3—ﬁ)=T

*9*906 Es sei ABCD ein Sehnenviereck,
dessen Umkreis den Mittelpunkt M und den
Radius r hat (vgl. die Abb.).

Dann gilt fiir den Fldcheninhalt dieses Seh-
nenvierecks

A=A+ A+ Az +A,,
wobei A,, A,, A;, A, die Flacheninhalte der
Dreiecke MAB, MBC, MCD, MDA sind.
Ist h, die Lange der von A ausgehenden Hohe
in dem Dreieck BM A4, so gilt

1
A1=5’ha;

denn wenn wir die Seite MB als Grundseite
wihlen, ist der Flicheninhalt dieses Dreiecks
gleich dem halben Produkt aus der Linge r
der Grundseite und der Linge h, der zuge-
horigen Hohe. Nun ist aber h,<r; denn in
jedem Dreieck ist eine Hohe kleiner als jede
der ihr anliegenden Seiten. Wir erhalten daher

Algérz

Analog erhalten wir die Ungleichungen
1 1

4,557 , A:sir2 A=

A=A+ A+ A3+ A,

_;,z_ Dabher gilt

é% (r*+r2 4P 4r)=2r% wzbw.

Bemerkung: Wir konnen den Beweis auch
trigonometrisch fiihren. Wir erhalten namlich

A =% rzsimpléérz, wobei

@=%BMA und sing; 21 gilt.
Wie oben erhalten wir dann weiter die
Ungleichungen

a,sie asie asle
2 2 4=2
und hicraus

A=A+ A+ Ay + A, S 202

104907 Die Ungleichung (3) ist noch rich-
tig: nlgg>n+1)lgg.
Dabei ist aber g g negativ, weil 0<g<1 gilt.

" Nach dem Monotoniegesetz der Multiplika-

tion fiir Ungleichungen ist aber, wenn man
auf den beiden Seiten einer Ungleichung mit

der. gleichen negativen Zahl (hier 1—8171) mul-

tipliziert, das Zeichen > durch das Zeichen <

zu ersetzen, was bei der falschen SchluB-

weise oben nicht beachtet worden ist. Daher

ergab sich die falsche Ungleichung n>nr+1.

Richtig folgt aus der Ungleichung (3)
n<n+l1.

W 10=908 Es gilt

2=10%%7141=10%57"3 4]
—(10557P 412,

Nun gilt fiir alle reellen Zahlen a und b

(vgl. Tafelwerk, 7.— 12. Klasse, S. 57)
a®+b3=(a+b)(a®—ab+b?).

Wir setzen 2=105%7, b=1 und erhalien hieraus
2=(10%57 +1) (105572 - 10657 + 1).

In dieser Zerlegung sind beide Faktoren

ganzzahlig und groBer als 1; daher ist z keine

Primzahl, w.z.b.w.

W 10m909 Es sei AC=x, CB=y, CD=z.
Dann ist der Flicheninhalt des Kreises mit
CD als Durchmesser (vgl die Abb.) gleich

A, =§z2. (1)
Ferner sind die Flidcheninhalte der Halbkreise
iiber AB, AC bzw. BC gleich

T b4
A, =34y A=, 2

Dabher ist der Flicheninhalt der in der Abbil-
dung waagrecht schraffierten, durch die drei
Halbkreisbogen begrenzten Figur gleich

A=A, A, A———(x+y)2——x1—g-y2

L)
A4—§y .

=8—(xz+2xy+y2—xz——y2)

=7§t'2xy=§xy. (3)

Nun ist nach dem Thalessatz das Dreieck
ABD rechtwinklig; daher gill nach dem
Hohensatz

22=xy.
Wir erhalten daher wegen (1) und (3)

T
Al=zzz=§xy=A5. )

Der Flicheninhalt des senkrecht schraffierten
Kreisesmit CD als Durchmesser ist also gleich
dem Flacheninhalt der in der Abbildung
waagrecht schraffierten Figur, die durch die
drei Halbkreisbogen begrenzt ist.

*10* 910 Es sei x eine natiirliche Zahl von
der geforderten Eigenschalt; dann gilt
x?=864r=25-3*-n
wobei_n eine von Null verschiedee natiir-
liche Zahl ist. x? ist also teilbar durch 2°
und 32; daher ist x teilbar durch 2* und 3%,
also, da 2 und 3 teilerfremd sind, durch
2%-32=72 x ist also ein Vielfaches von 72;
es gilt daher x=72 m, wobei m wegen x#0
eine von Null verschiedene natiirliche Zahl ist.-
Andererseits gilt fiir jede natiirliche Zahl
x=12m ’
xX=(2mP=722m*>=72-12-6m*
=864-6m?, d. h.
x2 ist ein Vielfaches von 864.
Daher haben alle natiirlichen Zahlen, die von
Null verschieden, Vielfache von 72 und klei-
ner als 864 sind, und nur diese Zahlen, die
geforderte Eigenschaft, also genau die Zahlen
72, 144, 216, 288, 360, 432, 504, 576, 648,
720, 792.



Lisumgen zn
Mit Zirkel wnd Zeichendreieck (5/72)

Figur 1: Quadratfliche Rosette

Verhiltnis 1: (1—2)

Figur 2: Quadratfiiche vier Mondchen
Verhiltnis 1:1

Figur 3 Quadratfliche zwei Mondchen
Verhaltnis 2:1

Figur 4: Schraffierte Fliche 4=r* (4—n)
Figur 5: Die schraffierte Fliache betragt die
Hilfte des groBen Quadrats

Figur 6: Die schraffierte Flache betragt 2
bzw. die Halfte der Quadratfliche

Lisungen zu alpha-heiter (Heft 6/72)

Magischer Wiirfel

Die Summe der vier Zahlen in den Ecken
eines jeden Seitenquadrates des Wiirfels sei s.
Zwei einander gegeniiberliegende Quadrate
enthalten alle acht Zahlen, also ist 25 gleich
der Summe der Zahlen von 1 bis 8:

25=36 s=18. .
Wir ordnen ohne Beschrinkung der Allge-
meingiiltigkeit der Wirfelecke rechts oben
vorn die Zahl | zu. Von diesem Punkt gehen

drei Kanten aus nach drei Punkten mit den
Zahlen a, b, ¢ (Bild 1).

Werden die Quadrate, von auBen gesehen,
rechtsherum umlaufen, so erhalten wir ge-
ordnete Zahlenfolgen, wobei jeweils die dritte
Zahl durch einen Punkt angedeutet wird.

Oberes Quadrat la b
Vorderes Quadrat 16 - ¢
Seitliches Quadrat lc-a

Wir erkennen, daB die drei Folgen paarweise
gekoppelt sind durch die Zahlen a, b, c.
Nunmehr stellen wir mit vier Zahlen alle
Kombinationen auf, die die Zahl 1 enthalten
und die Summe s=18 haben.

1. 1278 1I. 1368 III. 1458 IV. 1467
Mit je drei von ihnen bilden wir geordnete
Zahlenfolgen nach dem obigen Schema.

IT 1638 T '1728 1 1728
111854 II11854 II 1836
IV 1476 IV 1467 1V 1647

Die Zahlenkombinationen I, II, I lassen sich
nicht koppeln; sie enthalten schon alle acht
Zahlen. )

Es gibt somit drei verschiedene Zuordnungen
der Zahlen 1 bis 8 auf die Ecken eines Wiir-
fels derart, daB die Summe der vier Zahlen
in den Ecken eines jeden Seitenquadrats 18
ist. (Bild 2, 3, 4)

Aums der Zeit des Adam Ries

A. Ries hatte in der Zwischenzeit lingst
den Thaleskreis iiber A8 geschlagen und
konnte so mit groBer Geschwindigkeit cinen
rechten Winkel nach dem anderen zeichnen.
A: Ries hatte also — statt des Zirkels am Hut -
die Konstruktionen im Kopf.

Legespiel

—

Turmsprung

In jedem Drachenviereck stehen die Diago-
nalen aufeinander senkrecht.

a 3 § 2 7 2 7 Kryptarithmetik

I I -
b 1 el 4 Py 4 8 4 10+5 =13
A | l | - 4+ —
} i } 5-4=1

| .
2)—— 7 Ip— 6 SN + + =
4 / s 446 =10
abbg © 5 4 5 b2 * 3 6 19—15= 4
Hans Jickel Heute wird jeder auf irgendeine Weise mit der Mathe-

heute

Format 12,5cm x 20,0 cm
Pappband kaschiert 4,80 M

Urania-Verlag
LEIPZIG - JENA - BERLIN

Mathematik

Mathematische Schiilerbiicherei Nr. 66

_ 128 Seiten, 28 Strichzeichnungen,

Aus dem Inhalt: Einige Wesensziige der ,,Mathematik
heute** — Probleme des mathematischen Modellie-
rens — Von der Praxis zur abstrakten Theorie ... —
und wieder zuriick zur Praxis — Die Komplexitiit der
mathematischen Gedankenwelt — Massenerscheinun-
gen in Natur und Gesellschaft — Die Operationsfor-
schung — Die zukiinftige -Entwicklung der Mathe-

matik.

matik konfrontiert. Wir sprechen von Mathematisie-
~rung und meinen damit, daB es notwendig ist, die
Mathematik fiir alle Bereiche des gesellschafilichen
Lebens immer besser nutzbar zu machen.

Der Autor erldutert die wachsende Bedeutung mathe-
matischer Modelle und Methoden, indem er die wich-
tigsten Ergebnisse der Mathematik veranschaulicht,
die verstirkte Anwendung des mathematischen Wis-
sens auf allen Gebieten zeigt und das Interesse der
Leser (ab Klasse 11) auf die mit den Hauptrichtungen
des wissenschaftlich-technischen Fortschtitts verbun-
denen mathematischen Problemen lenkt.
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Vero Construc

fiir die Schépfer der Welt von morgen

g L ¢

el

Wir Erwachsenen haben als 10- und 12jahrige
mit dem Metall-Konstruktionsbaukasten ge-
spielt, mit Lochstiben, Schrauben, Muttern,
Schraubenziechern, Mutternschliisseln. Heute
jonglieren die 10- bis 12jahrigen schon mit
ganz anderen Begriffen herum: Schaltung,
Relais, Transistor; und schon die Dreikise-
hochs, die noch nicht zur Schule gehen,
wollen nicht mehr nur Baukltzchen auf
Bauklotzchen legen, sie wollen schon an
Vatis Werkzeugschrank, wollen konstruieren
und erfinden.

Fiir diese Jungen Techniker wurde in den
60er Jahren in einer Seiffener Spielzeugent-
wicklungsstelle das ,.bau-mit“-System ent-
wickelt, eine Vorstufe des Vero-Construc.
In den guten alten Bauklotzwiirfel wurden
Gewindelécher gebohrt, er wurde zum Kno-
tenstiick. Dazu kamen Leisten mit Lochern,
groBc Schrauben und Muttern, den aus z. T.
farbig gebeiztem Buchenholz. Bald merkten
die Spielzeuggestalter, daB sich aus dem
System viel mehr machen lieB, daB es sich
schoell nach allen Regeln der Technik aus-
bauen lieB.

Beim Wurfe] fing es wieder an. Aus seiner
Kantenlinge ergab sich der Grundraster,
sic war bisher 30 mm. 30 war aber keine
Vorzugszahl, beim Raster 30 wiirden viele
Rechenexempel nicht aufgehen, z. B. wenn
einmal Zahnrtider entwickelt werden. Es
miifite ein 32er Wiirfel sein, das ging aber
aus produktionstechnischen Griinden nicht.
Schweren Herzens blieb man beim Raster
30. Kantenlinge des Wirfels und Lochab-
stand bei den Lochleisten waren die Bezugs-
punkte.

VC 100 und VC 200 erschienen in den Spiel-
zeuggeschii(ten — Baukasten mit Gewinde-
wiirfeln, ~ Quadern und Lochleisten aus
gebleichtem Buchenholz, Schrauben, Mut-
tern, Gewindestiben, Felgen, Bereifung aus
farbenlreudigen Plasten. Dann kamen also
die Zahnrader.

Wenn Kinder elementare, mechanische Funk-
tionen kennenlermen sollten, kam man um
Zahnrider nicht herum. Ubersetzung und
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Teilnehmer des alpha-Clubs der 29. OS Leipzig beim Bau von Modellen nach eigener Fantasie.

Skizze zur Ausbildung eines’ Zahnrades

Untersetzung sollten veranschaulicht werden,
die ZahnradgréBen muBten so abgestuft
sein, daf} sich die Verinderung der Drehbe-
wegung entsprechend der GroBe des Zahn-
rades klar erkennen 14Bt. Drei Zahnrider
sollten es deshalb sein, die groBe Toleranzen
zulassen, denn fiir diesen Baukasten mit
seinen vielen Holzteilen waren grofe Pas-
sungen nolwendig.

Es kam nur ¢in grofer Modul (Zahnteilung)
in Frage, groe Zihne, die ihren Zweck
erfiillten, auch wenn die Toleranz der Achs-
abstinde +1 mm betrug. Verschiedene For-
derungen muBten also in Einklang gebracht
werden. Auf dem 30er Raster wurden 3 ver-
schieden groBe sich berihrende Kreise ge-

funden, die Teilkreise (dy [d Null]) der Zahn-.

rider, die sich durch den geforderten Modul
6 (m 6) teilen lassen. m 6=6 - ==18,84 mm
von Zahnmitte zu Zahnmitie auf den Teil-
kreis bezogen.

Die Teilkreise sind: ¢§36, (#78, J96 mm

Die Zihnezahl (Z) wird errechnet: Z =%
m

Beispiel: Rad 2=78:6=13 Zahne

Den Modul 6 aufl %36 (Rad 1) anzuwenden,
unterschreitet die Grenze des technisch Mog-
lichen. Es wird ein sogenanntes korrigiertes
Zahnrad verwendet, bei dessen Berechnung
noch andere Grundsitze beachtet werden
miissen. Es kann deshalb fiir unser Rechen-
exempel nur als theoretisches Beispiel dienen.
Ergebnisse: Rad 1=6; Rad 2=13; Rad
3=16 Zihne

Nach diesen Ergebnissen wurden die Kopf-
kreise (4,) und die FuBkreise (4;) ermittelt,
die die Begrenzung der Zihne nach oben
und unten angeben:

dy=(Z4+2)-m
&=(Z-25'm
Beispiel:

dy 1=(6+2) - 6=8 - 6=48B mm

de 1=(6-2,5) - 6=3,5-6=21 mm

Die Durchmesser des 1. Zahnrades miiten
also sein:

dy=36 mm; 4,=48 mm; 4=21 mm

Mit Riicksicht auf die groBen Toleranzen

des Systems muBten die Ergebnisse jedoch
etwas abgewandelt werden.
VC 300 heifit der Kasten mit den bunten
Zahnradern.
Mit dem Motor VC 400 und dem dazugehd-
rigen Batterickasten werden alle Construc-
Modelle zum Leben erweckt. Die vorgege-
bene Form des Motorgehduses, abgeleitet
aus dem Raster, war 30 x 30120 mm. Aus
dem Innenquerschnitt 27 mm ergab sich die
maximale Gré68e des Motors, in Frage kam
ein Motor - fiir 4,5 V Batteric ~ mit dem
Durchmesser 27 mm, der Leistung von
14 ¢cm p bei 2400 U/min. Die Aufgabe be-
stand nun darin, in dem noch verbliebenen
Gehéuseraum von 39 mm x 27 mm x 27 mm
(Motorritzel — Mitte bis Ausgang — Mitte)
ein Getriebe unterzubringen, das 2400 U/min
auf ca. 100 U/min reduziert. Das wurde so
erreicht:
1. Das Motorritzel mit der Zihnezahl Z 10
iibertriigl 2400 Ufmin auf ein Tellerrad mit
Z 36.
36:10 =3,6

2400:3,6=667 U/min
2. Das Tellerrad hat 667 U/min. Am Tellerrad
ist ein Ritzel Z 10 befestigt, das also eben-
falls 667 U/min hat. Das Ritzel iibertragt
die Bewegung auf das 1. Stirnrad Z 38.

38:10 =3,8

667:3,8=175~180 U/min
3. Am 1. Stirnrad ist das 2. Stirnrad Z 16
befestigt, das die Bewegung (180 Ujmin)
auf das 3. Stirnrad Z 30 iibertragt.

30:16 =1,8

180:1,8=100 U/min
Die Kraftibertragung muBte so gewahlt
werden, dall bei AnschluB der Plastezahn-
rader VC 300 an den fertigen Motor keine
Gefahren durch Einklemmen entstehen.
Wenn also ein Finger ‘oder Hemdzipfel
zwischen die bunten, rotierenden Zahnrader
gerit, hilt der Motor sofort an. Trotzdem
ist er stark genug, die verschiedensten Ma-
schinen aus Construc-Teilen anzutreiben.
Was lag nun néher, als mit dem Motor Fahr-
zeuge zu bauen?
VC 210 bringt dafir spanlos verformte Holz-
teile, mit denen sich Fahrzeuge bauen lassen.
Im VC 500 sind die verschiedensten Beleuch-
tungselemente, mit denen sich Scheinwerfer,
Blinkleuchten, beleuchtete Verkehrsschilder
usw. montieren lassen.
Die neueste Entwicklung, der VC 220, ent-
hilt Glieder fiir Raupenfahrzeugketten und
Baggerschaufeln, die, mit den Ketten kom-
biniert, Schaufelbander fir Bagger ergeben.
Die Keltenglieder, nach dem Raster
3015 mm groB, lassen sich nach ecinem
einfachen Prinzip zusammenstecken und mit
den bereiften Ridern in das System einfiigen.
Das Vero-Construc-System ist also genau
das Richtige (ar die kleinen Konstrukteure,
es gibt den Sjahrigen und auch den 12jihri-
gen Gelegenheit zu vielen kniffligen Knobel-
aufgaben. B. Scheithauer
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