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Uber die Bedeutung
der Mathematik

fir den
Markscheider

Der Gegenstand des Fachgebietes Markscheidewesen
ist die Ermittlung und Interpretation bergbaulicher
Gegebenheiten in lage- und héhenmabBiger, betrieb-
lich-6konomischer und geologisch-lagerstittenkund-
licher Hinsicht. Die Methode besteht aus der Ermitt-
lung und Sammlung, der Verarbeitung und Speiche-
rung sowie der Angabe den Gegenstand betreffender
Daten und Informationen.

Die Arbeit des Markscheiders beginnt mit der Er-
fassung von Daten. Dabei handelt es sich vor allem
um die Erfassung von MeBwerten, die hauptsichlich
aus Winkeln, Lingen und Hohendifferenzen bestehen.
Wie bereits gesagt, miissen die gemessenen Werte
weiterverarbeitet werden. Ein wesentliches Ergebnis
der Arbeit jeder Markscheiderei ist das bergméannische
RiB-, Karten- und Planwerk, das aus Karten der Erd-
oberfliche, des Grubengebiudes und des Gebirges
besteht und neben vollstindigen Lage- und Hohen-
angaben auch alle interessierenden Qualititspara-
meter der nutzbaren Mineralien enthilt.

Im Markscheidewesen sind dazu oft komplizierte
mathematische Operationen notwendig. Neben der
sphirischen Trigonometrie spielt die ebene Trigo-
nometrie eine dominierende Rolle. Dreiecksberech-
nungen sind in den vielfiltigsten Arten durchzufiih-
ren. Ob bei der Berechnung der Koordinaten eines
trigonometrischen Punktes im Ubertagegelinde oder
bei der Berechnung trigonometrisch gemessener Hohen
in der Grube, immer sind mathematische, hier be-
sonders trigonometrische Probleme vorherrschend.
Recht umfangreich nutzt der Markscheider auch die
mathematische Statistik zur Informationsverdichtung
mit Hilfe statistischer Priif- und Schitzverfahren, zur
Planung von Experimenten und Versuchen auf Grund
der statistischen Entscheidungstheorie, zur Analyse
der MeB- und Auswertegenauigkeit nach fehlertheo-
retischen Grundsitzen sowie zur EinfluBgr6Benrech-
nung.

Ein weiteres Gebiet der Mathematik, welches im
Markscheidewesen groe Bedeutung hat, ist die Geo-
metrie. Aufgaben der Planimetrie, der Stereometrie,
der Analytischen Geometrie bis zur Differentialgeo-
metrie missen tagtiglich gelost werden. Erst nach

der mathematischen Behandlung der MeBwerte (und
dann oft noch durch eine nachfolgende zeichnerische
Darstellung) ist man imstande, die Lage der einzelnen
Grubenbaue und der Gebirgsschichten zueinander
festzustellen.

Somit ist zur analytisch-mathematischen Qualifi-
kation auch noch ein ausgezeichnetes raumliches
Denken notwendig, was wiederum, mathematisch
gesehen, in der Darstellenden Geometrie seinen
Niederschlag findet.

In den Tagebauen der Braunkohle, der groBen Kalk-
werke usw. stehen vor allen Dingen Massen- und Vor-
ratsberechnungen im Vordergrund.

Die mathematischen Aufgaben im Markscheidewesen
sind in diesem Jahrhundert stark angewachsen. Wih-
rend es frither moglich war, alle Berechnungen noch
mit der Logarithmentafel zu bestreiten, ging man
spater zu mechanischen Tischrechnern iiber, und heute
bedient sich ein groBer Teil der Markscheider bereits
modernster elektronischer Datenverarbeitungsanla-
gen.

Es wird niemand bestreiten kénnen: ,,So interessant
wie die Mathematik ist auch der Beruf des Mark-
scheiders*. Interessierte Abiturienten haben die Mog-
lichkeit, dieses Fachgebiet an der Bergakademie Frei-
berg, der iltesten Bergbauhochschule der Welt, zu
studieren. H. Meixner

Aufgaben aus der Markscheidekunde

Ala Bei einer Erkundungsbohrung nach Steinkohle wurde ein
mit 30° einfallendes F16z durchbohrt. Der Bohrkemn (Kohle) hat
eine Linge ! von 1,80 m.

Wie groB ist die Michtigkeit M dieses Flozes?

Bri.

A2a Eine auf der gesamten Erde vorgegebene Richtung ist die
der Schwerkraft. Lotlinien konvergieren deshalb zum Erdinnern,
so daB der Abstand zwischen zwei Lotlinien mit zunehmender
Teule (bergminnisch fiir: Tiefe) immer kleiner wird. In verschiedenen
Héhenlagen (besonders im Bergbau, wo zwischen Ubertage und
den einzelnen Sohlen beachtliche Hoéhenunterschiede auftreten)
gemessene Liangen miissen deshalb eine Verbesserung erhalten.
Im Abstand von 1 km sind 2 Schichte von je 1 000 m Teufe vorhan-
den. In jeden dieser Schichte wird zur Orientierungsmessung fiir
das Grubengebiude ein Lot gehingt.

Wie groB ist der Unterschied der Entfernung der Lote zwischen
Ubertage und Untertage?
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A3a Umdie Flugsicherheit eines in der Nihe eines Braunkohlen-
tagebaues liegenden GST-Segelflugplatzes zu gewihrleisten, mufl
die Hohe eines zur Grube gehdrenden Wasserhochbehilters mit
aulgesetzter UKW-Antenne bestimmt werden.
Zur Berechnung dieser Hohe wurde ein vertikales Hilfsdreieck
gemessen.

a, =37°30

a,=26°10 c=57,65m

Hierbei liegen M’, 1 und 2 auf einer Geraden und in gleicher Hohe.
Wie hoch ist die Hohe h des Turmes?

A44a Die GrofBe eines Feldes innerhalb der Grenzsteine 1 bis 5
soll bestimmt werden.

Hierzu wurde entsprechend der Skizze durch die Punkte 1 und 4
eine Meflinic (Abszisse) gelegt. Aul dieser Abszisse stehen recht-
winklig die Ordinaten zu den Punkten 2, 3 und 5.

An der Abszisse steht die Entfernung vom Punkt | bis zur jeweiligen
Ordinate und bis zum Punkt 4. An den Punkten 2, 3 und 5 ist die
Linge der Ordinate angegeben.

B A

Es sind 2 Gleisachsen gegeben: A — 1 und B — 3. Diese sollen

ASA
mit einer Kurve verbunden werden.
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Eine Aufgabe von Prof. (<8 @ 1N\
Dr. rer. nat. habil. @if i
E\E

Lothar Berg X b

Sektion Mathematik
der Universitiit Rostock, stellv.
Direktor der Sektion fiir Forschung

A 10384 Eine Gardine soll an 1 vorgegebene Haken
gehdngt werden, wobei mit den beiden duBersten zu
beginnen ist. Um eine moglichst gleichmiBige Ver-
teilung der Haken zu erreichen, bestimme man bei der
jetzt in einem Bogen herunterhingenden Gardine
nach AugenmaB die Mitte und hinge sie an den mitt-
leren der verbleibenden Haken, sofern es einen solchen
gibt. Bei den jeweils entstehenden Teilbogen verfahre
man entsprechend.

Man gebe eine Ubersicht iiber alle nur moglichen Zah-
len n=2 an, bei denen das beschricbene Verfahren
bis zum letzten Haken ausfiihrbar ist, und beweise die
Richtigkeit des Ergebnisses.

.Zu diesem Zweck ist der Winkel y im Schnittpunkt S der beiden

Gleisachsen zu bestimmen. An diesem Punkt befindet sich keine
zugiingliche Stelle, wo man einen Theodolit aufstellen kénnte, um
den Winkel direkt zu messen. Es sind dafur die Winkel

B, =106°20' B, =141°52 B3=142°29
gemessen worden. Berechne den Winkel y!

A64a Zur Erkundung eines Flzes wurden 3 Bohrldcher in fol-
gender Anordnung niedergebracht:

B8r1.3 Bri.2
LA - 100m — o
w.
1
§ Grundrif3
I
eri.1

Das Fl6z wurde in den Bohrléchern in folgenden Héhen angetroffen:
im Bohrloch 1 bei +35 m NN
im Bohrloch 2 bei +45 m NN
im Bohrloch 3 bei +85 m NN
Wie groB ist das Einfallen a des Flozes?
Unter dem Einfallen eines Flozes oder ciner Gebirgsschicht ver-
steht man den Vertikalwinkel, den die horizontale Linie mit der
Spur eines auf dem Fléz oder der Gebirgsschicht abrollenden. nur
der Schwerkralt iiberlassenen Korpers bildet. Dieses MabB ist fiir
den Bergmann (Projektierung, Ausrichtung etc.) sehr wichtig,



Mathematik
im Reich der Tone

Teil 2

Fiir weitere mathematische Betrachtungen
stellen wir die Zahlenverhiiltnisse iibersicht-
lich zusammen:

zahlen reprisentieren die Dur-Tonart. Bei
der Moll-Tonart werden, vom Grundton ¢
ausgehend, die an der Dur-Tonleiter bekann-

Tonbezeichnung ¢

Schwingungszahl bezogen auf ¢ 1

bezogen auf Nachbarton

o0\ 00O D

e f g a h (4
5 4 3 5 15 2
4 3 2 3 8§ 1
o 1 9% 10 9 16
9 15 8 9 8 .15

Die diatonische Tonleiter hat finf reine
Quinten, namlich c—g, e—h, f—¢, g—d
und a—¢. Bezeichnend sind die groBen
Terzen c—e, f—aund g — h, die in der pytha-
goreischen Stimmung nur unrein geboten
werden. Durch das mehrfache Auftreten der
groBen Terz und der kleineren Verhiltnis-
zahlen ist die diatonische der pythagorei-
schen Stimmung beziiglich des Klanges von
Akkorden iiberlegen. Bringt man die auf den
Grundton bezogenen Briiche der Ubersicht
auf den gemeinsamen Hauptnenner 24, las-
sen sich die Verhiltniszahlen fiir die Fre-
quenzen der diatonischen Tonleiter in der
folgenden fortlaufenden Proportion schrei-
ben:

24:27:30:32:36:40:45:48.

Fir den Grundakkord c—e—g (Tonika)
lassen sich die Verhiltniszahlen kiirzen. Es
gilt die Proportion 4 : 5 : 6. Sie wird auch von
dem Dominantakkord g—h—d und dem
Subdominantakkord f—a~—c erfiillt. Die
diatonische Tonleiter befriedigt optimal die
Forderung nach harmonischem Zusammen-
klang der Toéne. Man bezeichnet sie deshalb
auch als die reine Tonskala.
Vergleichsweise lautet der Hauptnenner der
entsprechenden Briche in der pythagorei-
schen Stimmung 384. Dadurch gestaltet
sich die Reihe der ganzen Verhiltniszahlen
fir die Tone der Tonleiter wesentlich kom-
plizierter. Bezieht man beide Stimmungen
auf die kleinstmogliche ganze Zahl 384, er-
gibt sich die folgende Gegeniiberstellung:

Tonbezeichnung c d
pythagoreische 384 432
diatonische Stimmung 384 432

Von musikalischem Interesse ist weiterhin
die Unterscheidung nach Dur- und Moll-
Tonart. Die bisher aufgestellten Verhiiltnis-

ten Intervallschritte in einer anderen Reihen-
. .. 916 10 9 16 9
fol tzt, lich 5, —, — =, —,
lOge gesetzt, nimlic $15 9 8158
) Bemerkenswert ist hierbei, daB sich die

Moll-Tonart aus der Dur-Tonart nicht allein
durch zyklische Vertauschung der Intervalle
ableiten 14Bt. Es ist auch eine Inversion der
zwischen den Halbtonschritten liegenden In-

tervalle% und % vorzunechmen. Wie man

durch clementare Rechnung selbst nach-
priifen kann, lassen sich die zu der Tonfolge
gehdrigen Schwingungszahlen durch folgende
Proportion ganzzahlig erfassen:
120:135:144:160:180:192:216: 240
Ein weiteres Kiirzen dieser Verhiltniszahlen
ist nicht moglich. Der Grunddreiklang wird
durch das Zahlentripel 10: 12 : 15 beschrie-
ben. Wegen der Verschiedenheit der musi-
kalischen Wirkung der beiden Tonarten auf
die Psyche des Menschen spricht man von
Tongeschlechtern. Wihrend man die Dur-
Tonart (dur —hart) mit den Vorstellungen von
Kraft, Mannestum, Frohlichkeit und Kidhn-
heit verbindet, erweckt die Moll-Tonarl
(moll - weich) Gefihle der Trauer, des
Ernstes und der in sich gekehrten Besinnlich-
keit.

Das Bemiihen, zwischen den Zahlen der fort-
laufenden Proportionen und den durch die
verschiedenen Tongeschlechter ausgelosten
psychischen Stimmungen eine Korrelation
herzustellen, fihrt leicht in Bereiche unbe-

;

e f g a h c
486 512 576 648 729 768
480 512 576 640 720 768

weisbarer Spekulationen. Uns geht es hier
um cine zahlenmiBige Erfassung akustischer
Effekte an Tonleitern.

Die bisher behandelten Gedankenexperimen-
te beschrinkten sich auf ein Monochord.
Beim Aufbau von Tonleitern darf uns jedoch
nicht allein der Standpunkt des Wohlklanges
von Tonfolgen und Akkorden interessieren.
Wir miissen auch an die musikalische Praxis
und den Instrumentenbau denken. Vor allem
richtet sich unser Interesse auf Instrumente
mit fester Tonlage, wie Klavier, Orgel oder
Harmonika. Eine besonders harte Forderung,
die der Musizierende an sein Instrument
stellt, ergibt sich daraus, daB er sich bei Wahl
der Tonlage seiner Umgebung (einem Chor
oder anderen Instrumenten) anpassen muB.
Das Instrument muB modulationsfahig sein.
Auf einfachste Form gebracht lautet die
Forderung: ,,Alle durch das Instrument ver-
fiigbaren Tone (mit Ausnahme der hochsten
Oktave) miissen als Grundion einer Ton-
leiter einsetzbar sein.*

Zunichst ist klar, daB diese Forderung bei
der Verschiedenartigkeit der Intervalle in-
nerhalb einer der bisher behandelten Ton-
leitern schon aus mathematischen Uberle-
gungen heraus nicht realisierbar ist. Deshalb
ist man im Instrumentenbau mit fester Ton-
lage zu einem KompromiB gezwungen, um
dem ausiibenden Musiker die Modulations-
freiheit und Spielbarkeit seines Instrumentes
zu sichern. Der KompromiB verlangt, daB
an der Reinheit der Harmonien und dem
Wohlklang der Tonfolgen gewisse Abstriche
vorzunehmen sind. Die Tonstimmung, die
auf Grund dieser Forderung konstruiert
worden ist, bezeichnet man als temperierte
Stimmung. Wie geht man an den Aufbau
dieser Tonfolge heran?

Als erstes bleibt die Forderung bestehen, die
Oktave rein zu bieten. Sowoh! bei der
pythagoreischen wie auch bei der diatoni-
schen Tonleiter gibt es funf ganze und zwei
halbe Tonschritte, wobei die Worte ,,ganz*
und ,,halb* nicht im mathematischen Sinn
zu werten sind. Bei der diatonischen Tonleiter
war noch zwischen groBen und kleinen ganzen
Intervallen zu unterscheiden. Es liegt zu-
nichst nahe. die den beiden Tonleitern lage-
miBig gemeinsamen funf ganzen Tonschritte
durch Einschalten je eines Zwischentones in
zehn halbe Tonschritte aufzuteilen. Im In-
strument sind daher vom Grundton zur
Oktave nicht mehr, wie friher, sicben Ton-
schritte unterschiedlicher Weite, sondern ins-
gesamt zwolf Tonschritte einzubauen. Da
ferner jeder dieser zwoIf Tone als Grundton
einer Tonleiter wihlbar sein soll, bleibt keine
andere Losung, als den Tonschritten eine
einheitliche Gr6Be zu geben. Zwei Toninter-
valle sind aber fir unser musikalisches
Empfinden genau dann gleich, wenn die
Quotienten ihrer Frequenzen miteinander
iibereinstimmen. Andererseits soll sich die
Frequenz — auf zwolf Tonschritte gleich
verteilt — verdoppeln. Beide Forderungen
sind erfiillt, wenn der Quotient der Schwin-
gungszahlen zweier benachbarter, sonst be-
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liebig wahlbarer Tone g='2./2 ist, denn es
muB gelten ¢'>=2. Geht man also von einem
Ton mit der Frequenz n um einen ganzen
Ton héher, so gehort zu diesem die Fre-
quenz ng?, wihrend beim Fortschreiten um
einen halben Ton die neue Frequenz bei ng
liegt. Ubernimmt man in die neue Tonleiter
den Wechsel von Ganz- und Halbtonschritten
aus der pythagoreischen und diatonischen
Tonleiter, so ergibt sich folgende Losung fir
die Verhiltnisse der Tonfrequenzen:

c d e r B a h c

1 %2 2 B WYY 42yt 2
Die Wurzelausdriicke lassen noch keinen
rechten Vergleich mit den Schwingungszah-
len der pythagoreischen und diatonischen
Tonleiter zu. Wir werden deshalb die drei
hier behandelten Tonleitern auf Dezimal-
zahlen (5 Stellen nach dem Komma) um-
schreiben und dem Grundton wieder die
Zahl 1 zuordnen. Man gelangt zu folgender
Ubersicht:

Den zwdlf innerhalb einer Oktave liegenden
Tonen sind folgende Verhiltniszahlen zuzu-
ordnen, wenn man den Grundton mit der
Zahl 1 belegt:

4 1

cis - des 1,05946
d 112246
dis- es 118921
e 125992
f 133484
fis - ges 1,47421
q 149831
gis-as 158740
a 168179
as-b 178180
h 188775
¢ 2

-

Mit dieser Klaviatur ist auch aus der Sicht
der Spieltechnik die Forderung erfiillt, daB
jeder verfiigbare Ton des Instrumentes zum
Grundton einer spielbaren Tonleiter mit gut

Regale, Spinetten und dergleichen wohl tem-
perirt stimmen konne, damit nach heutiger
Manier alle modi ficti in einer angenehm und
ertriglichen Harmonia genommen werden,
mit vorhergehender Abhandlung von dem
Vorzuge, Vollkommen- und weniger Voll-
kommenheit der musikalischen Zahlen (Pro-
portionen) und Consonantien, welche bei
Einrichtung der Temperaturen wohl in acht
zu nehmen sind, benebst einem dazu gehorig—
in Kupfer vorgebildeten deutlichen und vdl-
ligen Monochordo, beschrieben und an das
Tageslicht gegeben durch Andreas Werck-
meistern, Stiffts-Hof-Organisten zu Quedlin-
burg. 1691.*

Johann Sebastian Bach trat gleichfalls als
Komponist und virtuoser Organist mit allem
Nachdruck fiir das neue Tonsystem ein. Seine
Instrumente Klavichord und Spinett waren
in entsprechender Weise gestimmt. Feraer
schrieb er die beriihmten achtundvierzig
Priludien und Fugen fur das ,,Wohltempe-
rierte Klavier*! Damit suchte er zu beweisen,

pythagor. diatonische temperierte
Stimmung Stimmung Stimmung Pythagoreische Tonleiter
¢ ! 1 1 Diatonische Tonleiter
d 1,12500 1,12500 1,12246 :
€ 1,26563 1,25000 1,25992 . .
f 1,333 1,33333 1,33484 Temperierte Stimmung
g 1,50000 1,50000 1,49831
a  1,68750 1,66667 1,68179 Chromatische Tonleiter
h 1,89844 1,87500 1,88775 :
¢ 2 2 2 0 1 % 15 2

Die Zusammenstellung zeigt unverkennbar,
daf die zuletzt eingeftihrte temperierte Stim-
mung vermittelnd zwischen der pythago-
reischen und der diatonischen Stimmung
liegt. Bei keinem der acht Tone zeigt die hier
konstruierte Tonleiter eine wesentliche Ab-
weichung von den zuvor behandelten Ton-
leitern. Die auBerordentliche Uberlegenheit
der temperierten Stimmung liegt jedoch darin
begriindet, daB sie den Bau von Instrumenten
fester Tonlage mit optimaler Modulations-
fahigkeit ermoglicht. Bei den Klaviaturen
derart gestimmter Instrumente ist die Tasten-
anordnung fur die anschlagbaren Tone so
getroffen, daB jede Tonart technisch spielbar
ist. Die [Gnf nachtriglich in der c-Dur-
Tonleiter eingeschobenen Zwischentdne er-
klingen durch Anschlagen von schwarzen
Tasten. Diese Tasten sind etwas kleiner und
kirzer ausgebildet und ragen aus dem ebenen
Feld der weiBen Tasten heraus. .

Schlagt man siamtliche verfiigbaren Klavier-
tasten der Reihe nach von unten nach oben
laufend an, erklingt die chromatische Ton-
leiter. Das Intervall zweier Nachbartdne aus
der Tonfolge wird durch den Quotienten

q=‘\’ﬁ numerisch erfaBt. E_ine Ausrechnung
dieser Zahl auf zehn Stellen nach dem Kom-
ma liefert g=1,0594630944.
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anschlagbaren Akkorden gemacht werden
kann. Wihlt man z. B. e als Grundton, so
lautet die zugehorige Tonleiter in temperierter
Stimmung:

e-fis-gis-a-h-cis’-dis’-¢’. Ist f der Grundton,
ergibt sich fiir die zugehorige Dur-Tonleiter:
f-g-a-b-c/-d’-¢’-f.

Man kann sich leicht iibungsweise weitere
Beispiele von Tonleitern in temperierter
Stimmung zusammensetzen und dabei iber-
legen, welche Versetzungszeichen beim Ein-
tragen in Notenlinien anzubringen sind.

Die theoretischen Grundlagen der tempe-
rierten Stimmung stellte der franzosische
Mathematiker Mersenne bereits 1636 in
seinem Buch ,,Harmonie universelle” zur
Diskussion. Die nachweislich erste Anwen-
dung fand diese Stimmung in der von Arp
Schnitger 1688-1692 erbauten Orgel fiir die
St. Jakobi-Kirche in Hamburg. Bahnbre-
chend fiir die gleichschwebend temperierte
Stimmung wirkte der Halberstidter Organist
Andreas Werckmeister durch sein 1691 er-
schienenes Buch mit dem umfinglichen Titel:
,,Musikalische Temperatur, oder deutlicher
und warer mathematischer Unterricht, wie
man durch Anweisung des Monochordi ein
Klavier, sonderlich die Orgelwercke, Positive,

daB auf dem gleichschwebend temperierten
Instrument alle Tonarten technisch spielbar
sind, ohne daB dabei ungewollte Disso-
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nanzen in den Akkorden und Verfilschungen
in der Melodie auftreten. Von mathemati-
scher, akustischer und technischer Seite war
mit der Erfindung und Konstruktion des
wohltemperierten Klavieres der Weg fiir die
groBen Klavierkomponisten und Virtuosen
der folgenden Jahrhunderte bereitet. Hierzu
miissen wir uns selbst Andeutungen ersparen,
um nicht vom Thema abzukommen.

Die gleichschwebend temperierte Stimmung,
nach der heute in allen Konzertsilen der
Welt musiziert wird, ist das Ergebnis jahr-
hundertelangen Suchens und Forschens, wo-
zu die verschiedensten Volker wertvolle Bei-
trige geliefert haben. Wenn am Ende dieses
langen Entwicklungsprozesses eine vollig
unpythagoreische Losung steht, so werden
dadurch keinesfalls die Verdienste der Pytha-
goreer mit ihren ersten systematischen Un-
tersuchungen zur Akustik geschmalert.
Bisher haben wir uns allerdings nur darauf
beschrinkt, die Toéne in ihrem relativen
Verhalten zueinander zu beurteilen und re-
lative MaBe fiir die Téne von Tonleitern
festzulegen. Es wiren jedoch keine Konzerte
mit internationaler Besetzung denkbar, wenn
nicht auch internationale Absprachen iiber
die absoluten Schwingungszahlen der Tone
getroffen wiirden. Nur so kann der Zusam-
menklang von Instrumenten verschiedenster
Herkunft gesichert sein. -

Demitons cganx, Demitans incgaux.
I 11
1 C 100, 000 | 100, 00D.
Demiton majeur
2 % | 105946 106666~
moyen
3 B 2246 112500
lnﬂ]t\ll’ ,
4 | A [ n3gun 120,000. .
| mineur i
i 5 | XB | 125995 125000. :
ma)cur .
6 | G | imats 3 1
majeur

Das menschliche Ohr registriert bestenfalls
akustische Schwingungen im Frequenzbe-
reich von 16 bis 20 000 pro Sekunde als Ton.
Dabei ist die obere Grenze einem altersbe-
dingten Schwund ausgesetzt. In der Musik
beschrinkt man sich auf Téne im Frequenz-
bereich von 30 bis 4 000. Dies entspricht etwa
sicben Oktaven. Die empfindlichste An-
sprechbarkeit des menschlichen Ohres liegt
etwa bei der Frequenz von 2 700. Die Druck-
schwankungen fiir einen gerade noch wahr-
nehmbaren Ton dieser Frequenz belaufen sich
auf 1-107'® Atmosphiren. Dieser Druck-
unterschied tritt in Meereshohe bei Uber-
windung einer Hohendifferenz von etwa
1:10™* cm auf. Durch diesen Vergleich wird
uns die auBerordentlich hohe Reizempfind-
lichkeit unseres Horsinnes verdeutlicht.

Zur Festlegung einer absoluten Tonskala
wurde 1858 in Paris die Ubereinkunft ge-
troffen, dem Ton a’ 435 Schwingungen pro
Sekunde zuzuordnen. Diese Festlegung wur-
de 1885 in Wien bestitigt. Man bezeichnet
diesen Einstimmton als Kammerton oder
Normalton. Allerdings erfolgte 1939 in Lon-
dop aus praktischen Erwigungen eine Neu-
festlegung der Schwingungszahl auf 440, was
nun als ,,hohe* Stimmung bezeichnet wird.
Die Kenntnis der physikalischen Zusammen-
hinge bei Tonleitern erlaubt auch gewisse
Schliisse tiber die Verarbeitung duBerer Reize
durch die menschliche Psyche. Zum Beispiel
hat man beim Abspielen der chromatischen
Tonleiter auf dem Klavier die Empfindung,
auf einer akustischen Leiter Sprosse um
Sprosse emporzuklettern. Benachbarte Spros-
sen einer Leiter haben gleichen Abstand.
Wiirde man jede Sprosse einer aufgestellten
Leiter mit einer ihrer Hohe iiber dem Boden
entsprechenden MaBzahl versehen, ergibe
sich etne arithmetische Zahlenfolge. Schreibt
man jedoch auf jede Klaviertaste die zuge-
horige Schwingungszahl pro Sekunde, er-
gibt sich eine geometrische Folge, denn der
Quotient g zweier Nachbartone ist gleich
373

Unsere aus diesem Beispiel resultierende
Erfahrung konnte so formuliert werden:
Stellt eine Folge gleichartiger, zahlenmiBig
erfaBbarer duBerer physikalischer Reize eine
geometrische Folge dar, so wird diese durch
die Psyche des Menschen in eine arithmetische
Folge umgesetzt. Die Psyche des Men-
schen ist vergleichbar mit einer Logarithmen-
lafel. Fiir die einzelnen Temperamente ist
nur die Basis der Logarithmen verschieden.
Schldgt man z. B. von der geometrischen
Zahlenfolge 10, 100, 1000, . der Reihe
nach die zugehorigen Briggsschen Loga-
rithmen aul, ergibt sich die Zahlenfolge
1, 2, 3, Diese GesetzmiBigkeit wird
nach dem Physiker Weber und dem Arzt
und Psychologen Fechner auch Weber-Fech-
nersches Gesetz genannt*. Wegen des Vor-
handenseins bestimmter Reizschwellen be-
steht dieser psychophysische Zusammenhang

nur innerhalb gewisser Bereiche. Im Beispiel
der Tonfolgen ist diese Beziehung iiber einen
groBen Bereich sehr gut bestitigt.

Gewisse Begriffsbildungen aus der Akustik
lassen sich — um damit auf den Ausgangs-
punkt zuriickzukehren - sinngemiB auf die
Wellenoptik iibertragen. Das durch unser
Auge wahrnehmbare Farbspektrum umfa8t
nur eine Oktave der sehr vielfiltig in Erschei-
nung tretenden elektromagnetischen Wellen.
Gewissen Farbzusammenstellungen, wie rot
und griin oder blau und gelb entsprechen
der uns aus der Akustik bekannten Quarte.
Werden wir von einer Pracht schénster
Farben besonders beeindruckt, spricht man
von einer Farbsymphonie. Dagegen glaubt
man beim Anblick einer ungliicklichen Farb-
kombination das schrille Tonintervall einer
Sekunde zu vernehmen. E. Schrider

* Wilhelm Eduard Weber (1804-1891) kon-
struierte 1833 mit GauB die erste elektro-
magnetische Telegraphenanlage. Er ist einer
r ,,Gottinger Sieben®, die 1837 gegen die
Aufhebung der liberalen Verfassung von
1833 durch Ko6nig Ernst August von Han-
nover protestierten und daraufhin aus ihren
Amtern entlassen wurden.
Der Verfasser dankt an dieser Stelle fiir das
freundliche Entgegenkommen der Musik-
abteilung der Sichsischen Landesbibliothek
Dresden bei der Beschaffung besonders sel-
tener Musikliteratur.

Dipl.-Pid. Bernd Aust,
Musiker mit FachschulabschluB,

Leiter der ,,electra-combo*‘, Dresden:

Exakte theoretische Kenntnisse sind die
Grundlagen fiir jeden guten Musiker. Dazu
gehort auch die genaue Kenntnis iiber den
Aufbau der Instrumente und das Wissen
dariiber, wie der Ton im Instrument entsteht,
welche mathematischen und physikalischen
Gesetze im Reich der Tone gelten.

29



Wer 1ost mit?
alpha-wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 30. Juni 1973

A 541039 Ein FuBginger wandert mit der
durchschnittlichen Geschwindigkeit von 5 Ki-
lometern je Stunde von 4 nach dem 30 Ki-
lometer entfernten Ort B. Unterwegs legt er
eine Rast von zwei Stunden ein. Wieviel
Minuten spiter als der Wanderer muf ein
Radfahrer in A abfahren, wenn er den gleichen
Weg mit der dreifachen durchschnittlichen
Geschwindigkeit des FuBgingers fahrt und
zum gleichen Zeitpunkt wie der FuBginger
in B eintreffen will? P.

A541040 Wie viele dreistellige natiirliche
Zahlen gibt es, die nicht die Null als Grund-
ziffer enthalten?

W5 a1041
tionsaufgabe
XY
+XY
_ZX
sind die Buchstaben so durch Grundziffern
zu ersetzen, daB die Addition zu einem rich-
tigen Ergebnis fiihrt. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziflern und verschiedene
Buchstaben verschiedene Zilfern. Wieviel L6-
sungen besitzt die Aulgabe? T

In der verschliisselten Addi-

W5m1042 Der FuBboden eines Raumes
von 6 m Linge und 4,5 m Breite soll mit qua-
dratischen Fliesen von der Seitenldnge 15.cm
ausgelegt werden.

a) Wieviel Fliesen dieser Art werden beno-
tigt?

b) Da diese Fliesen nicht vorritig sind, wer-
den rechteckige mit den Maflen 12 cm Breite
und 22,5 cm Linge benutzt. Wieviel Fliesen
dieser Sorte werden gebraucht? Sch.

W 5*1043 Eine natiirliche Zahl, die durch 6
teilbar ist, hat folgende Eigenschaft:

Die Hilfte dieser Zahl ist um 5 gr&Ber als
der dritte Teil dieser Zahl. Wie heiBt die Zahl?

W5*1044 In einer Spezialverkaufsstelle
wurden an einem Tage Hiihner, Enten, Ginse,
Puten und Kaninchen verkault, insgesamt
genau 100 Stiick. Zusammen waren es 52
Hiihner und Enten, 43 Enten und Ginse,
34 Ginse und Puten, 30 Puten und Kanin-
chen. Wieviel Stiick jeder Tierart wurden
an diesem Tage verkauft? Sch.

A641045 Ein 130 m langer Giiterzug
fdhrt mit einer durchschnittlichen Geschwin-

digkeit von 42'%n durch einen 220 m langen

Tunnel. Wieviel Minuten dauert es, bis der
Zug mit seiner ganzen Linge den Tunnel
durchfahren hat, das heiBt, von der Einfahrt
der Lokomotive in den Tunnel bis zur Aus-
fahrt des letzten Waggons aus dem Tunnel
gerechnet?

A641046 In einem rechtwinkligen Drei-
eck sei der eine spitze Winkel doppelt so
groB wie der andere. Beweise, daB dann die
Hypotenuse doppelt so lang ist wie eine der
beiden Katheten!

W6w1047 Aus den Ziffern 1, 2, 3 und 4
lassen sich durch verschiedenartige Anord-
nung dieser Ziffern eine bestimmte Anzahl
vierstelliger Zahlen bilden. Berechne die
Summe aller Zahlen, die sich aul diese Weise
bilden lassen, ohne sie alle zum Zwecke des
Addierens aufzuschreiben. Sch.

W 6 w1048 Zeichne ein spitzwinkliges Drei-
eck ABC, konstruiere die Halbierungslinien
der Winkel £ CAB=« und ¥ ABC=§, und
bezeichne ihren Schnittpunkt mit S! Ziehe
durch den Punkt S die Parallele zur Geraden
AB; sie moge die Gerade AC in P und die
Gerade BC in Q schneiden. Beweise, daB
dann AP+ BQ=PQ gilt!
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Pridikad:

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kdnnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
iiblichen Nummer sind ein W (d. h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fir die 7. Klasse geeignet). Aufgaben
mit W* versehen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene 16sen die Aulgaben, welche
mit W m 10/12 oder W * 10/12 gekennzeichnet
sind.

S. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabengruppe
wird von einem anderen Experten korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstindige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Pridikat ,,sehr gut gelost*,
,gut geldst oder ,,geldst*. Schiiler, welche
nur einen SchluBsatz zu einer Aufgabe ein-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
,.nicht gelost*.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1972/73 lauft von
Heft 5/72 bis Heft 2/73. Zwischen dem 1. und
10. September 1973 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/72
bis 2/73 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/73 veroffentlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/72 bis 2/73) erhalten hat und diese einsen-
det, erhilt eine Anerkennungsurkunde und
ein Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden besitzen und diese
mit den Antwortkarten des Wettbewerbs
1972/73 einsenden, erhalten das alpha-Abzei-
chen in Gold (und die Urkunde zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



W 6*1049 In der verschliisselten Additions-
aufgabe XY+ XY+XY=ZX

sind die Buchstaben so durch Grundziffern
zu ersetzen, daB die Addition zu einem rich-
tigen Ergebnis fiihrt. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziflern. Wieviel L6-
sungen besitzt diese Aufgabe? T

W 6*1050 Eine sechsstellige natiirliche Zahl
z, beginnt an der hochsten Stelle mit der
Grundzilfer 1. Streicht man diese Ziffer und
héangt man sie hinten wieder an, so erhilt man
eine sechsstellige Zahl z,, die dreimal so gro}
ist wie die Ausgangszahl Wie heiBen diese
beiden Zahlen?

A 741051 Inder verschliisselten Additions-
aufgabe XY+ XY+ XY=ZY

sind die Buchstaben so durch Grundziffern
zu ersetzen, daB die Addition zu einem richti-
gen Ergebnis fiihrt. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziflern. Wie viele
Losungen besitzt diese Aufgabe? T.

A 741052 Klaus nahm an der diesjdhrigen
Kreisspartakiade am Wettbewerb im Weit-
sprung teil. Frank erkundigte sich bei Klaus
nach den von ihm erzielten Sprungweiten.

Pfiffig antwortete Klaus: ,,Mein erster Sprung .

lag zwischen 3m und 4m. Die MaBzahl
dieser Sprungweite (gemessen in cm) ist
durch 5 teilbar. Mit dem vierten Sprung
schaflte ich genau 410 cm. Die Quersumme
der MaBzahl des vierten Sprungs ist gleich
der Quersumme der MaBzahl des ersten
Sprungs. Der dritte Sprung war um die Hiilfte
weiter als der erste. Hitte ich beim zweiten
Sprung nicht 44 cm verschenkt, so wire ich
genau so weit gesprungen wie beim dritten
Sprung. Der fiinfte Sprung war ungiiltig. Die
Summe der Sprungweiten aller iibrigen giilti-
gen Spriinge betrug 2118 cm.“ Ermittle die
Weiten der sechs ausgefithrten Spriinge, wenn
alle Lingenangaben in vollen Zentimetern
erfolgen!

Dietmar Kuriz, Schiiler, 5401 Friedrichroda

W 7a1053 In einem Aulenthaltsraum ste-
hen mehrere gleichlange Binke. Setzen sich
zunichst je 6 Personen auf je eine Bank,
so bleibt eine Bank iibrig, aul der nur 3 Per-
sonen Platz nehmen. Setzen sich hingegen
je 5 Personen aul jede der vorhandenen Biinke,
so miissen 4 Personen stehen. Wieviel Binke
und wieviel Personen befinden sich in diesem
Aufenthaltsraum?

W 7a1054 Zwei Primzahlen p, und p,
heiBen Primzahlzwillinge, wenn fiir sie p; <p,
und p; +2=p, gilt.

Es seien p; und p, Primzahlzwillinge und
es gelte p, >3 und p,>3. Es ist zu beweisen,
daB dann p, -p,+1 stets durch 36 teilbar
ist. Sch.

W 7*1055 Gesucht sind alle vierstelligen
natiirlichen Zahlen, die gleich der vierten

Potenz ihrer Quersumme sind. Wie viele
solcher Zahlen gibt es?

W 7*1056 Konstruiere ein spitzwinkliges
Dreieck ABC, zeichne die drei Hohen AD,
BE und CF und verbinde die FuBpunkte
D, E und F der HGhen miteinander! Es ist
zu beweisen, daB die Hoéhen des Dreiecks
ABC die Innenwinkel des Dreiecks DEF
halbieren. Sch.

841057 Man beweise, daB die Zahl
z=n*—n
a) fir alle geraden natiirlichen Zahlen n
durch 6 und
b) fiir alle ungeraden natiirlichen Zahlen n
durch 24 teilbar ist.
Herwig Gratias, Sommerda

EOS ,Ernst Schneller*, K1. 11

841058 Die abgebildete Figur stellt ein
Quadrat ABCD mit der Seitenlinge AB
=ag=8cm? dar. Die Mitte G der Seite CD
wurde mit den Punkten 4 und B, die Mitte F
der Scite BC mit A und die Mitte H der
Seite AD mit B verbunden. Es ist der Flichen-
inhalt A, des schraffierten konkaven Vier-
ecks APBG zu berechnen.

Martin Theuer, Crussow
Fachlehrer fiir Mathematik

W 8 1059 Die fahrplanmiBigen Ziige der
Deutschen Reichsbahn legen mit dem Fihr-
schiff ,.SaBnitz* die 1074 km lange Strecke
von SaBnitz nach Trelleborg in 3h 50 min
zuriick. Wie groB ist die mittlere Geschwin-
digkeit des Fihrschifls in km-h™! bzw.
in Knoten aufl dieser Strecke?

(Die errechneten Geschwindigkeiten sind je-
weils auf eine Stelle nach dem Komma zu
runden.)

Das im Jahre 1972 in Dienst gestellte neue
Fahrschiff ,,Riigen* erreicht eine Dienstge-
schwindigkeit (mittlere Reisegeschwindigkeit)
von 20,6 kn. In welcher Zeit kann dieses
Schiff die Strecke von SaBnitz nach Trelleborg
zuriicklegen?

Bemerkung: Bei Seeschiffen wird die Ge-
schwindigkeit meistens in Knoten angege-
ben: 1 kn=1sm-h~'; 1 sm=1852m. L.

W 8a1060 Ein innerer Punkt P eines Drei-
ecks ABC ist mit den drei Eckpunkten des
Dreiecks zu verbinden. Die Verbindungs-
strecken AP, BP und CP sind zu halbieren,
ihre Mittelpunkte D, E und F sind mitein-
ander zu verbinden. Es ist der Flicheninhalt
des Dreiecks DEF durch den Flicheninhalt
des Dreiecks ABC auszudriicken. Sch.

W 8*1061 Dreiecke lassen_ sich nach den

Winkeln klassifizieren als spitzwinklige,
rechtwinklige und stumpfwinklige Dreiecke.
Hat ein Dreieck x spitze, y rechte und z
stumple Winkel, so wollen wir sagen, es
sei vom Typ (x; y; z). So sind die spitzwink-
ligen Dreiecke vom Typ (3; 0; 0), die recht-
winkligen vom Typ (2; 1; 0) und die stumpl-
winkligen vom Typ (2; 0; 1).

In entsprechender Weise kdnnen wir auch
ebene Vierecke klassifizieren. Hat ein ebenes
Viereck x spitze, y rechte. z stumple und ¢
iiberstumple Winkel, so wollen wir sagen.
es sei vom Typ (x; y; z; 1)

Es sollen nun alle Typen von ebenen Vier-
ecken angegeben werden. die genau zwei
spitze Winkel haben, und es soll jeder Typ
durch eine Zeichnung veranschaulicht wer-
den. T.

W 8*1062 Jedes Dreieck ABC kann auf
die in den Abbildungen 1, 2, 3 und 4 gezeig-
ten verschiedenen Arten in drei Teildrei-
ecke zerlegt werden.

Bild 1 < Bild 2 c
A 8 A o £ 8
Bild3 C Bild 4 c
£
A 0 8 A D 8

a) Man beweise, daB der kleinste aller Innen-
winkel dieser Teildreiecke nicht groBer als
45° ist.
b) Man gebe ein Dreieck ABC und eine
Zerlegung dieses Dreiecks in drei Teildrei-
ecke an, bei der der kleinste aller Innenwinkel
der Teildreiecke genau 45° betriigt.
Harald Englisch, stud. math., Leipzig
IMO-Teilnehmer 1971 und 1972

941063 Es seien a und b zwei nichtnega-
tive reelle Zahlen. Dann gilt im allgemeinen
nicht
Jatb=Ja+/b.
Denn fiir =9, b=16 gilt z. B.
Ja+b=/9+16=/25=5,
aber \Ja+./b=./9+./16=3+4=7, und es
ist 5%7.
Es sollen nun alle geordneten Paare [a; b]
von nichtnegativen reellen Zahlen a und b
ermittelt werden, fir die

Ja+b=Ja+ /b gt T.

941064 Es sei P ein innerer Punkt eines
Dreiecks ABC derart, daB die Dreiecke
ABP, BCP und CAP flichengleich sind.

Man beweise, daB dann P der Schnittpunkt
der drei Seitenhalbierenden des Dreiecks
ABC, also der Schwerpunkt dieses Dreiecks,
ist. Sch.
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WI9ml1065 Es sind alle reellen Zahlen a
anzugeben, fiir die die Gleichung
_2_a_x_+£___a =2
x+a x—a x*—a*
a) keine, b) genau eine, c¢) genau zwei,
d) mehr als zwei reelle Lésungen in x hat.
L.

W9 m1066 Die beiden abgebildeten Qua-
drate ABCD und EFGH befinden sich in
Ahnlichkeitslage mit dem Schnittpunkt S
der Diagonalen als Ahnlichkeitszentrum, und
es gilt AB=AG=a. Es ist zu beweisen, daB

auch FG=GC gilt! Sch,
D c
H G
S
£ F
A a 8

W 9*1067 Es sind alle Primzahlen p zu
ermitteln, [ir die die Zahlen 14+p, 26+p,
32+ p, und 38+p wieder Primzahlen sind.
Hans-Reinhard Berger, EOS ,.Prof. Dr.

Max Schneider*, Lichtenstein, K. 12

W9*1068 Jemand behauptet, daB jedes
Viereck ABCD, in dem die Seiten 4B und
BC gleichlang sind und in dem die Diagonale
DB den Innenwinkel & CDA des Vierecks
halbiert, ein Drachenviereck sei, und be-
weist diese Behauptung wie folgt (vgl. die

Abb.):
]

8

Aus DB=DB. AB=BC. £BDA=xCDB
folgt, da dic Dreiecke BDA und CDB in
zwei Seiten und einem Winkel iibereinstim-
men, ABDA=ACDB. Also gilt auch DA
=DC, d. h., das Viereck ABCD ist ein Dra-
chenviereck.

Ist diese Behauptung richtig. oder liegt hier
ein TrugschluB vor? Die Ausfiihrungen sind
durch die Zeichnung eines Vierecks ABCD
mit AB=BC=2,6cm, DB=5cm, ¥ CDA=
60° zu veranschaulichen. L.

10/12 4 1069 Es seien a. b. c. d reelle Zahlen
mit a>c¢ und b>d. Man beweise. daB dann
stets die folgende Ungleichung erfiillt ist:
I 5 1 > 8 .
(a—c)* (b—d)? (a+b—c—d)?
Hans-Dietrich Gronau. stud. math.
Neustrelitz

10/124 1070 Man beweise. daB [ir alle
von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen
Zahlen n

32

VL SNV NP S
o221 42-1 62 -1 @2n? -1
=—"_ gilt, und berechne s, fir n=1,

2n+1
n=2, n=3, n=10, n=100.

Wolfgang Riedel, stud. math.

Karl-Marx-Stadt

W 10/12 w 1071 Es sind alle reellen Zahlen

a zu ermitteln, fiir die die Gleichung
Jxt—a=ax

mindestens eine reelle Losung in x hat.

Ferner sind diese Losungen jeweils anzuge-

ben.
Dr. Gerhard Hesse, Dresden

W 10/12m 1072 Einem Quadrat ABCD mit
der Seitt AB=a sei ein Quadrat PQRS
einbeschrieben, dessen Eckpunkte auf den
Seiten des Quadrates ABCD liegen (vgl. die
Abb.).

A K} P 8

a) Es ist der Fldcheninhalt des Quadrates
PQRS zu berechnen, wenn AP=s.
b) Es sei a=10 cm. Kann dann der Flichen-
inhalt des Quadrates PQRS gleich 30 cm?
sein?
c) Es ist der kleinste Flicheninhalt zu ermit-
teln, den das Quadrat PQRS haben kann.
Prof. Dr. N. Tschaikowski ()
Lwow, UdSSR

W 10/12*1073 Einem regelmidBigen Tetra-
eder seien eine Kugel einbeschrieben und eine
Kugel umbeschrieben. Wie verhalten sich die
Volumina dieser beiden Kugeln zueinander?

Herwig Gratias, EOS Sémmerda, Kl. 11

W 10/12*1074 Im Juni 1972 wurde in der
Sowjetunion die automatische Station Pro-
gnos 2 gestartet. Die Umlaufbahn dieser
Station ist eine Ellipse, in deren einem
Brennpunkt der Mittelpunkt der Erde liegt
(vgl. die nicht maBstibliche Abbildung). Die
maximale Erdentfernung der Station betrigt
200000 km, die minimale Erdentfernung
550 km, die Umlaufzeit 97 h.

8
[
b

A\ONYE e M £ JA:

1. Es sollen die Halbachsen a und b der Ellipse
berechnet werden.

2. Es soll die Lange der Umlaufbahn (also

der Umfang der Ellipse) berechnet werden.

a) nach der sehr groben Niherungsformel
s, =mn(a+b);

b) nach der besseren Niherungsformel
sy=n[1.5(a+b)—/ab]

c) nach der genauen Formel

22 . 24
s=21zal—l E—lu £ -
2 3\2-4

1/1-3-5\2 6

EYANE M) DA

s\2-4-6

1 1-3...(2n—|))28“_ ]
m—1\ 2-4..2n

. b2,
wobei g2 =1 ——ist.
a2

3. Es soll die mittlere Geschwindigkeit der
Station (in km-h™!) auf ihrer Umlaufbahn
berechnet werden.

Anleitung zur Lisung:

Mit Hilfe der Abbildung kénnen wir a und b
leicht berechnen. Wir erhalten nidmlich
A,D=550km. EA, =200000 km.
r=DF,=F,E=6370 km. also

a=A M= 14 =1(550+200000
1 2 1 2 2

+2-6360) km,

a=106650 km;
e=F,M=a—r—550km=99730 km.

Ferner erhalten wir aus dem rechtwinkligen
Dreieck BF M

b=/a®—¢*=11950 km.

Die weiteren Rechnungen zu a). b) und c)
konnen nunmehr mit dem Rechenstab durch-
gefithrt werden, wobei die Ergebnisse auf
Vielfache von 1000 km zu runden sind. L

Druckfehlerteufel

W 5*1008: An Stelle von 21 muB es 22

heiBen! Alle zu dieser Aufgabe bis 30. Juni

noch eingehenden Losungen werden gewertet.
Redaktion alpha



Berufsbild :

Statistik —

Zahlen, Tabellen, Formulare, Erhebungen,
Zihlungen, Erfassungen —

Eine gesellschaftswissenschaftliche Disziplin—
Eine mathematische Disziplin —

Ein zentrales staatliches Organ -

Bezirks- und Kreisstellen fiir Statistik

Statistik ist in allen Bereichen des gesell-
schaftlichen Lebens anzutreffen, sowohl in
der Theorie als auch in der Praxis. Dieser
Artikel soll AufschluB iiber die Statistik als
Spezialisierungsrichtung im  Grundberuf
Wirtschaftskaufmann geben.

Was ist der Inhalt dieses Berufes
und was sind die Aufgaben
eines Statistikers?

Fiir die 17 Millionen Einwohner der Deut-
schen Demokratischen Republik, die in Tau-
senden Stidten und Gemeinden leben, miis-
sen Kindergirten und Schulen, Arbeits-
plitze und Altersheime, Nahrungsmittel und
Kleidung, Wohnungen und Ferienheime,
Arzte und Krankenhiuser in ausreichendem
MabBe vorhanden sein. Wie sollten in unserem
Staat all diese Dinge geplant und bereitge-
stellt werden konnen, ohne daB die Staat-
lichen Organe durch die Statistik erfahren,
wieviel Betriebe und Arbeitskrifte vorhanden
sind, ohne daB die Industriebeiriebe melden,
was und wieviel sie produzieren — die Land-
wirtschafl, wieviel sie an pflanzlichen und
tierischen Produkten erzeugt — der Handel,
was er verkauft hat — ohne daB schlieBlich
die Gemeinden melden, wieviel junge Paare
heiraten und wieviel Kinder geboren werden.
Aus all diesen Meldungen gewinnt der ge-
schulte Statistiker, der iiber gute Kenntnisse
der Politischen Okonomie und der Betriebs-
okonomie verfiigen muB, ein Gesamtbild der
Bevoélkerungsentwicklung, der Entwicklung
der Produktion und des Bedarfs. Er erhiilt
AufschluB iiber alle wesentlichen Vorginge
in der Volkswirtschaft und gewihrleistet
durch seine Arbeit eine schaelle Information
aber dkonomische Vorginge in den Betrie-
ben und Institutionen. Durch seine Tétigkeit
hilft er mit, die leitenden Staats- und Wirt-

schaftsorgane mit einem mdéglichst geringen
Aufwand an Arbeit umfassend und schnell
zu informieren. Dazu wird die Elektronische
Datenverarbeitung weitgehend angewandt.

Wie jeder Beruf, stellt natiirlich auch der
Beruf des Statistikers ganz bestimmte An-
forderungen an Kénnen und Eigenschalten
der jungen Menschen, die erfolgreich auf
dem Gebiet der Statistik arbeiten wollen.

Voraussetzungen

Voraussetzung fiir die Bewerbung ist der
erfolgreiche AbschluB der 10. Klasse der
allgemeinbildenden polytechnischen Ober-

-schule mit guten Leistungen, insbesondere

in den Fichern Mathematik, Deutsch, Staats-
biirgerkunde und Russisch.

Ausbildungsdauer und Ausbildungsablauf

Die Ausbildung umfaBt fiir alle Lehrlinge
zwei Jahre, davon ein Jahr berufliche Spe-
zialisierung, und schlieBt mit dem Fachar-
beiterzeugnis Wirtschaftskaufmann —  Spe-
zialisierungsrichtung Statistiker — ab.

In der einjihrigen Grundlagenbildung im
ersten Lehrjahr werden umfassende Kennt-
nisse auf mathematischem und Skonomi-
schem Gebiet vermittelt. Die Ausbildung wird
im Turnuswechsel von theoretischer und
praktischer Ausbildung durchgefiihrt.

Das zweite Lehrjahr umfaBt die berufliche
Spezialisierung und ist vorwiegend durch
eine praktische Berufsausbildung gekenn-
zeichnet.

Einsatzmiglichkeiten nach Abschlul der
Berufsausbildang

bestehen als Sachbearbeiter in einer Bezirks-
oder Kreisstelle der Staatlichen Zentral-
verwaltung fiir Statistik mit der Entwick-
lungsmoglichkeit bis zum mittleren Fiih-
rungskader (Referent). Nach AbschluB der
Lehre kann bei vorhandenen Voraussetzun-
gen ein Fachschulstudium aufgenommen
werden, welches nach einem dreijihrigen
Direktstudium bzw. vierjihrigen Fern- oder
Abendstudium abschlieBt.

E. Bliiher|R. Schriter

Aufgaben

Ala In der statistischen Arbeit ist zur
Darlegung okonomischer Zusammenhiinge
die Anwendung mathematischer Methoden
von groBer Bedeutung.

Drei Kreise eines Bezirkes werden nach dem
Pro-Kopf-Verbrauch der Bevolkerung an
Nahrungsmitteln untersucht. Es wurden fol-
gende Ergebnisse (Jahresangaben) ermittelt!

Kreis Gesamtverbrauch Pro-Kopf-
Verbrauch
(1000 M) M)
1 65 500 2620
2 106 400 2800
3 195300 3150

Zu berechnen ist: a) der durchschnittliche
Pro-Kopf-Verbrauch fiir alle 3 Kreise ins-
gesamt

b) um wieviel Mark weichen die Angaben
iiber den Pro-Kopf-Verbrauch vom durch-
schaittlichen Pro-Kopf-Verbrauch ab?

a2a Uber den Pro-Kopf-Verbrauch an
Fleisch und Rauchtabak fiir die DDR von
1964 bis 1971 liegen folgende Angaben vor:

Jahr Fleisch (kg) Rauchtabak (g)
1964 55,0 130
1965 56,3 123
1966 53,5 135
1967 56,0 125
1968 58,0 106
1969 58,7 100
1970 60,1 101
1971 61,5 88

Es ist das durchschnittliche Wachstums-
tempo des Pro-Kopf-Verbrauchs von 1954
bis 1971

a) bei Fleisch
zu ermitteln.

b) bei Rauchtabak

Mit der Frage, ob eine Maschine Musik
schaffen kann, befaBte sich ein Symposium in
Rostow am Don. Die Antwort war positiv.
Die sowjetischen Wissenschaftler analysier-
ten klassische Musikwerke, u. a. Klavier-
sonaten mit mathematischen Methoden, und
kamen zu dem SchluB, daB auf EDV-An-
lagen Musikwerke modelliert werden kon-
nen. Musikstudenten, Kiinstler des Moskauer
Bolschoi-Theaters und Musikwissenschaft-
lernlegte man 16 Liedmelodien vor, vondenen
acht von dem Computer ,,Ural-22* geschal-
fen worden waren. Obwohl die Teilnehmer
des Experiments in einer vorherigen Befra-
gung die Computermusik abgelehnt hatten
(,,Die ganze Computermusik ist keine Musik,
da ihr das Gefiihl fehlt.), zeigte sich, daB
keiner in der Lage war, die Computerlieder
sicher von den anderen zu unterscheiden.

i3
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D . e e

(Die auf dieser Seite verdffentlichten Auf-
gaben wurden z. T. in unsere heutige Um-
gangssprache umgesetzt)

Recdyenbudy/

ffoer Fe-

ber onnd finicn/
gang leicht / au ved)-
(et grund /in gangen wnd gebrochen/det

cinfeltigen vnd gemeinen MMann/ond anfes
Benden der Arithmetica ju gur.

LY
[obannem Albert, Bechommaelfes pu Bitsene]
berg/jufammen bracht/apffe new nrit flets durch-
feben/ gemebree acbeffect.

Ala Jemand habe mit drei Wiirfeln ge-
wiirfelt. Willst du raten, wieviel Augen auf
jedem Wiirfel zu sehen sind, so lasse ihn
folgendes ausrechnen:

Die Augenzahl des ersten Wiirfels ist zu
verdoppeln und anschlieBend ist 5 zu addie-
ren. Die Summe ist mit 5 zu multiplizieren
und zum Produkt sind 10 zu addieren.

Zu diesem Ergebnis ist die Augenzahl des
zweiten Wiirfels zu addieren und die Summe
mit 10 zu multiplizieren.

SchlieBlich sind noch die Augen des dritten
Wiirfels zu addieren.

Nun lasse dir diese Summe nennen, sub-
trahiere im Kopfe 350 und aus dem verblei-
benden Rest (eine dreistellige Zahl) kannst
du die Augenzahlen der Wiirfel (d. i. jede
Ziffer der Zahl) ansagen.

Beispiel : Die Wiirfel zeigen die Augen

34

2=4 55 580
+5=9 + 3=58 + 6
586
-5=45 -10=580
+10=55
Losung: 586
—350

236, also 2; 3; 6.

A24A Es reisen zwei Gesellen zugleich von
Wittenberg nach Spanien. Der erste liuft
jeden Tag 7 Meilen, und der andere liuft
am ersten Tag eine Meile, am nichsten Tag
zwei, am dritten Tag drei Meilen und so
fortsetzend, jeden Tag eine Meile mehr. Es
ist die Frage zu beantworten, in wieviel
Tagen diese zwei Gesellen zusammen an-
kommen.

Eine Losung erhilt man durch Aufstellung
einer Tabelle:

Tag 1. Geselle 2. Geselle
1 7 Meilen 1 Meile
2. 14 Meilen <+ 2 Meilen= 3 Meilen
3. 21 Meilen + 3 Meilen= 6 Meilen
4. 28 Meilen + 4 Meilen=10 Meilen
5. 35Meilen + 5 Meilen=15 Meilen
6. 42 Meilen + 6 Meilen=21 Meilen
7. 49 Meilen + 7 Meilen=28 Meilen
8. 56 Meilen + 8 Meilen=236 Meilen
9. 63 Meilen + 9 Meilen=45 Meilen

10. 70 Meilen +10 Meilen=>55 Meilen

11. 77 Meilen 411 Meilen=66 Meilen

12. 84 Meilen +12 Meilen=78 Meilen

13. 91 Meilen  +13 Meilen=91 Meilen

Zusammenkunft also nach 13 Tagen.
Oder auch so:
Am 7. Tag der Reise stimmt die tiiglich zu-
riickgelegte Anzahl der Meilen zwischen
beiden Gesellen iiberein, nimlich 7 Meilen.
Der zweite Geselle muB nun die gleiche
Anzahl der zunichst zuriickgebliebenen Mei-
len nachholen, d. h. es ergibt sich die Glei-
chung:
(T=6)+(7=-5+T-H+(T-3H+(7-2)+
+(-D+7+@+D+T+2)+(T+3)+
+(T+4)+(7+5)+(74+6)=Tx bzw.

91="7x und

x=13

JOHANNIS HEMELINGII
RKdnfert. gervdnten Poiten unb beflaliten
&gmb und Necyen:Meglers dec

ARITHME T 1ffier 3Enfangs
Do
Kieines

Bedyen-Buch

g il s
Bucle/ b»rﬁD grindlide 3Pfafs
fung/ toeldyer aeftalt bie edle Redyens
sumft cinem begievigen Bicbhaber derfelben
rindhg und bald anjulthren;

Wummgro aber aufeé neue ;gm@.r«.

pnad igi bets:Seylo und Gebray
e o

L) L b biralidyes hiry
B

GERHARKD SReper/
Decordnetem Schreibaund Redyen: Theifber
ber alten Stabdt Hildeshnm,
@deus uob 95t S s Do,
Tiaet O Qi it B 125,

Ala Practic-Rechnung

Not. Weilen der Divisor 12 ein Numerus
Compositus, oder geschickte Zahl ist, so
zerstreue ihn nach dem Einmahl Eins in
2 mahl 6. oder 3 mahl 4. mit jedem dividiere
absonderlich, und mache jedesmahl einen
Strich: fac.

Exempla zur Ubung.

Mit 135 Theile 133110. fac. 986.

Nota: 135 zerfélle in 9-5-3 mit jedem divi-
diere absonderlich. fac.

Losung:

133110 135:1_3133%) da QS durch 9
teilbar

=l447590 da QS durch 3 teilbar

=4 930 letzte Ziffer 0 bzw. 5, durch 5
5  teilbar

=986

A44a Von der Regel Detri.

(Universalregel zur Berechnung aller Exempel
in Briichen)
Beispiel :

Z.E. Fﬁr% Rthl. bekommt man 8 w, wieviel

fiir 5 Rthl.?
Dieses stehet also:

i—g—é Antworl ? oder 53% H

Nimlich, wenn ihr alle Glieder eingerichtet
und A verkehret habt, so multipliciret (weil
allhier keine obere Zahl gegen eine untere
zu kleinern,) sofort die oberen Zahlen
4x8x5, desgleichen auch besonders die
unteren Zahlen 3x1x1 in einander, so
giebt jenes Product den Zihler, und dieses
den Nenner in dem verlangten Facit, nim-

lich ? oder im Ganzen 53% B

Losung: Rthl. Reichsthaler (Riksdaler), bis
1845 schwedische Geldeinheit.



#  Plund (Altere Gewichtseinheit), latei-
nisch libra, abgekiirzt 1b, aus dem das
Zeichen entstand.

Wir rechnen so:

%:8:5:xund%x=40.

Daraus folgt :

40-4 1 1
x=T=S3§, d.s. 533 H.
Anfangdgrunbde

der Faufmannijen

Hedenfunt,

grindlidye Hnrocifung, Furs und mit
Woredeil gu rechnen;
Thekbe
nidt nur die> gemeinet NRednungsarten
auf cine vorrhedbafre Art . fendern aud die
Kerten. und andern tanimdrnijdien Redmungen
nebit riner compendidfen Trobe in fich
foffet,
nady Claudbergifchen Regein entwerfen,
(11)
i bequemen Bebeaudie deret, bie fid) ber Handlumg wibmen,
it vidre rempsin erldueer
ben

Shrifoph PAugbeil,

Arichmericns bry e Cdude m G Nicodl i Reipylg.

Qeipyig,
ey Wam Fricoridy Bdhmen , 1773-

Mfgabe.

@s follen fidy vier Briider in cine Srbiaft von
1000 Tfaler dergeflalt cheifen, dap ber pocite 100
TMaler meniger befomme ale der Altefle, ber dritce
7¢ Tpaler mefr ale der yweite, umd dec viette GO
palec mehe als der dritte; Man verlangee yu wifien,
wie viel ¢in jedev befomme.

Dorbereitung.

Wem man den Theil wiifte, ben der erfle beo
fommt, fo wire ¢8 feicht ju beflimmen, wie viel eint
jeder befomme, Denn menn man diefen Unbefanns
tes Thel  neunt ; fo ift x — 100 ber Thell bes ywels
tm r— 100475 bev Thed bed britten, x— 100
75460 dm Thell des vieten. Num iff offens
bar, bof ofle diefe Teife jufommen genommen fo
oo foom miffen, ols das gamye Capital 1000 TH,

o .
- ufldfung

1000=x$x—-190F A~ 100+ 7 $r~1CCH 75460
s didfer Sleiung muf x beMMunme werden,
Nun it r+ x +ad-rx=4r
—100-— 100 — 109 = —300
79+ 75+ 60 = 210
Dicfes fann man nun in dex Gleicung fehem, und
alsbenn biefelbe Firyes (o fdhreiben
1000= 4xr — 30¢ -~ 210
und weil —300+4 210 == — 50ift
fo wird 1000 = 4x — 90
Madbem mon diefe Sieidyung fo meit acbradye bae,
muf man v nur ofein auf bie cine CSeite, und
afle befannre Jaflen auf die andre bringen.

Um diefes yu bererfftelligen folgt maw ber (5. 62.)
geachenen Regel, mon {dyreibe nemlid) bie Jop! — 90
mit bem umgefefrten Jeiden auf die andee Seite,
fo witd 1000 4-yo =4

ober 1090 = 4r
Der Tpeil des erften viermall gmommen, it affo fo
grefl als 1090 pic.  Folglich muf der vierte Tpeif
o gro8 fegn ale x oder 10yo = x

4
unbd ooan man bie Divifion wirlidy verridyees
272% ple. = x

AS5A Lésung: Wir rechnen so:

Der erste Bruder sei x, dann gilt:
x+(x—100)+(x—1004+75)+(x— 100+ 75
+60)=1000

Nach Auflésen der Klammern, Zusammen-
fassen und Ordnen erhilt man

4x=1090
x=272}
2

Die Aufteilung der Erbschaft geschicht daher
folgendermaBen:

1

1. Bruder 2725 Taler

2. Bruder 172, Taler

3. Bruder 247% Taler

4. Bruder 307% Taler

Zusammen 1000 Taler

®. § Tempelhoffsd
volfidnbige
Anleitung
e
Nlgebra,

DNeue Nuflage.

Berlin,
wriegts Arnold Wever, 1773,

Aufgabe.

3o Kaufleute Gaben ein Capital von 1805 Thie.
wlommengelege. Nady Berlauf von ciniger Jeit has
ben bepde gleichbic! gemonntern, und ber Gewinnft
bes erften ift beeomafl fo grof als dle Summe die
@ cinlegte, der Sewinnft deo yeiten aber 5 mafl
fo grof alé bas GeId, reldys er cingelegt, Dan
will wiffen, twle wlel cin jeder ju tee Summe von
1800 Xfir. gegebem,

A6A Losung: Wir rechnen so:
Der erste Kaufmann sei x;
(1800—x). Dann gilt:

3x=>5(1 800 — x)
bzw. x=1125
Es folgt daraus, daB der erste Kaufmann
1125 Taler einbrachte und der zweite
(1800—1125) Taler=675 Taler.
Zur Probe fiihrt: 1125:3=3375
und 675-5=31375,
d. h. beide hatten gleichviel Gewinn aus
ihrem Kapital erzielt.

der zweite

Dec prokiifdhe Geometer

obet

Anleitun [
sut gewerbliden Geometrie.

Langensalza 1857

Der Stab: Man theilt die Hohe ab in 2 gleiche
Theile und beschreibt mit dem Halbmesser

ac aus ¢ einen Halbbogen.

Der Viertelstub oder Wulst: Man theile die
Hohe ac in 3 gleiche Theile; 2/3 davon=ab,
was man die Ausladung nennetl; man ver-
binde b und ¢ durch eine Hiilfslinie und er-
richte auf der Mitte derselben eine Normale
nach h. Von h aus beschreibe man mit der
Zirkel6ffnung bis b den Bogen bc.

\ e

\1f

Die Doppelhohlkehle: Man theile «b in
3 gleiche Theile, so daB «d=1/3 und db=2/3
ist; mache ac=ad und bf=bd; ziche eg
parallel mit ad und bd parallel mit fb; be-
schreibe aus g mit gd den Bogen dc und aus
mit hd den Bogen df.

|
he-s-—+d
|
]
[}
|

c

f ¥
Die Karnies oder die Kehlleiste: Man theile
¢b bis e; mache die Ausladung ac=cb und
ziehe aus e eine punktierte Parallele de mit
ac; beschreibe aus d mit «d den Bogen af
und aus ¢ mit eb den Bogen /fb.

b

Ein Karnies: Man theile ab in ¢, trage 1/2
von b nach d und '/, von « nach ¢, ziehe die
Hiilfslinie «d und theile sie in f, errichte aus
den Mittelpunkten die Normalen b und e,
und beschreibe aus ihnen die Bogen df und fu.

d b

1€

Zusammenstellung : J. Lehman ;
Losungen: W. Unze
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Aus der
Graphentheorie

Teil 3

Nachdem wir das bisher Dargebotene etwas
geiibt haben, wollen wir uns wieder der
Theorie widmen. Wir wollen uns mit ge-
wissen offenen oder geschlossenen Kanten-
zligen von Graphen befassen:

Eulersche und Hamiltonsche Linien

Zu einer seiner Arbeiten (es handelt sich um
die eingangs genannte, 1736 erschienenc)
wurde der geniale Mathematiker Leonhard
Euler (1707 bis 1783) durch eine Fragestellung
angeregt, die in den Bereich der Unterhal-
tungsmathematik gehort und iiber die viele
seiner Zeitgenossen nachdachten:

Es handelt sich um das Problem der Konigs-
berger Briicken. Mit einigen Resultaten
Eulers, die auch dieses Problem l6sten, aber
weit dariiber hinausgingen, nahm (wie bereits
erwihnt) die systematische Graphentheorie
ihren Anfang.

Bild 12a veranschaulicht die Lage der sieben
Konigsberger Briicken.

¢ Bild 12

b

Dem Bild 12a kénnen wir den Graphen des
Bildes 12b zuordnen. Seine Knotenpunkte
stellen die Festlandteile 4, B, C, D dar.
Zwei Knotenpunkte sollen durch soviel Kan-
ten verbunden werden, wie die ihnen ent-
sprechenden Festlandteile durch Briicken
verbunden sind.

Alla Sicher wird es euch nicht sehr viel
Miihe bereiten, mittels Durchprobieren aller
Méglichkeiten herauszufinden, daB es nicht
moglich ist, in einem der Gebiete 4, B, C, D
beginnend, alle sieben Briicken in einem
einzigen — zum Ausgangspunkt zuriickfih-
renden — Spaziergang genau einmal zu pas-
sieren.

Der Satz 3, den wir jetzt formulieren und
beweisen wollen geht auf Euler zuriick. Er
liefert die Aussage, die auch eine Antwort auf
den in Aufgabe 11 erlduterten Spaziergang
itber die Konigsberger Briicken gibt.
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Satz 3: Man kann samtliche Kanten eines
zusammenhingenden (endlichen) Graphen G
dann und nur dann in einem geschlossenen
Kantenzug durchlaufen, wenn G nur Knoten-
punkte gerader Valenz enthilt.

Zum Beweis des Satzes 3 benutzen wir eine
Aussage, die wir in einem Hilfssatz formu-
lieren wollen.

(Die Bezeichnung ,,Hilfssatz* bezieht sich,
das sei bemerkt, nur auf seine Stellung zum
Satz 3.)

Hilfssatz: Enthilt ein zusammenhingender
Graph G (mit mehr als einem Knotenpunkt)
nur Knotenpunkte gerader Valenz, so ist
jeder seiner Knotenpunkte in (mindestens)
einem Kreis von G enthalten.

Beweis des Hilfssatzes: x sei ein beliebiger
Knotenpunkt aus G und (x, y) sei eine der
mit x inzidenten Kanten. G* sei der Graph,
den wir aus G durch Entfernung der Kante
(x, y) erhalten. G* ist zusammenhéngend,
denn andernfalls enthielte die Komponente
von G*, in der der Knotenpunkt x liegt,
einen einzigen Knotenpunkt ungerader Va-
lenz, namlich x. Das widerspriche aber
Satz 2.

Da G* also zusammenhingend ist, gibt es
in G (mindestens) einen Weg, der x und y
verbindet. Dieser Weg, zusammen mit der
Kante (x, y), liefert uns einen Kreis in G,
der x enthilt.

Wir wollen nun zum Beweis des Satzes 3
schreiten:

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten; wir
beweisen die Aussagen, die wir mit 1 und 2
bezeichnen.

Zunichst noch eine Definition.

Definition 10: Ein peschlossener (offener)
Kantenzug, der jede Kante eines Graphen G
enthilt, heiBt eine geschlossene (offene)
Eulersche Linie des Graphen G.

Aussage 1: Wenn alle Knotenpunkte des
Graphen G gerade Valenz haben, dann ent-
hélt G eine geschlossene Eulersche Linie.

Beweis der Aussage 1: Aus allen x enthalten-
den geschlossenen Kantenziigen von G (einen
gibt er nach dem Hilfssatz sicher) wihlen wir
einen aus, der die meisten Kanten enthilt.
Wir nennen ihn Z.

Wir bilden den Graphen G,, der alle Kanten
enthilt, die nicht auf Z liegen, und alle mit
diesen Kanten inzidierten Knotenpunkte.
Offensichtlich enthilt G, nur Knotenpunkte
gerader Valenz. (G, ist im allgemeinen nicht
zusammenhidngend!) Da G zusammenhin-
gend ist, muB G, mit Z mindestens einen
Knotenpunkt gemeinsam haben, sagen wir
den Knotenpunkt y. Nach dem Hilfssatz
gibt es in G, einen Kreis K, der y enthilt.
Wir bilden nun in G einen Kantenzug Z,
nach folgender Vorschrift:

In y beginnend durchlaufen wir Z ganz und
gelangen wieder zum Knotenpunkt y; nun

setzen wir — wiederum in y beginnend - den
Kantenzug mit den Kanten und Knoten-
punkten des Kreises K fort.

Z ist ein den Knotenpunkt x enthaltender
geschlossener Kantenzug, der mehr Kanten
enthilt als Z. Das steht aber im Widerspruch
zur vorausgesetzten Maximalitit von Z. Z
ist also bereits eine geschlossene Eulersche
Linie des Graphen G.

Aussage 2: Wenn G cine geschlossene Euler-
sche Linie besitzt, so hat jeder Knotenpunkt
von G gerade Valenz.

(Bemerkung : Die Aussagen 1 und 2 gemein-
sam erfassen die Aussagen ,,dann und nur
dann* in Satz 3.)

Beweis von Aussage 2: Wir ,,wandern auf der
Eulerschen Linie entlang*, bis wir zum Aus-
gangspunkt zuriickkehren. In jeden belie-
bigen Knotenpunkt P von G gehen wir dabei
ebensooft hinein wie aus ihm heraus. Da wir
bei unserer Wanderung jede Kante genau
einmal durchlaufen, schlieBen wir sofort,
daB p mit einer geraden Anzahl von Kanten
inzidiert, d. h. gerade Valenz hat.

Eng verwandt mit Satz 3 ist der folgende Satz,
dessen einfacher Beweis euch als Aufgabe
iiberlassen bleiben kann.

Satz 4: Ein zusammenhingender endlicher
Graph G kann genau dann in einem offenen
Kantenzug - der jede Kante von G enthilt —
durchlaufen werden, wenn er genau zwei
Knotenpunkte ungerader Valenz hat. Die
beiden Knotenpunkte ungerader Valenz sind
dabei Anfangs- und Endpunkt des Kanten-
zuges.

Mit Hilfe des Satzes 4 erkennen wir sofort,
daB es auch nicht moglich ist, iiber jede
der sieben Konigsberger Briicken genau ein-
mal hinwegzuspazieren, ohne den Spazier-
gang an seinem Ausgangspunkt beenden zu
konnen. An dieser Stelle wird es wieder
angebracht sein, eine kleine Pause zu machen,
in der wir uns mit einigen Ubungsaufgaben
befassen wollen.

Al124 Eine Schau modemer Wohnraum-
gestaltung — untergebracht in acht Rdumen -
wurde kombiniert mit einer Ausstellung zeit-
genossischer Graphiken und Malereien.
Diese wurden zu beiden Seiten der Wandel-
ginge des Gebaudes plaziert. (Bild 13)

Bild
13 % %

Zimmer

A
%

Thr wollt die Graphiken und Malereien beider
Wandseiten betrachten, ohne von einer Seite
zur anderen springen und ohne Umwege
machen zu miissen. Thr mochtet einen Spa-
zierweg durch die Ausstellung finden, der
euch — am Eingang beginnend und endend —
jede Stelle des Ganges genau zweimal pas-

Eingong_




sieren 1iBt. Beim ersten Passieren wird die
eine Wandseite betrachtet, beim zweiten die
andere. Bild 13 soll euch eine Vorstellung
von den Gingen vermitteln. Kénnt ihr einen
solchen Spazierweg finden?

A 134 Welcher der Graphen des Bildes 14
kann in ,.einem Zug*“ gezeichnet (d. h. in
einer offenen oder geschlossenen Eulerschen
Linie beschrieben) werden?

Bild 14

by

q

Ald4a Jiirgen besucht die 9. Klasse einer
Spezialschule. Aus den Schulen der umlie-
genden Daorfer war jeweils der geeignetste
Schiiler zu dieser Schule geschickt worden.
In jedem der Darfer X; wohnt einer von
Jirgens Klassenkameraden. In den Ferien
will Jirgen eine Radtour machen. Er will
moglichst viele der Ortschaften X; erreichen
und dem dort wohnenden Kameraden einen
Kurzbesuch abstatien. Dabei will er kein
StraBenstiick doppelt passieren und am Ende
der Tour wieder in seinem Heimatort A
angelangt sein. In Bild 15 sind die Lage der
Orte und das sie verbindende StraBennetz
skizziert. Welchen Weg wird Jiirgen wihlen?
Zeichnet ihn in Bild 15 ein!

Bild 15 Xy o
A
Ay
A
X8
N
‘ Xs
X
v
Xn

Bei der Losung einer der Aufgaben werdet
ihr eine Aussage bendtigt haben, die wir als
Satz 5 formulieren und beweisen wollen.

Satz 5: Jeder (endliche) zusammenhiingende
Graph G kann in einer solchen geschlossenen
Kantenfolge durchlaufen werden, daB jede
Kante genau zweimal beschrieben wird.

Beweis: Zu jeder Kante (x, y) des Graphen G
fihren wir voriibergehend eine Kante (x, y),
ein, die ebenfalls die Knotenpunkte x und y
miteinander verbindet. In dem so erhaltenen
Graphen G* haben alle Knotenpunkte gerade
Valenz. Nach Satz 3 liBt sich G* in einer
geschlossenen Eulerschen Linie £ durch-
laufen. In dem E entsprechenden Kantenzug
ersetzen wir alle mit dem Index 1 versehenen
Kanten durch die entsprechende nicht in-
dizierte Kante (beispielsweise [v, y], durch

[x, ¥]). So erhalten wir eine Kantenfolge,
in der jede Kante genau zweimal vorkommt.
Erinnern wir uns noch einmal des ebenen
Graphen des Bildes 4. den wir dem Dode-
kaeder zugeordnet hatten bzw. der das Dode-
kaeder darstellt.

1859 beschiftigte sich der bedeutende irische
Mathematiker W. R. Humilton (1805 bis
1865) mit einem Spiel, das darin besteht. den
(eben erwihnten) Graphen des Bildes 4
in einem geschlossenen Kantenzug so zu
durchlaufen, daB jede Kante des Graphen
hochstens einmal darin vorkommt, aber
jeder Knotenpunkt beriihrt wird. (Zwei Lo-
sungen zeigt das Bild 16.) Wir wollen einen
neuen Begriff einfiihren:

Definition 11: Ein Kreis eines zusammenhan-
genden (endlichen) Graphen G, der alle
Knotenpunkte des Graphen enthiili, heibBt
Hamiltonsche Linie von G.

AuBerlich ihnelt das Problem der Existenz
einer Hamiltonschen Linie der Frage nach
einer Eulerschen Linie, es ist aber mit viel
groBeren Schwierigkeiten verkniipfl, so dal
bisher bei weitem nicht ein solches abschlie-
Bendes Ergebnis erziell werden konnte wie
bei dem Problem der Eulerschen Linie.

Ein von Diruc gefundenes Resultat besagt,
daB ein zusammenhiingender Graph mit »
Knotenpunkten sicher dann eine Hamil-
tonsche Linie besitzt, wenn die Valenz eines

jeden seiner Knotenpunkte groBer als

n.
= Ist.
2

Bild 16

Eine bekannte Aufgabe verlangt, mit dem
Rossel alle Felder des Schachbrettes in
,,einem geschlossenen Zug* genau einmal
zu iiberstreichen und mit dem letzten Sprung
das Ausgangsfeld zu erreichen (Problem des
Rosselsprungs).

Die Losung dieser Aufgabe besieht — wie
man sich leicht iiberlegt - im Auflinden einer
Hamiltonschen Linie in einem speziellen
Graphen G, den man wie folgt erhiilt:

Den 64 Feldern des Schachbrettes entspricht
je ein Knotenpunkt des Graphen G. Zwei
Knotenpunkte «;, «; werden genau dann

Rossel gemiB den Regeln des Schachspiels
von dem «; entsprechenden Feld nach dem
«a; entsprechenden springen kann (bzw. von
a; nach «;). Dieser Graph G kann in der
Ebene wohl kaum in iibersichtlicher Weise
dargestellt werden — das leuchtet wegen der
recht groBen Knotenpunkt- und Kanten-
zahlen sofort ein.

In Bild 17 geben wir drei Losungen des Ros-
selsprungproblems in der iiblichen Weise an.
Bemerkung zu Bild 17: Wir beginnen im
mit ,,1*“ bezeichneten Feld, springen von
dort nach ,.2*, von ,,2*° nach ,3* usw. -
Die aus Bild 17a ersichtliche Lésung wurde
von Euler gefunden. Die von Jucnisch 1862
angegebene Losung (Bild 17c) weist eine
Besonderheit auf: Die Tafel des Bildes 17¢
ist ein magisches Quadrat; die Summe der in
jeder ihrer Zeilen und Spalten aufiretenden
Zahlen ist 260.

Man kann sich auch fragen. ob man. in
einem Feld des Schachbrettes beginnend,
in einer aufeinanderfolgenden Reihe von
Ziigen — die jeden moglichen Zug genau
einmal enthélt — zum Ausgangsfeld zuriick-
kehren kann. Jetzt haben wir eine geschlos-
sene Eulersche Linie des Graphen G zu
suchen. Die Frage nach der Existenz einer
solchen konnen wir sehr leicht beantworten.
Wir miissen uns iberlegen. weiche Valenz
die Knotenpunkte von G haben, und konnen
dann Satz 3 anwenden.

Aus Bild 18 sind die Valenzen zu entnehmen:

3 “ J |2 Bild 18
34 6 &
416 8 6|4
3|4 6 &
213 32

Eine geschlossene Eulersche Linie gibt es
laut Satz-3 nicht. (Satz 4 liefert, daB auch
keine offene Eulersche Linie zu finden ist.)
Die beiden zuletzt behandelten Aufgaben
konnen einer Gattung von Spielen zugeord-
net werden, die wir als ,,Solospiele* (,,Ein-
mannspiele**) bezeichnen.

Diesen wollen wir uns im néichsten Beitrag —
anhand weiterer Beispiele - zuwenden.

durch einc Kante verbunden. wenn das W. Vojs
Bild 17
58143160137 {52 |47162 |35 50(59148133)22|37112] 5 63122115 |40| 7|42|59|18
49146 (57|42(67|36|53 |40 41{34|57|58(13| 612330 74|33164(21(60]17| 2|43
44159148|57|38|55(34(63 60|43|40|47(32121( #{11 37162(|23|16 |41] 4|19|5¢8
47|50(45156133164|39|54 35142(57|52] 7|14|29]24 24(13138|67(20(57(44] 3
22| 32| 1\2413|18|15 56(67|46139(20|25[10] 3 17136|25152)29 46| 5|56
31| 2|23| 6{719|16|27|72 43136153|64|15] 8|17|28 26|51)12 |33| 8|55,30/45
8|21 4|29|10(25|14|17 62|55|38(45(26(19| 2| 9 35|10)49)28|53(32| 47| 6
3|30] 9|20] 5|28\ |26 37 |44{63|5%| 1(16|27|18 50(27(34| 3|48] ?|54 31
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Kleine Worte —

GroBle Wirkung Teil 4

Entweder ,,Nicht alle .. .*

oder ,Alle . . . nicht*

Heute wollen wir dem letzten Fehler, den
Klaus in seiner Mathematikarbeit gemacht
hat, zu Leibe gehen. Es war die Aufgabe ge-
stelll worden, eine falsche Aussage durch
Verneinung in eine wahre Aussage zu iiber-
fiihren.

Zur Klirung sei erst einmal folgendes fest-
gestellt:

® Die logische Verneinung einer falschen
Aussage ergibt eine wahre Aussage.

® Durch logische Verneinung einer wahren
Aussage erhilt man eine falsche Aussage.
Verneint nun selbst einmal folgende Siitze!
a) 247 ist eine Primzahl.

b) 2¢422=2%

c) a ist gréBer als 7.

d) Das Produkt 17-11 ist eine gerade Zahl.
e) Alle Primzahlen sind ungerade.

Die Verneinung der Siitze a) bis d) ist schnell
aufgeschrieben:

a’) 247 ist keine Primzahl.

b)) 24422425

c;) « ist nicht groBer als 7.

oder:

c;) «a ist kleiner als 7 oder gleich 7.

d’) Das Produkt 17-11 ist eine ungerade Zahl.

Wie man sieht, sind die Verneinungen recht
unterschiedlich gebildet worden. Also ist es
gar nicht so einfach, eine feste Vorschrift
fiir das Verneinen von Aussagen zu finden.
Um jedoch bei der Bildung einer Verneinung
ganz sicherzugehen, kann man stets die
Wendung ,,Es gilt nicht, daB ...* vor die
Aussage schreiben. So wiire z. B. der Satz
,.Es gilt nicht, daB alle Primzahlen ungerade
sind* eine richtige Verneinung der Aussage€).
Von mir befragle Schiiler gaben als Ver-
neinung des Satzes .,,Alle Primzahlen sind
ungerade* folgende Antworten:

Ralf: Alle Primzahlen sind nicht ungerade.

Inge : Nicht alle Primzahlen sind ungerade.
Petra: Keine Primzah] ist ungerade.
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Bernd: Es gibt mindestens eine Primzahl,
die nicht ungerade ist. Wir wissen, daB die
Allaussage ,,Alle Primzahlen sind ungerade*
falsch ist. Also muB die Verneinung dieser
Aussage wahr sein (siche oben).

Bei der Uberpriifung der Aussagen von Ralf,
Inge, Petra und Bernd stellen wir fest, daB
nur die Sitze von Inge und Bernd wahre
Aussagen sind.

Fiir den Satz von Ralf , Alle Primzahlen
sind nicht ungerade‘* kann man auch schrei-
ben ,,Alle Primzahlen sind gerade®.

Hier wird offensichtlich, daB der Satz falsch
ist. (Somit ist auch der Satz von Petra falsch.)
Die Aussagen von Inge bzw. Bernd sind
logisch richtige Verneinungen des Satzes
,»Alle Primzahlen sind ungerade‘‘. Damit ist
auch klar, daB die logische Verneinung des
Satzes ,,Alle natiirlichen Zahlen haben einen
Vorgianger* nicht heiBen kann ,,Alle natiir-
lichen Zahlen haben keinen Vorginger*,
sondern ,,Nicht alle natiirlichen Zahlen haben
cinen Vorginger oder ,,Es gibt mindestens
eine natiirliche Zahl, die keinen Vorginger
besitzt*‘.

Nun wollen wir noch folgende falsche Siitze
verneinen :

1) Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, gilt
a—b=b—a.

2) Jedes Dreieck hat zwei stumpfe Winkel.

3) Alle Drachenvierecke sind Rhomben.
Die Verneinungen konnten folgendermaBen
formuliert werden:

1’) Nicht fiir alle natiirlichen Zahlen a, b
gilt a—b=b—a.

Oder auch: Es gibt natiirliche Zahlen q, b,
fiir die nicht gilt, daB a—b=b—a.

2’) Nicht jedes Dreieck hat zwei stumpfe
Winkel.

Oder auch: Es gibt Dreiecke, die nicht zwei
stumpfe Winkel haben.

3’) Nicht alle Drachenvierecke sind Rhom-
ben. *

Oder auch: Mindestens ein Drachenviereck
ist kein Rhombus.

Die Verneinung von Allaussagen kann man
demnach sowohl mit den Wendungen ,,Nicht
alle ...*, ,,Nicht jede...* als auch mit den
Redeweisen ,,Mindestens eine. . . nicht*, , Es
gibt. . ., die nicht. .. ausdriicken.

Neben den Allaussagen kennen wir aus dem
Mathematikunterricht auch schon Existen-
tialaussagen.

Z. B.: Es gibt rechtwinklige Dreiecke.

Es gibt mindestens ein Rechteck, das ein
Quadrat ist.

Man verneint Existentialaussagen mit Hilfe
der Wendung ,,Es gibt kein. .. oder ,,Alle
... nicht*.

So lautet die Verneinung der Aussage

,»Es gibt eine natiirliche Zahl, die die Glei-
chung 13 —a=17 erfiillt**:

Es gibt keine natiirliche Zahl, die die Glei-
chung 13 —a=17 erfiillt.

Oder auch: Alle natiirlichen Zahlen erfiillen
nicht die Gleichung 13—a=17.

Die letzten beiden Sitze bringen denselben
Sachverhalt zum Ausdruck.

Verneine selbst alle falschen Aussagen!

a) Die Gleichung a-0=17 hat im Bereich der
natiirlichen Zahlen mindestens eine Losung.
b) Alle durch 17 teilbare Zahlen sind unge-
rade.

¢) Jede natiirliche Zahl, die die Ungleichung
32 <x<72 erfiillt, erfiillt auch die Unglei-
chung 3 <x<2*.

d) Es gibt Zahlenpaare a, b, fir die gilt:
at=p"

€) Mindestens ein gleichseitiges Dreieck ist
rechtwinklig.

f) Alle Rhomben sind Drachenvierecke.

Wenn wir in Zukunft bei der sprachlichen
Formulierung von mathematischen Sachver-
halten auch auf diec groBe Bedeutung der
kleinen Worter achtgeben, werden wir uns
klarer ausdriicken kénnen, wir werden uns
sicherer fiihlen und weniger Fehler machen.

L. Flade

Gut gedacht ist halb
gelost

(Losungen siche Seite 48)

Ala Aus 88 Brettern werden 12 Tische
und einige Schrinke hergestellt. Fiir einen
Tisch brauchte man 4 Bretter, fiir einen
Schrank 8.

Wieviel Schrinke wurden hergestellt?

88 Brefier
12 Tische je X Schranke
4 Brefter Je 8 Brefter
Res! .... Bretter Rest aus Tischen: ...
<v.. SChréinke

A2a Zwei Brigaden arbeiten an der Mon-
tage von Maschinen. Die erste Brigade mon-
tiert 60 Maschinen in 4 Tagen, die zweite
Brigade 72 Maschinen in 6 Tagen.

Wieviel Maschinen montiert die eine Brigade
taglich mehr als die andere?

1. Brigade 2.8rigade
60 Maschinen 72 Maschinen
... Tage ¢ ... Tage
Aneinemlog . ... % AneinemTag ....

A3a ImSchulgarten ernteten Schiiler Apfel.
Von 14 Apfelbiumen ernteten sie durch-
schnittlich je 84 kg Apfel, von 19 weiteren
Biumen durchschnittlich je 56 kg Apfel.



Die eingebrachte Emte wurde in Kisten zu
je 28 kg verteilt. '
Wieviel Kisten wurden benétigt?

14 Aplelbiume je 84Ky + 19 Apfelbiume je56 ky

Ad4a Zwei Bergmannsbrigaden forderten
gemeinsam in 15 Tagen 288 Waggons Kohle
zu je 50 t. Dabei forderte die erste Brigade
160 t tiglich mehr als die zweite Brigade.
Welche Fordermenge erreichte die zweite
Brigade?

288 Waggons zu je 50!/
int15 . ‘ t Togen
proTag o | ;‘;;:,’,:;

(x +160)t xt
1. Brigade 2. Brigade

A54 Ein Tourist ging 30 km in 6 Stunden.
Vor der Rast ging er 18 km mit einer Ge-
schwindigkeit von 6 km/h.

Mit welcher Geschwindigkeit legte der Tou-
rist den restlichen Weg zuriick?

6h, 30km
18 km Rest

2km
A 6km/h

xkm/h B

A64 Eine Einheit der NVA fiihrt einen
Ubungsmarsch durch. Sie verkift um 6.00
Uhr die Kaserne und kehrt um 13.30 Uhr
zuriick. Die durchschnittliche Marschge-
schwindigkeit betrigt 5 km in der Stunde.
(Bei der Berechnung der Durchschnittsge-
schwindigkeit wurde die reine Marschzeit
beriicksichtigt.)

aA7a Ein Kindergarten kauft fiir 1 130 M
zwei Karussells und 6 Kletterstangen. Ein
Karussell kostet 340 M.

Wieviel kostet eine Kletterstange? Fertige
dazu ein Losungsbild an!

A84a Ein Schiiler braucht im Jahr etwa
15 Hefte. Aus einer Tonne Papier kénnen
25000 Hefte hergestellt werden.

a) Wieviel Schiiler kann man fiir ein Jahr
mit Heften aus 3 t Papier versorgen?

b) Welches Gewicht (welche Masse) hat im
Durchschnitt ein Heft?

c) Bilde selbst dhnliche Aufgaben unter Be-
nutzung anderer Tatsachen.

494 Die Parallelklassen einer Schule ste-
hen bei der Spendenaktion ,,Hilfe fiir Viet-
nam" miteinander im Wettbewerb. Die Klas-
se 5a hat 33,75 M gesammelt. Die Klasse
5b hat durch eine Altstoffsammlung das
Vierfache des von der Klasse 5a gesammelten
Betrages erreicht. Die Klasse 5¢ kam bisher
auf den dritten Teil des Betrages, den die
Klasse 5a gespendet hat. g

a) Wieviel Mark hat die Klasse 5a mehr
gespendet als die Klasse 5¢?

b) Wieviel Mark haben die drei Klassen
bisher insgesamt gespendet?

c) Wieviel Mark im Durchschnitt betrug
die Spende einer Klasse dieses Schuljahres?
d) In welchem kleinsten ganzzahligen Ver-
haltnis befinden sich die Spendenbetrige der
drei Klassen?

Bilde selbst weitere dhnliche Aufgaben, indem
du den Weltbewerb der Spendenaktion unter
vier oder mehr Schiilern zugrunde legst!
Lege dazu eine Tabelle an und trage zuein-
ander zugehorige Werte unter Benutzung
von ,,wenn — dann ein.

A10a In einem Berliner Stadtbezirk wur-
den 160 groBe Wohnungen renoviert. Der
zehnte Teil davon hat 55 m? Wohnfliche je
Wohnung, der vierte Teil von der Gesamt-
zahl der renovierten Wohnungen hat 67 m?
Fliche pro Wohnung und die restlichen Woh-
nungen je 80 m”> Wohnfliche.

Berechne die Gesamtwohnfliche aller reno-
vierten Wohnungen!

Alla Versuche aus der nachstehenden
Zeichnung eine Aufgabe zu erkennen und
lose sie!

(6™bis 13%)-3h = 7h

km

n + —_—
+ + 1

x :(km - 1000 - 190) =1:700000 8

7-5km = ..

Wie lang ist diese Marschstrecke auf einer
Karte mit dem MaBstab 1: 100000, wenn
man beachtet, daB unterwegs eine halb-
stiilndige Pause eingelegt wurde?

A

[1ha 2241 //////%

-

>

J. Lehmann/W. Unze

(Zusammenstellung fiir einen AG.-Nach-
mittag der Klassenstufe 5/6 des alpha-Clubs
der 29. OS, 7027 Leipzig)

Riistzeug
des Markscheiders

GeologenkompaB

Der GeologenkompaB ermoglicht es, sowohl
Richtung und Neigung des Einfalles von
Gesteinsschichten oder Lagerstitten in einem
Arbeitsgang zu messen als auch Streichen
und Fallen von flichenhaften und linearen
Gefiigeelementen.

Markscheidezeug

Zum Riistzeug des Kumpels gehort das Mark-
scheidezeug. Es besteht aus einem KompaB-
gerit mit Hingezeug (siche Abb.), einem
Gradbogen mit Neigungsmesser fiir Mes-
sungen unter Tage.

Pendelneigungsmesser

Der Pendelneigungsmesser dient zur Be-
stimmung von Gelindeneigungen in der
Topographie, im StraBen- und Wasserbau,
zur Vorplanung und Erkundung von Ver-
kehrswegen, hinsichtlich ihrer Passierbarkeit
fiir schwere Fahrzeuge, zur Neigungsbestim-
mung im Bauwesen.

VEB Freiberger
Priizisions mechanik
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Aus: Starchel, bulgarische Zeitschrift

Das Verschiebespiel

Das im folgenden beschriebene Brettspiel ist in seiner
Konzeption auf dem Verschiebebegriff aufgebaut;
dabei ist es ndtig, nicht nur jeweils einen Stein zu be-
wegen, sondern Figurationen von Steinen zu ver-
schieben. Schon bei der ersten Partie merkt man, wie
wenig man die Méoglichkeiten, die im Begriff der
Verschiebung liegen, itbersieht, und wieviel Chancen
man eben dadurch ibersieht.

8 o/z A A /i 6 V/ ,/A 7/ Ja
8777/ 77/
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Fig. | Ausgangsstellung Fig. 2 Gewinnstellung fiir WeiB.
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Fig. 3 WeiB kann durch
folgende Ziige gewinnen:
a) b4 nach dé

b) ¢7 nach e5, d7 nach f5
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Spielregeln: Die beiden Partner setzen vier Damesteine
abwechselnd in die Diagonale eines Schachbrettes.
Ein freier Stein wird in die freie Ecke gesetzt (Aus-
gangstellung Fig. 1).

Es wird abwechselnd verschoben. Dabei darf der
ziehende Spieler beliebig viele Steine (aber mindestens
einen Stein) seiner Farbe in einer Richtung und um
dieselbe Anzahl von Feldern, also mit gleichem Ver-
schiebevektor, bewegen. Zulissige Richtungen sind
die Richtungen, die eine Dame im Schachspiel ziechen
darf. Weder fremde noch eigene Steine diirfen iiber-
sprungen werden. — Gewonnen hat, wem es gelingt,
vier Steine zu einem Quadrat unmittelbar nebenein-

40

fiir Humor und Satire

ander zusammenzufithren (Fig. 2). - Mit diesem
Spiel kénnen in einem kleinen Turnier die Anschauung
und der Uberblick iiber Konfigurationen einzelner
Punkte ganz erheblich entwickelt werden. Fig. 3
zeigt eine Spielsituation.

K.-H. Hiirten, aus ,,Praxis der Math.*, Koln

. Fiillriitsel

Es sind abwechselnd Worter mit sechs und fiinf Buch-
staben zu suchen, deren Anfangsbuchstaben einen
Begriff aus der Mengenlehre ergeben.
1. deutsches Wort fiir Divisor, 2. Schweizer Mathe-
matiker, 3. Begriff aus der Geometrie, 4. HohlmaB,
5. Anschauungsmittel, 6. Geometrisches Grundge-
bilde, 7. Teil eines Bruches, 8. deutscher Mathema-
tiker, 9. Vieleck.

Oberlehrer Annelies Helwes, OS Burkhardtsdorf

Welchen Beruf iibt Frau Kimmer aus?
Oberlehrer Annelies Helwes, OS Burkhardtsdorf

Permutationsriitsel

In jedem der abgedruckten Wortbilder ist jeweils
ein Buchstabe durch einen anderen des Alphabetes
zu ersetzen. Wird dieser erste Schritt geeignet aus-
gefiihrt, so lassen sich aus den in jeder Zeile stehenden
Buchstaben durch Permutieren die Bilder von Worten
mit folgender Bedeutungbilden : geometrischer Grund-
begriff — Name einer der beiden Zahlen, die einen



Bruch bestimmen — Zahlwort — Zeichen fiir Rechen-
operationen — Linge einer geschlossenen Kreislinie —
Zahlwort — Name fiir eine bestimmte Seite eines recht-
winkligen Dreiecks — Name fiir eine natiirliche Zahl
in bezug auf eine andere, die ein Vielfaches der ersten
1st.

BI ENE
K E NNER
R E DE
L AUS
GAUMEN
NUTE
THEATER
REI TER

Die ersten Buchstaben der Losungsworter bilden von
oben nach unten gelesen das Wortbild eines mathe-
matischen Begriffes.

Magisches Quadrat

Setze in die Figur noch 15 Spielsteine so ein, daB dia-
gonal, senkrecht und waagerecht jeweils drei Steine

liegen.
M. Schneider, OS Hartha

Kombination mit alpha

Wievielmal 14Bt sich das Wort alpha zusammen-
stellen, wobei jeweils nur in Einerschritten nach
rechts, unten bzw. diagonal gelesen werden darf?

R. Schulz, Leiter des alpha-Clubs Rotta-Bergwitz
und des Kreis-Klubs Junger Mathematiker Grdfenhainichen
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Da sitze ich also und rechne!

Buchstaben tanzen,

Zahlen verwischen die Gedanken an Dich
Die Losung aber

bringt sie mir wieder!

2.

,»Ich liebe Dich!*

Bin bei Dir, bin gliicklich!

Ich mocht Dir soviel sagen,
6ffne den Mund und frage ...
nach der Losung von /ac®

Sylvia Griitsch, Berlin (20 J.)
(Aus: Neues Leben 7/71)

Jean-Michel Folon, aus: Muagazin 12/72
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Volkskunst aus der VR Polen: Scherenschnitte
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XII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)

10./11. Februar 1973

Olympiadeklasse 7

1. An einer Oberschule mit genau 500 Schii-
lern bestehen mathematisch-naturwissen-
schaltliche, kiinstlerische und Sport-Arbeits-
gemeinschaften. Uber die Teilnahme von
Schiilern an diesen Arbeitsgemeinschalten
ist folgendes bekannt: '

(1) Genau 250 Schiiler sind Mitglied min-
destens einer Sport-Arbeitsgemeinschalft.

(2) Genau 125 Schiiler gehéren mindestens
einer kiinstlerischen Arbeitsgemeinschaft an.
(3) Genau 225 Schiiler nehmen mindestens
an einer mathematisch-naturwissenschalftli-
chen Arbeitsgemeinschalft teil.

(4) Genau 25 Schiiler besuchen mindestens
sowohl eine kiinstlerische als auch eine Sport-
Arbeitsgemeinschaft.

(5) Genau 75 Schiiler sind mindestens sowohl
Mitglied einer mathematisch-naturwissen-
schaftlichen als auch einer Sport-Arbeitsge-
meinschaft.

(6) Genau 25 Schiiler nehmen mindestens
sowohl an einer mathematisch-naturwissen-
schaltlichen als auch an einer kiinstlerischen
Arbeitsgemeinschalt teil.

(7) Genau 5 Schiiler gehoren allen drei ge-
nannten Arbeitsgemeinschaftsarten an.
Ermittle die Anzahl aller Schiiler dieser
Schule, die

a) an genau einer Art dieser Arbeitsgemein-
schalten,

b) an keiner dieser Arbeitsgemeinschaften
teilnehmen!

2. Beweise, daB es unter 51 aufeinanderfol-
genden natiirlichen Zahlen, deren kleinste
nicht kleiner als 1 und deren groBte nicht
groBer als 100 ist, stets mindestens zwei Zah-
len gibt, von denen die eine gleich dem
Doppelten der anderen ist!

3. Konstruiere ein konvexes' Fiinfeck
ABCDE, das folgende Eigenschaften hat:
(1) AB=CD=>5cm,

(2) xEAB= £ ABC=95",

(3) BC=CE=BE,

(4) AE=ED.

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die Bedingungen (1)
bis (4) ein konvexes Fiinfeck A BCDE bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt ist!
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4. Als die Klasse 7a den Fachunterrichts-
raum fiir Mathematik betrat, war an der
Wandtafel eine Multiplikationsaufgabe an-
geschrieben. Jemand hatte jedoch die Ziffern
derart verwischt, daB nur noch vier ,Ein-
sen” leserlich geblicben waren und von den
unleserlichen Zilfern lediglich noch die ge-
naue Stellung zu erkennen war.
Das Bild an der Wandtafel hatte folgendes
Aussehen:
(Die unleserlichen Ziffern sind hier durch
die Buchstaben a, b, ¢, ... angegeben. Dabei
konnen also verschiedene Buchstaben auch
die gleiche Ziffer, moglicherweise auch noch-
mals die Ziffer 1. bezeichnen.)
lab-cd
ef gl
Rijl
L mnlop

Einige Schiiler versuchten sofort. die [ehlen-
den Ziffern zu ermitteln. und schon nach
kurzer Zeit riel Bernd: ,.Ich weiD genau, wie
die beiden Faktoren hieBen!* Doch Gerd
entgegnete ihm: ,.Es 148t sich nicht eindeutig
feststellen, wie die beiden Faktoren lauteten."
Stelle [est, ob Bernd oder Gerd recht hatte!
Gib in jedem Falle alle Lsungen (Realisie-
rungen) des Multiplikationsschemas an!

5. Ermittle alle nicht negativen rationalen
Zahlen x, die die Gleichung
x+ {x—1]|=1 erfillen!’

6. Beweise den {olgenden Satz:

Fiir jedes Dreieck AABC gilt: Zieht man bei
zwei beliebigen Hohen dieses Dreiecks je-
weils durch deren Mittelpunkt die Parallele
zu der zur Hohe gehorenden Dreieckseite,
so schneiden sich diese Parallelen in einem
Punkt, der auf der dritten Dreieckseite liegt.

Olympiadeklasse 8

1. Die FDJ-Gruppe der Klasse 8a einer
Oberschule fiihrte einen Sportwettkampf
durch. Vor Beginn des Wettkamplfes sollte
jeder Teilnehmer einen Tip dariiber abgeben,
welche drei Teilnehmer in welcher Reihen-
folge das beste Gesamtergebnis erzielen wiir-
den. Als man die Tipscheine auswertete,

stellte es sich heraus, daB ausschlieBlich
Annekatrin, Bernd und Claudia aul den
ersten drei Plitzen erwartet wurden. Dabei
wurden die Reihenfolge Bernd — Annekatrin —
Claudia genau finfmal getippt. AuBerdem
wurden noch die Reihenfolgen Bernd - Clau-
dia - Annekatrin und Claudia - Annekatrin —
Bernd erwartet, und zwar einer dieser beiden
Tips genau vier- und der andere genau drei-
mal. Eine andere Reihenfolge wurde nicht
getippt.

Fiir die Voraussagen wurden Punkte verge-
ben, und zwar fiir jeden richtig vorausgesag-
ten Platz ein Punkt. Maximal waren also
drei Punkte mit einem Tipschein erreichbar.
Die Summe aller so vergebenen Punkte be-
trug 17.

Bernd gewann, entgegen den meisten Vor-
aussagen, nicht den Wettbewerb, aber die
ersten drei Plitze wurden tatsichlich von
Annekatrin, Bernd und Claudia belegt.
Wer gewann den Wettbewerb? Wer belegte
den zweiten und wer den dritten Platz?
Wie oft wurde der Tip Bernd — Claudia -
Annekatrin insgesamt abgegeben?

2. Beweise den folgenden Satz:

Sind a, b, c (a2 b= c) drei beliebige natiirliche
Zahlen, dann ist die Summe dieser Zahlen
oder eine der aus zweien dieser Zahlen ge-
bildeten Differenzen durch 3 teilbar.

3. Gegeben sei ein Dreieck A4BC. Uber der
Seite AB sei ein Parallelogramm ABDE
so errichtet, daB dessen Seite DE mit C auf
derselben Seite der Geraden durch 4 und B
liegt, daB dabei aber die Punkte D und 4
nicht auf derselben Seite der Geraden durch
B und C liegen und daB auflerdem die
Punkte E und B nicht auf derselben Seite
der Geraden durch A und C liegen. Ferner
seien iiber den Seiten BC und AC je ein
Parallelogramm CBIH bzw. ACKL derart
errichtet, daB D auf der Geraden durch I
und H sowie E auf der Geraden durch K
und Lliegt.

Beweise, daB dann der Flicheninhalt des
Parallelogramms ABDE gleich der Summe
der Flicheninhalte der Parallelogramme
BIHC und CKLA ist!

4. Gegeben sei ein Kreis mit dem Mittel-
punkt M. Ein Durchmesser dieses Kreises
sei AB. Zwei Punkte P, und P, mdgen sich
vom gleichen Zeitpunkt an gleich(6rmig
aufl je einer der beiden Halbkreislinien von
A nach B bewegen, wobei die Bewegung
des Punktes P, viermal so schnell erfolgen
soll wie die des Punktes P,. Gibt es zwischen
dem Start und der Ankunft von P, (in B)
einen Zeitpunkt, zu dem die Dreiecke AABP,
und AABP, gleichen Flicheninhalt haben?
Wenn ja, dann ermittle fiir jeden solchen
Zeitpunkt die GroBe des Winkels £ AMP,!

5. Gegeﬂ sﬂin Kreissektor mit dem
Radius MP=MR=9 cm und einem Zentri-
winkel £ PMR der GréBe 50°.



Konstruiere ein Quadrat ABCD so, dal 4
auf MP liegt, B und C auf dem Bogen PR
liegen und D auf MR liegt!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion
(Eine Untersuchung, ob es genau ein derarti-
ges Quadrat gibt, wird nicht verlangt.)
Hinweis: Es empfiehlt sich, zur Losung Eigen-
schalten von zentrischen Streckungen zu be-
nutzen.

6. Untersuche, ob es eine kleinste positive
rationale Zahl a gibt, zu der man eine natiir-
liche Zahl x mit der Eigenschaft
?x—a=§x+ 142 finden kann!
Wenn es ein solches kleinstes a gibt, so er-

mittle, welchen Wert x hierlir annimmt!

Olympiadeklasse 9

1. Beweisen Sie, daB (iir jede natiirliche Zahl n
die Zahl n® —n? durch 10 teilbar ist!

2. Karlheinz will aus gleichgrofen roten
und weien Quadratflichen liickenlos eine
Rechteck(lache derartig zusammensetzen, da
simtliche an den Rand dieses Rechteckes
grenzenden Quadratflachen rot sind (im Bild
gestrichelt gezeichnet), wahrend alle iibrigen
(im Innern gelegenen) Quadratflichen weil
sein sollen. Dabei soll die Anzahl der roten
Quadratilichen gleich der der weiBen sein.

Geben Sie (durch- Angabe der Anzahlen der
in je einer Zeile und in je einer Spalte ange-
ordneten Quadratflichen) alle Rechteckfli-
chen an, die Karlheinz unter diesen Bedin-
gungen bilden konnte!

3. Ein Wiirfel mit der Kantenlidnge a und den
Eckpunkten A4, B, C, D, E, F, G, H (siche Bild)
wird von sechs Ebenen geschnitten, die je-
weils durch die Punkte A, B,G,H;D,C, F, E;
A,D,G,F;B,C,H,E;A,E,G,Cund B,H,F,D
gehen. Man ermittle die Anzahl der Teil-
korper, in die der Wiirfel dadurch zerlegt
wird. AuBerdem gebe man das Volumen
der einzelnen Teilkorper an.
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4. Zwei FuBginger A und B legten dieselbe
Strecke zuriick. Sie starteten zur gleichen
Zeit. Ein Beobachter stellte fest:

A ging die Hilfte der Strecke mit einer
Durchschnittsgeschwindigkeit von 4 km/h,
den Rest mit 5 km/h.

B ging wihrend der Hillte der von ihm fiir
die ganze Strecke aulgewandten Zeit mit
einer  Durchschnittsgeschwindigkeit  von
4 km/h, wihrend der iibrigen Zeit mit 5 km/h.
Wer von den beiden erreichte zuerst das Ziel?

5. Es sei ABCD ein Sehnenviereck, k sein
Umkreis, und es gelte fiir die Bogenlinge
derjenigen zwischen den Eckpunkten des
Sehnenvierecks liegenden Kreisbdgen von k,
aul denen jeweils kein anderer Eckpunkt
liegt, die Gleichung AB + €D = BC + DA.
Beweisen Sie, dal dann AC 1 BC gilt!

6. Man ermittle die Anzahl aller verschiede-
nen Tripel (k, n, m) natiirlicher Zahlen k, n, m,
fiir die k- n? - (2m+ 1)=3808 gilt.

b) Man gebe alle Tripel an, fiir die das Pro-
dukt knm den kleinsten Wert annimmt.

Olympiadeklasse 10

1. Fiir ein gleichschenkliges Dreieck A4ABC
sei die Hohenlinge CD=+h und di¢ Basis-
linge AB =g genannt. Ferner sei dem Dreieck
ein Quadrat EFGH derart einbeschrieben,
daB EF aul AB, G aul BC und H auf AC
liegen.

Ermitteln Sie alle Verhiltnisse h:g, fir
die sich die Flidcheninhalte von Dreieck
AABC und Quadrat EFGH wie 9:4 ver-
halten!

2. Es sei ABCDA'B'C'D’ ein Parallelepiped,
d. i. ein nicht notwendig gerades vierseitiges
Prisma mit einem Parallelogramm ABCD
als Grundfliche.

Es ist die Menge aller derjenigen Punkte X
zu ermitteln, die als Schnittpunkte von
Strecken PR und ST auftreten konnen,
wenn P ein Punkt aufl A_B, R ein Punkt auf
ﬁ, S ein Punkt aul AD und T ein Punkt
auf B'C ist.

3. Man denke sich alle Primzahlen, beginnend
mit der Primzahl 5, der GréBe nach fortlau-
fend numeriert, es mogen also numeriert
sein:

Primzahl 5 7 11 13 17 19

Nummer 1 2 3 4 5 6

Es ist zu beweisen, daB dann jede Primzahl
groBer als das Dreifache ihrer Nummer ist.

4. Ein Lokomotivfithrer bemerkte am An-
fang eines 20 km langen Streckenabschnitts s,
daB er eine Verspdtung von genau 4 min
hatte. Er fuhr daraufhin diese Strecke s
mit einer um 10 km/h hoheren Durchschnitts-
geschwindigkeit, als sie der Fahrplan vorsah.

Am Ende der Strecke s war erstmalig wieder
Ubereinstimmung mit dem Fahrplan er-
reicht.

Wie groB war die fiir s vorgesehene fahrplan-
miaBige Durchschnittsgeschwindigkeit?

5. Beweisen Sie, daB

Ig(l—%g>+lg(1—2162>+...+1g(1—§19—2>
+lg(l—ﬁz)=lg% gilt!

6. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Hat der Winkel an der Spitze eines gleich-
schenkligen Dreiecks eine Grofle von 36°,
so ist die Basis des Dreiecks genau so lang
wie der groBere Abschnitt aul einem nach
dem ,,Goldenen Schnitt* geteilten Schenkel
des Dreiecks.

Anmerkung: Eine Strecke heiBt nach dem
»Goldenen Schnitt“ in zwei Abschnitte ge-
teilt, wenn die Linge des groBeren Abschnitts
die mittlere Proportionale zwischen der Linge
des kleineren Abschnitts und der Lange der
gesamten Strecke ist.

Olympiadeklasse 11/12

1. Man ermittle alle reellen Zahlen x, die

die Ungleichung 0 <x <7—2[ und die Gleichung

tan x + cot x =4 erfiillen.
(Eine Ausrechnung der Zahlenwerte als De-
zimalbriiche wird nicht verlangt.)

2. Im Raum seien vier Punkte P;, P,, P,
und P, gegeben, die nicht in einer und der-
selben Ebene liegen. Man ermittle die Anzahl
aller derjenigen Ebenen, die von diesen vier
Punkten gleichweit entfernt sind.

3. Drei Schulen, je eine aus Adorf, Bedorf
und Cedorf, fiithrten bei einem Kreissport-
fest einen Leichtathletikwettkampf durch.
In jeder Disziplin stellte jede Schule genau
einen Teilnehmer. Ein Reporter interviewte
nach dem Wettkampf einen Zuschauer:
Reporter: ,,Wer hat den gesamten Wettkampl
gewonnen?*

Zuschauer: ,,Adorf gewann den Weitsprung,
aber den gesamten Wettkampf gewann Be-
dorf, und zwar mit 22 Punkten. Adorf und
Cedorf erreichten je 9 Punkte.”

Reporter: ,,Wie wurden die Punkte verteilt?"
Zuschauer: ,In jeder der Disziplinen erhielt
der Erste eine bestimmte Punktzahl, der
Zweite eine kleinere, der Dritte eine noch
kleinere, aber mindestens einen Punkt. Diese
Verteilung war fiir alle Disziplinen dieselbe.
Alle Punktzahlen waren ganzzahlig.*
Reporter: ,In wieviel Disziplinen fand der
Wettkampf insgesamt statt™

Zuschauer: ,,Ich weiB es nicht.”

Reporter: ,Wer hat das KugelstoBen ge-
wonnen?"

Zuschauer: ,Ich weiB es nicht, aber Kugel-
stoBen war dabei.”

43



Ermitteln Sie, ob die folgenden beiden Fra-
gen auf Grund dieser (sdmtlich als wahr vor-
ausgesetzten) Aussagen eindeutig beantwor-
tet werden konnen, und geben Sie alle Ant-
worten, die mit diesen Aussagen vereinbar
sind, an!

a) Welche der drei Schulen gewann das
KugelstoBen?

b) Welche Schule belegte beim Weitsprung
den zweiten Platz? (Es sei bekannt, daB in
jeder der Disziplinen eine eindeutige Reihen-
folge der Wettkampfteilnehmer ermittelt
wurde.)

4. Es seien a und b natiirliche Zahlen, fiir
die 0=<b<a gilt. Ferner sei durch z,=an+b
(n=0, 1, 2, ...) eine Folge natiirlicher Zahlen
gegeben. Ein Element z,, dieser Folge habe
mit a den groBten gemeinsamen Teiler d.
Es ist festzustellen, ob dann alle Elemente die-
ser Folge mit a den groBten gemeinsamen
Teiler d haben.

5. Man untersuche, ob es regelmiBige n-Ecke
gibt, bei denen die Differenz der Lingen
einer groBten und einer kleinsten Diagonale
gleich der Seitenlange des n-Ecks ist. Wenn
ja, so pebe man alle natiirlichen Zahlen
n(n=4) an, fir die das gilt.

Von den folgenden Aufgaben 6a und 6b
ist genau eine auszuwiéhlen und zu lGsen.

6a. Es sei f einé Funktion, die fiir alle
reellen Zahlen x definiert ist und die folgende
Eigenschaft hat:

(1) Fir alle x gilt f(x)=xf(x+1);

(2) Esgilt Sm=1

a) Man ermittle alle ganzen Zahlen n, fir
die f(n)=0 gilt.

b) Es seien m und n beliebige ganze Zahlen,
und es sei f(x+m) gegeben. Man berechne
S{x+n).

c) Man gebe eine spezielle Funktion f, an,
die die obigen Eigenschaften besitzt, und
zeichne den Graph dieser Funktion im Inter-
vall —3<x<4

6b Ist n eine natiirliche Zahl, die gréBer als 1
ist, so seien auf einer Strecke AB Punkte
P,, Py, P, ..., P,,_, in dieser Reihenlolge
so gelegen, daB sie die Strecke 4B in 2n
Teile gleicher Linge zerlegen.

a) Man gebe (als Funktion von n) die Wahr-
scheinlichkeit dafiir an, daB zwei aus den
Punkten Py, ..., P,,_, ausgewihlte Punkte
P, P, mit 0<k<m<2n die Strecke AB
derart zerlegen, daB sich aus den drei Teil-
strecken AP, P.P,, P_B cin Dreieck kon-
struieren laBt.

b) Man untersuche, ob diese Wahrschein-
lichkeit fir n—oo gegen einen Grenzwert
konvergiert, und ermittle, wenn dies der
Fall ist, diesen Grenzwert.

Anmerkung: Die in a) gesuchte Wahrschein-
lichkeit ist folgendermaBen definiert: |

Jede Auswahl zweier Punkte P,, P, mit
O<k<m<2n sei als ein ,Fall“ bezeichnet.
Ein ,Fall* heiBe ein ,giinstiger Fall“, wenn
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Mathematik-
olympiaden in den
Niederlanden

Auch in Holland gibt es eine Olympiade.
Sicher interessiert es die alpha-Leser, etwas
davon zu lesen. Es sei aber vorausgeschickt:
Die hollindische Olympiade ist eine kleine!
Im Vergleich zur DDR kann man sie sogar
»winzig klein“ nennen. Erstens hat sie nur
zwei Stufen. Zweitens nehmen nur Schiiler
aus der Mittelschule teil und zwar aus den
letzten zwei Jahren vor dem Abitur. Die erste
Stufe kann man als Vorstufe bezeichnen, als
Weg, eine Vorauswahl zu treffen. An alle
Schulen werden Aufgaben versandt. Die
Schiiler des vorletzten (11. Schuljahres) erhal-
ten eine Kostprobe, ndmlich die Aufgaben
des Vorjahres mit nach Hause. So kdnnen sie
in aller Ruhe beurteilen, ob sie es wagen
konnen mitzumachen. Haben sie Mut ge-
faBt, arbeiten sie in einer Klausur an den
offiziellen Aufgaben. In drei Stunden Ar-
beitszeit sind zehn Aufgaben zu lsen, na-
tiirlich keine vollstindigen L&sungen, son-
dern nur die Antworten aul die gestellten
Probleme. Die Aufgaben sind sehr verschie-
den von dem in der Schule gebotenen Stofl.
Erfahrung niitzt wenig, man muB etwas
Originelles leisten, um Erfolge zu erzielen!

Drei Beispiele sollen das zeigen:

A999a4a Jemand zeichnet n Geraden g,
g2 83 --- & (n>3), die in derselben Ebene
liegen, die paarweise nicht parallel sind und
von denen keine drei einen Punkt gemein-
sam haben.

P, und P, so gewihlt sind, daB sich aus
den Strecken AP,, P,P_ und P_B ein Dreieck
bilden liBt Ist dann z die Anzahl aller méog-
lichen ,,Fille“ und z, die Anzahl aller ,,giin-
stigen Fille* so wird die genannte Wahr-
scheinlichkeit als der Quotient % definiert.

Die Anzahlen der Schnittpunkte in den beiden
Halbebenen, die von der Geraden g, erzeugt
werden, seien gleich.

Die Anzahlen der Schnittpunkte in den bei-
den Halbebenen, die von der Geraden g,
erzeugt werden, sollen sich wie | : 6 verhalten.
Es ist die kleinste Anzahl der Geraden zu
ermitteln, die zu zeichnen sind.

49994 Gegeben sei ein konvexes Vier-
eck ABCD mit den Seiten ,ﬁ=a=4cm,
BC=b=3 cm, CD=c¢=3cm und AD=
d=2 cm. Es ist der groBtmogliche Flachen-
inhalt zu bestimmen, den dieses Viereck
haben kann!

4999ca  Zu jeder positiven ganzen Zahl n

existieren eindeutig bestimmte nichtnegative

ganze Zahlen a(n) und b(n), die die Gleichung
n=2°"-[2- b(ny+ 1] erfiillen.

Fiir positive ganze Zahlen k sei S(k) durch
S(k)y=a(2')+a(2®)+a(2¥) + ... + a(2%)

definiert.

Man schreibe S(k) als Funktion von k.

Bildunterschrift: Prof. A. von Tooren (links)
und Prof. A. A. Hoogendoorn, langjihrige

Delegationsleitung der niederlindischen
Mannschalt bei internationalen Mathematik-
olympiaden

Die Lésungen der Wettbewerbsteilnehmer
werden sehr sorgfaltig gepriilt. Aus den 60
»Klugen* werden die 10 Kliigsten ausge-
wihlt. Mit ihren Eltern und Lehrern sind
sie Gast des holldndischen Erziehungsmini-
steriums. Erst dort wird die Reihenflolge der
zehn Preistriager bekanntgegeben, jeder wird
mit einem Paket wertvoller mathematischer
Lehrbiicher belohnt. Selbstverstindlich ist
die Presse dabei und jeder kann sich am
Abend im Fernsehen bewundern. Fast ist es
das Ende dieses Berichts. Nun aber kommt
noch eine ,Kleinigkeit ..., die IMO.“ Die
acht Besten werden ausgewihlt. Jedes Mit-
glied dieser Mannschalt ist stolz darauf, den
hervorragenden Jungen Mathematikern aus
der DDR und aus vielen anderen Landern
zu begegnen; denn die Mathematik kennt
keine Grenzen und das ist gut!

A.v. Tooren



Losungen

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. Konig

410024 PO P(B)=

233 1
PO =567

PUB) PO =PBO=2=

=99
36

P(A)-P(B)=i=P(AB), folglich A, B sto-

P(AB

chastisch unabhangig. Genau so ergibt sich,
daB A4 und C sowie B und C stochastisch
unabhangig sind.

P(ABC)=0, jedoch P(A) P(B)y P(C)=

LLI_ 1 tolglich sind A, B, C nicht

222 8
Hinsgesamt* stochastisch unabhingig.

D. h. in diesem Beispiel sind je zwei der drei
Ereignisse 4, B, C stochastisch unabhingig
(die Ereignisse 4, B, C sind also paarweise
unabhingig), jedoch sind die drei Ereignisse
nicht ,,insgesamt*‘ stochastisch unabhingig.
Das Beispiel gibt daher AnlaB, fiir mehr als
zwei Ereignisse eine weitere, stirkere Unab-
hingigkeitseigenschaft zu definieren: n zu-
fillige Ereignisse A4, 4,,. .., 4, heiBen voll-
stindig stochastisch unabhéngig=p.f fir
jede beliebige Auswahl von r der n Ereig-
nisse, genau dann, wenn 1 Sr <n, gilt, dal
die Wahrscheinlichkeit des Produkts der r
ausgewahlten Ereignisse gleich dem Produkt
der Wahrscheinlichkeit der r Ereignisse ist.
Das obige Beispiel erlaubt somit folgende
allgemeine Aussage: Aus der paarweisen
stochastischen Unabhingigkeit von n zu-
filligen Ereignissen folgt nicht deren voll-
stindige stochastische Unabhingigkeit (tri-
vialerweise gilt aber die Umkehrung).

Man denke sich zunichst ein flichenkleinstes
Quadrat @, welches K, im Inneren enthilt.
Fir die RadiusmaBzahl r, eines groBtmog-
lichen Kreises K,, welcher K, von auBen
beriihrt und ebenfalls noch im Inneren von
Q liegt, gilt nach dem Satz des Pythagoras
(ry +r2)? =2:(ry —r,)?, das heibt
2—6-ryr,+r2=0, also

rp (392 /2)r,.

(Fiir den vorliegenden geometrischen Sach-
verhalt ist nur das Minuszeichen von Bedeu-
tung.) Zur Losung der Aufgabe erweist sich
nun die folgende Fallunterscheidung als
zweckmiDig.

Ky

i

a) Ist r, S(3—2-\/2)r,, so ist jedes flichen-
kleinste Rechteck R, welches X, und K, im
Inneren enthilt, ein Quadrat der Seiten-
maBzahl 2r,. Gilt das Kleinerzeichen, so
existieren unendlich viele derartige Quadrate;;
gilt das Gleichheitszeichen, so existiert genau
ein derartiges Quadrat.

b) Ist ry>(3—2-/2)r,, aber r,<r,, so exi-
stieren genau zwei flichenkleinste Recht-
ecke, welche K, und K, im Inneren enthalten;
dabei wird K, von genau 3 und K, von genau
2 Rechtecksseiten beriihrt. Diese beiden Recht-
ecke R und R’ liegen symmetrisch zur Geraden
durch M, und M,. Jedes andersgelegene Recht-
eck R, (mit K, und K, im Innern) besitzt
einen groBeren Flicheninhalt Um dies einzu-
sehen, denke man sich K, aul K, abgerolit.
und dabei verfolge man das jeweils flichen-
kleinste, zu R, seitenparallele Rechteck R,
welches K, und K, im Inneren enthilt. In
wenigstens einer der beiden Abrolirichtungen
tritt gegeniiber der Ausgangslage zunichst
cine Flichenverkleinerung von R, ein.

Im Rechteck R ist die kleinere SeitenmafBzahl
offenbar gleich 2r,. Fiir die groBere Seiten-
maBzahl folgt mit dem Satz des Pythagoras
’1+’2+\/("1+’_z)z“ (ry—r2)*
=ry+r,+2-/rr,.

Dieser Ausdruck gilt auch noch fiir den Fall
’z=(3—2'\/§)"1 und nimmt dann den Wert
2r, an; denn
n+3-2J2)r+2yFG-272) =
(8=2/2)r, +2r,(J2 - 1)=2r,.

Kq

X
My

c) Ist r, -r,, so gibt es genau ein flichen-
kleinstes Rechteck R, welches K, und K,
im Inneren enthilt; dieses Rechteck hat die
SeitenmaBzahlen 2r, und 4r,. DaB jedes
andersgelegene Rechteck R, (mit K, und K,
im Inneren) einen gréBeren Flicheninhalt
besitzt, kann mit denselben Uberlegungen
wie im Fall b) begriindet werden. Der im

Fall b) gefundene Ausdruck fir die groBere
SeitenmaBzahl gilt auch noch fiir den Fall
O. Kritenheerdt

r,=r,.

4926 a Falls eine Lésung existiert, muB
gelten

a =_L und a
sina cosp
Dabei ist p=180°—60°—(90—a)=30"+a
Man erhilt:
n p—
sina cos(30+a)
Das ist dquivalent mit
cos(30°+a) _m
sina n
Daraus erhilt man:

mit 0 <a <90°

%\/ 3-cota +% = (wegen cos(30+a)=
n

=¢0s30-cosa—sin30 sina)

) m 1 2m+n
—/3cota=— =
N e
cota=2"'_+"
—/32n
2‘J
94
< S
92
& Q

a: Seitenlinge des gleichseitigen Dreiecks

Damit ist « konstruierbar. Da der Kotangens
fir Winkel zwischen 0° und 90° alle Werte
von 0 bis o0 genau einmal annimmt, existiert
fur jedes gegebene Zahlenpaar (m, n) fir
a genau eine Losung. Unter den angegebenen
Bedingungen waren alle Umformungen iqui-
valent, also ist die Aufgabe eindeutig l6sbar.

Konstruktion: Der Ausdruck %\/§~2n ist

die Linge der Hohe in einem gleichseitigen
Dreieck mit der Seitenlange 2n. Daher kann
man wie folgt konstruieren:

A c
&
% A
1/AN\ Tl
9 /LN =
1/ Dh hy 8
iv.;'Zn

Auf g, wahlt man B beliebig. Von B aus tragt
man 2m-+n auf gy ab. Man erhilt D. Nun
konstruiert man ein gleichseitiges Dreieck,
so daB eine Seite auf g, fallt und D der Mittel-
punkt dieser Seite ist (Seitenlange 2n).

Die D gegeniiberliegende Ecke verbindet
man mit B. Damit ist bei B der Winkel a
konstruiert.

Die Verbindungslinie schneidet g, in A.
Mit AB hat man eine Seite des gleichseitigen
Dreiecks und damit 1aBt sich die Ecke C
leicht konstruieren. Das A ABC erfiillt auch
die gestellten Bedingungen, da der Innen-
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winkel bei A sich aus 180°—a— fJ ergibt und
o und B so bestimmt worden sind, daB_dieser
Winkel 60° betrigt, wenn AB=AC ist.

der Punkt C

m

AuBerdem liegt wegen a=
cosf

auf gy.

Zur Lisung der Aufgabe W 10 = 908/(2/72)

Bemerkung: Bei der Darstellung der Zahl Z
in der Aufgabe 908 in alpha 2/72, S. 37 muB
es heien:
Z=1000...001
— —

1970 Nullen
Zusatz zur gleichen Aufgabe (Losung):
x2 ist also durch 23 teilbar, also auch durch
24=22.22, Daher ist x durch 2? teilbar. Nun
ist aber x sogar durch 2* teilbar. Wire das
pimlich nicht der Fall, so wire x=2%y,
wobei y ungerade ist, also x*=2*y?, wobei
»* ungerade ist. x> wire also nur durch 2*
und nicht durch 23 teilbar, was der Voraus-
setzung widerspricht.
Analog zeigt man, daB x auch durch 3* teil-
bar ist. Daher ist x, da 2 und 3 teilerfremd
sind, teilbar durch 23-32=72.

94952 Bezeichnen wir den Divisor in der
ersten Zeile der Aufgabe mit x, so ist x eine
dreistellige Zahl, und es gilt x<1000. Da die
letzte Zilfer des Quotienten gleich 2 ist, steht
in der 6. Zeile der Aufgabe die Zahl 2x, und
es gilt 2x 2 1000. In der 2. und 4. Zeile kann
also nur die Zahl 1 - x stehen.
Wegen x <1000 gilt 2x <2000. Bezeichnen
wir nun die in der 3. Zeile stehende vierstel-
lige Zahl mit g, so gilt
a—x<2,
weil in der letzten und vorletzten Zeile eine
Zahl steht, die kleiner als 2000 ist. Daraus
folgt
x>a-—2
und wegen a= 1000
x>1000—2=998. Andererseits gilt
x < 1000, also ist x =999.
Damit sind der Divisor und die Zahlen in der
2, 4 und 6. Zeile eindeutig bestimmt. Wir
konnen daher, von der sechsten Zeile ausge-
hend, auch die noch fehlenden Ziffern be-
stimmen und erhalten die folgende Losung:
1000000998 : 999 = 1001002
9%
1000
9%
1998
1998
0
W 9a953 Angenommen, x sei eine reelle
Losung der Gleichung
X3+ +1)P +(x+23=(x+3)%
Dann gilt
B+ + 3% +3Ix+ 1+ x> +6x2+12x+8
=x3+9x24+27x+27,
2x3 —12x— 18=0,
x} — 6x— 9=0.

(1

@
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Wir setzen f(x}=x>—6x—9 und erhalten
JO=-9, f(1)=-14, f(2)=-13,
/3)=0.

Die Gleichung (2) und damit auch die Glei-

chung (1) ist also fiir x=13 erfiillt.

Wir miissen nun noch nachweisen, daB die

Gleichung (2) und damit auch die Gleichung

(1) keine weiteren reellen Losungen hat. Aus

(2) erhalten wir
x*—=3x2+3x2—9x+3x—-9=0,
x%(x—3)+3x(x —3)+3(x— 3)=0,
(x*+3x+3) (x—3)=0.

Nun gilt fiir alle reellen x

x2+3x+3=x2+3x+2+3—2=
4 4

2
= x+§) +§>0,
2 4

d h. der erste Faktor auf der linken Seite
von (3) ist fiir alle x von Null verschieden,
die Gleichung (3) ist also nur fir x=3 erfillt.
Daher hat auch die gegebene Gleichung
genau eine reelle Losung, namlich x=3.
Wir iiberzeugen uns noch durch die Probe
davon, daB die Gleichung (1) fiir x=3 erfiillt
ist. Wir erhalten

P +43+ 53=6°,

27+644+125=216,

216=216,

also eine wahre Aussage.
W9e954 Aus XECB= £ FBC=45° und
EF | BC folgt, daB das Viereck BCEF ein

)]

gleichschenkliges Trapez ist; somit gilt
CE=FB.
D c
ENK
N
F
A B

AusA_E=aundﬁ:%\ﬁrmgt_ﬁ:a_g\ﬁ
=§(2—\/§). Ferner gilt EF=SE- /2

=§(2—J§)-J§=a(J2-1). Aus AC=a,/2

und AE=aq folgt C_E:a\_/z—a=a(\/i— 1).
Deshalb gilt CE=EF=FB. o
BCEF gleichschenkliges Trapez:CE=FB.

SE=a-2/2=202-2
? 2‘/ 2 V2

EF=SE [2=a(2-1)
CE=a./2—a=a(,/2~1) CE=EF=FB.

BCEF: A=%(a+a\/§—a) - %(a—a\/§+a),

%-a\/i'%a(Z—\/Z)=

“Z(zﬁ 2 "z(ﬁ 1)
T4 =7 WD
W9*955 Es sei ABCDEF das gegebene,

.einem Kreis einbeschriebene Sechseck. Wir

setzen BC=CD= ﬁiﬁix. Dann gilt
nach Voraussetzung AB=ED=2x (vgl. die
Abb.).

Um x zu berechnen, miissen wir zunichst
nachweisen, daB die Diagonalen E, BE
und CF durch den Mittelpunkt M des Um-
kreises des Sechsecks gehen. Dann folgt
nimlich AB | FC | ED. Wir verbinden den
Mittelpunkt M des Kreises mit den sechs
Eckpunkten. Dann gilt ABMA=~AEMD,
da diese Dreiecke in den drei Seiten iiberein-
stimmen. Daraus folgt ¥ BMA= &< EMD.

Ferner gilt
ACMB=ADMC=AFME=A AMF.
Daraus [olgt

¥CMB= & DMC= xFME= x AMF.
Mithin gilt

XCMB+ £ DMC+ X EMD

=X FME+ £ AMF+ £ BMA, also, da diese
Winkel zusammen 360° betragen,

¥CMB+ £DMC+ xEMD=180°, d. h die
Punkte B, M, E liegen aul einer Geraden,
die Diagonale BE geht also durch den Mittel-
punkt M des Kreises. Analog beweist man,
daB auch die Diagonalen AD und CF durch
M gehen.

Jetzt fillen wir das Lot MP von M aul ED
und das Lot DQ von D auf MC. Wir setzen
MC=MD=r, MP=DQ=h

Es gilt 5=M_Q=x, und wir erhalten nach
dem Satz des Pythagoras

hi=rt—x?, )

h=x*—(r—-x)?=2rx—r, )
also  2rx—r*=r>—x2,

x2+2rx—2r2=0. 3)

Die quadratische Gleichung (3) hat genau
eine positive Losung, nidmlich
x=—r+/P+2=—r+r/3=
=r/3-1)=0,732r.

Aus (1) und (4) folgt nun

ht=r? —x2xr?—0,732%r* = 0,464r2,
h=0,681r.

Fir den Flacheninhalt
ABCDEF gilt daher

A =4(xh+r;2xh>=2(r+x)h,

@

des Sechsecks

A, =2(0,732r +r)0,681r
~2-1,732-0,681r2

A, x2,359r2,
Fiir den Flicheninhalt des umbeschriebenen
Kreises gilt

A, =nrl~ 3,142, Wir erhalten

A1 _23% 07508,

A, :

3,142
d. h. der Flicheninhalt des Sechsecks

ABCDEF ist nur etwas groer als 0,75, d. s.
% des Flicheninhalts des -umbeschriebenen

Kreises.



W 9*956 Angenommen, a und b seien zwei
natiirliche Zahlen, fiir die die Gleichung
10a+(a—9)b* =88 +(6a—54)b
erfiillt ist. Dann gilt
10a+ab*—9b* =
ab? — 6ab + 10a=9b* — 54b + 88,
a(b?—6b+9+1)=9b?—54b+81+7,
af(b—3>+1]1=9(b—3)+7.
Wir setzen b—3=1. wobei ! eine ganze Zahl
ist, und erhalten wegen t*+1>0
9 +7_ 28
TP+l 241
a ist also nur dann eine natiirliche Zahl, wenn
FZt_l ganzzahlig ist.
Nun gilt fiir alle ganzen Zahlen ¢
0< 2t2 =2(t2+ ) 2 <2
2+1 241

88 + 6ab — 54b,

241

Also gibt es, da 2_(1
gotes @
folgenden Méglichkeiten:
2 .
.2 _0dh t=0b=3.0a=T7.
2 +1

2
2" _ydh
241

ganzzahlig ist, nur die

t=1b=4a=8

oder t=-1,b=2a=8.
Es kdnnen also nur die geordneten Paare
(7, 3), (8, 4), (8, 2) Losungen der gegebenen
Gleichung sein. Die Probe zeigt. daB diese
Paare tatsichlich Losungen der gegebenen
Gleichung sind.

Lisungen zu: Aufgaben aus der Markscheide-
kunde (2/72, S. 25)

Ala M=/ -cosa
M=180m-08660=1,56m

A24a Nach der Skizze ist
v_5 ,3h
hr r
.l km-1km _
6370 km

p=157mm

o,

(/ freg@
te’fe
G

=0.000 157 km

Erdmittelpunkt

Der Abstand der beiden Lote in 1000 m 1 ie1c
ist 157 mm kleiner als Ubertage.

1 und 2= Aufhidngepunkte der Lote B, =106°20'
s =Abstand der Lote Ubertage B,=141°52
s —v=Abstand der Lote Untertage By=142°29
r = Erdradius 6730 km —360°00
h=Hohenunterschied zwischen Ubertage y = 30°41
und Untertage
v=Verbesserung i
AlA c=b-a /\
h h I\
b= , a=
tana, tan o, /'_'\
h h
c= - /
tana, tana, €= 180°- €
c=h
(tan az tan az) Ci/fiz =180 -[32
e e T’/\jﬁ/ﬂ -100™ 8,
_ tana; —tana, p'3= 180°™- 3,
tana, tana, tana, -tana, 3
h=c tanoa, - tana,
tan a, —tan a,
h=57,6507673 049!3_ 7874 m
07673 —0.4913
M A 64 Indie gegebene Skizze wird ein Koor-
dinatennetz gelegt O (Origo) fiir x und y
—{ im Bohrloch 3 und fiir z Normal Null
h Zgn.3
22 1/ % 1
t— C —sh—— a —=M'
b

A44a Indieser Form aufgemessene Grund-
stiicke werden in Dreiecke und Trapeze zer-

legt. Die Koordinaten der Punkte. an denen das

Floz von den Bohrléchern getroffen wurde,
sind:
bei Bohrloch 1 X, (100; 0; 35)
bei Bohrloch 2 X, ( 0; 100; 45)
bei Bohrloch 3 X, ( 0; 0;89) i
Fiir die vektorielle Parameterdarstellung
ciner Ebene durch 3 Punkte X,. X,, X; kann
u. a. geschriecben werden:
€ ...e=¢;+(e;—¢)o+(e;—e))T
Die 3 entsprechenden dquivalenten skalaren
Gleichungen lauten dann:
x=x; (x; =% )0 +(x3—x,)t
{)’=,V1 2—nlo+(y3—y)r
2=z, (z3—2,)04+ (23 —2))7
{ x=100—1000 — 100z

I Dreieck %~40,0-46.3 = 926m?
y= +100¢
2= 35+ 100+ S0c

II Trapez %-(46,3+37.1) 42,3 =1764 m?
Durch Eliminierung von o und 7 erhilt man

IIT Dreieck l'29,7' 37.1 = 551 m? die Ebeneng]eichung
f €...5x+4y+10z—850=0
IV Dreieck 5 112,0-38.5 =2156m? Es muB nunmehr der Schnittwinkel mit einer
horizontalen Ebene
F =£9_7_mz &, ...z=0 berechnet werden.
ASa £=180°—f,"—f8,
£=180°—(180°—f1,)—(180° - §,)
e=f,+f,—180
y=180"—¢ — iy
y =180°—(180°—¢£)—(180°—f3,)
7 =180"—(180°— B, —fi, + 180°)

€2 = Horizontale

Ebene

—(180°—B,)
y=PB,+ B, +p;3—360°
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Die beiden Flichen schneiden sich unter
dem gleichen Winkel wie ihre Stellungsvek-
toren a, wobeli hier gilt

€ ...a,"e+k, =0

£y...0, e+ k,=0

a,=(a,; by5¢)=(5;4;10)
ay=(ay;b25¢,)=(0;0; 1)

Der Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren be-
rechnet sich aus

cosp=-21192
lay[]ag|
Hierzu die skalare Darstellung
cos = a,a,+b,b,+c¢,c,
Jai2+b 4,2 Jat + b2+t
cos = 10 __10 _ggars
J25+16+100 /1 /141
¢=32°3¢

Ala Die Losung fihrt auf die Gleichung
4:12+x-8=88 bzw. (88—4-12):8=5,d h.
es wurden 12 Tische und 5 Schrinke herge-
stellt.

A2a DielLbsung fiibrt auf die Ungleichung

aA74a Das Losungsbild ist:

Die Losung fithrt auf die Gleichung

1. Variante: 2-340+6 - x=1130

2 Variante: (1130—2-340): 6=x und x=175,
d. h. eine Kletterstange kostet 75 M.

2 6
Karyssels Kielterstangen
Je oM je x M
\ — J
1130 M

A8a Zur Losung fihren (ir a) und b)

je zwei Varianten:

a) (3-25000):15=x oder
15x=3-25000; x=5000, d. h.

5000 Schiiler konnen aus diesem Altpapier

mit Heften versorgt werden.

b) 1-1000-1000:25000=x, oder
25000x=1-1000-1000; x=40 d. h.

ein Heft hat durchschnittlich eine Masse von

40 8.

A94a Alle Gegebenheiten werden in einer
Tabelle niedergeschrieben. Die Losungen
ergeben sich aus der Vervollstindigung der

60:4>72:6 Tabelle.
Klasse Anteil am Sammelergebnis Losung der Aufgaben d)
Sammelergebnis der Klasse
Sa 33,75 = 33,75 a) 33,75—-11,25=2250 3
5b 4-3375 =135,00 12
Sc 33,75:3 = 11,25 1
b) =180,00 c) 180:3 =60
11,25
16
bzw. 15>12und 15—12=3,d. h. die Mehr- a) Die Klasse 5a spendete 22,50 M mehr als

leistung erfolgt durch die erste Brigade mit
taglich drei montierten Maschinen.

A3 A Die Losung fiihrt auf die Gleichung
(84-14+456-19):28=x und x=80,

d. h. es konnten 80 Kisten mit je 28 kg Apfel
gefiillt werden.

Ad44a Die Losung fiihrt auf die Gleichung
50-288:15—(x+160)=x

bzw. 800=2x

und x=400,d. h.

die zweite Brigade forderte tiglich 400t

Kohle.

A54 Die Losung fiihrt aufl die Gleichung
(30-18): (6—16—8>=x und x=4,d. h.

der Tourist legte den restlichen Weg von
12 km mit einer Geschwindigkeit von 4 km/h
zuriick.

A64a Die Losung fishrt auf die Gleichung
5. 1-1000- 100
100000
die Marschstrecke aul der Karte 1: 100000
betrigt 35cm.

=xbzw. x=35,d h.
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Klasse 5c.

b) Die drei Klassen spendeten insgesamt
180,00 M.

c) Im Durchschnitt spendete jede Klasse
60,00 M.

d) Die Spenden der Klassen 5a: 5b: 5¢ stan-
den im Verhdltnis 3:12:

4104 Die Losung fiihrt auf die Gleichung:
@-55m2+£0-67m2
10 4

+—19 som?—x
1 1
- —+-
(10 4)
bzw. (880 + 2680+ 8 320)m?= 11880 m?
Wohnraum insgesamt.

160 Wohnungen
@ . 7(70+%)
... Wohnungen ... Wohnungen ... Wohnungen
Je 55m? je67m?  je 80m?

Alla Losung:

Aufgabe: Aufl einem Feld von 135 ha wird

ein Ernteertrag von 25 dt/ha erwartet; aufl

einem 21 ha groBeren Feld ein solcher von

22 dt/ha.

a) Welches der beiden Felder wird den groBe-

ren Gesamtertrag erreichen bzw. wieviel dt

mehr sind das?

b) Wieviel dt/ha wird der Durchschnittser-

trag beider Felder zusammen sein?

Losung:

a) 25dt-135=3375dt
22dt-(135+21)=3432dt,

d. h. A, < A, das sind (3432—3375)dt=57 dt

Mehrertrag.

b) (3375+3432)dt: (135+ 135+ 21)ha=
=23,39... 2234 dt/ha.

Rechinie nichtso:(zs + 22>dt =23,5dt Durch-

schnitt. Warum nicht? Begriinde!

Fiillritsel

Welchen Beruf iibt Frau Kimmer aus?

Frau Kimmer ist Mathemuatiklehrer.

Permutationsriitsel

Ebene - Nenner — drei — plus ~ Umfang —
neun — Kathete — Teiler: ENDPUNKT

Magisches Quadrat

Kombination mit alpha

Es gibt 28 Maglichkeiten.



Das vorliegende Biichlein wendet sich an
einen breiten Leserkreis, kann Schiilern von
der 8. oder 9. Klasse an emplohlen werden
und will der mathematischen Allgemeinbil-
dung dienen.
An Hand des recht anschaulichen Stoffes
werden das allgemeine logische SchlieBen,
die Verallgemeinerung beziehungsweise Spe-
zialisierung, das Schaffen von Querverbin-
dungen sowie die Systematik bei der Losung
mathematischer Probleme geiibt und [ast
unmerklich gefestigt. Allerdings handelt es
sich nicht um eine Sammlung von Knobel-
aufgaben oder Kuriosititen, sondern um
ein systematisches kleines Lehr- und Ubungs-
buch in Form einer Vorstufe programmierten
Lehrmaterials. Es wird deshalb vom Leser
der Wille zum Mitdenken erwartet, und der
volle Erfolg kann sich nur bei intensivem
Durcharbeiten — dann aber auch bei nicht
speziell mathematisch talentierten Schiilern —
einstellen.

Leseprobe
Lineare Funktionen

Wir gehen nun zu einem systematischen
Studium des Verhaltens verschiedener Funk-
tionen und der Konstruktion ihrer graphi-
schen Darstellungen iiber. Dabei werden wir
nicht nur charakteristische Ziige des Verhal-
tens dieser Funktionen und die Besonderhei-
ten ihrer Graphen, sondern auch eine Menge
weiterer Beispiele kennenlernen. Bei der
Konstruktion komplizierterer graphischer
Darstellungen werden wir stets versuchen,
bereits bekannte Elemente in ihnen aufzu-
spiiren.

y=x

Die einfachste Funktion ist sicher die Funk-
tion y=x. Der Graph dieser Funktion ist
eine Gerade, ndmlich die Winkelhalbierende
des ersten und dritten Quadranten des Koor-
dinatensystems (Bild 1),

Sicher wiBt ihr auch bereits. daB die graphi-
sche Darstellung jeder beliebigen linearen
Funktion y=kx+b

immer eine gewisse Gerade ist. Umgekehrt
ist auch jede Gerade, die nicht zur y-Achse
parallel ist, das Bild einer gewissen linearen
Funktion.

Der Verlaul einer Geraden ist bereits voll-
kommen bestimmt, wenn zwei ihrer Punkte
gegeben sind. Dementsprechend ist jede
lineare Funktion bereits vollkommen [est-
gelegt, wenn zwei ihrer Werte zu zwei ge-
gebenen Argumentwerten bekannt sind.
Die typische Eigenschaft der linearen Funk-
tion besteht darin, daB y sich gleichmiBig
dndert, wenn x gleichmiBig, das heiBt jeweils
um die gleiche Zahl zunimmt. Als Beispiel
betrachten wir die Funktion y=3x-2. Es
soll x die Werte 1, 3, 5, 7, ... annehmen,
von denen jeder folgende um 2 groBer als
der vorhergehende ist. Die entsprechenden
Funktionswerte sind 1, 7. 13, 19, ...
sehen, daB jeder Wert um ein und dieselbe
Zahl, nédmlich 6, groBer als der vorangegan-
gene ist. Eine Zahlenfolge. die aus einer be-
liebigen Zahl durch wiederholte Addition
einer beliebigen, aber festen Zahl gebildet
wird, ist eine sogenannte arithmetische Zah-
lenfolge. Demnach besteht die oben be-
schriebene charakteristische Eigenschaft der
linearen Funktion darin, daB jede lineare
Funktion eine arithmetische Zahlenfolge ein-
deutig auf eine andere arithmetische Zahlen-
folge abbildet* (Bild 2).

In unserem Beispiel bildet die Funktion
y=3x-2 die arithmetische Folge 1, 3, 5,
7, 9, ... aul die arithmetische Zahlenfolge
1,7, 13, 19, 25, ... ab, wihrend Bild 2 zeigt,
daB die Funktion y=2x—1 die arithmetische
Zahlenfolge 0, 1, 2, 3, ... auf die arithmetische
Folge —1,1,3,5, ... abbildet.
Die beschriebene charakteristische Eigen-
schaft 1dBt sich aber auch noch anders be-
schreiben.
Bei jeder linearen Funktion sind nimlich
die Differenzen zweier beliebiger Argument-
werte und der dazugehérigen Funktions-
werte zueinander proportional:
Ay_Yi=_,
Ax x,—x,

Sie’

Der Proportionalitédtsfaktor k ist dabei gleich
dem Anstieg der Geraden, die das Bild der
gegebenen linearen Funktion ist.

Dem Leser der Zeitschrilt alpha bietet das
Buch eine Fiille von Anregungen, Beispielen
und Aufgaben, die zum Teil recht originell
sind und iiberraschende Anwendungen der im
ganzen vollig elementaren Uberlegungen auf-
zeigen.

ala Uberlegen Sie sich eine lineare Funk-
tion, die die arithmetische Folge —3, —1,
1, 3, ... auf die arithmetische Folge —2, —12,
—-22, —32, abbildet. Welche lineare
Funktion bildet die zweite aul die erste Folge
ab?

A2a Esmogen zwei arithmetische Folgen
a, a+h, a+2h, a+3h, ... und ¢, c+1, c+ 2,
¢+3t, ... gegeben sein. Kann man dann
immer eine lineare Funktion y=kx+b [in-
den, welche die eine Folge auf die andere
abbildet?

A3a Man konstruiere die graphische Jar-
stellung der Funktion y=./3x.

a) Es ist zu beweisen, daB dieselbe auBer
durch (0, 0) durch keinen weiteren Punkt
mit ganzzahligen Koordinaten gehen kann.
Wenn Sie als MaBeinheit die Kantenldnge
eines Kistchens wihlen. dann sind alle
Eckpunkte von Kistchen solche ..ganzzah-
ligen* Punkte. Wihlen Sie den Koordinaten-
anfang in der linken unteren Ecke der Seite
und zeichnen Sie die Gerade y=J§x $0
genau wie moglich ein! (Unter welchem
Winkel zur x-Achse muB sie gezeichnet wer-
den?)

Einige der ganzzahligen Gitterpunkte befin-
den sich recht nahe bei dieser Geraden. Ge-
ben Sie unter Ausnutzung dieser Tatsache
einen gemeinen Bruch an, der ein Nihe-
rungswert fir \/3 ist. Vergleichen Sie den
gelundenen Wert mit dem Tabellenwert
JIx 17321

b) Etwas schwicriger ist folgemde Aulgabe:
Man zeige, daB es einen ganzzahligen Gitter-
punkt gibt, der von der Geraden y=\/§

einen kleineren Abstand als L hat.
1000

Es wire zu wiinschen, daB dieses kleine
Buch ebenso wie in der Sowjetunion auch bei
uns recht viele aulgeschlossene Leser findet.

* Unter Abbildung versteht man in der
Mathematik eine Zuordnung von Elementen
zweier verschiedener Mengen.

Vorliegendes Buch (Nr. 58 der Mathemati-
schen Schiilerbiicherei) — Preis 7,00 M
erschienen bei

&

LEIPZIG

BSB B. G. TEUBNER



Teilbarkeitskriferien

Leseprobe

Die Teilbarkeit von Summen
und Produkten

Bei der Division mit Rest kommt es in vielen
Fiillen gerade darauf an, den Rest der Di-
vision einer Zahl « durch eine Zahl b zu
finden, wihrend die GroBe des unvollstin-
digen Quotienten dabei keine Rolle spielt.

Wir . wollen zum Beispiel feststellen, auf
welchen Wochentag der 1. Januar des Jahres
2000 fallt (natiirlich unter der Voraussetzung,
daB der gegenwirtig giiltige Kalender auch
dann noch giiltig ist). Ein Blick auf den
Kalender zeigt, daB der 1. Januar 1973 ein
Montag war. Die 27 Jahre, die diese beiden
Daten voneinander trennen, bestehen aus
27-365+6 Tagen (der zweite Summand ist
die Anzahl der Tage, welche durch die Anzahl
der in diesem Zeitraum liegenden Schaltjahre

dazu kommen); also betriigt der gesamte

Zeitraum 9861 Tage. Diese Tage bilden
1408 vollstindige Wochen und fiinf Tage.
Nach Ablauf dieser 1408 Wochen kommt
also wieder ein Montag, so daB nach den
noch verbleibenden Tagen ein Sonnabend
kommen muB, welcher der 1. Januar 2000
ist. Offenbar ist es fiir die Losung dieser
von uns selbst gestelllen Aufgabe vollig un-
erheblich, wieviel vollstindige Wochen in
diesen 27 Jahren vergehen. Entscheidend ist
lediglich, wieviel Tage iiber die Anzahl der
vollstindigen Wochen hinaus vorhanden
sind.

Mit Aufgaben dieser Art werden vor allem
Historiker — besonders die Orientalisten —
konfrontiert, wenn sie Daten verschiedener
Kalender miteinander vergleichen sollen. Es
hat den Anschein, als wiirde man den Rest
bei Division einer Zahl durch eine andere
am leichtesten erhalten, indem man die
Division tatsichlich ausfiihrt. Bei der prak-
tischen Durchfiihrung einer solchen Division

stellt man jedoch recht oft fest, wie umstind-
lich ein solches Verfahren vor allem dann ist,
wenn der betreffende Dividend nicht in
unserem vertrauten Dezimalsystem, sondern
als komplizierter Ausdruck, etwa in der Form
21000 31000 gegeben ist. AuBerdem bean-
sprucht gerade die Berechnung des unvoll-
stindigen Quotienten den Loéwenanteil der
Arbeit, obwohl uns dieser an und fiir sich
gar nicht interessiert. Deshalb ist es not-
wendig, Verfahren zu entwickeln, mit deren
Hilfe man den Rest unmittelbar erhilt, ohne
erst den unvollstindigen Quotienten berech-
nen zu mussen.

Wir fithren ein solches Verfahren an Hand
des oben dargestellten Beispiels vor. Dabei
iberlegen wir folgendermaBen: Jedes Jahr,
das kein Schaltjahr ist, besteht aus 365 Ta-
gen, hat also 52 ganze Wochen und einen
Tag. Ein Schaltjahr dagegen hat ebenso viele
ganze Wochen und zwei Tage. Das heiBt,
der Zeitraum vom 1. Januar 1973 bis zum
1. Januar 2000 enthiilt eine gewisse Anzahl
(es ist vollig unwichtig zu wissen wieviel)
ganzer Wochen plus eine Anzahl von Tagen,
die gleich der Zahl der Jahre dieses Zeit-
raumes ist, wobei fiir die Schaltjahre jeweils
ein zusitzlicher Tag hinzukommt. Diese
Anzahl| der Tage ist 27+6=33. Ziechen wir
davon wieder die Anzahl der Tage fiir ganze
Wochen ab, so erhalten wir noch fiinf iibrig-
bleibende Tage, die wir zu unserem Montag
dazuzihlen. Es zeigt sich, daB ein solches
,,Ersetzen eines Jahres durch einen Tag™ das
Modell eines &duBerst allgemeinen Verfah-
rens ist, mit welchem wir uns im folgenden
beschiftigen wollen.

Definition: Wir nennen die Zahlen a und b
restgleich hinsichtlich der Division durch m,
wenn die Reste bei Division von a und b
durch m einander gleich sind.

Wir wollen einige Eigenschaften restgleicher
Zahlen ermitteln.

Satz 1: Die Zahlen a und 5 sind dann und
nur dann restgleich hinsichtlich der Division
durch m, wenn ihre Differenz a—b durch m
teilbar ist.

Satz 2: Sind die Zahlen a,, a,,...a, den
Zahlen b, b,,. . .b, hinsichtlich der Division
durch m restgleich, so sind es auch die Sum-
men a;+d,+ay+...+a, und b, +b,+b;
+...+b, sowie die Produkte aa,...aq,
und b, b,...5,.

Folgerung : Sind die Zahlen a und b hinsicht-
lich der Division durch m restgleich, so sind
es auch die Zahlen a" und " fiir jedes natiir-
liche n.

Der Satz 2 und seine Folgerung liefern schon
viele Moglichkeiten, Reste bei der Division
zu erhalten. Wir filhren einige Beispiele an.

Beispiel 1: Man bestimme den Rest bei
Division der Zahl
A=13'6-22%.51% durch 3.

Offenbar sind hinsichtlich der Division durch
3 die 13 mit der 1, die 2 mit der —1 und die §
ebenfalls mit der —1 resigleich. Aufgrund
des bisher Bewiesenen heiBt das: Die Zahl 4
ist hinsichtlich der Division durch die Zahl 3
restgleich mit der Zahl 1'¢ —(—1)*5-(—1)'%
=1-1=0. Das heiBt, der gesuchte Rest ist
Null und 4 demzufolge durch 3 teilbar.
Beispiel 2: Man bestimme den Rest bei Di-
vision derselben Zahl 4 durch 37. Dazu stellen
wir die Zahl 4 in folgender Form dar:
A=(13°-(2°(5)°.
Bei Division durch 37 ist 132 =169 restgleich
mit —16, ferner 2°=32 restgleich mit —5
und 5*=125 restgleich mit 14. Somit ist die
gesamte Zahl A4 restgleich mit ’
(—16)° —(=5)*(+14)°
oder, was das gleiche ist, mit i
(16%)* +70°%.
Da 162=256 restgleich mit —3 und 70 rest-
gleich mit —4 ist, heiBt das, A ist restgleich
mit
(=3 + (-9’
oder, was das gleiche ist, mit
81 —(2%)?, also mit
81 —(—5)2=81—-25=56.
SchlieBlich ist 56 hinsichtlich der Division
durch 37 restgleich mit 19; diese Zahl ist
nicht negativ und kleiner als 37, also der -
gesuchte Rest.

Aufgabe: Man bestimme den Rest bei Di-
vision von

a) A=(1164+17"")*! durch 8;

b) A=14?%¢ durch 17.

Aufgabe: Man beweise, daB fiir jedes n die
folgenden Teilbarkeitsbeziehungen gelten:
a) 6|(n®+11n);

b) 9|(4"+15n—1);

C) 3n+2|(103n_]);

d) (@*—a+ D@+ +(a—1y*?) fur belie-
biges a.

=F

[1/ ]
ofw)

VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften Berlin

® Die Fibonaccischen Zahlen

4,80 M
V. A. O. Gelfonc
® Die Auflosung von Gleichungen
in ganzen Zahlen 380 M
E. B. Dynkin/W Usy
® Aufgaben aus der Zahle 6,10 M
(Mathematisch 1 )
L. A. Kaloujr
® Primzahizeriegung 240 M



	000
	002_1L
	002_2R
	003_1L
	003_2R
	004_1L
	004_2R
	005_1L
	005_2R
	006_1L
	006_2R
	007_1L
	007_2R
	008_1L
	008_2R
	009_1L
	009_2R
	010_1L
	010_2R
	011_1L
	011_2R
	012_1L
	012_2R
	013_1L
	013_2R
	014_1L
	014_2R
	999

