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Johannes Kepler —

Astronom
und Mathematiker

Die vierhundertjihrige Wiederkehr des Ge-
burtstages von Johannes Kepler ist nur ein
duBerer AnlaB, eines Wissenschaftlers zu
gedenken, der zit den entscheidendsten Bahn-
brechern fiir die neuzeitliche Wissenschaft

gehort. g

In seinem Leben, durch seine forschende
Tatigkeit vollzieht sich ein groBer Teil des
Ubergangs von der mittelalterlichen, mit

Mystik behafteten Astronomie zur neuzeii-:
lichen, wissenschaftlichen und auf rationalen

Grundgedanken fulienden Astronomie.
Tatsachen, die uns heute als selbstverstind-
Iich erscheinen, wie z. B. die Eigenschaft der
Planetenbahnen, Ellipsen zu sein, waren
bis zur Zeit Keplers nicht nur vollig unbe-
kannt, sondern auch aus den benutzien
Beobachtungstafeln und den vorherrschen-
den theoretischen Anschauungen in keiner
Weise ableitbar. Diese heute selbstverstind-
lichen. Erkenntnisse standen vielmehr im
Widerspruch zu den aus dem Altertum und
dem Mittelalter tiberlieferten Auffassungen.

Dasich zur Zeit Keplers aber solche Wider-

spriiche zwischen Tradition und realer Na-
turerkenntinis im Gebiet der Astronomie
haufig bis zu theologischen Streitfragen aus-
wuchsen und damals Eingriffe in das per-
sonliche Leben des betreffenden Wissen-
schaftlers hervorrufen konnten (es sei daran
erinnert, daB Galileo Galilei infolge seines
Eintretens fiir das kopernikanische Welt-
system vor ein Inguisitionsgericht gebracht
wurde und er sich nur durch Widerruf vor
dem Martyrertod gerettet hat), wird klar,

daB nicht nur hervorragende wissenschaft-
liche Leistungen, sondern auch ungewthn-
liche Charakterstirke von den Begriindern
der modernen Astronomie aufgebracht wer-
den mubBten. i

So erscheint es mehr als gerechtfertigt, einen
Blick auf das Leben und wissenschaftliche
Wirken Keplers zu werfen und einige mar-
kante Ziige dieses Wirkens. herauszustellen,
nicht zuletzt auch deshalb, weil, wie Kepler
sagte, ,.die Geschichte von Entdeckungen
oft genau so interessant ist, wie es diese Ent-
deckungen selbst sind*. :
Johannes Kepler wurde am 27. 12. 1571 in
Weil, einer Stadt in Warttemberg, geboren.
Er besuchte als Stipendiat die Klosterschule
in Maulbronn und erwarb mit 17 Jahren
am protestantisch-theologischen Stift zu Tii-
bingen die Magisterwiirde. In Tiibingen
studierte Kepler protestantische (lutherische)
Theologie und gleichzeitig Mathematik und
Astronomie.. Sein Lehrer Michael Maestlin
fiihrte ihn in die neue Lehre von Nikolaus
Kopernikus (1473-1543), eines Dombherren,
Arztes und Astronomen, cin. Diese koper-
nikanische Lehre besagt, dal} sich die Pla-
peten (Merkur, Venus, Erde, Mars, ...) auf
Kreisbahnen um die Sorme bewegen und steht
Jamit in ganz enischiedenem Gegensatz zu
der seit dem Altertum herrschenden Auffas-
sung des Ptolemius (90 n. v. Z-160 n. w. Z.),
nach welcher die Erde den Mittelpunkt der
Welt darstellt. Kopernikus hat seine Lehre
im Werk ,,De revolutionibus orbium coe-
lestium* (Uber die Bewegungen der Him-
melskérper) niedergelegt.

Das kopernikanische Weltsystem ist also
heliozentrisch, d.h., die Sonne (griechisch:
helios) steht im Mittelpunkt der Welt, im
Unterschied zum geozentrischen ptolemé-
ischen Weltsystem (die Erde steht im Mittel-
punkt der Welt). Zur Erklirung der Bahnen
der Planeten wurden in beiden Systemen
komplizierte Systeme von Kreisbewegungen
durch gegenseitige Uberlagerung (sog. Epi-

. Zykelbewegungen) pebildet, die mehr oder

weniger mit den damals noch recht unge-
nauen Beobachtungen iibereinstimmten.
Kepler stellte sich bereits in seiner Tiibinger
Zeit ganz auf den Standpunkt des koperni-
kanischen Systems und nur durch sein wei-
teres konsequentes Festhalten am helio-
zentrischen System gelangte er zur Entdek-
kung der nach ihm benannten Planetenge-
setze.

Im Jahre 1594 wird Kepler aus seinen theo-
logischen Studien, die er zur Vorbereitung
auf ein von ihm gewiinschtes Kirchenamt
unternahm, herausgerissen und zum Antritt
einer neuen Stelle nach Graz geschickt, wo
die protestantischen Landstinde von Steier-
mark eine héhere Schule unterhielten. Als
»Lehrer der Mathematik und Moral* und
als Mathematiker der ,,Landschaft, d.h.
der protestantischen Landesregierung, oblag
ihm die Amtsaufgabe, jihrlich einen Kalender

auszuarbeiten. Solche Kalender enthielten
die Angaben der Feiertage, astronomische
Angaben Uiber die Sonne, den Mond, die
Planeten und den Tierkreis sowie {iber die
Jahreszeiten, den voraussichtlichen Witte-
rungsverlauf sowie zu erwartende besondere
Ereignisse. Die Aufstellung des Kalenders
erforderte somit astronomische Kenntnisse,
und so bestimmte diese Aufgabe die Hin-
wendung Keplers zur Mathematik und Astro-
nomic.

Obwoh! Kepler mit seinen Voraussagen, die
er im Kalender fiir 1595 machte, Erfolg hatte,
war er sich iber Unwissenschaftlichkeit und
Unbhaltbarkeit der Astrologie, auf die sich
solche Voraussagen griindeten, im klaren
und betrachtete die astrologischen Methoden
als ein zeitgegebenes Ubel. Sein wahres
Interesse richtete sich vielmehr darauf, den
wBauplan des Universums® zu enthiillen
und speziell der Frage nach der Anzahl, deér
Grofie und der Art der Bewegung der Pla-
neten nachzugehen.

Dabei ist er zundchst noch ganz im mittel-
alterlichen, spekulativen Denken befangen,
wie sich in seinem ersten Werk ,,Mysterium
cosmographicum® (Geheimnis der Weltbe-
schreibung), das er 1595 entwarf, zeigt.

Von der mathematisch beweisbaren Tat-
sache ausgehend, daB es nur fiinf regulare
Polyeder (Vielflachner), namlich das Te-
traeder, den Wirfel, das Oktaeder, das
Pentagondodekaeder und das Tkosaeder gibt
(regulir ist ein Polyeder genau dann, wenn
seine Seitenflichen aus lauter regelmiliigen
untereinander kongruenten n-Ecken beste-
hen und alle Korperecken untereinander
kongruent sind — man kann zeigen, daB n
hierbei nur die Werte 3, 4 oder 5 annchmen
kann —, kommt Kepler auf die Vermutung,
daB sich in die flinf Zwischenriume der
Bahnen der (damals nur bekannten) sechs
Planeten die fiinf regulidren Polyeder so ein-
schieben lassen, daB jeweils die Sphire des
einen Planeten (d.h. die Oberfliche einer
gedachten Kugel, die die Bahnkurve des jewei-
ligen Planeten enthilt) die umbeschriebene
Kugel und die Sphire des néchsten Planeten
(in Richtung kleiner werdender Sonnenab-
stinde gezithlt) die einbeschriebene Kugel
eines der reguldren Polyeder ist. So gelangt
Kepler zu der folgenden Anordnung von
Planeten(-bahnen) und reguliren Korpern:
Merkur — Oktaeder — Venus — Ikosaeder —
Erde — Pentagondodekaeder — Mars — Te-
traeder — Jupiter — Wiirfel — Saturn. :

Natiirlich trifft dieser Sachverhalt, der nur
das Ergebnis reiner Spekulation war, die
u. a. auf der falschen Annahme fuBte, daB es
nur sechs Planeten gibt, nicht zu und na-
tirlich stellte auch Kepler erhebliche Ab-
weichungen zwischen den nach seiner
,, Theorie” geforderten und den wirklichen
Abstinden -fest. Kepler konnte jedoch auf
die grofen Ungenauigkeiten des damals

vorliegenden Beobachtungsmaterials ver-
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weisen und war auch deshalb von der Rich-
tigkeit seines Weltmodells iiberzeugt. 2
Dic Reaktion der damaligen wissenschaft-
lichen Welt auf das Erscheinen des ,,Myste-
riumi cosmographicum® war teils anerken-
nend, teils ablebnend. Fiir die Zukunft
wichtig wurde der Umstand, daB auch Tycho
Brahe, ein dinischer Astronom, Keplers
Erstlingswerk kritisierte, ihn aber zur Zu-
sammenarbeit einlud, da er die theoretische
Begabung von Kepler erkannte. Wer war
Brahe?

Tycho Brahe wurde am 14. 12, 1546
Knudstrup (Schonen/Dinemark) geboren.
Er studierte an verschiedenen deutschen
Universititen zunachst Rechtswissenschaf-
ten, wandte sich aber dann immer mehr der
Astronomie zu, beobachtete 1572 das Ent-
‘stehen eines neuen Fixsterns (Supernova)
und erhielt vom dinischen Konig Auftrag
und Mittel zuom Bau zweier Sternwarten auf
der Insel Hveen: Uranienburg und Sternen-
burg. Dort beobachtete Brahe mehrere Jahr-
zehnie das gesamte Himmelsgeschehen mit-
tels einfacher Instrumente, die aber sehr grolle
Dimerisionen hatten und erhielt so die ge-
nauesten Beobachtungen vor der Erﬁhdur_lg
des Fernrohrs. Brahe wufite, daff nur ein
genialer Theoretiker seine Beobachtungen
voll auswerten komnte und daker ist ver-
stiindlich; daB er die Verbindung zu Kepler
suchte. _

Er befand sich, als er Kepler einlud, in
"Wandsbek, wo er nach unfreiwilligem Schei-
“den aus seiner danischen Heimat zunichst
eine Zuflucht gefunden hatte. Kepler aber
war durch seine Stellung in Graz verhindert,
¢ine so weite Reise zu unternehmen. Wihrend
sich’ in Brahes. Schicksal eine giinstige Wen-
dung vollzog, indem er, einem Rufe Kaiser
Rudolph ‘II. folgend, im Jabre 1599 nach
Prag (Schlof Benatek bei Prag) iibersiedeln
und dort seine astronomischen Arbeiten
fortsetzen konnte, wurde Keplers Stellung
in Graz durch die gegenreformatorischen
MaBnahmen des Erzherzogs Ferdinand von
der Steiermark immer unsicherer, da Kepler
protestantischen Glaubens war. Er. folgte
der Einladung Tychos und arbeitete eng
mit ihm zusammen, obwohl diese Zusammen-
arbeit mit starken personlichen Spannungen
belastet war. Im Oktober 1600 siedelt Kepler
mit seiner Familic nach Prag iiber, da er,
wie alle Protestanten, die nicht zum Katho-
lizismus itbertraten; aus der Steiermark aus-
gewiesen wurde. Die Zusammenarbeit mit
Tycho Brahe war jedoch nicht von langer
Dauer, da dieser am 24. Oktober 1601 starb.
Kepler wird sein Nachfolger als Hofastronom
Kaiser Rudolph IL

Es war ein giinstiger Umstand, daB Tycho
Brahe sich zur Zeit, da Kepler in Prag ankam,
gerade mit der Marsbahn beschaftigte, denn
die Marsbahn ist eine Ellipse mit verhéltnis-
miflig groBer Exzentrizitit. Wenn {iber-
haupt, so konnte am ehesten an dieser Babn
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festgestellt werden, daB es. sich um eine
Ellipse und nicht um einen Kreis handelte.
Kepler geht nun von der physikalisch rich-
tigen Vorstellung aus, daB ,,in der Sonne
der Sitz der die Planeten bewegenden Kraft
sei*, und rechnet daher alle Abstinde vom
Sonnenmittelpunkt aus. Durch die Annahme,
daB von der Sonne eine Kraft ausgeht, die
,,die Planeten herumreiBt*, erriit er genial
den Flichensatz, das sog. zweite Keplersche
Geseiz.

Dieser Flichensatz besagt folgendes: Die
Planeten bewegen sich so, daB die Verbin-
dungsgerade Sonne — Planet in gleichen
Zeiten gleiche Flichen iiberstreicht. In Son-
nenniihe bewegen sich also die Planeten
schneller als in Sonnenferne. Mit der Kennt-
nis dieses Flichensatzes tastete sich Kepler
schrittweise an die wahre Form der Planeten-
bahnen (zundchst der Marsbahn) heran.
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Schon vor Kepler stand fest, daBf die Sonne
nicht der Mittelpunkt der als kreisférmig
vorgestellten Planetenbahn sein konnte, die
Verhiiltnisse muBten also wie auf der Zeich-
nung (sie stammt von Kepler) sein. Jedoch
zeigten die Beobachtungen starke Abwei-

chungen von einer Kreisbahn und Kepler-

gelangte auf einem mithevollen, induktiven
Weg (d.h. vom Speziellen auf das Allge-
meine schlicBend, mit anschlieBender Prii-
fu'ng durch Beobachtung und Experiment)
zur Tatsache, dafl die Marsbahn eine Ellipse
ist, in deren einem Brennpunkt die Sonne
steht. (Daf dies fiir alle Planetenbahnen
zutrifft, ist der Inhalt des sog. ersten Kep-
lerschen Gesetzes.) Die Keplerschen Gesetze
bedeuteten gegeniiber den Jahrtausenden
vorangegangener Sternenkunde einen ersten

“wirklichen Fortschritt zur Erklirung der

Himmelserscheinungen, Ein weiterer groBer
Schritt wurde etwa einhundert Jahre spéter
von Newton, dem groBen englischen Phy—
siker, ‘vollzogen. Thm gelang es, die Kepler-
schen Gesetze aus den von ihm formulierten
Grundgesetzen (Axiomen) der Mechanik
deduktiv zn gewinnen, also auf logischem
Wege mittels mathematischer Methoden ab-
zuleiten.

Im Jahr 1605 war Kepler im Besitz der ersten
beiden Gesetze (das dritte, iiber das noch

zu sprechen sein wird, fand er erst 1618),
die er in seinem Hauptwerk, der ,,Astronomia
Nova®, darstellte. Im Untertitel nennt er
dieses Buch ,,Himmelsphysik®, und tat-
sichlich wird dieses - Werk heute als -die
Grundlegung der modernen wissenschaft-
lichen Himmelsmechanik und Astronomie
anerkannt. .

Vor der Drucklegung im Jahre 1609 waren
fitr Kepler noch erhebliche Schwierigkeiten
zu iiberwinden, denn die ,, Astronomia Nova“™
war mittels ‘der Braheschen Becbachtungen
entstanden, aus denmen die Erben Brahes,
insbesondere sein Schwiegersohn Tengnagel,
der verschiedene héfische Stellungen inne-
hatte, mbglichst viele finanzielle "Vorteile
herauszuschlagen gedachten. Zunichst ver-
zogerten die Braheschen Erben die Her-
ausgabe der Beobachtungen Brahes an Kep-
ler, und spiter machten sie Anspriiche be-
zliglich des Verdffenilichungsrechtes geltend.

Bevor wir Keplers weiteren Lebensweg und
seine astronomischen Forschungen weiter
verfolgen, wollen wir einen Blick auf seine
mathematischen . Leistungen: werfen. ~Eine
der bekanntesten ist seine Methode, die
Rauminhalte von Rotationskérpern nithe-
rungsweise zu berechnen. In der Widmung
des Buches ,,Nova stereometria doliorum*
(Neue Stereometrie der Fisser; Linz 1615)
beschreibt er, durch welchen rein &ulerlichen
AnlaB sein Interesse fiir die Problematik
geweckt wurde, Er hatte némlich beobachtet,
wie die Verkdufer von Weinfdssern zur Fest-
stellung des Rauminhaltes der in einem Fal
enthaltenen Fliissigkeitsmenge einen Meb-
stab (Visierrute) benutzten, und zwar mit
ein und dersefben Skala fir Fisser unter-
schiedlichster Bauart und Kriimmung. Kep-
ler steltte sich. die Frage nach der Berech-
tigung dieses Verfahrens und arbeitete Me-
thoden fiir den Vergleich von Rauminhalten
aus.

Wesentlich ist, daB Kepler durch neuartige
Vorgehensweisen die bis dahin- bekannte
Stereometrie érwéiterte, so daB sie wieder
zu einer interessanten Wissenschaft wurde,
ferner, daB er durch Einfithrung und Ver-
wendung von Niherunpsldsungen den Be-
diirfnissen der Praxis entgegenkam und
durch die spezielle Betrachtungsweise von
Flichen und Kérpern als zusammengesetzte
Gebilde, die aus kleinen Streifen bzw, Schich-
ten bestchen, wurde Kepler zu einem Weg-
bereiter - der * Infinitesimalrechnung (Diffe-

-rential- und Integralrechnung). An diesen

Verdiensten dndert die Tatsache nichts, dal
nicht alle der von Kepler erhaltenen Ergeb-
nisse stichhaltig sind und von unserem heu-
tigen Standpunkt die mathematische Aus-
drucksweise (keine Formeln!) sehr schwer-
fallig ist.

Die heute gelegentlich noch benutzte , Kep-
lersche FaBregel” zur Berechnung der Raum-
inhalte von Rotationskérpern (s. unser Titel-
blatt) geht in ihrer heutigen Form auf



"J.-H. Lambert (1756) zuriick, der sie in
Analogie zu Keplerschen Uberlegungen auf-

_ gestellt hat. .
Weiter gehort zu den vielseitigen mathe-
matischen Aktivititen Keplers die Entdek-
kung zweler sogenannter Sternpolyeder, von
denen wir eines, den Dodekaeder-Igel, in

der Zeichnung zeigen. Sie gerieten in Ver-..

gessepheit und wurden 1810 von dem fran-
zOsischen Mathematiker L.. Poinsot neun
entdeckt, zusammen mit zwei weiteren Stern-
polyedern, und 1811 wies der franzdsische

. Mathematiker A. L. Cauchy nach, daB es
nur diese vier regelmiBigen Sterapolyeder
gibt. A

SchlieBlich beschiftigie sich Kepler u.a.
auch damit, wie man den Raum mit Kugeln
gleichen Radius ausfiillen kann, so daB der
Zwischenraum  kleinstmégliches Volumen
einnimmt {wenn man sich auf einen be-
schrankten Raumteil bezieht). Man spricht
dann von einer ,,dichtesten Kugelpackung™.
Bis heute ist nicht bekannt, ob die von Kepler
angegebene Kugelpackung wirklich die dich-
teste ist. Kepler stellte sich dazu ein rium-
liches Wﬁrfelguter aus Wiirfeln gleicher
Linge vor und betrachtete eine Art drei-
dimensionales Schachbrett von abwechselnd
»weillen und .schwarzen™ - Wiirfeln, In
jeden schwarzen Wiirfel wird nun eine Kugel
- einbeschrieben, die alle Kanten dieses Wiir-
fels berfihrt. Die Gesamtheit dieser Kugeln
bildet die Keplersche Kugelpackung.
Ein weiteres Arbeitsgebiet Keplers, auf dem
er bahnbrechend gewirkt hat, ist die Optik
der Linsen und Linsensysteme, mit der er
sich im Hinblick auf die Konstruktion von
Fernrohren fiir astronomische Zwecke be-
fafite. Mit seinen Asbeiten ,,Astronomiac
pars opticae* (der optische Teil der Astro-
nomie) und’ ,,Dioptrice”, die in den Jahren
1604 bzw. 1611 erschienen. legt er die Grund-
‘lagen der wissenschafilichen Optik {ibet-
haupt. Vor dem Erscheinen dieser Werke
war die Optik ein Gebiet, das nur durch die
“Weitergabe der Erfahrungen der Linsen-
schleifer - und  Brillenmacher bestimmt
wurde. - y
In den ,,Dioptrice™, die aus AnlaB des Auf-
konmimens des aus den Niederlanden stam-
menden - sog. Galileischen Fernrohrs ge-
schrieben wurde, entwickelte er die Theorie

eines fiir astronomische. Beobachtungen we-
sentlich giinstigeren Fernrohrtyps, den des
sog. Keplerschen Fernrohrs.

Galilei hatte mit seinem Ferneohr aufsehen-
erregende Entdeckungen gemacht, z. B. die
vier Jupitermonde festgestellt und damit eine
heftige- Diskussion unter den Astronomen
und allen weiteren Liebhabern der Himmels-
kunde entfacht.

Auch Kepler muBite, aufgefordert von dem
in Prag residierenden Kaiser Rudolph 11,

-zu diesem Ereignis Stellung nehmen, und dies

tat er unverziiglich in seiner berithmt  ge-
wordenen ,,Dissertatio cum nuncio sidereo*
(Unterredung mit dem Sternenboten, 1609),
in welcher er Galileis Beobachtungen und
Erkenntnisse riickhaltlos anerkannte, u.a.
deshalb, weil sie das Kopernikanische Sy-
stem stiitzten. In diesem Zusammenhang
ist eine Bemerkung Keplers zur Astronomie
des Jupiters interessant, in welcher Kepler
kiinftige Weltraumfliige vorausahnt: ,,Gib
Schiffe oder schaffe Segel fiir die himmlische
Luft, und es werden Leute da sein, die sich
nicht einmal vor jemer Weite fiirchten. Und
als ob die wagemutigen Reisenden schon
in den nichsten Tagen dastinden, wollen
wird- die  Astronomie dafiir schaffen, ich
fiir den Mond, Du, Galilei, fir den J upiter.”

Mit der ,,Dioptrice** schiiefit im wesentlichen
die erste grofie Schaffensperiode Keplers ab,
die sich etwa mit der Zeit seines Prager
Aufenthaites deckt. Durch den Tod Kaiser
Rudolph II. (1612) wurde seine Stellung in
Prag schwierig. Obwohl er vom Nachfolger
Rudolphs, dem Kaiser Matthias, als ,,Hof-
mathematikus™ bestitigt wird, geht Kepler
1612 als Lehrer an die Landschaftsschule in
Linz. Tragische Familienereignisse, der Tod
seines Sohnes Friedrich und seiner ersten
Frau, bedriickten Kepler und lihmten seine
Schaffenskraft.

Doch stellte er sich noch eine groBe Aufgabe:

die Auswertung und Aufbereitung des von
Tycho Braheé gesammelten Beobachtungs-

; materials in der Form astronomischer Jahr-
biicher und Tafeln. Selche Tafeln haben fiir -

die Orts- und Zeitbestimmung (vor allem
in der Schiffahrt) groBe praktische Bedeu-
tung, von ihrer Genauigkeit hingt z. B. die
Effektivitat der Navigation sowie weiterer
Operationen ab. In diese Tafeln, die nach
dem Forderer Brahes, Kaiser Rudolph'IL,
den Namen ,, Tabulae Rudolphinae* erhalten
sollten; konnte Kepler seine Planetengesetze
einarbeiten, und daher war der Benutzer
gezwungen, sich mit den neuen Erkenntnissen
der Astronomie vertraut zu machen.
Betor die Tafeln gedruckt vorlagen, waren
jedoch noch viele Schwierigkeiten zu iber-
winden. Zum einen war sich Kepler selbst
iiber viele Einzelheiten noch im unklaren,
z. B. fehlte ihm noch das dritte Planetenge-
setz, das die Abstinde der Planeten von der
Sonne und ihre Umlaufzeiten verkmniipft.
Fortsetzung auf Seite 135

Eine Aufgabe
von Prof. Dr. habil.

Thomas Riedrich

Sektion Mathematik an der Technischen
Universitit Dresden

A 808 Es ist interessant, den Weg zu ver-
folgen, auf dem Kepler zu der Erkenninis
gelangte, daB die Marsbahn eine Ellipse ist,
Ein wesentliches Zwischenglied war eine
geometrische Eigenschaft jeder Ellipse, die
ihr beweisen sollt. ‘
Gegeben ist cine Ellipse mit der groBen
Halbachse a, der ' kieinen Halbachse b
{0<b<a), und wir stellen uns vor, daB die
Richtungen dieser Halbachsen mit den Ach-
sen eines rechtwinkligen x,y-Koordinaten-
systems zusammenfallen. Dann liegt ein
Punkt P(x,y) dann und nur dann auf der
Ellipse, wenn die Beziehung '
2 2

275 ®
gilt, wie es euch ja aus der Analytischen
Geometrie bekannt ist-Bin Kreis it dem
Ellipsenmitielpunkt als Mittelpunkt und Ra-
dius @ werde beschrieben, und P(x, y) sei ein
Punkt der Ellipse, der gleichzeitig im Innern
der ersten Quadranten liegt (x>0, y>0).
Die Paraliele zur y-Achse durch den Punkt
(x,y) schneidet im ersten Quadraten den
genannten Kreis in einem eindeutig bestimm-
ten Punkt P'{x, y). Diesen Punkt P’ verbinden
wir mit dem Ellipsenmittelpunkt und fillen
vom Brennpunkt § =S(e, 0) der Ellipse, wobei
bekanntlich

e=./a*—b* (>0) 2)
gilt, das Lot auf die Verbindungsstrecke von
P zum Ellipsenmittelpunkt. Der zugehfrige
Lotpunkt heiBle @ (s. Zeichnung).

4
=1

Die Eigenschaft, die fiir Kepler wesentlich -
wurde, besteht nun darin, daB die Strecken
SP und QP’ gleich laﬁg sind (fiir jeden Ellip-
senpunkt P), also

5P| = 0P| e
gilt. Eure Aufgabe besteht nun darin, unter
Benutzung der Bezichungen (1) und (2) die
Giiltigkeit der Eigenschaft (3) nachzuweisen
{ohne Benutzung weiterer allgemeiner Aus-
sagen iiber die Ellipse). :
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Geometrische
Kombinatorik

In diesem Artikel mdéchten wir zeigen, daB
die elementaren, schnell entwickelbaren Ideen
der Kombinatorik auch in der Geometrie
viele schone Anwendungen besitzen. Wir kon-

nen natiitlich nur einige Beispiele zeigen, ob- -

zwar dic Mathematiker nur diber die erste
Frage, nidmlich iiber Farbungen von Land-
karten, schon viele Binde geschrieben haben.

1. Wir beginnen mit einer einfachen dufgabe :
Es seien e,,...,e, einige Geraden in der
Ebene; wir setzen voraus, daB sie sich in all-
gemeiner Lage befinden, d. h. keine drei von
ihnen haben einen gemeinsamen Punkt, aber
je zwel schneiden sicl.. Diese Geraden zer-
legen die Eberne in mei rere Stiicke. (Wieviel
Stiicke entstehen hier” Das ist schon eine
interessante Frage der kombinatorischen
Geometrie. Wir verraten die Antwort:

%(n2 +n+-2). Den Bewelis iiberlassen wir dem

Leser.) Diese Stiicke nennen wir Lander. Die
Aufgabe besteht darin, diese Linder so mit
zwei Farben (sagen wir rot und blau) zu fir-
ben,” daB benachbarte Linder stets verschie-
dene Farben bekommen (Bild 1).

Kann man dies immer ausfijhren?

Die Antwort ist ,Ja*. Das werden wir jetzt
(mittels vollstéiindiger Induktion) beweisen.
Bauen wir die Figur Schritt fiir Schritt auf.
Nach dem Einziehen der ersten Geraden kann
man die gewiinschte Firbung trivialerweise
angeben.

Nehmen wir an, dafi die Linder, in welche
die Geraden ¢y, ..., e,_, die Ebene zerlegen,
in der gewiinschten Weise rot und blau gefirbt
sind. Ziehen wir jetzt die Gerade e, ein, so
bleiben einige Linder unverindert, andere
aber werden zerschnitten. Wir wollen die
Firbung so abindern, daB die zwei Teile der
zerschnittenen Linder verschiedene Farben
erhalten. Das kann man leicht erreichen; auf
der ,linken Seite der Geraden e, lassen wir

124

alles unverindert, auf der ,,rechten* aber ver-
tausshen wir blau und rot (Bild 2). Es ist
leicht zu sehen, daB diese abgeinderte Far-
burg die Eigenschaft hat, daB benachbarte
Lancer verschieden geflirbt sind.

Aufgabe: Nehmen wir statt der Geraden
Kreise, dann gilt dieselbe Aussage. Dies ist
zu beweisen !

2. Wir haben das Wort Land gebraucht, weil
die Abbildung mit den gefiirbten Stiicken der
Ebene als Landkarte betrachtet werden kann.
Wir sagen jetzt einige Worte iiber Firbungen
von Landkarten. Eine Landkarte ist verstind-
lich, wenn benachbarte Linder verschie-
dene Farben besitzen. Im allgemeinen genii-
gen zwei Farben nicht, z. B. haben Belgien,
Westdeutschland, Luxc niburg und Frank-
reich paarweise cine gemeinsame Grenze,
so daB diese vier Linler verschiedene Far-
ben erhalten miissen, wenn man die Karte
von Europa fiirben will. Es ist bewiesen, daB
fiinf Farben immer geniigen, noch niemand
konnte aber beweisen, daB auch vier Farben
ausreichen. Das ist die berithmte Vierfarben-
vermulung. Trotz der Anstrengungen vieler
Mathematiker blieb diese Vermutung schon
seit mehr als 100 Jahren unbewiesen. Es ist
sehr interessant, daf} die Hilfsmittel, die man
zur Losung des Vierfarbenproblems ausge-
arbeitet hat, in der reinen und angewandten
Mathematik eine groBe Rolle spielen, obzwar
sie bisher nicht zur Losung des eigentlichen
Problems fithrten. Nennen wir diejenigen
Strecken der Grenzen, wo sich zwei Linder
treffen, Kanten, und diejenigen Punkte, wel-
che auf der Grenze von drei oder mehr Lian-
dern liegen, FEcken. Betrachten wir eine
La_ndkarte'mit der Figenschaft, daB sich in
jeder Ecke eine gerade Anzahl von Kanten
(oder, was dasselbe bedeutet, eine gerade An-
zahl von Lindern) treffen. Der Leser soll be-
weisen, dall man diese Landkarte mit zwei
Farben firben kann.

Bild 3:

3. Es seien ¢, ..., ¢, gerade LandstraBen,
welche ins Unendliche verlaufen. Dieses
Landstralensystem wurde modernisiert, und
man wollte jede Kreuzung mit Unter- und
Uberfithrungen ausbauen. Das wollte man
aber so ausfithren, daB entlang jeder Strafie

die Unter- und Uberfiihrungen einander ab-
wechseln. Kann man dies immer durch-
fithren? (Bild 3).

Wenn wir unser erstes Ergebnis anwenden,
konnen wir etwas feststellen, was nichts mit
unserer Aufgabe. zu tun zu haben scheint:
Man kann die Landteile zwischen den Stra-
Ben so mit Getreide sinsien bzw. mit Blumen
bepflanzen, daB auf einer Seite jeder StraBe
Getreide wichst und auf der anderen Seite
Blumen stehen. Jetzt kénnen wir leicht eine
Vorschrift angeben, wie die Unter-- und
Uberfithrungen 7u bauen sind. Jede Kreuzung
ist so auszubauen, daf man bei Anniherung
auf der rechten Seite Blumen sicht, wenn
man auf die Uberfithrung kommt und Ge-
treide, wenn man in die Unterfiihrung ein-
fihrt (Bild 4)

Es ist leicht einzusehen, daB3 diese Vorschrift
dasselbe bedeutet, wenn man der Kreuzung
von einer anderen Richtung naht. Entlang
einer StraBe sicht man rechts abwechselnd
Getreide und Blumen, d.h. man kommt ab-
wechselnd zu Unter- und Uberfithrungen.
Aufgabe: Man finde den Beweis dieser Aus-
sage, ohne die unter 1. bewiesencn Aussagen
zu verwenden !

4. Betrachten wir ein System von endlich
vielen Punkten in der Ebene. Wir setzen nicht
voraus, daB diese Punkte sich in allgemeiner
Lage befinden, sondern nur, daB sie nicht alle
auf ein und derselben Geraden liegen. Da
konnen natiirlich viele Geraden auftreten,
welche durch drei oder mehr Punkte des
Systems laufen, jedoch gibt es immer wenig-
stens eine Gerade, welche genau zwei Punkte
des Systems enthilt. Diese letzte Aussage
— den Satz von Gallai — wollen wir jetzt be-
weisen. ‘
Die Schwierigkeit des Problems- liegt in
der Wahl der gewliinschten Geraden. Hat
man schon eine Eigenschaft gefunden,
mit der man diese Gerade bestimmen kann,
s0 ist es leicht zu beweisen, daB sie tatsich-
lich nur zwei Punkte enthilt. Betrachten wir
die Abstinde zwischen einem Punkt und der
Verbindungslinie zweier anderer Punkte. Un-
ter diesen endlich vielen Entfernungen gibt
es eine kleinste positive (hier haben wir aus-
genutzt, daB nicht alle diese Entfernungen
gleich Null sind, d.h. nicht alle Punkte auf .
einer Geraden liegen), sei dies die Entfernung



zwischen dem Punkt P-und der Verbindungs-
linie e der Punkte  und R. Wir beweisen jetzt,
daB e keinen weiteren Punkt des Systems ent-
halt. Nehmen wir an, ¢ enthalte auch den
Punkt S, Es sei T die Projektion von P auf e
(Bild 5).
TP

Bild 5

Man kann die Bezeichnungen so wihlen, dal
5 zwischen T und R liegt. Die Entfernung
zwischen .S und der Verbindungslinie von P
und R ist kleiner als die Entfernung zwischen
P und e. Das ist aber ein Widerspruch, also
enthilt e wirklich nur @ und R. Damit haben
wir den Satz von Gallai bewiesen.

Aufgabe: Sind endlich viele Geraden in der
Ebene gegeben, so daB je zwei sich schneiden,
aber nicht alle durch ein und denselben Punkt
gehén, dann gibt es wenigstens einen Punkt,
der in genau zwei Geraden enthalten ist.

5. In der kombinatorischen Geometrie kann
man beliebig viele Fragen stellen, welche
etwa lauten: Wie viele Schnittpunkte, Kan-
ten, Geraden usw. gibt es hchstens oder we-
nigstens oder genau, wenn man diese oder
jene Voraussetzung hat? Im I. Punkt haben
wir schon eine solche Aufgabe gestellt. Jetzt
werden wir weitere nennen und einige ldsen.
Wir hoffen, daB die Leser selbstindig solche
Aufgaben formulieren und lésen kdnnen
" werden.
Es seien »n Punkte in der Ebene gegeben.
Wie viele Verbindungslinien bestimmen diese

Punkte wenigstens? Die (;) Verbindungs-

]

Jlinien sind nicht alle notwendig verschieden,
wenn z. B. alle Punkte auf ein und derselben
- Geraden liegen, dann gibt es nur eine Verbin-
dungsiinie. Diesen trivialen Fall wollen wir
aber ausschlieflen und stellen die folgende

Frage: Wie viele Verbindungslinien bestim-
men » Punkte wenigstens, wenn sie nicht

. simtlich auf einer Geraden liegen? Es ist zu
erwarten, daB im schlimmsten Falle n-1
Punkte auf einer Geraden liegen und nur der
‘n-te auBerhalb dieser Geraden liegt. (Bild 6).
In diesem Falle bestimmen die Punkte genau
n Geraden, deshalb kann man vermuten:
n Punkte, die nicht alle auf derselben Gera-
den liegen, bestitimen mindestens » verschie-
dene Verbindungslinien. Wir beweisen diese
Aussage mit vollstindiger Induktion, Fir
n=1,2 ist die Behauptung nichtssagend, fiir
n==3 ist sie rivial. Es sei n=4, und fiir n-1
- Punkte sei die Behauptung schon bewiesen.
Nach dem Satz von Gallai gibt es immer zwei
Punkte, P und Q, deren Verbindungslinie
keinen weiteten von den gegebenen Punkten
enthiilt. Lassen wir jetzt P weg. Fir die
iibrigbleibenden #-1 Punkte sind zwei Falle
moglich: %

a) Die restlichen n-1 Punkte liegen auf einer
Geraden, die P nicht enthalt. Die Konfigu-
ration ist wie in Bild 6, die n Punkte bestim-
men also genau n Geraden.

Bild 6

b) Die restlichen #-1 Punkte liegen nicht anf
einer Geraden. Jetzt kdnnen wir die Induk-

tionsannahme anwenden und feststellen, daB il

diese n-1 Punkte mindestens n-1 Geraden be-
stimmen. Die Gerade PQ ist aber nicht unter
diesen, so daB die n Punkte zusammen min-
destens n Geraden bestimmen.

Aufgabe: Beweise: Bestimmen n Punkte ge-
nau n Geraden, so liegen a-1 von ihnen auf
einer Geraden.

6. Von finf Punkten in allgemeiner Lage
kann man immer die Ecken eines kon-
vexen Vierecks auswihlen. Das ist eine be-

kannte Aufgabe, der Leser wird es ohne

Schwierigkeiten beweisen. Die Aufgabe kann
aber veraligemeinert werden: Von wie vielen

Punkien kann man immer die Ecken eines

konvexen k-Ecks auswithlen? Mit anderen
Worten: Welches ist die Hochstzahl von
Punkten, die nicht notwendig ein konvexes
k-Eck bestimmen? _

Es ist nicht ganz klar, daB es hier eine Ant-
wort gibt, d. h. daB man nicht beliebig viele
Punkte mit -der genannten Eigenschaft an-
geben kann.-Man kann beweisen, und zwar
‘mit rein kombigatorischen Mitteln, daB es
cine Zahl f{k/ derart gibt, daB die Behaup-
tung gilt: Man kann héchstens (k) Punkte
angeben, die kein konvexes k-Eck bestim-
men.: Das wollen wir aber hier nicht diskutie-
ren.

"Es st interessant, daB der Wert von f(k)

nicht bekannt ist. In kombinatorischen Fra-
gen kommt es oft vor, daB man eine Zahl, die
dhnlich wie f{(k) definiert ist, nicht explizit
angeben kann. Hier gibt es eine schéne Ver-
mutung: f(k)=2*"2, d.h. man kann hdch-
stens 2°~2 Punkte so angeben, daf sie nicht
die Ecken eines konvexen k-Ecks enthalten.
Man hat ein System von 22 Punkten an-
gegeben, die kein konvexes k-Eck bestimmen
(das ist gar nicht einfach!), niemand kann
aber bisher beweisen, daB man nicht auch
267211 Punkie mit dieser Eigenschaft ange-
ben kann. = )
Aufgaben: 1. Die Vermutung ist wahr fiir
k=5: Man kann acht Punkte angeben, die
kein konvexes Fiinfeck bestimmen, aber neun
Punkte enthalten immer die Ecken eines kon-
vexen Fiinfecks.

2. Es sind acht Punkte mit folgender Eigen-
schaft anzugeben: Die Symmetrieachse von
je zwei von ihnen enthilt mindestens zwei

Punkte des Systems. (Es ist nicht bekannt,
ob es andere Punktsysteme mit dieser Eigen-
schaft gibt.} :
3. n Punkte seien in der Ebene gegeben. Wir
bezeichnen mit ¢ die maximale Entfernung
zwischen zwei gegebenen Punkten. Dann gibt
es hdchstens n Punktepaare, bei denen der
Abstand der Punki€ gleich 4 ist.

Lészlé Lovész, Jézsef Pelikén

tiitig.

L. Lovasz und J: Pelikin nahmen an der
VII. Internationalen Mathematikolympiade
(Berlin 1965) teil und erhielten [. Preise. Zur
XII. IMO (Budapest 1970) waren sie als Ko-
ordinatoren tdtig. Beide sind als Diplom-
mathematiker ‘an der Universitit Budapest

\
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Wie entsteht die Zeitschrift

alpha 2

Die mathematische Schiilerzeitschrift alpha besteht
nunmehr fiinf Jahre. Durch die Mithilfe eines groBen
Kreises von Autoren des In- und Auslandes konnten
30 Hefte fiir eine systematische, kontinuierliche und

intensive auBerunterrichtliche Arbeit zusammenge-

stellt werden. Die Redaktion dankt den Wissenschaft-
lern, Lehrern, Werktitigen aus der gesellschaftlichen
Praxis und den Schiilern, welche aktiv an der inhalt-
lichen Gestaltung dér Zeitschrift alpha mitwirkten.
Wir wollen aber auch denen Dank sagen, welche die
technischen Voraussetzungen schufen, daB jedes Heft
in einwandfreier Qualitiit in die Hande unserer Leser
gelangte.

Wird ein Artikel an die Redaktion gesandt, so beginnt
eine umfassende Vorarbeit, bis er der Druckerei
iibergeben werden kann. Zuniichst gehen alle Bei-
trige an ein Gutachterkollektiv, welches entweder
zustimmt, Hinweise zur inhaltlichen oder methodi-
schen Verbesserung gibt oder sie aus solchen Griinden
wie fiir Schiiler nicht geeignet, fachlich nicht einwand-
frei, bereits gleiches bzw. dhnliches Material veréffent-
licht usf. ablehnt. Rund drei Monate vor Erscheinen
eines Heftes wird es so zusammengestellt, daB mog-
lichst alle Leser, d. h. die jiingeren wie die ilteren
- Leser, gleichermafBen angesprochen werden. Die Re-

Absprache iiber die Herstellung der Zeitschrift afiwha zwischen
Chefredakteur (im Bild rechts), Auftragsbearbeiterin
(Fernstudent : Ing.-Okonom) und dem Abteilungsleiter Lichtsatz
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daktionsassistentin schreibt jeden Beitrag genau nach
festgelegten Normen, technische Zeichnungen werden
nach den eingereichten Originalen von einem Mathe-
matikfachlehrer angefertigt und Vignetten zur Auf-
lockerung des Heftes bereitgestellt. Ein Typograph
erhilt den gesamten Inhalt eines Heftes und gestaltet
gemeinsam mit dem Chefredakteur Seite um Seite.
Nach rund vierwdchiger Kleinarbeit kénnen nun-
mehr die fertiggestellten - Unterlagen der Staats-
druckerei der DDR iibergeben werden.

Schauen wir uns einmal die drucktechnische Herstel-
lung eines Heftes genau an: Zunichst {iberprift die
Auftragsabteilung das vorliegende Material. Es wird
eine Aufiragstasche ausgeschrieben, die samtliche
Angaben iiber die Fertigung des Auftrags von der
Satzherstellung bis zum Versand enthilt. AuBerdem
berechnet der Auftragsbearbeiter die benotigte Papier-
menge und sichert die Bereitstellung eines entspre-
chenden Materialkontingents.-

Nunmehr erhilt der Leiter der Abteilung Lichtsatz
die Auftragstasche und die Manuskripte. Die Bild-
vorlagen gehen an die Fotoabteilung zur Herstellung
der Bilddiapositive.

Die Satzherstellung erfolgt mit einer modernen Mono-
photo-Lichtsatzanlage. Mit ihr ist es mdglich, ein-
fachen wie schwierigen Satz mit hoher Qualitit des

Herstellung des Lochstreifens auf dem Taster

Schriftbildes herzustellen. Die Anlage besteht aus
zwei voneinander getrennten Maschinen, dem Taster
und dem Projektor. Mit dem Taster wird der Text -
des Manuskriptes auf einen Papierstreifen iibertragen,
wobei alle Buchstaben, Ziffern, Zeichen und Steuer-
kommandos nach einem bestimmten Code als Loch-
kombinationen eingestanzt werden. Nur die besten
Fachkrifte kommen am Taster zum Einsatz, denn
jeder Fehler beim Setzen ist erst nach dem Entwickeln
des Filmes zu erkennen.

‘Die Steuerung des Projektors erfolgt durch den am
Taster hergestellten Lochstreifen. Im Projektor befin-



Zusammenstellung des Matrizenrahmens fiir
die Zeitschrift alpha

det sich ein Matrizenrahmen, der alle auf dem Loch-
streifen festgelegten Buchstaben, Ziffern und Zeichen
als kleines Filmnegativ enthilt. Wenn der Matrizen-
rahmen mit dem vom Lochstreifen gewihlten Buch-
staben in Stellung gebracht ist, erfolgt die Belichtung.
Ein Lichtstrahl dringt durch das Buchstabennegativ
und fillt, gelenkt durch Prismen und Spiegel; auf den

unbelichteten Film, der sich in einer Kassette befindet..

Das geschieht Buchstabe fiir Buchstabe in Sckunden-
bruchteilen, bis eine Filmspalte von etwa 50 cm Linge
und maximal 26 cm Breite belichtet ist. Das Ergebnis
nach dem Entwickeln ist ein Schriftdiapositiv. Auf
einem -Lichipausgerdt werden von den Filmspalten
Rotpausen bergestellt zum Lesen der Korrektur
durch einen Korrektor in der Druckerei sowie fiir

den Chefredakteur und den Autor, an die sie gesandt

werden. Der Typograph fertigt aus den Rotpausen
einen Klebespiegel an, d. h. er klebt die Rotpausen
der Textfilme und die Rotpausen der Fotos und Zeich=
nungen so auf, wie spiter das Heft aussehen soll.
Korrekturen und Klebespiegel gehen dann wieder

Aufnahme der Bilder mit der Reprodukt-ions‘kamera.

in die Druckerei.-

Druck aof der Rollenoffsetmaschme (drei F arben in einem Durchgang) mit glezchzemger
Falzung des Papierbogens :

Es werden nunmehr Korrektusr-
zeilen getastet, und es wird ein Korrekturlochsireifen
hergestellt. Dann iibernimmt die Montageabteilung
Textfilme, Korrekturfilme, Korrekturfahnen, Klebe-
spiegel und Bilddiapositive. Nun werden unter Be-
riicksichtigung der durch die Redaktion angezeich-
neten Korrekturen die Filme der Schrift und der Bil-
der nach dem Klebespiegel zusammengekiebt. Die
Redaktion erhiiit nochmals fiir kurze Zeit Rotpausen
von diesen Seiten, nimmt eine letzte Korrektur vor
und erklirt das Material fiir druckreif. Wenn danach
alle Fehler korrigiert sind, werden jeweils vier Seiten
auf einer groBen durchsichtigen Folie zu einer Kopier-
vorlage zusammengeklebt und in der Kopie davon
Offsetdruckplatten hergestellt.
Diese Druckplatten sind diinne Kupferfohen die
auf einer Seite verchromt sind. An allen Stellen, die
beim Druckvorgang Farbe annehmen und wieder
abgeben sollen, wird durch Chemikalien die Chrom-
schicht entfernt.

- Gedruckt wird auf Rollenoffsetmaschinen. Di¢ Druck-

platten sind hierbei um einen Druckzylinder gespannt.
Die eingefirbten Druckplatten geben die Farbe auf
einen Gummizylinder ab und dieser bedruckt das
Papier. Es iuft von einer Rolle durch die Druckwerke,
wobei es auf beiden Seiten gleichzeitig bedruckt und
die ankommenden Papierbahnen am Ende der Ma-

schine geschnitten und auf A 4-Format gefalzt werden.

Die von der Offsetmaschine auf A 4 gefalzten Bogen
werden in der Fertigmacherei in einen Umschlag
gesteckt, im Riicken mit zwei Klammern geheftet
und auf Format geschnitten. In dér Zeit vom 13. bis
16. jedes geraden Monats erhiilt die Deutsche Post
(Zeitungsvertricbsamt) die gesamte Auflage und ver-
teilt sie an die Leser.

Heidemarie Jiitiner, Peter Drefler, Johannes Lehmanm
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Welche, wie viele

Moglichkeiten gibt es ?

Solchen Fragen, wie sie in der Uberschrift
stehen, seid ihr sicherlich schon begegnet. Thr
sollt nun Aufgaben 16sen lernen, die diese
oder dhnliche Fragen enthalten.

Wir beginnen mit drei Beispielen.

Aufgabe, 1 Alfred, Bernd und Christian be-
wohnen in einem Ferienlager gemeinsam ein
Zimmer. Leider hat nur einer von ihnen einen
Spiegel mit. Um Streit zu vermeiden, be-
schliefen sie, sich jeden Morgen in einer
neuen Reihenfolge zu kimmen. Wie viele
Tage kénnen sie nach diesern BeschiaB han-
deln? Das heiBt: Wie viele verschiedene Még-
" lichkeiten gibt es, die drei Freunde anzuord-
nen?-

Versucht, die Lésung durch Probieren selbst
zu finden, bevor ihr weiterlest!

Ldsung : Wir bezeichnen die drei Freunde mit
den Anfangsbuchstaben ihrer Namen: 4, B,
C. Nun stellenr wir fest, welche Anorduungs-
moglichkeiten es gibt:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

Die drei Freunde kdnnen also 6 Tage nach
ihrem BeschluB handeln.

Anfgabe 2 Welche zweistelligen Ziffern las-
sen sich aus den Grundziffern 1, 2, 3 zusam-
menstellen, wenn in jeder Ziffer jede dieser
Grundziffern mehrmals vorkommen darf?
Wie viele solche zweistelligen Ziffern gibt
es?

Ihr konnt die Losung wieder selbst finden,
bevor ihr weiterlest.

Losung: 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33; also
neun Ziffern.

Aufgabe 3 Zur Teilnahme an einem Pio-
niertreffen hat cine Gruppe Arnim, Brigitte,
Christine, Dieter und Elke delegiert. Leider
ist aber aus Platzgriinden nur die Teilnahme
_zweier Pioniere dieser Gruppe méglich. Die
Gruppenleitung steht nun vor der Aufgabe,
aus den vorgeschlagenen Pionieren zwei aus-
zuwihlen. Welche bzw. wie viele Maglich-
keiten gibt es hierfiir? .
Wir bezeichnen die Pioniere mit den An-
fangsbuchstaben ihrer Namen: 4, B, C. D,
E. Versucht nun, die Ldsung wieder selbst
zu finden!

Losung: AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD,
CE, DE; also zechn Maglichkeiten.
Solltet ihr bei der Lisung zum Beispiel B4
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anstelle von AB angegeben haben, so wire
das auc]irichtig; man darf in diesem Falle nur
nicht 48 und BA notieren, weil ja diese beiden
Darstellungen die gleiche Delegation bedeu-
ten.

Wenn man diese drei Aufgaben miteinander
vergleicht, so fallen einige Gemeinsamkeiten,
aber auch einige Unterschiede auf.

1. Wir haben es in jeder Aufgabe mit einzel-
nen, unterscheidbaren Dingen zu tun, die
zusammengehodren (Grundziffern, Kinder
oder Buchstaben). Eine Zusammenfassung
solcher Dinge nennen wir eine Menge, die
einzelnen zu ihr gehdrenden Dinge heiBen
Elemente der Menge.

2. Manchmal werden alle Elemente der je-

weils gegebenen -Menge fir die cinzelnen

Zusammenstellungen benutzt (Aufg. 1),
manchmal aber auch nicht (Aufg. 2, 3).

3. Manchmal ist bei den Zusammenstellungen
die Anordnung bzw. die Reihenfolge der Ele-
mente zu beriicksichtigen (Aufg. 1, 2), manch-
mal aber auch nicht (Aufg. 3).

4. Manchmal diirfen sich hierbei Elemente
wiederholen (Aufg. 2), manchmal aber auch
nicht (Aufg 1, 3).

Die Beantwortung der Fragen, ob bei einer
Zusammenstellung die Anordnung der Ele-
mente zu berficksichtigen ist oder nicht und
ob sich in einer Zusammenstellung Elemente
wiederholen diirfen oder nicht, ist sehr wich-
tig. Wir wollen das noch anhand des folgen-
den Beispiels erkliren und uns hierfiir zu-
niichst nur geeignete Sachaufgaben fiberlegen.

Aufgabe 4 Welche bzw. wic viele Méglich-
keiten gibt es, zwei Preise an drei Schiiler za
verteilen? g

(1} Bei den Preisen kann es sich z. B. um Bii-
cher mit verschiedenen Titeln handeln. Die

Preise sind also urnterscheidbar.

(2) Bei den Preisen kann es sich z. B. auch um
wertgleiche Geldpramien handeln. Die Preise
sind dann nicht unterscheidbar.

(a) Ein:Schiiler kann mehrere Preise erwer-
ben, wie etwa bei einem Sportwettkampf.
Er kann z. B. im 60-m-Lauf und im Weit-
sprung Sieger sein.

(b) Ein Schiiller kann héchstens einen Preis
erwerben, wie etwa bei ciner Priifung fiir eine
besondere Leistung.

Diese cinzelnen Fille lassen sich wie folgt

verbinden: (la), (1b), (2a), (2b). Aufgabe 4
sollte noch etwas Wichtiges verdeutlichen:
Wir haben es bei solchen Aufgaben stets mit
zwei Mengen zu tun, hier also mit der Menge
der Preise und der Menge der Schiiler. Beide
Mengen miissen, den Aufgabenbedingungen
entsprechend, einander zugeordnet werden,
und zwar in unserem Beispiel so, daB jeder
Preis verteilt wird, aber nicht jeder Schiiler
cinen bekommen kann bzw. zu bekommen
braiicht.

Auch bei den Aufgaben I bis 3 konnen wir
jeweils zwei Mengen unterscheiden, die ein-
ander gecignet zuzuordnen sind:

Aufgabe 1: Eine Menge ist die Menge der drei
Freunde, die andere Menge besteht auch aus

“drei Elementen, die man etwa als die drei

Platzoummern 1., 2., 3. deuten kann.
Aufgabe 2: Eine Menge ist die Menge der
insgesamt gegebenen Grundziffern, die an-
dere Menge besteht aus zwei Elementen, dic
man etwa als eine Menge von zwei nebenein-
anderliegenden Kistchen deuten kann, in die
die Grundziffern einzeln geschricben werden
sollen. Diese Menge ist also dic Menge der
geforderten Stellen jeder Ziffer.

Die Zuordnung der beiden Mengen erfolgt
in Aufgabe 2 so, daB jedes der beiden Kast-
chen mit einer Grundziffer zu besetzen ist,
wihrend in einer Zusammenstellung nicht
Jjede Grundziffer vorzukommen braucht.
Aufgabe 3: Eine Menge ist die Menge der
funf Kinder, die andere Menge ist die Menge
der vorhandenen zwei Delegiertenplitze. Die
Zuordnung der beiden Mengen erfolgt so,
daB jedem Element der Zweiermenge ein
Element aus der Finfermenge zugeordnet
wird. Umgekehrt kann man nicht jedem
Element der Fiinfermenge ein Element der
Zweiermenge zuordnen.

In allen vier Aufgaben ist also eine der beiden
gegebenen Mengen dadurch gekennzeichnet,
daB jedes ihrer Elemente den Elementen der
anderen Menge zugeordnet werden kann.
Diese Menge wollen wir mit M bezeichnen,
die andere mit N.

Bei Aufgabe 1 st es gleichgiiltig, welche der
beiden Mengen wir mit M bzw. N bezeich-
nen.

Wir wollen uns diese Zuordnungen durch
Zeichnungen veranschaulichen. Die Elemente
der beiden Mengen werden wir hierbei zweck-
méBig darstellen. Fiir die Zeichnungen wollen
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wir vereinbaren, die Elemente der Menge M
stets oben, die Elemente der Menge N unten
zu notieren. Die moglichen Zuordnungen
wollen wir durch Striche veranschaulichen.



" Wir beginnen mit Aufgabe 2. Bild 1 ist ‘wie
folgt zu deuten: Bei der ersten Zusamimenstel-
lung heiBt die erste Grundziffer 1, die zweite
Grundziffer auch 1; bel der zweiten Zosam-
menstellung heiBt die erste Grundziffer 1,
die zweite 2 usw., wie in der Losung bereits
angegeben. .

Erkennt ibr in Bild 1, daB die Striche in
ciner bestimmten Reihenfolge stehen? Wir
zeichnen erst alle Fille, in denen der Strich
von 1. zn 1 verliuft. Dann beginnen wir eine
neue Zeile, zeichnen den Strich von 1. stets
zu 2 und beginnen mit dem Strich von 2.
wieder von vorn. Das setzen wir so lange fort,
bis beide Striche beim letzten Element ange-
kommen sind, hier also bei 3. Auf diese Weise
finden wir systematisch alle Mdglichkeiten,
ohne etwa in Gefahr zu geraien, eine Mog-
lichkeit zu vergessen.

Bei der Losung von Aufgabe 3 miissen wir
im Gegensatz zu Aufgabe 2 zweierlei be-
achten:

1. Die Anordnung der Elemente ist beliebiz.
Das wird in Bild 2 dadurch beriicksichtigt,
dal wir nur solche Zuordnungen angeben,
el denen die Striche einander nicht schnei-
den. y

2. Die Elemente diirfen sich nicht wiederho-
len. Wir diirfen also in Bild 2 nur solche Zu-
ordnungen angeben, bei denen zu einem
untenstchenden Element nicht mechrere
Striche verlaufen. Um wieder systematisch
alle Moglichkeiten zu finden, verfahren wir
im iibrigen wic bei Bild 1.

1. 2, 1. 2. 1. 2. 1 2
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1. 2
N
ABCDE Bild 2

Werdet ihr nun Aufgabe 415sen konnen?

‘Wir wollen die beiden Preise mit 1. und 2., die ¢

drei Schiiler mit 1, 2, 3 bezeichnen.

Lost nun den Fall (1a) allein!

Wenn jhr richtig, gearbeitet habt, miBt ihr
als Losung Bild 1 erhalten haben, also 9 Mog-
lichkeiten.

Lost jetzt Fall (1 b)!

Welche Maoglichkeiten des Falles (1a) fallen
hier weg? . )
Nun, es fallen gerade diejenigen weg, bei
denen zu einem untenstehenden Element zwei
Striche fithren, denn kein Schiiler kann mehr
als einen Preis bekommen. Es verbleiben also
6 Moglichkeiten. '

Wie ist die Lésung des Falles (2a)7

Welche Maglichkeiten des Falles (1a) kon-
nen wir jetzt wegfallen lassen? Zum Beispiel
jene, bei denen Striche einander schneiden, -
denn die Anordnung der Preise ist ohne Be-
dentung. Es verbleiben demmnach 6 Maglich-
keiten.

Lost nun den Fall (2b)!

Wenn ihr richtig gearbeitet habt, verbleiben
in Bild 1 die Méglichkeiten 2., 3. und 6., also
3 Moglichkeiten.

Bei der zeichnerischen Losung von Aufgabe 1
miissen wir beachten, daB zwar Striche ein-
ander schneiden diirfen, daB aber nicht zu
cinem untenstehenden FElement mehrere
Striche fithren diirfen. Versucht, der Reihe
nach alle Mdglichkeiten durch Zeichnung
zu finden, und vergleicht eure Ldsung mit
Bild 3! ¢
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Fassen wir zusammen, wie wir Aufgaben der
hier besprochenen Art 15sen kénnen:

1. Wir bestimmen die zwei Mengen.

2. Wir bestimmen die Stellung der beiden
Mengen. )
Welche Menge steht oben? Es muB von
jedem Element ein einziger Strich ausge-
hen.

Welche Menge steht unten?

Es diirfen Elemente freibleiben.

3. Wir bestimmen alle mdglichen Zuordnun-
gen. : ;

a) Ist bei der Losung die Anordnung der
Elemente zu beriicksichtigen?

Wenn nicht, so lassen wir alle jene Fille
weg, in denen Zuordnungsstriche einander
schneiden: B :

b) Diirfen sich bei der Losung Elemente
wiederholen?

Wenn ja, so diirfen zu cinem untenstehenden
Element mehrere Striche fithren, Wenn nicht,
so darf zu jedem Element der unteren Menge
hoéchstens ein Strich hinfithren.

.Wir wollen nun eine Aufgabe nach diesem
Losungsplan bearbeiten.

Aufgabe 5 Dic Ehepaare Kdhler und Lorf:nzr
haben ein Theateranrecht. Sie sitzen immer
auf denselben Plitzen mit den Nummern 1 bis
4. Einmal sind die Manner pldtzlich verhin-
dert. Die beiden Frauen haben nun vier
Platze zur Verfigung. Wi¢ konnen sich die
béiden Frauen auf diese Plitze setzen, falls
Jjeder Frau ein einziger Platz und jedem Platz
hochstens eine Frau zugeordnet wird? Wie
viele Platzverteilungen sind méglich?

1. Zwei Mengen: Menge der Frauen, Men-
gen der Plitze. .

2. Da jede Frau Platz bekommen soll, aber
nicht jeder Platz besetzt werden kann bzw.
besetzt zu werden braucht, steht die Menge
der Frauen oben, die der Pliitze unten.

3. a) Striche dirfen einander schneiden.
" (Warum?) -
b) Zu cinem untenstehenden Element diirfen
nicht mehrere Striche fithren. (Warum?)
Es gibt 12 Moglichkeiten.
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Die beiden Frauen haben aber nicht lange
iiberfegt. Sie wihlten sofort die Maglich-
keit 5, weil das ihre Stammpliitze waren.

Bis jetzt haben wir nur Aufgaben besprochen,
in denen Mengen mit hochstens fiinf Ele-
menten vorkamen. Wie 16sen wit nun schwie-
rigere Aufgaben, etwa auch solche, in denen
anstelle von Zahlen Variable fiir (natiirliche)
Zahlen stehen, wenn also die Aufgaben ali-
gemein formuliert sind?

Beispiel (vgl. Aufgabe 5Y): Welche bzw. wie
viele Mbglichkeiten gibt es, m Personen auf
n Plitze zu verteilen usw.? Wir brauchen nur
fiir m und » der Reihe nach mdglichst kleine
Zahlen einzusetzen und nach unserem L§-
sungsplan zu verfahren.

In alpha, Heft 2/72, wird dieser Artikel fort-
gesetzt. Wir werden dann sehen, daBl man bei
geschicktem Vorgehen Zahlenfolgen erken-
nen kann. Bestimmte GesetzmaBigkeiten wol-
len wir aber zunachst vorsichtigerweise als
Vermutungen formulieren. W. Tiirke
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- Wie schnell
fliegt ein Uber-
schallflugzeug?

Teil 1

~ An einem herrlichen, windstillen Sonntag
geht Klaus mit seinem dlteren Bruder Steffen
wandern. Am Rande eines Sees machen sie

zuriick. Um 100m zuriickzulqgen, “braucht
der Schall rund 0,3s. Wiirden sich die Zeit-
nehmer auf ihr Gehdr verlassen, so wiirden

Rast. Wihrend Steffen mit einem Grashalm—- sie die gelaufene Zeit um 0,3 s zu kurz stop-

spielt, schaut Klaus hinauf in das Blau des
wolkenlosen Himmels. Da entdecken seine

Augen einen metallisch glinzenden, sich be-~

wegenden Punkt, der einen Kondensstreifen
hinter sich herzieht, am Himmel. ,,EBin Flug-
zeug!™ ruft er aus. Beide beobachten dic

offenbar einen geradlinigen Kurs steuernde”

Maschine, die in grofler Hohe direke iiber die
beiden Jungen hinwegfliegt. Obwohl sich die
Maschine bereits wieder von den Jungen ent-
fernt, ist noch kein Motorengeriusch zu
héren. Doch dann ist plétzlich ein lauter
Knall zu vernehmen. Klaus bemerkt: , Dieser

Knall EiBt die Fensterscheiben klirren.* Und -
Steffen erwidert: ,,Ich weiB, wie leicht diese:

Gerausche zu einer Belastigung werden. Doch

auf den sicheren Schutz, den uns die NVA im-
. Bunde mit der Roten Armee vor Uberfallen-

bietet, konnen wir nicht verzichten. Dabei
sind, unsere Luftstreitkrifte ein wichtiger
Bestandteil der Landesverteidigung, und des-
halb miissen wir das Geknalle in der Luft
ertragen.”

Erst kurze Zeit spiter, nachdem beide den
Knall gehoft haben, ist vom beobachteten
Flugzeug das Motorengerdusch zu horen.
,»Wie kommt denn dieser Knall zustande?
fragt Klaus. ,,Die Maschine dort oben fliegt
mit Uberschallgeschwindigkeit*, antwortet
Steffen. Klaus, der die Antwort nicht voll
erfassen kann, argumentiert: ,,Diese Be-
hauptung erscheint mir zu kithn. An diesem
Silberpunkt in der Luft kannst du ja gar
nicht die Gestalt der Tragfliigel erkennen, die
einen solchen SchiluB zulidBt.** ,,Das ist nicht

nitig! Meine Behauptung folgt ailein aus -

unserer Behauptung. Ich will dir das er-
kldren!“ antwortet Steffen. Und er fihrt
_ fort: ,,Als Vorbereitung sollst du hierzu zwei
Aufgaben isen. Die erste Aufgabe lautet:
Warum richten sich beim 100-Meter-Lauf
die Zeitnehmer, die am  Ziel stehen, nicht
nach dem Geriiusch, das das Znsammen-
schiagen der Startklatsche erzeugt, sondern.
achten mit dem Auge aufl das Zusammen-
schlagen der Startklatsche?**

Bereits nach kurzer Zeit antwortet Klaus:
,.In einer Sekunde legt der Schall rund 340 m'
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pen.” Auf den zweiten Teil der gestellten
Frage will Klaus schr prizise antworten.
Deshalb holt er Notizblock und Bleistift aus
der Jackentasche und fiihrt die folgende

'Réchmmg aus, bei der er sich auf das Gesetz

der geradlinig-gleichformigen Bewegung
s=vt(s— Weg; v — Geschwindigkeit ; 1 - Zeit)
stiitzt:

. 100m e~ 100 ms
5 : i
. 1s
= - = 3
500 o007~ 90000003 5

Dann antwortet er: ,,Da das Licht sich mit

der Geschwindigkeit v—300000 <™ ausbrei-
s

tet, braucht es zum Durchlaufen der Strecke
5s=100m annihernd die Zeit +=0,0000003 s.
Der durch das Beobachten mit dem Auge be-
gangene MeBfehler ist also so kiein, daB diese
Methode zuldssig ist.” Steffen erwidert: ,,Die
erste Aunfgabe hast du richtig gelést. Hoffent-
Tich schaffst du auch die zweite Aufgabe:

! Pie Schallgeschwindigkeit in Luft ist woit-
gehend vom Luftdruck unabhingig, sie
dndert sich hingegen mit der Temperatur. Zu
.in unseren Breiten auftretenden AuBentem-
peraturen ¢=x°C ist die zugehorige Schall-
geschwindigkeit durch die Formel

c(331,64+0,6 x)? néﬁemngswgise be-
stimmt. Fiir die Temperaturen t=0°C und
1=20°C folgt ibkeans ex 33167 baw,
msits,é%. — Jedoch breitet sich Schall mit

abnorm. groBer Amplitude (Lautstirke), wie
er z. B. bei der Detonation von Explosiv-
stoffen, durch starke elektrische Funken und
bei einem Uberschallflugzeug entsteht, in
Herdniahe mit groBerer Geschwindigkeit (Es

wurden Geschwindigkeiten bis 500? gemes-

sen) aus. -

Nehmen wir an, ich beginne jetzt einen Schrei
von 0,25 Dauer auszustoBen. An welchen
Stellen der Umgebung ist dieser Schrei 3s
spéter zu horen?*

Klaus schaut- sich die in weitem Umkreis
ebene Landschaft an. In sein Notizheft skiz-
ziert er sich die folgende Zeichnung:

AnschlieBend antwortet er: ,,Der Beginn
deines Schreies wire in 1020 m Entfernung
von unserem Standort zu horen, das Abbre-
chen deines Schreies jedoch in 952 m Entfer-
nung. Also sind 3s nach Beginn deines
Schreies die von dir erzeugten Schallwellen
in der Kreisringflache mit den Radien von
1020 m und 952 m und unserem Standort als
Zentrum zu horen.“ ,,Auch die zweite Frage
hast du richiig beantwortet*, sagt Steffen.
Bei diesen Worten ergreift Steffen einen Stein
und wirft ihn ins Wasser. Nach kurzer Zeit
ruft er: ,,Siehst du jetzt ein Modell, das man
etwa mit deinem Ergebnis vergleichen kann 7+

Klaus sicht, daB die Stelle, an der der Stein
ins Wasser fiel und dazu ein Teil der sie um-
gebenden- Wasseroberfliche sich wieder in
Ruhe befindet. Genau ein kreisringformiger
Teil der Wasseroberfliche mit der Einwurf-
stelle als Zentrum befindet sich in Bewegung.
Er erkennt, daB diese Kreisringfliche dem
Bereich entspricht, in dem bei der vorigen
Aufgabe der Schrei zu horén ist®. Steffen
fahrt fort: ,,Nach diesen Vorbereitungen will
ich dir unter den Voraussetzungen von Wind-
stille und gleicher Lufttemperatur in allen



Hohen sowte der in Wirklichkeit nicht durch-
weg zutreffenden Annahme konstanter
Schallgeschwindigkeit (Beachte den letzten
Teil der FuBnote 11) die Schallausbreitung
von einem Flugzeug mit Uberschallgeschwin-
digkeit erklaren: Der Schall breitet sich vom
" Flugzeug aus nach allen Seiten aus. Um uns
beim Anfertigen einer Zeichnung auf ein
ebenes Problem beschrihken zu kdnnen, be-

trachten wir die Schallausbreitung zunichst.

nur in einer Ebene, in der ai]erdings die
geradlinige Flugroute des mit der konstanten
Geschwindigkeit v fliegenden Flugzeuges
liegt. Das Flugzeug moge sich zu einem be-
stimmten Zeitpunkt im Punkt P seines Flug-
weges befinden. Wir wollen feststellen, in
welchen Punkten unserer Ebene zu diesem
bestimmten Zeitpunkt der Knall der Kopf-
welle unseres Flugzeuges zu héren ist. Zen-
tren der Schallausbreitung sind alle Punkte
der Flugroute, die das Flugzeug schon pas-
siert hat. Betrachten wir zuniichst ein solches
Zentrum . Bezeichnen wir die Zeit, die
unser Flugzeug zum Zuriicklegen der Strecke
QP benétigte, mit ¢, so gilt nach dem Gesetz
der geradlinig-gleichférmigen Bewegung
“OP=vt. (Bild 3)
Vom Zentrum ( aus hat sich der Schall in-
zwischen um die Strecke ¢f, wobei ¢ die
Schallgeschwindigkeit ist, nach allen Seiten
ausgebreitet (Bild 4).
Analog gilt das fir alle Punkte der Flug-
route, die das Flugzeug zu dem gewihlten
Zeitpunkt schon passiert hat. Wir wollen zn-
néichst zwei weitere solche Zentren betrach-
ten, die wir mit R und S bezeichnen wollen.
Fiir die Abstiinde RPund SPsoll gelten:
) 3 SP=2 RP=QP."
Hier stelit Steffen die erste Zwischenfrage
an seinen aufmerksam zuhdrenden Bruder:
»Vergleiche die Zeiten, die unser Flugreug
zum Durchfliegen der Strecken OP, RP und
SP bendtigt!™ Prompt kommt die Antwort:
,.Diese Zeiten verhalten sich wie l:%:%.“ -
,.Jm gleichen Verhiiltnis stehen also auch die
Radien der Schallausbreitung von den Punk-
ten 0, R und S zum angenommenen Zeit-
punkt. Den letzien Satz fiigt Klaus erst seiner
Antwort hinzu, nachdem Steffen die Skizze
in der folgenden Weise ergéinzt hat (Bild 5).
Klaus schaut sich noch eine Zeitlang diese
Zeichnung an. Dann steht er auf und sucht
sich am Ufer des Sees mit geringer Wasser-
tiefe einen flachen, runden Stein. Er wirft
_ diesen Stein flach iiber die Wasseroberfléche.

2 Probiert aus, wie sich das beobachtete Bild -

andert, wenn der Stein statt in rubendes Was-
ser in stromendes Wasser geworfen wird.
Daran erkennt ihr, daB die von uns angesteil-
ten Betrachtungen {iber die Schallausbrei-
tung nur unter der Bedingung der Windstitle
gelten,

vt

vt

Bild 3

Bild 4

[Pofey

Bild 5
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Der Stein setzt ein erstes Mal mit seiner
“kreisformigen Breitfliche auf der Wasser-
oberflache auf und wird wieder in die Héhe
gestoBen. Nach mehrmaligem Aufsetzen ver-
sinkt der Stein schlieBlich im Wasser. Beide
Briider beobachten das Bild, das die Wasser-
oberfliche kurz danach bietet (Bild 6).
»»Hast du damit bereits ein Modell der Schall-
ausbreitung von einer schnell bewegten
Schallquelie geschaffen?® fragt Steffen.
,,Nein, denn der Stein hat nur drei Stellen der
‘Wasseroberfliche zu Zentren von Wasser-
wellen gemacht. ... Dann miiBte der Stein
direkt an der Grenze zwischen Wasser und
Luft, also an der Wasseroberfliche entlang
fliegen. ...“ Klaus ist nachdenklich gewor-
den. Nach kurzer Zeit sieht man Klaus ein
Stiick Holz an einem Faden mit konstanter
Geschwindigkeit geradlinig durch das Was-
ser ziehen. Die Briider beobachten zwei vom

»Schiff*™ auslaufende, mit der Fahrtroute -

gleiche Winkel bildende geradlinige Wellen-
ziige (Bild 7). )
Klaus kommentiert das Experiment: ,,Die
Geschwindigkeit unseres Schiffes muf8 gré-
Ber sein als die Ausbreitungsgeschwindigleit
der Wasserwellen, damit das beobachtete
Wellenbild zustande kommt. Je schneller wir
unser Boot fahren lassen, um so spitzer ist
der Winkel, den die beiden geradlinigen
Wellenziige mit der Fahrtroute bilden. Damit
_ haben wir ein Modell der Schallausbreitung
von einem Uberschallflugzeug gefunden.
In die Skizze mit den drei Kreisen (Bild 5)
zeichnet Steffen die gemeinsamen Kreis-
tangenten ein. Dabei spricht er: ,,Bis zu
diesen beiden Strahlen hat sich zu dem von
uns. gewidhlten Zeitpunkt der Schall ansge-
breitet.” Bei diesen Worten schraffiert Stef-
fen die von diesen Strahlen begrenzte, sich
nach dem -Unendlichen erstreckende Fliche.
,»Wir betrachteten die Schallausbreitung von
dem Flugzeug aus zunichst nur in einer
Ebene, der Schall breitet sich natiirlich im
ganzen Raum aus und nicht nur in einer
Ebene wic die Wasserwellen (Bild 8).
Die ‘von uns angestellte UTberlegung pgilt je-
- doch fiir jede Ebene, die die Gerade der
Flugroute enthilt. Deshalb kann gesagt wer-
den: Unter den Voraussetzungen der Wind-
stille und gleicher Lufttemperatur in allen
Hahen sowie der Annahme konstanter Schall-

geschwindigkeit hefindet sich die von einem

Uberschallflugzeug  erzeugie Kopfweile zu
Jedem Zeitpunki auf der Mantelfliche eines
Kegels®. An dessen Spitze moge sich Jeweils
das Flugzeug befinden. Die Achse fillt mir
dem Flugweg des Flugzeugs zusammen. Der
Offnungswinkel des Kegels ist durch die Ge-
schwir'zdigkeit des Flugzeugs bestimmi.

* Diesen ,,Schallkegel™ bezeichnet man nach
dem Physiker Ernst Mach (1838 bis 1916) als
Moachschen Kegel. -

132

Zur Begrindung dieser Aussage werden wir
uns auf den zweiten Teil des Strahlensatzes
stiitzen.”

Hierauf antwortet. Klaus sicher und fertigt
dabei folgende Skizze an: ,, Werden die Strah-
len eines Biischels von einer Parallelenschar
geschnitten, so verhalten sich je zwei Paral-
lelenabschnitte, die zwischen gleichen Strah-
len legen, zueinander wic die zugehorigen
Strahlenabschnitte ein  und  desselben
Strahls.* Steffen radiert in der Skizze (Bild 8)

Z « Bild 9

Voraussefzung : f 1P
\Befmpfung: AB:CD=A7:CZ
P,

O\

AN

die Kreise um R und § weg. Danach argumen-
tiert er: ,,Unsere Behauptung wird dadurch
bestitigt, daB-neben dem Punkt O ein wei-
terer vom Flugzeug bereits passierter, an-
sonsten beliebiger Punkt @, der Flugroute
betrachtet wird. Die Zeit 7., die das Flug-
zeug zum Durchfliegen der Strecke 0, P be-
ndtigte, ist bestimmt durch das Gesetz der
geradlinig-gleichférmigen Bewegung Q*—P:_u
vi,. Wir betrachten den Kreis um Q,, der
die gezeichneten Strahlen beriihrt.” Wihrend
Steffen diese Worte spricht, zeichnet er die
folgende Skizze:

Bild 10

SchlieBtich ergéinzt er noch: ,,DaB tatsichlich
in jedem inneren Punkt des betrachteten
Kegels die Motcrengeriusche zu hidren sind —
vorausgesetzt, daB ihre Stirke nicht wegen zu
groBer Entfernung des Flugzeuges unter der
Hérbarkeitsschwelle liegt oder daB sie wegen
der Dampfung (Reibungserscheinung der
Luft) gar nicht bis zum Beobachter gelangen —
kannst du dir nunmehr selbst iiberlegen.
Man sieht es dem Gesicht von Klaus an, daB
er nochimmer etwas griibelt. Und dann riickt

-er damit heraus: ,,Es miiite doch méglich
_sein, aus- dem Offnungswinkel des ,Schali-

kegels® eines Uberschallflugzeuges auf dessen
Geschwindigkeit zu schlieBen.* Steffen ant-
wortet: ,Du hast recht. Doch da du dir
bei dieser Erklirung cin Nomogramm® an-
fertipen soflst, mit dem du kiinftig die Ge-
schwindigkeit eines iber dich hinweg flie-
genden; einen geradiinigen Kurs steuernden
Uberschallftugzeuges bestimmen kannst, will
tch mit dieser Erklirung erst zu Hause be-
ginnen. Dort stehen uns alle Zeichengerite
wic Winkelmesser, Lineal und Zirkel zur
Verfiigung.“ Nach einer kurzen Pause er-
ginzt Steffen: ,Bis zu- dieser Aussprache
sollst du die folgenden Aufgaben l6sen:

4 Aufgabe: Rechune die Schallgeschwindig-

leeit v—340" ym in K21
S

A Aufgabe: Das sowjetische Jagdflugzeug
Suchoi IIT hat die Spitzengeschwindigkeit

v:23001£r—n— und der sowjetische Panzer
h

vf

Klaus bemerkt dazu: ,,Die von dir gezeich-
neten Strahlen sind also jetzt als die vom
Punkte P an den Kreis um Q gezogenen Tan-
genten aufzufassen.* Nun schiubBfolgert Stef-
fen: ,Laut 2. Teil des Strahlensatzes gilt

i FeQyW  FQ=0,P:0P.
Mitiéls der in der Skizze angegebenen Bezie-
hungen folgt:

Fo0,:ct=vt vt
Durch Umstellen dieser Proportion nach
F,0, und durch Kiirzen erhalt Steffen die
Beziehung F Q=ct,. ,,Also ist der eben um
QO betrachtete Kreis gerade der, bis zu dem
die von @, sich ausbreitende Druckstdrung
vorgedrungen ist”, schiuBfolgert Steffen.

18",

T 54 hat die Spitzengeschwindigkeit
y=5652
h.
a) Rechne diese Geschwindigkeiten um in
m L
—!
s
b) Berechne fiir diese Spitzengeschwindig-

keiten v jeweils den Quotienten Z, wobei
o
¢=3402 die Schallgeschwindigkeit ist!
ey ‘
W. Trdger
* Siehe Beitrag ,Nomogramme ersetzen oder

kontrollieren unsere Berechnungen” in
»alpha® 2/70 bis 6/70.



Wer 16st mit? algha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mirz 1972

54810 Junge Pioniere haben im Schulgar- -
ten insgesamt 936 Erdbeerpflanzen gesetzt.
Auf jedem der vier angelegten Beete stehen
gleichviel Pflanzen. Auf einem dieser Beete
geht durch unsachgemiBe Pflege der neunte
Teil der Pflanzen ein. Wieviel Erdbecren
gehen verloren, wenn pro Pflanze mit einem
Erti‘ag von 15 Erdbeerén gerechnet werden

kann? - Mathematikfachiehrer H. Winkler
OS Hartmannsdorf
54811 Bestimme dic Summe aus allen

zweistelligen natiirlichen Zahlen, die simt-
lich Primzahlen sind und deren Quersummen
ebenfalls Primzahlen sind! Sch.

"W 5m812 Jedes der unter den Zeichnungen
a), b) und c) abgebildeten Quadrate 4BCD
wurde einer besonderen Bewegung unter-
‘worfen. Giban, um welche Art von Bewegung
‘es sich jeweils handelt, und ermittle die Bewe-
gungsgroBen! Volker Zillmamm, 801 Dresden

Y C.

al
A B A
i c c

b)
SgTs g
; i

c)
A B S C

W 5a813 FEine der gréBten Binnenschleu-
sen Europas liegt an der Elbe bei Magdeburg.
Die Schleusenkammer hat eine Linge von \/
325 m und ist 25 m breit und 4,3 m hoch.
Welches Volumen hat die eingelassene Was-
sermenge, wenn der Wasserspiegel seinen
héichsten Stand 0,5 m unter der Oberkante

der Schleusenkammer hat? Runde das Er-
gebnis (in Kubikmetern) auf Vielfache von
Hundert! Aus ,,Physlk in der Schule'”

*5*814 Auf der StraBenbahnlinie 4 der
Dresdner Verkehrsbetriebe (Radebeui —Pill-
nitz) verlassen werktags die ersten Wagenziige
Radebeul um 4.50 Uhbr und Pillnitz um
4.38 Uhr. Tagstiber verkehren die Wagenziige
in beiden Richtungen in einem zeitlichen Ab-

stand von jeweils 15 Minuten. Die Fahrzeit in.

beiden Richtungen betragt 89 Minuten. Wie
vielen Wagenziigen des Gegenverkehrs be-
gegnet ein Wagenzug auf der Gesamtstrecke,
der um 8.35 Uhr in Radebeul abfihrt? .
Dr. G. Hesse, 8122 Radebeul

*5*815 Ausjeeinem Blatt Schreibmaschi-

nenpapier {(Format A 4) von 0,1 mm Stirke.

werden acht kleinere Notizzettel gleichien
Formats durch Zerschneiden hergestellt.
Diese Notizzettel sollen in einem Kéistcheii,
'das eine innere Hihe von 4.8 cm besitzt, auf-
bewahrt werden. Wie viele Bogen A 4 miissen
zerschnitten werden, um das anfangs leere
Kastchen zu fiillen? Sch.

64816 Beweise, daB fiir die Hohe £ zur
Hypotenuse 4B eines rechtwinkligen Drei-

ecks ABC stets b — 550 gilt!
.C )

Frank Kolwe, 128 Bernau, 7. Klgsse
6a817 Man schiittet 50 Stahlkugeln glei-
chen Durchmessers in einen MeBzylinder, der
mit 75 ml Wasser gefiillt ist. Der Wasserstand
steigt danach auf 87 ml. Welches Volumen
hat eine Kugel? Aus ,.Physik in der Schule”
W 6m818 Bei einer Geschwindigkeitskon-

trolle durch die Volkspolizei durchfubr ein
Pkw innerhalb einer geschlossenen Ortschaft |

“(keine SchnellstraBe) die Mefstrecke s von
'200m in einer Zeit # von 10s. Verhielt sich der

Kraftfahrer entsprechend der StraBenver-
kelirsordnung?  Aus ., Physik in der Schule*

32

Selfi Sorg, 6316 Stidzrtach, SMM«@WS#MQS
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L.

Wetthewerbshedingungen
L. Am Wettbewerb kdnnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an i

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. ‘Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgaben fortlaufend numeriert,
Der iiblichen Nummer sind ein W (d. h.
Wettbewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorge-
setzt (d. h., fir die 7. Klasse gecignet). Auf-
gaben mit * versehen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad. =

4. Von den Teilnchmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufé
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12

-und Erwachsene 16sen die Aufgaben, welche

mit Wm 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm x
297 mm) (sishe Muster), denn jede Aufgaben-
gruppe wird von einem anderen Experten
korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. volistindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Endergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
»sehr gut geldst™, gut geldst* oder ,geldst™,
Schiiler, welche nur einen SchiuBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form micht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht pelost™

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgeben.
Der Fahreswettbewerb 1971/72 liuft von Heft

-5/71 bis Helt 2/72. Zwischen dem 1. und

10. September 1972 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/71
bis 2/72 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Die Preistriiger
und die Namen der aktivsten Finsender
werden in Heft 5/72 verdffentlicht, Wer
mindastens 7 Antwortkarten {durch die Be-
teﬂigung an den Wettbewerben der Hefte
5/71 bis 2/72) erhalten hat und diese ein-
sendet, erhilt eine Anerkennungsurkunde
und ein Abzeichen. Schiiler, welche bereits |
zwei Anerkennungsurkunden besitzen und

‘diese mit den Antwortkarten des Wetl-

bewerbs 1971/72 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). )

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird, ) Redaktion alpha
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W 6m819 Welche Kantenliinge besitzt ein

Witrfel, bei dem die MaBzahl seiner Ober-

“flache (in em®) gleich der MaBzahl seines
Volumens (in cm®) ist?

W 7m825 Klaus hatim Verlaufe des Schul-
jahres mehrere schriftliche Klassenarbeiten
im Fach Mathematik geschrieben; er erhielt
dabei nur die Noten 1 oder 2. Der Zensuren-

Volker Ziflmann, 801 Dresden N durchschnitt aus -diesen Arbeiten betriigt

*6*820 Ist es mbglich, daB in einem
gleichschenkligen Trapez die Mitteilinie
genauso lang ist wie eine Diagonale? Dic
Antwort ist zu begrinden! Sch.

*6+*821 In dem folgenden Zahlenritsel,
das entgegen den iiblichen Zahlenritseln auch
gebrochene Zahlen enthilt, bedeuten ver-
schiedene Symbole verschiedene Grundzif-
fern und gleiche Symbole jeweils gleiche
Grundziffern. Alle Grundziffern sind voan
Null verschieden. Alle im Zahlenritsel ent-
baltenen Briiche sind echte Briiche; bei jedem
Bruch sind Zihler und Nenner teilerfremd.
Entschliissele dieses Zahlenriitsel! T.

\g

LT R

==Ei%’

74822 Die Schiler drefer Oberschulen
eines Stadtbezitks sammelten insgesamt 4 t5,

genau 1.4. Wieviel Klassenarbeiten hat Klaus
mindestens mitgeschrieben?

H. Werner, Ing. f. Rechenelektronik,

111 Berlin

*7*826 Axel, Bruno, Dieter und Ernst
sind die vier Teilnehmer der Endrunde eines
Schachturniers. Es hat jeder gegen jeden
zweimal zu spielen, also Spiel und"Rﬁckspiel.
Fiir eine gewonnene Partie wird 1 Punkt, fiir

eine unentschiedene % Punkt, fiir eine vefy,

lorene kein Punkt vergeben. Bruno und Die-
ter erzielten zusammen cinen Punkt mehr als
Axel und Ernst zusammen erreichten. Dieter
und Ernst erkimpfien zusammen 7 Punkte.
Axel und Dieter konnten zusammen nur
5 Punkte weniger erreichen, als Bruno und
Ernst zusammen hatten. Wie viele Punkte er-
rang jeder der vier Teilnehmer?

Ingolf Kunath, EOS Meifen, 10. KI.

*7*827 Gegeben seien sechs aufeinander-
folgende einstellige natiirliche Zahlen. Setze
aus den ersten drei dieser Zahlen die groBt-
mogliche dreistellige Zahl z; und aus den

Jetzten drei dieser Zahlen die kleinstmdgliche

300 ke Altpapier. Die Schiiler der Schule A \dre!stelhge Zahl z, zusammen. Beweise, daB

sammelten 840 kg mehr, die Schiiler der
Schule B hingegen 650 kg weniger als die
Schiiler der Schule C. Die Schiiler beschlos-
'sen, den Erlés der Altstoffsammlung dem
Solidatitédtskonto fiir Vietnam zu iiberweisen.
Wieviel Mark konnten die Schiler jeder der
drei Schulen dem Solidarititskonto zufiithren,
wenn der Altstoffhandel fiir kg Altpaplcr

15 Pf zahlt?
Mathematikfachiehrer Karl-Heinz Gen!zsch,
Meuselwitz

74823 Gegeben s sm ein Rechteck ABCD
mit den Seiten 4B=a und BC= b, und es
gelte @ > b. Die Seite AB ist in drei kon-
gruente Teilstrecken zu teilen, Der Teilpunkt,
der dem Punkt B am nichsten liegt, sei E.
Verbindet man C mit E, so entsieht ein Trapez
AECD. Es ist der Flicheninhalt dieses Tra-
pezes allein durch die Seiten @ und b des gege-
benen Rechtecks auszudriicken.
Mathematikfachlehrer Karl-Heinz Gentzsch,
Meuselwitz

'W7-824 Eine Klasse schrieb eine Lei-
stungskontro]le Genau ein Drittel der betei-
ligten Schiiler hatte cine Aufgabe falsch,

die Differenz z, —z, stets 135 betrfigt und dal
die Summe zy+-z, stets durch 111 teilbar ist!
Sabine Bartelt, Neubrandenburg

84828 Man beweise, daB fiir jede Primzah,
die grofler als 5 ist, das Produkt
P=(p—2) (p—1) (p+1) (p+2)
durch 360 teilbar ist.
' Dr. Gerhard Hesse, Radebeul

84829 Es sei z eine natiirliche Zahl, deren
erste 300 Grundziffern (im dekadischen Sy-
stem) simtlich gleich 1 und deren weitere
Grundziffern simtlich gleich 0 sind:
! z=111...11000...00
e e et
300 Ziffern beliebig viele Ziffern
Man untersuche, ob die Zahl z gleich dem
Quadrat einer natiirlichen Zahl sein kann.
Gerd Weiflenborn, Berlin,
EQS ,, Heinrich Hertz", KI. 10

W8 #3830 Béi den Europa-Leichtathletik-
meisterschaften in Helsinki im August 1971
wurden insgesamt 38 Goldmedaillen, 39 Sil-
berthedaillen und 37 Bronzemedaillen ver-
geben. Die Mannschaft der DDR, die in der

genau ein Viertel hatte zwei Aufeaben deLﬁndérwermng den ersten Platz einnahm,

genau ein Sechstel drei Aufgaben falsch; ge-

Hau ein Achtel hatte alle vier Aufgaben falsch.

Wie viele Schiiler hatten alle Aufgaben richtig

geldst, wenn dieser Klasse nicht mehr als

30 Schiiler angehoren?

* Mathematikfachlehrer Kari-Heinz-Gentzsch—
Meuselwitz
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erkimpfte insgesamt 32 Medaillen. Sie er-
hielt genau ein Drittel aller Silbermedaillen
und mehr als ein Sechstel, j‘edoch weniger
als ein Fiinftel aller vergebenen Bronze-
medaillen. -

Wieviel Gold-, Silber- bzw. Bronzemedaillen
erhielt die Mannschaft der DDR ? L.

W 8 w831 Die hier abgebildete Figur stellt
cin konvexes Viereck ABCD dar, dessen
Seiten samtlich gedrittelt warden. Es ist zu
beweisen, daB die Teilungspunkte E, F, G
und H die Eckpunkte eines Parallelogramms
sind. - Sch.

*8*832 BEs sind alle Primzahlen p anzu-
geben, fiir die die natiirliche Zahl
z=p*+1

wieder eine Primzahl ist. T.

*8* 833 Auf wieviel verschiedene Weisen
kann man den Betrag von 1| M wechseln,
falls cine ausreichende Anzahl von 1-Pf,
5-Pf-, 10-Pf-, 20-Pf- und 50-Pf-Stiicken zur
Verfiigung steht? L.

94834 BEs sei a eine ungerade natiirliche
Zahl, die grofer als 1 ist. Dann ist auch die
Zahl
b=(a—l) (a+1)
2

ecine natiirliche Zahl, weil a—1 und a-+1
gerade natiirliche Zahlen sind.

Es ist zu beweisen, daB unter diesen Voraus-

" setzungen die Summe der Quadrate der

Zahlen a und b gleich dem Quadrat einer
natiirlichen Zahl ist, dal} also
@B =c
gilt, wobei ¢ eine natiirliche Zahl ist.
Ferner ist die Zahl ¢ in den Fillen =3, 5, 7
und 9 zu berechnen.
Flieger Fall Schellenberg, NV A

W 9n835 a) Der Betrag der Differenz der

dritten Potenzen zweier aufeinanderfolgen-

den natiirlichen Zahlen sei gleich 2611,

Wig lauten diese Zahlen?

b) Der Betrag der Differenz der vierten

Potenzen zweier aufeinanderfolgenden na-

tiirlichen Zahlen sei gleich 39775.

Wie lauten diese Zahlen?

Hinweis zur Lisung: Wir verweisen auf die

Lésung der Aufgabe 554 (Heft 3, 1970,

S. 63; Losung in Heft 6, 1970, 5. 141).

Reinhard Schu_lz, Rotta,

Fachlehrer fiir Mathematik

W 9 w836 Zeichne ein spitzwinkliges Drei-
eck ABC! Lege auf der tiber C hinaus ver-.
lingerten Seite BC einen iuBeren Punkt F
fest, und verbinde F mit dem Mittelpunkt D
der Seite AB! Der Schoittpunkt der Geraden
ACund DF sci E. Ziehe durch C eine Parallele
zur Geraden DF! Ihr Schnittpunkt mit der
Geraden AB sei der Punkt G.

Es ist zu beweisen, daB die Strecke CG
das harmonische Mittel zu den Strecken ED

und DFist, d. h., daB CG— 2ED-DF o

ED+DF
Sch.



*%*837 Im neunten Finfjahrplan (1971
bis 1975) der USSR wird sich das jahrliche
Nationaleinkommen von 266,3 Mrd: Rubel
auf 373 Mrd. Rubel erhdhen, wobei sich der
Konsumtionsfonds um 41% und der Akku-
mulationsfonds um 37,5% erhéht.

Es sollen der Konsumtionsfonds und der
Akkumulationsfonds (in Mrd. 'Rubel) am

Ende des neunten Fiinfjahrplans bestimmt )

werden.
Bemerkung: Unter dem Konsumtionsfonds
versteht man den Teil des Nationalein-
kommens, der fiir den individuellen oder den
gesellschaftlichen Verbrauch bestimmt ist,
unter dem Akkumulationsfonds den Teil,
" der fiir die Erweiterung der Industrieanlagen,
fiir Neubauten nsw. bestimmt ist.
Dozent L. M. Lopowok,
Woroschilowgrad, UdSSR

*9*838 Es sei ABCD cin Rechteck, des-
sen. Umfang 14 cm betrigt und dessen Dia-
gonale AC um 2 cm langer als die Seite BC
ist. Es sind die Lingen der Seiten und der

Diagonale zu berechnen.
Wolfgang Huschmann Oberschule V,
Oeisnitz, Ki. 8

10/12 4839 a) Es ist zu beweisen, daB
V10— /9 < /9 /8 gilt. ()
by Es ist zu beweisen, daB fiir alle von Null
verschiedenen natiirlichen Zahlen # .
Jatl=n</n—fa—lgl ()
Burkhard Neuriann, OS Rangsdorf, K1. 9
W 10/12 w840 Es sind alle reclien Lisun-
gen der Gleichung
x*—2x* —400x=9999 zu ermitteln.
Bemerkung: Diese Aufgabe wurde bereits
von dem indischen Mathematiker Bhdskara
(1114- bis 1185) gestellt und gelost (vel.
~ A. P. Juschkewitsch; Geschichte der Mathe-
matik im Mittelalter, Leipzig: B. G. Teubner
1964, 8. 140).
Wolfgang Riedel, Technische Hochschule
Karl-Marx-Stadt, Spezialklasse 12

W 10/12 m841 Ineinem Trapez ABCD, von
dem die Grundseiten AB=a—9 cm, CD=5h
=4 cm und die Hohe k=5 cm gegeben sind,
ist zu der Grundseite 4B im Abstand d die
Parallele gezogen, die die Seiten 4D und BC
. des Trapezes in den Punkten E und F schoei-
det (vgl die Abb.).

o

A

-
1. Die Lange x der Strecke EF ist als Funk-
tion des Abstandes d und umgekehrt der
Abstand 4 als Furikiion der Linge ¥ darza-
stellen. - ,
2. Der Abstand 4 ist allgemein und nume-
risch zu berechnen, wenn die Lange x gleich
dem

- Vielecks die GroBen oy, O, ..

a) arithmetischen, ¢} harmonischen,
b) geometrischen, d) quadratischen
Mittel der Lingen der beiden Grundseiten
ist. )

(Dabei versteht man unter dem quadratischen

Mittel der Zahlen a und b dic Zahl “2—'2“’2..)_

3. In jedem dieser vier Fille ist das Verhiltnis
der Flacheninhalte 4; und 4, der durch die
Parallele EF ecrzeugten beiden Teiltrapeze
EFCD und ABFE allgemein und numerisch
zu bestimmen. ) “a
4. In welchem Falle geht die Parallele EF
durch den Schnittpunkt § der Diagonalen
des Trapezes ABCD?
5. In welchem Falle sind die beiden Teil-
trapeze EFCD und ABFE einander dhnlich?
(Die Antwort ist jeweils zu begritnden.)
Rudolf Schalle, Halle, Dozent an
der ABF i. R., Verdienter Lehrer des Volkes

*10/12* 842 Man beweise den folgenden
Satz:
Es sei PyP,...P,, ein Sehnenvieleck mit
gerader Eckenzahl (2n=4), d.h., die Punkie
Py, P,. ..., P,, liegen simtlich auf einem
Kreis. Ferner mdgen die Innenwinkel dieses
-, Oy, haben.
Dann gilt stets i
R T TRl - PO S . T
Albrecht Bittcher, EOS , Johannes R. Becher ™,
" Annaberg-Buchholz, KI. 17

* 10/12 * 843 Esscien

S=a, +ay+ ... +a,
die Summe von n positiven recllen Zahlen
(n=2) und '

T =

1 1 .
TIL R
a; o, d,

die Summe der reziproken Werte dieser
Zahlen. Man beweise, daB dann stets
Sws.zn® gilt.
Wolfgang Riedel, TH Karl-Marx-Stads,
i Spezialklasse 12

i Johannes Kepler —
Astronom wid Mathematiker
Fortsetzung von Seite 123

Trotz des Driingens der dsterreichischen
Stinderegierung, die Tafeln fertigzusteflen,
wandte sich Kepler, unterbrochen durch
Reisen von Linz nach Wiirttemberg, wo er
seine in einem HexenprozeB angeklagte Mut-
ter erfolgreich verteidigte, seinem eigent-
lichen Licblingsgebiet, der Aufdeckung von
»Harmonien”, d.h. von mathematischen
GesetzmiBigkeiten in Natur und Kunst zu.

Auf iesem Wege wieder zu astronomischen
Betrachtungen veranlaBt, fand er am 15. Mai
1618 das dritic Planetengesetz. Es sagt aus,

-dall sich di¢ Quadrate der Umlaufzeiten

zweier Planeten wie die dritten Polenzen
der groflen Halbachsen ihrer Bahnellipsen
verhalten. Zusammen mif viclen anderen
Erkenntnissen, u. a. auch fiber Fragen der

Musik, veroffentlichte Kepler das dritte Pla-
netengesetz im Werk ,,Harmonices mundi*
(Weltharmonie), das den Gipfelpunkt seines
wissenschaftlichen - Lebenswerkes darstellt.
Wenige Tage vor dem AbschluBl der Arbeit
an den ,,Harmonices mundi** brach (durch
die Ereignisse in Prag am 23. Mai 1618 aus-
gelisst) der DreiBigidhrige Krieg aus.

Schliefllich kam noch ein allerdings gliick-

" liches Ungliick (,,felix calamitas®), wie Kep-

ler selbst es nannte, hinzu, das die Fertig-
stellung der Tafeln verzdgerte. Gerade um
1620 ‘namlich wurde der Gebrauch von
Logarithmen in groBerem Umfang iiblich
und bekannt (durch die Arbeiten von Neper,
Biirgi, Briggs). Logarithmisches Rechnen ist
natiirlich zur Berechnung, aber auch zur
Bénutzung von astronomischen Tafeln von
groBter Bedeutung. Kepler konnte also un-
mdglich auf die Benutzung von Logarithmen
verzichten und schrieb zu diesem Zweck
ein eigenes Logarithmenwerk ,,Chilias loga-
rithmorum® (1624), das den Gebrauch der
Rudelphinischen Tafein erleichtern soll.

‘Kepler fand schlieBlich in Ulm einen-geeig-

neten Drucker fiir die Tafeln und {iberwachte
alle Phasen der Produktion selbst, bis sie
1627 in Frankfurt am Main zur Messe kiuf-
lich vorlagen. Welche Leistung die Rudol-
phinischen Tafeln ‘letztlich darsteliten, 148t
sich niherungsweise daran abschitzen, daB
sie fiir die folgenden 100 Jahre die Grundlage
aller astronomischen Rechnungen bildeten
und durch keine bessere Tafel ersetzt wurden.
Kontrollrechnungen, die erst in jlingster
Zeit mittels elektronischer Rechenmaschinen
durchgefiihrt wurden, zeigten, daB die Tafeln
fast fehlerfrei sind, Kepler also mit einer
bewundernswerten Genaunigkeit gerechnet
hat.

Seine Zeit hat ihm fiir diese Feistungen nicht
gedankt. Sein ganzes Leben hatte er mit
finanziellen und materiellen Schwierigkeiten
zu kimpfen, die véilig hitten vermieden wer-

.den konnen, wenn er die ihm vertraglich

zugesicherten Gelder aus seiner Anstellung
als Astronom der Kaiser Rudolph II. und
Matthias erhalten hitte.

So uibersiedelte er 1628 nach Sagan in Schie-
sien, wo er von Wallenstein Unterstiitziing
zu finden hoffte. Wallenstein bietet ihm
eine Professur in Rostock an. Vor Antritt
dieser Stellung (1630) will Kepler seine
finanziellen Forderungen auf dem Reichstag
geltend machen, der in Regensburg tagt.
Durch die Strapazen der in Krisgszeiten
durchgefithrten Reise nach Regensburg er-
krankt er und stirbt dort am 15. 11. 1630.
Wir ehren in Kepler einen bahnbrechenden
Wissénschaftler, der heute mit seinen be-
deutenden Leistungen der ganzen Mensch-
heit gehort und der, wie der groBle Physiker
unseres Jahrhunderts, Albert Einstein, sagie,
»einfach unfihig war, etwas anderes zu tun,
als auf jedem Gebiet fiir seine Uberzeugung

e1nzus§ehen . Th. Riedrich
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In freien Stunden Hlpllil heiter

'Ohne Worte (aus DLZ)

—

i
e

Schwierige Lage! -

16 Hélzchen sind so_'angeordﬁet, wie es die Figur zeigt.
Es sollen 2 Holzchen, die aber mit im Spiel bleiben,
derart umgelegt werden, daB aus den 5 kongruenten
Quadraten 4 kongruente Quadrate entstehen.

Bitte ankreuzen!

Di¢ Zahlen am Rande bedeuten, wieviel Karos in
der entsprechenden Zeile bzw. Spalte angekreuzt
werden sollen. (Es gibt mehrere Ldsungen)

3 2 p 3 2 Oberlehrer H. Pétzold,

VH Waren{ Miiritz
2.
1
X 4
X 3
1

Ein wichtiger Beruf
DIETER v. BUNNAT
GERA

In weichem Zweig unserer Volkswzrtschaft ist Herr
Bunnat tatlg‘?

Spleglem, Spieglein an der Wand

Jemand mdbchte sich in einem ebenen senkrecht

stehenden Spiegel von Kopf bis FuB sehen. Wie

grofl mub der Spiegel dann mindestens sein?
Oberlehrer H. Pétzold, VH Waren| Miiritz
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Magisches Quadrat

Waagrecht und senkrecht werden die gleichen gefun
denen Zahlen eingetragen:
a) eine Potenz 2" mit fﬁnfste!liger Losung

b) =5+ 3 (55550+a)

 p) Produkt zweier Primzahlen

a-b=p
a+p=(a—11"~(a— 3"
b—a=6
h) fiinfstellige Zahl mit Ziffern k; I, m,; n; o -
k+P—m"=p
p—n—2 a ! r |k o
(I+m) : 2—2=k 7
| P @P iy
Ilse Clauder, 4241 Spielberg k
h P
o
Rund um die 81
9?=81=(8+1)*

729 (7249 =813=[(8+1) 8+1) (8 + 1) P
918_819 818+1 (1_|_8)18
' Ingenieur H. Decker, Kiiln

aus: Neues Leben 5/71 (H.-J. Starke)



Abschlufipriifung, Klasse 10

g5
lg3—1g2
. x ohne Benutzung ‘des Tafelwerkes annihernd zu
bestimmen, 16ste ein Schiiler so:
aS aS
x:a3—,a2':E=a4’ also x=4.

Die Aufgabe, in dem Ausdruck x=—

Vladimir Renéin, Praha

Kann man das richtige Ergebnis anerkennen?
Wie hiitte man umformen konnen?
' Oberlehrer H. Pitzold, VH Waren] Miritz

Silhenriitsel

Aus den Silben
a-by—chint-e—eu-'gam—ge-ge—gel-gcn—ka—ler-li-ly—ma-me-
na-ni-nu-nungs-o-on-ord- pe-re-ra-run-rus-scheff-
schin-sis-te-the-ti-tsche

sind 11 Worter zu bilden, deren erste-und dritte Buch-
staben, von oben nach unten gelesen, den Namen
eines bekannten Mathematikers und dessen Lebens-
werk ergeben.

1. griechischer Buchstabe 2. Mathematiker (1707 bis
1783), fundamentale Arbeiten zur Variationslehre, zur
Integral- und Differentialrechnung 3. Verbindungs-
gerade von Grund- und AufriB eines Punktes 4. Mathe-
matiker, Arbeiten zur numerischen Anwendung math.
Methoden 5. Begriff aus der Trigonometrie 6. Mathe-
matiker (1894 bis 1959), Untersuchungen auf dem
Gebiet der Funktionstheorie, Zahlentheorie und mo-
dernen Wahrscheinlichkeitsrechnung 7. Begriff aus :
der hoheren Mathematik 8. ‘Begriff zur Logarithmen- 27
funktion 9. Mathematiker (1821 bis 1894), Begriinder =

der Petersburger math. Schule 10. Verkniipfung mathe- : C\%/-{y
e

matischer GroBen 11. Vorschrift, Richtschnur
Mathematikfachlehrer H. Winkler, OS Hartmannsdorf

Boris, Paris

Mathematische Begriffe

1.”Begriff, der bei den natiirlichen Zahlen bereits ab
Klasse | verwendet wird 2. Begriff aus der Geometrie,
der ebenfalls bereits in der 1. Klasse auftaucht 3. Be-
griff aus der Kreislehre 4. Zentraler Begriff im gesam-
ten Lehrgang der Mathematik 5. Begriff. der ab
Klasse 1 verwendet wird.

Miroslaw Bartak, Bratislava

Oberstudienrat G. Schulze, EOS Herzberg
% i I 7 i
Lo d [l
5 ¥
E E E E
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aufgepalt
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Ala Udo gibt von dem Geldbetrag, den
er bei sich hat, zunichst die Hilfte aus, von
dem - verbleibenden Restbetrag wieder die
Halfte, von dem restlichen Gelde nochmals
dic Hilfte. Er behilt weniger als 5 Pfennig
ibrig. Welchen Geldbetrag kéunte Udo bei
sich gehabt haben?

A2a Klaus erhilt jeden Sonntag Taschen-
geld, stets den gleichen Geldbetrag. Er ist sehr
sparsam-und gibt stindig nur die Halfte des
erhaltenen Taschengeldes aus, um die andere
Hiilfte zu sparen. Nach acht Wochen hat
Klaus schon mehr als 11 M, aber weniger als
17 M gespart. Wie hoch ist das wochentliche
Taschengeld von Klaus, wenn es sich um
einen vollen Markbetrag handelt?

A3a Uwe ist geoBer als Kians. Bernd ist
kieiner als Uwe. Klaus ist nicht so groB wie
Bernd. Ordne diese drei Jungen nach ihrer
Grofle! Welche der drei Aussagen wird fiir
die Losung der Aufgabe nicht bendtigt?

A4 a Ermittle alle natiirlichen Zahlen n, die
der Ungleichung 11 >4 - n—2> 06 geniigen!

A5 A  Welche natiirlichen Zahlen erfiillen
zugleich die beiden Ungleichungen 3 - x>11
und 7 - x <407

AGA Poter sagt: ,Ich habe chenso viele
Briider wie Schwestern.”” Seine Schwester
Marion meint: ,Ich habe doppelt so viele
_Briider wie Schwestern.” Wieviel Jungen und
wieviel Madchen gehéren zar Familie?

47a Eine Schachtel enthilt genau zehn
Buntstifte, am meisten blaue, am wenigsten

griine, gleichviel rote wie gelbe und keine -

weiteren andersfarbigen. Wie viele Buntstifte
jeder Farbe sind es?

Lése dic: Aufgabe fiir den Fali, daB die
Schachtel 14 Buntstiffe enthalt! '

A8A Die Seitenlingen zweier Quadrate
unte'rscheidep sich genau um 1 cm, ihre Fla-
-cheninhalte um 9cm?®. Wie lang ist die Seite
des kieineren, wie lang ist dic des groBeren
Quadfates?

D. Michels{Th. Scholl
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Mathematische Kurzweil
aus der VR Bulgarien

Klassentreffen

Zwanzig Jahre nach ihrer Schulentlassung
trafen sich die ehemaligen Schiiler einer
Klasse, um Erinnerungen auszutauschen und

- diber ihre beruflichen Erfolge zu berichten.

Jeder der Anwesenden iiberreichte jedem
fritheren Klassenkameraden ein Erinnerungs-
foto von sich. Es wurden insgesamt 552 Fotos
ausgetauscht. Wieviel Personen hatten. sich
zum Klassentreffen eingefunden?

Tischrunde

In einem Restaurant saBen die beiden Briider
Neumann und deren Freunde Stein und
Ismer; sie tranken entweder Kaffee oder Tee
oder Bier oder Wein. Keine zwei dieser Per-
sonen tranken das gleiche Getrank. Zwei die-
ser Personen haben den Vornamen Walter,

" die anderen Vornamen lauten Bernd und

Peter. Keiner der beiden Briider heifit Peter
mit ‘Vornpamen. Peter trank Bier, Ismer hin-
gegen Wein und Bernd Kaffee. Ordne den
vier Vornamen -die zugehdrigen Familien-
namen und die bestellten Getrinke zu!

Anf einer Bank

Auf einer Bank saBen zwel Jungen mit den
Vornamen Ingo und Peter und zwei Midchen
mit den Vornamen Wilma und Lena. Die
Familiennamen der Madchen lauten Weif§
und Starke, die der Jungen Sander und Hauff.
Wilma und Ingo saBen nicht am Rande der
Bank. Die Kinder mit den Familiennamen
Sander und Weil} saBen nicht nebeneinander.
Rechts von Ingo sabl das Kind mit dem Fapi-
liennamen Starke. Die Madchen saBen nicht
nebeneinander. Ordne jedem Vornamen den

#ugehorigen Familiennamen zu! In welcher

Reihenfolge saBen die vier Kinder auf der
Bank?

Wettlauf der Igel

Zwei Igel liefen um die Wette. Sie starteten
zum gleichen Zeitpunkt, liefen auf zwei ver-
schiedenen, aber gleichlangen Wegen und
erreichten zugleich das gemeinsame Ziel. Der
erste Igel stieB wihrend seines Laufes anf kei-
neflei Hindernisse. Der zweite Igel hingegen
stieB auf zwei Schildkréten, die er nicht um-
geheﬂ‘ konnte, so daB er seinen Lauf auf
deren Panzer fortsetzte. Die Hindernisse be-
hinderten diesen Igel nicht in seinem Lauf,
das heiBt, er erfitt weder einen Tempo- noch
einen Zeitverlust. Die eine Schildkréte war
1m lang und kroch dem Igel mit einer Ge-

schwindigkeit von 65 entgegen. Die andere
s

Schildkrote war 50cm lang und kroch mit

einer Geschwindigkeit von 1838’1 in die

gleiche Richtung wie der zweite Igel lief.
Welcher war der Schnellere der beiden Igel?

Kollektive Beteiligung am alpha-Wetthbewerb

Alle Schulen des Kreises Schmalkalden (608);
OS Clingen (5401); OS WestgreuBen (5401);
OS Mahlis (7261); EOS Worbis (562); OS
Teterow 1 (205); F.-Schiller-OS Eilenburg
(728); Station Jg. Techniker Meiningen (61);
PrieBnitz (731); OS Marienberg (934); OS
Sayda (9201); OS Gottleuba (8302); 16. OS
Rostock (25); OS Radis (4401); OS Riidnitz
(1281); OS I Blankenfelde (1636); OS Rotta
(4401); OS Burkau (8502); K.-Kollwitz-OS
Sondershausen (54); Spezialistenlager Ma-
thematik des Kreises Worbis (562); Teilober-
schule Neuenhofe (3241); OS Kavelstorf
(2555); K.-Kollwitz-0S$ Biitzow (262); OS
Kuhfelde (3561); OS Schernberg (5401); OS
Zepernick (1297); K.-Liebknecht-OS Berlin
(116); OS Matgendorf(2051); OS Oberroblin-
gen (4701); OS Haynrode (5601); R.-Arndt-
O3 Geisa (6222); OS Loderburg (3258); OS
Stahnsdorf (1533); Lessing-OS GroBpost-
witz (8603); B.-Schneller-OS- Burgstidt
(9112); alpha-Club Jan-Hus-OS Naumburg
(48); K.-Kollwitz-OS Wittenberg (46); E.-
Hartsch-O8S Gersdorf(2561); 1 -~Brinckmann-

'0S Goldberg (2862); OS Pfaffroda (9331);

OS Jordenstorf (2051); Klub Jg. Mathe-
matiker Cottbus (75); Diesterweg-OS Halle.
(402); AG Mathematik E.-Thilmann-OS
Karl-Marx-Stadt (90); OS Bahratal (8302);
OS 11 Blankenfelde (1636)

Beste Schulen im alpha-Wetthewerb

Schulen des Kreises Schmalkalden (1900 Kar-
ten); POS Steinbach-Hallenberg (1700 Kar-
ten); POS Teterow (800 Karten); POS Burkau
(450 Karten); POS Oberschénan (400 Kar-
ten); POS Clingen (350 Karten).



Losungen

54716 Wegen 10=1-10=2-5=5-2=10-1
kénnte der Faktor n—2 gleich 1,2, 5 oder 10
sein, ’

n—2 n n+l (n—=2)-(n+1)
1 3 4 "4

2 4 5 10

5 7 8 40

10 12 . 13 130

Nur n=4 erfiillt die Gleichung, und es gilt
4—2)-4+1)=2-5=10.

54717 Die Summe aus drei dreistelligen
- Zahlen ist stets kleiner als 3000. Deshalb
kann p entweder 1 oder 2 sein.
Essel y=1; dannist x=8, da die Summe der
Einersteilen auf Null endet.
Es sei y=2; dann ist x=6, da die Summe der
Einerstellen auf Null endet.
Die Aufgabe besitzt genau eine Losung,
und zwar
811
+ 1381
+ 118 Fi
1110
Fir y=2 und damit x=6 erhalten wir
622 +262+226 :ia 2220.

W 3m718 a) Die beiden Abbildungen stel-
len das aus 16 Stibchen gelegte Quadrat
und eine durch Umlegen von Stiibchen ent-
stehende Figur mit einem Fliicheninhalt von
7 em? dar.

————

777

T

b} Es sind 2-99=198 Stibchen umzulegen,
damit der Flicheninhalt der entstehenden
Figur moglichst kfein wird. Aus 99 -99=93801
folgt, daB der Fldcheninhalt sich — verglichen
mit dem des Quadrates — um 9801 em?
verkleinert.

W3ie719 Wir bezeichnen das Lebensalter
(in ganzen Zahlen) von Doris mit D, von
Carmen mit C, von Barbara mit B, von
Evelin mit E und von Angelika mit 4. Dann
gilt wegen b) und ¢) D<B<C=14, ako
wegen d) D < B < C=14 < E,also wegen a)und
e) A<D<B<C=14<E=4+5

Daraus folgt B=13, D<12, A=11 und
wegen 410 hieraus A=11, D=12, B=13,
C=14, E=A4+5=16.

Angelika ist daher 11 Jahre, Doris 12 Jahre,
Barbara 13 Jahre, Carmen 14 Jahre und
Evelin 16 Jahre alt.

*5%720. Wegen 6=1:6=2-3=3-2=6-1

kénnten die Faktoren

a} m+1=1 und 2rn—1=06,

b) m+1=2 und 2r—1=3,

c) m+1=3 und 2n—1=2,

d) m+1=6 und 2n—1=1 sein."

Aus a) folgt m=0; es gibt kéine natiirliche

Zahl n, die die Gleichung 2n—1=6 erfiillt.

Aus b) folgt m=1 und w=2 und damit

(1+5-(2-2—-1)=2-3=6.

Aus c) folgt m=2; aber es gibt keine natiir-

liche Zahl n, die die Gleichung 2n—1=2

erfiilit.

Aus d) folgt m=5 und n=1 und damit

GB+D-Q2-1-1)=6-1=6.

Die Gleichung besitzt also genau.zwei Lisun-

gen; es sind dies die Zahlenpaare (1, 2) und

(5, 1)

¥5% 721 h=22222+432354=54576;

g=h:13644=54576: 13644 =4;

f=g-4=4-4=16; e=f :8=16:8=2:
e-5

d=g 5=2-5=10; c=d—1=10—-1=9;
b=c—8=9—-8=1; a=b+2=142=3;
x=q—3=3-3=0

*5%*722 Es sei x die Linge, um die jede
Seite des Rechtecks zu verldngern ist; dann
gilt (6+x) - (9+x)=304.
Aus304=2-152=4-76=8-38=16- 19folgt,
dafl x =10 ist, Es gilt ndmlich (6 + 10} (94 10)
=16 - 19=304. Jede Seite des Rechiecks muf
um 10 cm verldngert werden.

64723 Alle Zahlen, deren Quersumme durch
3 teilbar ist, sind durch 3 teilbar. Die beiden
jeweils dreimal vorkommenden Grundziffern
seien x und y. Da die Teilbarkeit durch 3 nur
von der Quersumme der Zahlen abhfingt, ist
es gleichgiiltig, an welcher Stelle die Grund-

- ziffern stehen. Die Quersumme dieser Zahlen
" ist in jedem Falle gleich 3x+3y=3(x+y),

also durch 3 teilbar. Damit sind die Zahlen
selbst auch durch 3 teilbar.

64724 Bei der Drehung einer Figur licgen
zwei cinander entsprechende Punkte (Origi-
nal- und Bildpunkt} auf einem Kreis um das
Drehzentrum D. Die Kreise aller Paare ein-
ander entsprechender Punkte sind konzen-
trische Krcise, das heiBt, siec haben den
gleichen Mittelpunkt D. Die Mittelsenkrechte
einer Kreissehne geht durch den Mittelpunkt
des zugehbrigen Kreises. Man erhiilt dem-
nath das Drehzentrum D, indem man zun
den Schnen 44" und BB’ die Mittelsenkrech-
ten konstruiert, deren Schumittpunkt mit D
zusammenfillt. Der Winkel £ ADA'=¢ ist
dann der Drehwinkel, :

Bemerkung: Falls im speziellen Fall die Mit-
telsenkrechten zu den Sehnen AA' und BB’
zusammenfallen, so kann man mit Hilfe

dieser Mittelsenkrechten das Drehzentrum D
nicht bestimmen. Man wiihlt dann als zweite
Sehne die Sehne CC” und echilt den Punkt D
als Schnittpunkt der Mittelsénkrechten zu

den Sehnen 44" und cc.

W 6m725 Die kleinste der zu ermittelnden
Zahlen ist von Null verschieden (weil ¢ durch
2 teilbar ist) und gleich dem kgV. der
Zahlen 3,5,7, 11, sielautet 3-5-7- 11 =1155.
Die der GroBe nach geordneten nun folgen-
den Zahlen sind gleich den Produkten
1155 -k mit k=3, 5, 7; sie lauten )
1155 - 3=3465 1155 - 5=5775 und
1155+ 7=8085. Die Zahl 1155-9=10395
ist bereits gréBer als 10000, erfiillt also nicht
mehr die gesteliten Bedingungen.

W6r726 In dem Dreieck sei Winkel
$ACB=90°, xCAB=u, £¥xABC=§, und es
gelie B>, wodurch die Allgemeingiiltigkeit
des Beweises nicht eingeschrinkt wird. Aus
o+ B=90° und § >« folgt f>45°. Aus diesem
Grunde schneidet der freie Schenkel des in B
an BC angetragenen Winkels von 45° die
Strecke AC in cinem inneren Punkt. (Siehe
Abbildung) Es gilt ferner Winkel £ BDC =45°
und damit CB=CD. Aus CD<CA und
CB=CD folgt CB<CA.

* 6 *727 Wir zeichnen zunichst die Diago-
nalen AC und BD des Rechtecks ABCD; ihr
Schnittpunkt sei 8. Die Verbindungsgerade
der Punkte E und § ist. Symmetrieachse des
Rechtecks und schneidet AB in F; die Strecke
EF ist somit wegen AF = BF Scitenhalbierende

) 3 c

P > @
A F 5

des Dreiecks ABE. Nun zeichnen wir die
Diagonale DF des Rechtecks AFED; ihr
Schnittpunkt mit AE sei P. Da P die Strecke
AE halbiert, ist die Strecke BP cbenfalls
Seitenhalbierende des Dreiecks ABE. Der
Schahittpunkt der noch zu zeichnenden Dia-
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gonale CF des Rechtecks FBCE mit BE sei 0.
Die Strecke: AQ ist dann die dritte Seiten-
halbierende des Dreiecks ABE.

*6* 728

1. Surnmand: n

2, Summand: 2n+7

3. Summand: 2(2n3+T)+T=4n+21

4. Summand: 2(4n+21)+7=8n-+49

5. Summand: 2(8n+49)+7=16n+105
6. Summand: 2(16n+105)+7=32n-+217
Summe: 63n+399=21(3n+19)

Die Summe ist also durch 21 teilbar.

%6 *729 Bs sei n'dic Anzahl aller teilneh-
menden Sportler; dann gilt 180 <n<220.

Aus Polen beteiligten sich (g—s) Sportler,
aus der UdSSR (§+3) Sportler, ans der
DDR (§+ 5) Sportler. Aus diesen drei Lin-

dern beteiligten sich somit gn Sportler. Aus
der CSSR und Ungarn beteiligten sich ins-
ge.samt%n Sportler.

Es sei x die Anzahl der ungarischen Sportler’;
dann beteiligten sich 3x Sportler aus der
CSSR. Aus diesen beiden Lindern beteiligten
sich demnach 4 x Sportler.

Daher gilt 4x=%n; X =5% ist also ganzzah-

180 . n 220 =
lig. Hieraus folgt 2\;;rﬁ:gen ~§<§<§E u_nd
-damit 5%%<x<655 schlieBlich x=6 und
n=32-6=192.

Wir erhalten also die folgende Tabelle:
Land Anzaht der Sportler
Polen 88
UdSSR 51"
DDR 29
CSSR 18
Ungarn 6
insgesamt 192

) 74730 Es seien D, E und F die Berithrungs-
‘punkte des Inkreises des Dreiecks ABC mit
dem “Mittelpunkt M und dem Radius ¢
(siche Abbildung). Di¢ Beriihrungsradien ME
und MF steben senkrecht auf den Geraden
A€ und AB, und dic Gerade 4AM ist die
Halbierungslinie des Winkels & BAC. Som;t

'gllt X CAM ¥ BAM =2
2

A P F m B8
Die Dieiecke AFM und AME sind deshalb
kongruent, und es gilt AE=AF. In gleicher
Weise 4Bt sich nachweisen, daB auch
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CD=CE und BD=BF gilt. Deshalb gilt

auch a=m+n, b=n+p, c=m+p (siche Ab-
bildung). Wir erhalten somit b+c—a=
(n+p)+m+p)—(m+n)=2p.

Da fiir alle miglichen Dreiecke der Winkel
¥ BAC=u sowie der Inkreisradius ¢ kon-
stant sind, ist auch AF = p und somit eben-
falls 2p konstant.

Ta731 I beiden Klassen werden an die-
sen beiden Tagen genau acht verschiedene
Ficher von genau vier Lehrern unterrichtet.
Unter Beachtung von a) und b} und auf
Grund des Stundenplanausschnittes sind fol-
gende Fachkombinationen fiir diese Lehrer
nicht moglich:

Russisch/Sport, Rusmsch/Mathematlk
Rusmsch/Deutsch

Nach 1)} sind auch die Kombinationen Rus-
sisch/Geographie und Russisch/Geschichte
nicht méglich.

Es verbleiben die Kombmatlonen Russisch/
Biologie und Russisch/Zeichnen. Da nach
a) und b) auch die Kombination Deutsch/
Mathematik nicht méglich ist, muB nach c)
Frl. Fischer Russtsch unterrichten. Ferner
entfillt wegen ¢) auch die Kombination
Russisch/Biologie, das heiBt, Frl. Fischer
untertichtét die Ficher Russisch und Zeich-
nen. - _
Aus d) folgt, daB Herr Reichelt folgende
Ficher nicht unterrichtet: Russisch, Deutsch,
Mathémaﬁk, Sport, Biologie.-Da Frl. Fischer
Zeichnen unterrichtet, entfillt dieses Fach
ebenfalls fiir Herrn Reichelt. Deshalb unter-
richtet Herr Reichelt die Ficher Geographie
und Geschichte.

Auf Grund des Stundenplanausschnittes sind

auch die Kombinationen Deutsch/Geogra-

phig, Deutsch/Biologie nicht méghich.

Aus e) und den bisherigen Uberlegungen
folgt, daB Frau Helmert die Ficher Mathe-
matik und Biologie unterrichtet. Fiir Herrn
‘Walter verbleiben somit dle Ficher Deutsch
und Sport.

W 7.a732 Es sei abed die vierstellige Auto-
ntimimer in dekadischer Schreibweise:
Dann gilt ab=9¢d,

ate_ath

b+d c+d
Aus der zweiten Gleichung folgt b=c.
Wiire nidmlich ¢ <b, so wire a+c<a-+b und
at+c a+b

< , was der obi-
b+d c+d

b+d>c+d, also

"gen Glclchung widerspricht. Wire c>b, so

e , was wieder der obigen
“b+d c+d ‘

Giei_cl_lung widerspricht. Daher gilt b=c¢.
Fiir dié erste Gleichung gilt deshalb ab=9bd
und damit a=9d. Da keine Ziffer gleich

“Null ist, mu d=1 und a=9 sein. Nur

b=c¢=3 erfilllt die Bedingungen.
Die Auntonummer lautet somit 9331.

W7a733 Wegen AP=RQ=¢ und PB=
PQ=a—e gilt fiir den Umfang des dem Drei-

‘eck ABC in der vorgeschricbenen Weise

eingezeichneten Rechitecks APQR unabhidn-
gig von der Lage des Punktes @ stets
u=2-AP+2 - PO=2(AP+PQ)=2ec+a—¢)
=2a.

C
T
R a
o 45°
> 45
A P 8
e a-e
a

*7%734 Es ist leicht nachzuweisen, daf8
AE=DH=x gilt. Auf diesen Beweis sei hier
verzichtet. Dann gilt AH=a—x, und zwi-
schen den Flicheninhalten beider Quadrate
besteht folgende Beziehung:

= —4-M:a242x(a#x).
EFGH ABCD B
D 5] C
>
A 4]
=
3¢
3 F
A E B
X

Nun gilt Agpgy=a’—2x(@—x)=

2 2
=2x%Dax+a?=2 (x’—ax+%)+g-2~=

. 2
=2(x—-2) +
>

Fir x=§1 wird also der Flicheninhalt des

Quadrates EFGH am kleinsten. Daher fallen
dic Eckpunkte dieses Quadrates mit den

~ Seitenmitten des Quadrates ABCD zusam-

men, w.Z. b.w.

*T7T*735 Es seien x,, x5, Xa, X4, X5 die den
fiinf Buchstaben des Namens in dieser Rei-
henfolge zugeordneten Zahlen. Dann gilt

Xy +x,=26, alsox,=26—x;
xi+x3=17, alsoxy;=17—x;
x;+x,=10, alsox,=10—x;
x4+ x5=23, alsoxs=23-x;;

X+ X+ x3+x+x5=61.

Durch Einsetzen gewinnen wir die Gleichung
Xy +26—x;+17—x+10—x;, +23 —x, =61,
also 3x; =15 und damit x;=35. -
Daraus folgt: x,=21,x;=12, x, =5, x5s=18.
Der Zahl x; =5 entspricht der Buchstabe F,
der Zahl x, =21 entspricht der Buchstabe U,

der Zahl x;=12 entspricht der Buchstabe L



der Zahl x, =35 entspricht der Buchstabe E,
der Zahl x; =18 entspricht der Buchstabe R.
Der bedeutende Mathematiker heifit Euler.
Leonhard Euler (1707 bis 1783), geboren in
Basel, bedeutender Mathematiker, Physiker
“und Astronom. Euler wirkie von 1727 bis
1741 in Petersburg, dem heutigen Leningrad,
von 1741 bis 1766 in Berlin und von 1766
. bis- zu seinem Tode wieder in Petersburg.
Er hat bedeutende Arbeiten zur Algebra,
Differential- und Integralrechnung sowie zur
Variationsrechnung verfabt, mehr als 950
Abhandlungen wurden von ihm veréffent-
licht. Unter seinem EinflluB entstand in
RuBland eine mathematische Schule, deren
Vertreter groBle. Leistungen .auf dem Gebiete
der Mathiematik erzielt haben.

*7*736 Die dem Dreieck ABC in der vor-
geéchriebeneu Weise eingezeichneten Figuren
seien ein Rechteck APQR und ein Quadrat
AEDF, Aus Griinden der Symmetrie ist dann

jede Quadrats-:eite gleich g.

eine Fallunterscheldung vor:

1. Fall: Es sei AP—e, AR=4 und AP<AE_

also e<£. Fiir den Flicheninhalt des Recht-

ae a
rsgx=3+e(d ki) '

c

ecks gilt dann
4 =4 +A

APSF

L
9_ 74
Mg

Oiey

Wir nehmen -

AePE B

fir den Flicheninhalt des Quadrates gili

a@ a .
= —= |, weil
2 2 ( 2)

Da nach Voraussetzung .e<E ist, mul
Ay < A4, sein. 2
2. Fall: Bs sei AP > ZE, also e>§.

A=A +A

2 APSF PEDS T

S_Q_="Sﬁ=d—;—‘gﬂt.

Durch Spiegelung des Rechtecks APQR an
der Geraden AD l4Bt sich dieser Fall auf deu
ersten zuriickfithren.

8AT37 Ist[z}=3s0gilt 3z <4,
In dem vorliegenden Fall gilt also

2x—523 n
und 2x-5<4, )
Die Ungleichung (1) gilt genau dann, wenn
2x28, d h, x=4. Die Ungleichung {2) gilt
genau danm, wenn 2x <9, d. h. x<4,5. Die
Ungleichunigen (1) und (2) und damit auch

die gegebene Gleichung sind also fiir alle

rationalen Zahlen x erfiills, fiir die 4<x<4.5
giit.

W38 w738 Es seien a und b die gesuchten
zweistelligen Zahlen, in deren Produkt z =ab
nur die Grundziffern 5 vorkommen. Dann
gilt  10=a<100, 10=<b<100 und.
100=z< 10000, :
z kann also nur gleich einer der Zahlen 555
oder 5555 sein. ‘
Wiire nun z=5355=5-11-101, wobei dic
Faktoren 5, 11 und 101 Primzahlen sind,
so wire in dem Produkt z=—ab einer der
Faktoren eine dreistellige Zahl, was der Vor-
aussetzung widerspricht, wonach.a und b
zweistellige Zahlen sind. Daher gilt z=555
=3:5-37, wobei die Faktoren 3, 5 und 37
Primzahlen sind. Die Zahl z—555 LBt sich
also nur in der folgenden Weise als Produkt
zweier zweistelliger Zahlen darstellen:
z=15-37.

Daher sind 15 und 37 die gesuchten zwei-

stelligen Zahlen.

W8m739 Fiir den Radius des dem regel-
méligen Sechseck umbeschriebenen Kreises
gilt r, =a. Fiir den Radius r, des dem Qua-
drat mit der Seitenlinge ¢ umbeschriebenen
Kreises gilt nach dem Satz des Pythagoras
(vgl die Abb.)

(2r))* =a® +a?, also 4ri=242

Daher verhalten sich die Flicheninhalte 4,
und A, dieser beiden Kreise wie

) 2
Ay Ay =nrimri=riri= a"':%«=2:1.
*8*740  Es seien m und n zwei natiirliche

Zahlen, die dic Bedingungen der Aufgabe
erfilllen. Dann gilt

{ LUNE F) e m>2, n>2, 1)
2 mn
also  mn=2n+2m,

mn—2m—2n+4=4,
m(n—2)—2n—2)=4,
(m—2)(n—2)=4. (2)
Da die Zahl 4 sich nur wie folgt in Faktoren
zerlegen 145t
) 4=1-4, 4=2-2, 4=4-1,sind nur die
folgenden drei Fille moglich:
lm 2=1, n—2=4, also m=73, n=6;
—2=2, n—2=2, also m=4, n=4;
3m2 4, n—2=1, also m=6, n=3.
Fiir diese Zahlen m, n ist aber auch die Glei-
chung (1} erfilllt Daher ist die gegebene
Gleichung genau fiir die folgenden geordne-
ten Paare (m; n) patiitlicher Zahlen mit
m>2, n>2 erfiillt:
N (3;6), (4;4, (6;3). ]
Bemerkung: Diese Aufgabe fiilhrt zu einem
interessanten geometrischen Problem: Es

ist Zu untersuchen, in welcher Weise man die
Ebene durch kongruente regelmiBige Viel-
ecke vollstindig ilberdecken kann, wobei
Jjeweils zwei Vielecke eine Seite gemeinsam
haben und an jeder Ecke eines n-fiqks jeweils
m n-Ecke zusammenstoBen.

Angenommen, diese Uberdeckung sei mog-
lich. Dann gilt, da der Innenwinkel eines
jeden regelmiiBigen n-Ecks

360° ) 180° '(1 —3)
n

a= 2(90°
2n

betrigt und da an jeder Ecke m n-Ecke
znsammenstofien,

m- 180° (1 m3)=360°, also
n -

m(I _3)=2, 1222
n n m

2 +£ 1’ l 1

m m m 2
Wir erhalten also die Gleichung (1), die fiir
m>2, n>-2 nur die folgenden Losungen hat:
1. m=3, n=6; d.h., die Ebene wird durch
regelmiBige Sechsecke iiberdeckt, wobei je-
weils 3 Sechsecke an einer Seite zusammen-
stofen (vgl Abb. 1),

R
h

2. m=4, n=4; d.h, dic Ebene wird durch
regelmiiBlige Vierecke, also Quadrate, iiber-
deckt, wobei jeweils 4 Quadrate an einer
Ecke zusammenstoBen (Abb. 2).

3. m=6, n=3; d.h, die Ebene wird durch

" regelmiBige Dreiecke, also gleichseitige Drei-

ecke, iiberdeckt, wobei jeweils 6 gleichseitige
Dreiecke an einer Ecke zusammenstoBen
{Abb. 3).

"Weitere Uberdeckungen sind unter den ge-

gebenen Bedingungen nicht méglich, weil
die Gleichung (1) nur diese drei Lésungen
hat.

*8*741 Da der Flicheninhalt des Recht-
ecks ABCD ab em® und sein Umfang 2(a +b)
em betriigt, erhalten wir die Gleichung

* 2a+b)=ab.
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Wegen a==0, b30 kdnnen wir auf beiden
Seiten dieser Gleichung durch 2ab dividieren
un erhalten - :

at+b 1- 1.1 1

F_E, also E-i*g—i.

* Diese Glm:chung hat aber, wie in Aufg
* 8 * 740 nachgewiesen wurde, nur die folgen-
den Losungen in ndtiirlichen Zahlen g und b:
1. a=3, b=6;

2. a=4, b=4;
3 a=6, b=3,
Denn fiir a=1 und a=2 bzw. b=1 und
b=2 wird
tt
a b 2

was der obigen Gleichung widerspricht.
Daher gibt es nur die Rechtecke ABCD mit
den folgenden Seitenlingen, die den Bedin-
gungen der Aufgabe entsprechen:

1. . AB=3cm, .ﬁE:Gcm,
Fliicheninhalt 18 ¢m?, Umfang 18 cm.

2. ﬁ;4cm,lf=4 cm,

Flacheninhalt 16 cm?, Umfang 16 cm.

3. AB=6c¢m, BC=3cm,

Flicheninhalt 18 cm?, Umfang 18 cm.

*8*742 Nach dem Strahlensatz giit (vel
die Abb.)

DP:DA=DQ:DC=1:3 und folglich PQ || AC

bzw. HG | AC; BR:BA=BS:BC=1:3 und

folglich RS || AC bzw. EF || AC.

Daraus folgt HG | EF. Aus analogen Be-

trachtungen folgt auch GF || HE. Das Vier-
-eck EFGH ist somit ein Parallelogramm.

*8%743 Angenommen, die Zahl 13a 4 1 sei
gleich dem Quadrat ¢iner natiirlichen Zahl;
dann gilt '
13a+1=x% wobé&i x eine natiirliche Zahl
ist. : n
Die Gleichung (1) ist genau dann erfiillt, wenn
13a=x*-1, also dr—_BM. (2)
<13 :

Weil @ eine natiirliche Zahl und 13 eine
Primzahl ist, ist also entweder x+1 oder
x—1 durch 13 teilbar.
! Fall: x+1 sei durch 13 teilbar. Dann gilt
x+1=13k, also x=13k—1, wobei k eine
natiirliche Zahl ist. In diesem Fall folgt also
aus (2)

a=k(13k—2), und wir erhalten
13a+1=13k(13k—2)+1=(13k—1)%
d. h, die Zahl 13a+1 ist gleich dem Quadrat
einer natiirlichen Zahl. .
2. Fall: x—1 sei durch 13 teilbar. Dann gilt
x—1=13k also x=13k+1, wobei k eine
natiirliche Zahl ist. In diesem Fall folgt also
aus (2) soe - ;

a=k(13k+2), und wir erhalten
13a+1=13k(13k+2)+1=(13k+1)?,.
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.d h, die Zahl 13a+1 ist gleich dem Quadsat’

einer natiirlichen Zahil.

Daher- sind alle natiirlichen Zahlen 13a+1
mit a=k(13k-2) und a=k(13k+2) (k=0,
1, 2, 3, ...) und nur diese Zahlen gleich dem
Quadrat einer natiirlichen Zahl.

Wir erhalten also die Zahlen a=0, a=11,
a=15 a=48 =56 usw.

94744 1. Wir nehmen zunichst an, daB
a=b gilt. Dann ist der FuBpunkt der ven B
ausgehenden Hohe BD =h, ein innerer Punkt
der Seite AC (vgl die Abb.). Nach dem Satz
des Pythagoras, angewandt auf das recht-
winklige Dreieck ABD, gilt

E=ht+AD%.

A (= 8
Wegen hy<a, also hi <a?, und AD <5, also
AD? <b?, folgt hieraus

E=hf+AD  <a®+ b2
2. Gilt nun a>b, so benutzen wir die von 4
ausgehende Hohe AE =h, und crhalten ana-
log wic oben

e*=hI+BE2<b*+ 4.
In jedem Falle gilt also ¢? < a® +b%, womit die
Behauptung bewiesen ist.
Bemerkung: Die obige Behauptung [iBt sich
auch mit Hilfe des Kosinussatzes dex ebenen
Trigonometrie beweisen. Fs gilt ndmlich
fiir alle Dreiecke 4BC

< et=a’+h*—2ab-cosy.

Ist nun y ein spitzer Winkel, so gilt cos y>0,

also  2=a’+b*—2ab-cosy<a®+bi.

W9w745 Da i (2) kein Platz richtig
angegeben war, belegte A nicht den 1. Platz.
Da in (1) genau drei Plitze, jedoch niemals
zwei aufeinanderfolgende, richtig angegeben
sind, belegte B den 2. Platz, D den 4. Platz
und F den 6. Platz,

Daher belegte E nicht den 2. Platz, F nicht
den 3. Platz, A nicht den 4. Platz, D nicht
den 5 Plitz und B nicht den 6. Platz. Es
sind also alle in (3) angegebenen Plitze mit
Ausnahme der Angabe fir C falsch; mithin
belegte C den 1. Platz, ‘da genau ein Platz
richtig angegeben ist.

Da in (2) kein Platz richtig angegeben ist,

‘belegte E nicht den 5. Platz, also verbleibt

fiir E nur noch der 3. Platz. Fiir 4 ergibt
sich daher der 5. Platz.
Wir - grhalten daher die folgende richtige
Reihenfolge der Pliitze:

C, B EDAF.
Ferner steilen wir fest, da bei dieser Ver-
teilung in (1) genaw drei Plitze richtig ange-
geben sind (jedoch niemals zwei aufeinander-
folgende), in-(2) kein Platz richtig und in (3)
genau ein Platz richtig Bei der angegebenen
Reihenfolge und nur bei dieser sind also
alle Bedingungen der Aufgabe erfiille.

W 9746 Das gogebene regelmiiBige Sechs-
eck setzl sich aus sechs kongruenten gleich-
seitigen Dreiecken mit' der Seitenlinge a

und der Linge der Hohe h=2 V3 zusammen

2 B
{vgl die Abb.); sein Flicheninhalt betrigt .
n

Es sei nun x die Seitenkiinge des za konstruie-
renden regelmiiBigen - Sechsecks B, B,B,B,
B;Bg: dann ist der Flicheninhalt dieses.

Sechsecks gleich A_ =2 x* /3. @
3

Nach Voraussetzung ist der Flicheninhalt
dieses Sechsecks dreimal so grof wie der
Flicheninhalt des gegebenen Sechsecks;
daher gilt

A;=3A4,. (3)
Aus (1), {2) und (3) folgt daher

3, =0, = .
A =2x% /3="¢% /3. Alsogilt
22 \/ 2 \/

3x2=94% x?=342 x=a\/§=2h.

Die Seite des zu konstruierenden Sechsecks
B\B,B;B,BB; ist also doppelt so lang
wie die Hohe jedes der gleichseitigen Drei-
ecke, in dic das gegebene Sechseck zerlegt
worden ist. ) )
Daraus ergibt sich die Konstruktion, Wir
spiegeln den Mittelpunke M des Umkreises
des gegebenen regelmiBigen Sechsecks A4,
Azd, A Ag an jeder Seite dieses Sechsecks.
Dabei haben der Original- und der Bildpunkt
jeweils den Abstand x=2h. Verbinden wir
die Bildpunkte By, B,, Bs, B,, B;, B, mitein-
ander, so erhalten wir das zu konstruierende
Sechseck, dessen Seitenlinge x=a./3 ist

*9*747 1. Es seien ABCD die rechieckige
Grundfliche des Daches mit den Seiten-
lingen E=a, BC =b, EF der Dachfirst,
Qﬁ die Projektion dés Dachfirstes auf die
Grundfiiiche, GH bzw. TK die Projektion des
Dachfirstes auf die Kanten AB bzw. CD
sowie § die Projektion des Punktes F auf
die Kante BC (vgl die Abb.). .

A G H 8
Da nach Voraussetzung dic Seitenflichen
des . Daches ' gleichgroBe Winkel mit der
Grundfliche bilden, sind die rechtwinkligen

i



Dreiecke ARFH und A RFS kongruent;
denn sie stimmen in_den Winkeln % FHR
und % RSF sowie in der Seite FR iiberein.

Es gilt also RS=RH =-g-= 3,50 m. Daraus

' folgt  EF=QR=a-2-2—a—b=3m.
2

Die Linge des Dachfirstes betrigt also 3 m.
2. Ferner erhalten wir in dem rechtwmkhgen
Dreieck t_\. RFH

FRz=p2 42

und in dem rechtwinkligen Dreieck A HBF
ey L, bz b.?. bz
FB*=FH 4+ —=h+—+—=
4 4 4

=y bz

Die Seitenkanten FB, FC, EA, ED haben

- also die Linge

St 3 bl 2 72
FB= [FF4+—= [18*+—m
-2 2

=./3894m~624m,

3. Der von dem Dach und seiner Grundfliche
begrenzte Korper besteht aus einem drei-
seitigen Prisma mit der Grundfliche FHK
und der Hohe QR=a-b sowie aus zwel
kongruenten Pyramiden mit den rechteckigen
Grandflichen HBCK bzw. AGID sowie den
Spitzeu F bzw. E. Das gesuchte Volumen
betriigt daher

V:;@.( —pea Bh bh(“ 4 b)
23 2 2 3
P 3a- —b) ~ 102 m’.

#9%748 Da p eine Primzahl ist mit p>3,
ist nur einer der folgenden beiden Fille
mdbglich:
1 p=1 (mod3);

2. p=2 (mod3). )
Fall 1: Da die Primzahlen p,, p,, p, eben-
falls: grofer als 3 sind, sind sie entweder
kongruent 1 oder kongruent 2 modulo 3.
Thre Summe ist daher nur dann kongruent 1
modilo. 3, wenn genau zwei von ihnen, die
wir mit ¢ und » bezeichnen wollen, kongruent
1 und eine von ihmen kongruent 2 modulo 3
ist. :
Wir wihien die Primzahlen g und r aus und
erhalten '

—g=0{mod 3),

p—r=0(mod 3),

“g—r=0{mod 3).
Andererseits sind diese Differenzen aber auch
durch 2 teilbar, weil alle Primzahlen, die
gréfler als 2 sind, ungerade Zahlen sind.
Daraus folgt, daB dic Diffefenzen p—gq,
p—, g—r simtlich durch 6 teilbar sind,
womit unsere Behauptung im Fall 1 bewie-
sen ist.

" Fall 2:In diesem Fall ist die Summe’ der
drei Primzahlen p,, p,, p; nur dann kon-
gruent 2 modulo 3, wenn genau zwei von
thnen, die wir wieder mit g und r bezeichnen,

kongruent 2 modulo 3 sind. Wir erhalten
p—g=p—r=q—r=0(mod6),

da diese Differenzen durch 3 und durch 2
teilbar sind, womit unsere Behauptung auch
im Fall 2 bewiesen ist.

Bemei'kung: Wir wollen noch zeigen, daf es
tatséchlich drei Primzahlen gibt, die gréBer
als 3 sind und deren Summe wieder eine
Primzahl ist. Die drei Primzahlen 5, 7, 11
haben ndmlich diese Eigenschaft, weil
547+ 11=23 eine Primzahl ist. Wir wihlen

“die Primzahlen 5 und 11 aus und erhalten die

Differenzen
23-5=18, 23—11=12, 11—5=6,
die simtlich duzch 6 teilbar sind.

*0*740 Wir formen zunichst den Term
auf der rechten Seite der Gleichung
z=pt2—nf—nt+1 .

so um, daf} wir ein Produkt erhalten, dessen
Teilbarkeit durch 9 wir leicht untersuchen
kénnen. Wir erhalten
z=ntnt—1)—*—D=m -1 (-1}

=m? 41} (r2 - 1) (0t + 1) (n*— 1)
=@+ D+ ) E—D) @+ ) @2+

R+ (n—1)

=+ D)+ m+ 1) m—1)2
Da n.nach Voraussstzung nicht durch 3
teilbar ist, haben wir genau zwei Fille zu
untersuchen: '

1. Fall: n 13Bt bei Division durch 3 den Rest
1, d h, n=3k+1, wobei k eine natiirliche
Zahl ist. Dann ist n—1=3k durch 3 teil-
bar, also ist (#— 1)? und damit auch z durch
9 teilbar. -

2. Fall: n14Bt bei Division durch 3 den Rest 2,
d h, n=3k+2, wobei k eine natiirliche
Zahl ist. Dann ist n+1=3k+3=3(k+D)
durch 3 teilbar, also ist (n+1)2 und damit
auch z durch 9 teilbar.

" In beiden Fiillen ist also die Zahl z durch 9

teilbar, w.z.b. w.

Bemerkung : Mit Hilfe von Zahlenkongruen-
zen 1Bt sich dieser Bewels kiirzer schreiben.

5Wi1j erhalten nimtich

im ersten Fall n=1 (mod 3), also n—1=0
(mod 3), daher gilt (1—1)*=0 (mod 9) und
z=0(mod 9); '

im zweiten Fall n=2 (mod 3), also n-H._O
{mod 3), daher gilt (n+1*=0 (mod 9) und
z=0(mod 9).

*¥90#*750 Es seien nr aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen

a,a+1la+2, .., a+r—1
gegeben, wobei a=1 und n23 gilt. Dann
betriigt ihre Summe

s=a+(@+1)+(a+2)+...
+(@+n—3)+(@+r—2)+a+n—-1).

Wir schreiben nun die gleiche Summe noch

einmal in umgekehrter Reihenfolge der Sum-

manden auf und erhalten

s=(a+n—1)+a+n—2)+(a+n-3)+...

+@+2)+(a+1)+a.

Durch Addition erhalten wir

2s=QRa+n—1)+2a+n—1)+2a+n—1)+
+..+2a+n-)+Za+n—-1)+
+Q2a+n—1)=n{2a+n—1), also
S=n(2a+nf1)
—————2 .
Ist nun n ungerade, so ist 2a+nr—1. gerade,
2a+n—1

also eine natiirliche Zahl. Ferner
gilthz3 und wegena=1, Zatn—] =2,dh
2a+n-—-1 7

in der Faktorenzerlegung s=n-
- 2

sind beide Faktoren groBer als 1, also ist s

keine Primzahl,

Ist aber n gerade, so ist n=4, also %;2

eine natiirliche Zahl, Ferner gilt 2a4+n-—1-
=2+3=35, d h, in der Faktorenzerlegung

s =g -(2a+n— 1) sind beide Faktoren gréfler

als 1, also ist s keine Primzahl.
Damit haben wir bewiesen, daBl in keinem

* Falle die Summe s ejne Primzahf ist.

10/12 4751 a) Ist r der duflere Radius und
s die Wandstarke einer Hohlkugel, so ist
ihr Volumen gleich '
V=j4-:: P— ﬂg’c (T—S)3=ETL' [r3—(r—s]3].
3 3 ;

Da der gegebene Kugelspeicher einen Radius
r=8 m und eine Wandstiirke 5=0,042 m hat,
erhalten wir r—s=7958m. Da ferner die
Diichte des Stahls 7,86 g-cm > =7.86t-m™3
betriigt, ist die Masse des Kugelspeichers
gleich

M= (8327958 7861
3

z% ‘180786 1~26341,

wobel mit einer vierstelligen Logarithmen-
tafel gerechnet wurde. _
b} Auf Grund der angegebenen Naherungs—
formel erhalten wir fiir die Masse des Kugel-
speichers den Wert B
M'=4gr-8%-0,042- 7861226551,

der sich nur wenig von dem unter a) berech-
neten Wert unterscheidet. Der absolute Feh-
ler bei Anwendung dieser Niherungsformel

betrigt M’ — M =2,11 und der relative Fehler
M-M_ 21 6008, d.s. 08%.
M 2634

Der relative Fehler ist also wegen der vet-
hiltnisméBig geringen Wandstirke recht
klein, so daB man in der Praxis in solchen
Fillen die angegebene Niherungsformel ohne
Bedenken anwenden kann. s

Liésungen zu aipha-heiter, Heft 6/71

Schwierige Lage!

+
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Bitte ankreuzen!

Eine ,,Zwangslésung* ergibt sich, wenn man
die Diagonalen freiliBt!
Eine andere Ldsung:

X X

XX XX
X XX
X

- Ein wichtiger Beruf

Herr Bunnat ist in der Datenverarbeitung
titig. . .

Spieglein, Spieglein an der Wand

Es geniigt, wenn der Sfi‘iege! ‘halb so groB ist
wie die Person. Siehe Skizze. (PO — Person;
A — Auge; S — Spiegel) Da die Dreieckseiten
halbiert werden und der Spiegel parallel zur
Person steht, ist der Spiegel halb so groB wie
die Person.

P Ch
r"'"-—.;__‘\ e
< e
-
\\\ \5‘ //
~.| .7
-
-
-
r
L~
0
Magisches Quadrat
% 5 5 "3 |%
‘slsls|s|s
5|5 M5 |5
b3lsfPsista
6 l5 | 513 |6

AbschluBpriifung, Klasse 10

g5 x- lg§=lg5

x4, da — =5
16

Silbenriitsel

1. Gamma 2. Euler 3. Ordnungslinie 4. Runge
5. Gegenkathete 6. Chintschin 7. Analysis
8. Numerus 9. Tschebyscheff 10. Operation
11. Regel

Georg Cantor Mengenlehre

Mathematische Begriffe

1. Folge 2. Seite 3. Sehne 4. Menge 5. Glei-
chung
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Wir stellen vor:

Dr. Ludwig Boll

Am 10. Dezember 1971 begeht Dr. rer. nat.
h.c. Ludwig Boll seinen 60. Geburtstag.

Vor allem den ilteren alpha-Lesern ist der
Cheflektor fiir Mathematik und Naturwis-
senschaften im VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin, sicher bekannt. Hat
er doch beispielsweise an der Entwicklung
der ,,Mathematischen Schiilerbiicherei und
iiberhaupt von Titeln populirwissenschafi-
licher Verbreitung mathematischer Kennt-
nisse erheblichen Anteil.

Bevor sich Ludwig Boll diesen verantwor-
tungsvollen Aufgaben widmen konnte,
mubBten viele harte Lebenspriifungen von
ihm bestanden werden. Die Schule in Bingen
und Mainz bis zum Abitur 1930 bereitete ihm
cbensowenig Schwicrigkeiten wie das Stu-
dium in Géttingen bei Courant, Landau und
Hilbert. Doch bereits 1933 warfen ibn die
eben an die Macht gelangten Nazis das
erstemal ins Gefingnis, da er seit 1931
Mitg'iied‘ roter Studentengruppen und seit
1932 Mitglied der KPD war.

Am 20. 4. 1933 wurde Ludwig Boll in das
von Amnna Seghers im Siebten Kreuz be-
beschriebene Konzentrationslager Osthofen
(bei ihr heiBt es Westhofen) iiberfiihrt, aber

‘kurze Zeit danach wieder freigelassen. Es

folgten Jahre der Emigration im Saargebiet
und spiter in Holland.

Ab Mai 1942 trug er die Nummer 1492 als
Gefangener im Polizeidurchgangslager We-
sterborg in Holland. An der ersten Depor-
tation in ein Massenvernichtungslager am
15. 7. 1942 kam Ludwig Boll gerade noch vor-
bei, und im Oktober 1943 gelang ihm die
Flucht nach Amsterdam. Dort lebte er in der
IHegalitit bis zur Kapitulation des faschisti-

‘schen Deutschlands. Von seinen Eltern,
- welche inzwischen ebenfalls verhaftet worden

wiren, horte er das einzige und letzie Mal
1942 aus Piaski bei Lublin in Polen. Nach
1945 widmete Ludwig Boll seine ganze Kraft
dem demokratischen Neuaufbau, u. a. als
kommubhistischer Stadtverordneter der Stadt
Bingen, ohne sein wissenschaftliches Lieb-
lingsgebiet — die Mathematik — zu vernach-
lassigen. So siudierte er an der Universitit
Mainz bei Kéthe und Rohrbach und arbei-
tete als nebemamtlicher Lehrer am Gym-
nasivm in Bingen. Scine politische Tatigkeit
brachte ihn in den Jahren 1947 bis 1950 in

immer engeren Kontakt mit politischen
Freunden von friher, welche inzwischen
in der DDR arbeitcten. Seine Aufgeschlos-
senheit, aber auch sein kritisches Urteilsver-
mdgen, vor allem aber wohl seine grofie
Einsatzbereitschaft und stindige Aktivitit
lieBen ihn neue Freunde gewinnen. So ver-
lieB er 1951 Westdeutschiand, um seine
Studien an der Humboldt-Universitit zu
Berlin abzuschlieBen, wozu ihm die Stadt
Berlin ein Goethe-Stipendium in Héhe von
300,— M monatlich gewihrte.

Hier traf er auch seine ehemalige Studien-
kollegin Kithe aus Gottingen wieder, welche
nach Jahren der Emigration in England seit
1946 in der DDR arbeitete. Kurzerhand
wurde geheiratet. Und wihrend seine Frau
als Professor bei der Deutschen Akademie
der Wissenschaften zu Berlin das Institut
fiir Strukturforschung (das ist ein Gebiet,
welches sowohl fir die Physik als auch fiir
die Chemie und Biologie grundsitzliche Be-
deutung hat) auf- und ausbaute und fiir
ihre wissenschaftlichen Leistun gen im Dienste
der DDR neben anderen hohen staatlichen
Auszeichnungen 1960 den Nationalpreis er-
hielt, widmete sich Ludwig Boll der systema-
tischen Entwicklung von mathematischer
Ausbildungsliteratur, deren Palette von Ti-
teln der MSB bis zu Monographien und For-
schungsberichten reicht. Dabei wurde von
ihm dic Ubersetzung sowjetischer Werke
ebenso gefdrdert wie die Verdffentlichung
von Arbeiten junger DDR-Wissenschaftler.
Und sicher wird mancher unter den alpha-
Lesern sein, von dem spiter einmal ein Buch
im Deutschen Verlag der Wissenschaften
erscheint. >

Fiir dieses jahrelange erfolgreiche Wirken
erhielt Ludwig Boll neben der Verdienst-
medaille der DDR (1959), dem Vaterlandi-
schen’ Verdienstorden in Silber (1969) und
anderen Auszeichnungen am 21. Juli 1970
die Ehrendoktorwiirde der mathematisch-
naturwissenschaftlichen Fakultit des Wis-
senschaftlichen Rates der Humboldt-Uni-
versitiit zn Berlin.

Wir’ gratulieren Dr. Ludwig Boll herzlich
Zu seinem Geburtstag und hoffen, daB er
unserer alpha noch viele Jahre bei bester
Schaffenskraft so verbunden bleibt wie bis-
W. Arnold

her.




Preistriiger
des alpha-Wettbewerbes

Vorbildliche Leistungen
Klassenstufe 5

Sven Thorsten Freitag, 95 Zwickau; Her-
mann Tenor, 45 Dessau; Olaf Richter, 83
Pirna; Angelika Miiller, 22 Greifswald (aus
Klasse 4); Jorg Schubert, 9331 Pfaffroda;
Uwe Schiifer, 75 Cottbus; Jens-Uwe Rich-
ter, 9134 Kemtau; Thomas Maiwald, 3809
Olbersdorf; Holger Jurack, $502 Burkau;
. Eva Gerstner, 806 Dresden; Berthold Wett-
engel, 992 Qelsnitz; Ulf Hutschenreiter,
8020 Dresden; Dietmar Groger, 3257
Hecklingen; Ulli ] Ricd_el, 938 Floha; Uwe
Heiber, 63 Ilmenau; Uwe Szyszka, 2001
Brohm; Cornelia Linz, 75 Cottbus; Angela
Bagola, 795 Spremberg; Dirk Sprengel, 15
Potsdam; Gerd Kohler, 926 Hainichen;
Jérg Briistel, 7401 Ziegelheim; Jan Miiller,
1034 Berlin; Kerstin Utke, 23 Stralsund;
Andreas Michalowski, 6088 Steinbach-Hal-
lenberg; Frank Miiller, 75 Cottbus; Ulrich
Wolf, 30 Magdeburg; Bert Schultz, 112
Berlin; Andreas. Maller, 6088 Steinbach-
Hallenberg; Pia-Gabriela PreuBer, 22 Greifs-
wald; Andreas Fischer, 8122 Radebeul;
Klaus Brinkmann, 26 Giistrow; Manuela
Lehmert, 562 Worbis; Astrid Richter, 1291
Zerpenschleuse; Stefan Clausnitzer, 14 Ora-
nienburg; Gerald Nahrstedt, 3241 Neuen-
hofe; Uta Stopp, 8019 Dresden; Hartmut
Herrmann, 1282 Schénow; Blanka Rothi-
mel, 6088 Steinbach-Hallenberg; Steffen Gat-
tert, 7043 Leipzig; Astrid Pflaum, 1199 Ber-
lin; Monika Juppe, 8301 Bahratal; Bianca
Herrmann, 4608 Zahna; Kathrin Benedix,
73 Dobeln; Frank Weber, 425 Eisleben;
Marion Haupt, 1055 Betlin: Martina Klug,
25 Rostock; Lars Luther, 26 Giistrow: Ker-
sten Strert, 754 Calau; Petra Scharf, 73
Dobeln; Sylvia Steinert, 112 Berlin; Anita
HeB, 8027 Dresden; Jens Schmidt, 6088
Steinbach-Hallenberg; Uwe Rinka, 128 Ber-
nau; Lutz Thorwarth, 608 Schmalkalden.

) Klassenstufe 6

Bernd Derlich, 205 Teterow (67 Karten);
Birgit Kiihmstedt, 5001 Erfurt; Frank Richter,
793 Herzberg; Barbara Wolf, 437 Kothen;
Carola Kiihnl, 205 Teterow; Ulrike Bande-
“mer, 92 Freiberg; Hellfried Schumacher, 2111
Ahlbeck; Norbert HeB, 8019 I'resden; Ole-

André Strzalla, 22 Greifswald; Ursula Barth, .

5101 Kleinfahner; Marlies Englisch, 7022
Leipzig; Elvira Naubauer, 9413 Schonheide;
Gerlinde Koch, 6089 Trusetal; Thomas Liibke,
112 Berlin; Lothar Eimecke, 7901 Fermers-
~walde; Beate Brandtner, 7295 Schildau;
Peter Piehler, 75 Cottbus; Painer ILang,
9402 Bernsbach; Heike Anders 1636 Dahle-
witz;” Michael Huhn, 205 Teierow; Birgit
Siewert, 14 Oranienburg; Kiaus Dieter Eick-

hoff, 112 Berlin; Caroline Oelsnitz, 205
Teterow; Andreas Borner, 7241 Schkortitz;
Gabriele Boitz, 75 Cottbus; Torsten Wal-
deck, 90 Karl-Marx-Stadt; Holger Kuch-
ling, 110 Berlin; Anke Jahn, 728 Eilenburg;
Ria Kirschke, 409 Halle-Neustadt; Birbel
MeiBner, 5401 Clingen; Heidrun Kopke,
205 Teterow; Birgit Krotenheerdt, 402 Halle;
Elke Genath, 6088 Steinbach-Hallenberg;
Uwe Briese, 2002 Burg Stargard; Andreas
Nither, 925 Mittweida; Falk Bahner, 6088
Steinbach-Hallenberg; Angelika Spychalski,
2051 Pampow; Heiko Schnurbusch, 90 Karl-
Maix-Stadt; Andreas Hochhaus, 57 Miihi-
hausen; Mathias Hegner, 1136 Berlin; Stefan
Hauber, 9402 Bernsbach; Ingrid Juppe, 8301
Bahratal; Angela Richter, 2723 Warin; Heid-
run Scheinhardt, 4203 Bad Dirrenberg;
Sigrun Geyer, Dar-es-Salaam (Tanzania);
Ute Minow, 2723 Warin; Achim Bobeth,
806 Dresden ; Andreas Lochner, 825 MeiBen;
Matthies _Gcrth, 59 Eisenach; Thomas Hent-
schel, 88 Zittau; Hannelore Schiefer, 90
Karl-Marx-Stadt; Barbara Giinther, 728 Ei-
lenburg; Michael Zeidler, 938 Figha; Trandel
Dunkelmann, 2723 Warin; Christine Miicke,
5401 WestgreuBen; H.-D. Dunker, 7114
Zwenkau,

Klassenstufe 7 _

Uwe Risch, 327 Burg (105 Losungen); Uwe
Lébus, 801 Dresden; Peter-Michael Anders,
128 Bernau; Wolfgang. Huschmann, 9156
‘Oelsnitz; Jiirgen Sommerschuh, 85 Bischofs-
werda; Jens Haupt, 90 Karl-Marx-Stadt;
Martina Romer, 128 Bernau, Arndt Petzold,
9034 Karl-Marx-Stadt; Volkmar Vogel, §261
Ziegenhain; Elke Seidel, 806 Dresden; Jiir-
gen Reimann, 104 Berlin; Gerald Gerlach,
801 Dresden; Karin Schubert, 9331 Pfaffroda;
Heinz-Ulrich Petsch, 45 Dessau; Wolfram
Werner, 8040 Dresden; Wilfried Carl, 402
Halle; Peter Heumann, 90 Karl-Marx-Stadt;
Frank Burghardt, 12 Frankfurt/Q.; Sabine
Mamerow, 202 Altentreptow; Matthias Neu-
~mann, 1136 Berlin; Mariana Klépper, 7122
“Borsdorf; Gert Trinks, 801 Dresden; Ralf
Weber, 85 Bischofswerda; Gudrun Miil-
ler, 9402 Bernsbach; Jorg PaBler, 934 Ma-
rienberg; Christine Wodtke, 9402 Berns-
bach; Elke Hitbner, 9402 Bernsbach; Petra
Dietzel, 4271 Adendorf; Werder Wehr,
5603 Dingelstadt; Astrid Kamel, 353 Havel-
berg; Norbert Siedow, 195 Neuruppin; Gud-
run - Rosenbaum, 9402 Bernsbach; Birgit
Schonherr, 1162 Berlin;

Klassenstufe 8

Horst Kohlschmidt, 801 Dresden; Hans-
Ulrich Frommer, 208 Neustrelitz; Siegfried
WeiB, 8713 Neusalza-Spremberg; Roswitha
Schlotte, 90 Karl-Marx-Stadt; Harry Rei-

manit, 104 Berlin; Jirg Hatscherreiter, 8020

Dresden; Regina Rau, 9412 Schneeberg;
Norman Bitterlich, 9011 Karl-Marx-Stadt;
Bernd Peters, 2402 Wismar; Harald Lehmann,
7961 Gorlsdorf; Kerstin Miiller, 7253 Bran-

dis; Eckhard Wildgrube, 4601 Berkau; Horst
Theel, 1034 Berlin; Gerd Falk, 1532 Klein-
machnow; Christian Endter, 6088 Steinbach-
Hallenberg; Rainer Arnold, 934 Hinterer
Grund; Frank Ronick, 582 Bad Langensalza;
Frank-G. Krause, 784 Senftenberg; Adriane
Ulrich, 3223 Seehaumsen; Norbert Strecker,
7812 Lauchhammer; Bodo Geyer, 9505
Cainsdorf; Norbert Kumath, 825 MeiBen;
Mathias Thiele, 9303 Birenstein; Dagmar
ReiBmann, 8021 Dresden; Barbara Kilias,
90 Karl-Marx-Stadt; Horst Werner, 111
Berlin; Michael Richter, 9361 Gehrings-
walde; Claudia Neamann, 9402 Bernsbach;
Ute Rosenbaum, 9402 Bernsbach ; Rolf Bartl,
58 Gotha; Gisbert Lowe, 655 Schleiz; Ulrike
Briickner, 8122 Radebeul; Roland BoBen-
roth, 117 Berlin;

Klassenstufe 9

Ute Winkler, 153 Teltow (57 Karten); Rai-
ner Zerck, 24 Wismar (57 Karten); Frank
Hartmann, 7702 Bernsdorf; Manfred Pok-
randt, 75 Cottbus; Egbert Lindner, 801 Dres-
den; Johannes Borngriiber, 1211 Wiiste-Ku-
nersdorf; Michael Otio, 6081 Bernbach;
André Hoffmann, 89 Gorlitz; Relf-Dietmar
Regel, 75 Cottbus; Dagmar Marby, 43 Qued-
linburg; André Otto, 119 Berlin; Christine
Hense, 15 Potsdam; Karl-Heinz Vogt, 1211
Kietz; Bernd Zimdars, 209 Templin; Ralf
Hotling, 102 Berlin; Silvia Giese, 729 Tor-
gau; Bernd Klipps, 2051 Boddin; Matthias
Giinther, 701 Leipzig; Steffi Frommer, 208
Neustrelitz; Bernd Reddemann, 36 Halber-
stadt; Andreas Schiirer, 93 Annaberg-Buch-
holz; Gerlind Hanke, 7101 Frankenheim;
Volker Heumann, 45 Dessau; Roland Neh-
rig, 55 Nordbausen; René Gottschlig, 75
Cottbus; Andreas Weller, 8242 Altenberg;
Andreas Fleischer, 8027 Dresden; - Ralf
Theuer, 1321 Crussow; Jutta Schuster, 27
Schwerin; Siglinde Puller, 759 Spremberg;
Jirgen Krebs, 3302 Barby; Roland Borch, 75
Cottbus; Klaus Irmscher, 57 Miihlhausen;
Eberhard Maunke, 6088 Steinbach-Hallen-
berg

Klassenstufe 10/12

Dietmar Wegner, 3601 Dardesheim (29 Kar-
ten); Ulrich Kilaws, 58 Erfurt (29 Karten);
Manfred Riemer, 83 Pirna; Volkmar Firber,
1551 Berge; Dieter Garling, 286 Liibz; Kurt
Oppitz, 15 Potsdam; Hartmut Bull, 2331
Lonvitz; Brigitte Prawitz, 119 Berlin; Mi-
chael BShm, 1136 Berlin; Sabine Steinert,
8027 Dresden; Gina Jahnke, 801 Dresden;
Birbel Kurz, 724 Grimma; Matthias Heine,
8601 SchwarznauBlitz; Konrad Schneider,
95 Zwickan; Klaus-Peter Schemmel, 1055
Berlin; Edgar Petersdorf, 7251 Récknitz;
Lew Dimenstein, Leningrad; Walter Janous,
Innsbruck (Osterreich); Bert de Brock, Gro--
ningen (Holland); Istvin Mdtrai, Szomba-
thely (Ungarische VR)

Die im Druck hervorgehobenen Schiiler
erhielten Buchprimicn.



der interessantesten
technischen,

und gesellschaftlichen

. . . ein Helfer fiir Schule,
technische Hobbys
und Arbeitsgemeinschaft

e mehr als ein Monatsmagazm
. . . ein aktueller Wissensspeicher ... ein Informator

naturwissenschaftlichen Forschungen, Entdeckungen

Probleme unserer Zeit
\\| [// des VERLAGES

//i |\\

.. . Erhiiltlich an den Kiosken der Deutschen Post
- und im Monatsabonnement

iiber die neusten
und modernsten

und Erfindungen
. . . ein Erzeugnis

JUNGE WELT
BERLIN

1972

Zum Jahreswechsel beste Wiinsche
fiir personliches Wohlergehen,
erfolgreiches Schaffen und gute
Zusammenarbeit.

C HoBom I'oay xenaem Bam
'3/I0POBb, CYACTHH H YCIEXOB :
B pabore. Hajeemen i B JabHeiiem

Ha X0pomHee 3aHMHOC COTPYIHHYECTBO.

With the compliments of the
season we wish you the best of
health, of prosperous 1972 and
continuing good cooperation,

1972=(123 —4-5+617) (8--9)
=122 — f4+5-67 —89
=(1-+2-3f* =5(6+78) —9
=(9+8) (7+65+43-+2 —1)
=9+8+7 —6 —5+43*+10
e i for. 0

=34+33444-44
=334-44 - 4413

o8 g G R R R, S
=(22+220*+(2+2+2)?

=(3 -3+3°+(3+3° +3°+(3:3)
=(TT+TT+TT+T7 - T) - T+(TT+T):7
—999-+99-94+9-9+9:9

=3 PP PPy

=12 41234123 —14+2 —3

=(3-2+11) (11 - 11 —2 —3) Ing. H. Decker, Koln




