


Redaktionskollegium:
Prof. Dr.-Ing. habil. G. Clemens (Leipzig);
Prof. Dr. habil. Lilli Gérke (Berlin); Dozent
Dr. J. Gronitz (Karl-Marx-Stadt); Dr. habil.
E. Hameister (Magdeburg); K. Hofmann
(Berlin); Dr. R. Hofmann (Leipzig); Prof.
Dr. H. Karl (Potsdam); Nationalpreistrager
"H. Kastner (Leipzig); Oberlehrer K. Kriiger,
Verdienter Lehrer des Volkes (Bad Doberan);
Studienrat J. Lehmann, Verdienter Lehrer
des Volkes (Leipzig); Oberlehrer Dozent
Dr. H. Lohse (Leipzig); Nationalpreistrager
Oberstudienrat Dr. R. Liiders (Berlin); Ober-
lehrer H. Pitzold (Waren/Miiritz); Prof. Dr.
habil. U. Pirl (Berlin); Dozent Dr. E. Schré-
der (Dresden); Oberstudienrat G. Schulze
(Herzberg/Elster); Oberlehrer H. Schulze
(Leipzig); W. Stoye (Berlin); W. Triger
(Débein); W. Unze (Leipzig); Prof. Dr. habil.
W. Walsch (Halle);

Redaktion:
StR J. Lehmann, V.L.d.V. (Chefredakteur)

Anschrift der Redaktion:
Redaktion alpha - 7027 Leipzig - Postfach 14

Anschrift des Verlags:

Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin
108 Berlin - LindenstraBe 54a - Tel.: 200541
Postscheckkonto: Berlin 132626 Erschei-
nungsweise: zweimonatlich, Einzelheft 1,- M,
Sonderpreis fur die DDR 0,50 M, im Abonne-
ment zweimonatlich 1,- M, Sonderpreis fir
die DDR 0,50 M.

Bestellungen werden in der DDR vom Buch-
handel und der Deutschen Post entgegen-
genommen.

Der Bezug fiir die Deutsche Bundesrepublik
und Westberlin erfolgt iber den Buchhandel;
fiir das sozialistische Ausland dber das
jeweilige Postzeitungsvertriebsamt und fir
alle iibrigen Liander iiber den Deutschen
Buch-Export und -Import GmbH, DDR
701 Leipzig, Leninstr. 16.

Foto: Augustin-Louis Cauchy (1789 bis
1857) — nach einer Lithographie von Boilly
1831 (S. 27); Briefmarken, zur Verfugung

gestellt von P. Niichterlein, Burg bei Magde-

burg (S. 35); Vignetten: K.-H. Guckuk
(S. 28, S. 48); Foto: J. Lehmann, Leipzig
(S. 39); Technische Zeichnungen: G. GruB,
Leipzig

Typographie: H. Tracksdorf, Leipzig

Gesamtherstellung:

Staatsdruckerei

der Deutschen Demokratischen Republik,
(RollenofTsetdruck)

RedaktionsschluB: 26. Januar 1972

alpi

Mathematische Schiilerzeitschrift

Inhalt

25

26

26

27

27

28

29

30

32

34

36

38

42

43

48

Die Arithmetik der Binomialkoeffizienten (9)*
Prof. D. B. Fuchs, Moskau (aus Quant 6/70)

Ein mathematisches Kreuzwortritsel (8)
Diplomlehrer Christine Riehl, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitit Leipzig

Eine Aufgabe von Prof. Dr. rer. nat. habil. L. A. Kaloujnine (10)
Mathematisch-Physikalische Fakultit der Universitit Kiew

" Zwei Beweise einer Ungleichung von Cauchy (10)

Prof. Dr. W. Dziadek, Universitit Kiew
Physik-Wettbewerb 1971 (6)

Preistrager

alpha international (7)
Berichte aus Kiew, Paris und Budapest

Graphiken zur Direktive des VIII. Parteitages der SED (5)
Parteihochschule ,,Karl Marx* beim ZK der SED

Additive magische Zahlquadrate mit neun Feldern (7)
W. Triger, SchloBberg-Oberschule Dobeln

Welche — wie viele Moglichkeiten gibt es? (5)
Oberlehrer Dr. W. Tiirke, Institut fiir Lehrerbildung ,,Wilhelm Pieck‘*, Auerbach

Ramanujan — das mathematische Genie Indiens Teil 3 (9)
Prof. Dr. Dr.-Ing. V. Lewin
Lehrstuhlleiter am Lenin-Padagogischen Institut Moskau

Wer 16st mit? alpha-Wettbewerb (5)
Aufgaben (AbschluB des Wettbewerbs 1971/72)

XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR (7)
Aufgaben der Bezirksolympiade (5./6. 2. 1972)

In freien Stunden, alpha heiter (5)
StRJ. Lehmann, V. L.d. V, Leipzig - OL H. Pitzold, VH Waren/Miiritz

aufgepaBt — nachgedacht — mitgernacht (%)
speziell fiir Klasse 5/6
Aufgaben — Arbeitsblatt Geometrie

Lo6sungen (5) .
Interview mit Prof. Dr. L. A. Kaloujnine (5)
Uber eine mathematisch-physikalische Schule in Kiew

III./IV. Umschlagseite :

Buchbesprechung zu Unterhaltsame Logik und Keine Angst vor Mathematik (5)

he .bedeutet: Artikel bzw. Aufgabe fiir Schiiler ab der angegebenen Klasse geeignet



§ 1 Definition und einfachste Eigenschaften
der Binomialkoeffizienten

Wenn man das Binom 1 + x in die Potenz n
erhebt, so erhdlt man offensichtlich ein
Polynom des Grades n, d. h. die groBte
Potenz, in der x in das Polynom eingeht,
ist n. Zum Beispiel:

(1+x)°=1,

(I+x)'=1+x,

(1+xP=1+2x+x?%
A+xP=1+3x+3x2+x3,
(I+x)*=1+4x+6x*+4x>+x*,
(1+x)°=14+5x+10x2+10x3+5x* + x5
Die Koeflizienten dieser Polynome nennt
man Binomialkoeffizienten. Es gibt [ir sie
eine spezielle Bezeichnung: der Koeflizient
bei x™ im Polynom (1 + x)" wird mit C} be-
zeichnet. So ist z. B. C1=2, C3=6, Ci=10.
Man kann also schreiben
Q+x)"=Co4+Clx+C2x2+...+Cx". (1)
Fiir eine beliebige Zahl ¢ erhilt man hieraus
leicht

(@a+x)'=Cla"+Cla* "x+...+Cox".

(Es geniigt, Formel (1) aul (1+xa)" anzu-
wenden und die erhaltene Gleichung mit a”
zu multiplizieren).

Es ist offensichtlich, daBl C;' ganze nicht
negative Zahlen sind und daB C7=0 fir
m>n (das Polynom (1 +x)” hat den Grad n,
und x™ geht in ihn fiir m>n nicht ein).
Man kann sich ferner leicht davoniiberzeugen,
daB C? = C"=1. Die anderen BinomialkoefTi-
zienten C7 (fir 0<m<n) kann man [inden,

indem man l+4+x in die verschiedensten

Potenzen erhebt. Ihre Werte fiir » < 10 sind
in der folgenden Tabelle enthalten (s. unten).
Wir sehen, daB die Binomialkoeffizienten
recht schnell wachsende Zahlen sind. Der
aufmerksame Leser wird in der Anordnung
dieser Zahlen eine Reihe von GesetzmiBig-
keiten feststellen. Solche GesetzmiBigkeiten
ergeben sich im allgemeinen leicht aus der
Definition der Binomialkoeffizienten. Wir
werden hier nur die wichfigsten von ihnen
beweisen. Von ihnen hebt sich wegen seiner
Bedeutung wiederum die sogenannte Pas-
calsche Gleichung hervor

Satz 1 (Pascalsche Gleichung). Fiir beliebige

natiirliche Zahlen n, m gilt
Cr=Cn_,+C7C1. (2)

Beweis: Nach Definition ist C; der Koeffi-

zient bei x™ in (1 + x)". Um diesen Koeffizien-

ten zu finden, miissen wir n Polynome

miteinander multiplizieren, die alle gleich

14+x sind. Zuerst n—1 dieser Polynome

miteinander multiplizierend, erhalten wir

1+C _ x+C2_ x?+...+Co2 i x" 1.

Jetzt fihren wir die letzte Multiplikation

durch und bekommen

(I+x)"=(1+x)(1+C:_  x+C%_, x*+...

+C i x" ) =(1+Ch_ x+C%:_ x*

+o4+X" ) (x+CL X2

+C2_ P+ +x")

=1+(CL., +D)x+(C:_,+C}_x*...

+(Cr_ +CT I X"+ X"

In diesemn Ausdruck ist der Koeflizient bei

x™ gleich C?_, +Cmz1,

also Cn=Cn_,+C7_L.

Die Pascalsche Gleichung ist gut zur Be-

:‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 0 0 0 0 0 0 0o 0 o0 o0
1 1 1 0 0 0 0 0 0o o0 0 0
2 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 o0
3 1 3 3 1 0 0 0 0o 0 o0 0
4 1 4 6 4 1 0 0 o 0 0 o0
5 1 5 10 10 5 1 0 0o 0 o0 0
6 1 6 15 20 15 6 1 0o 0 0 o0
7 1 7 2 35 35 21 7 1 0 0 0
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 0 0
9 1 9 3 84 126 126 84 36 9 1 0

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

rechnung der Binomialkoeffizienten geeig-
net. Wenn wir z. B. unsere Tabelle fir n=11
durch eine elfte Zeile erginzen wollen, so
geniigt es, benachbarte Zahlen der ze¢hnten
Zeile zu addieren:

Cchh=1 Cli=Cio+Cio=462

'C1,=Cly+Ch%= 11 C];=C],+C$,=330

C} =Ci+Clo= 55 C},=Cio+Ci;=165
C} =Cl+C3,=165 C},=C},+C3= 55
Ct =Ct+C3,=330 C}{=Cl3+C3,= 11
Ci,=C3,+C%,=462 C}i=1

Hieraus ist ersichtlich, daB man die Bino-

_ mialkoeffizienten am besten in einer drei-

eckigen Tabelle, dem sogeni.mnten Pascal-

schen Dreieck anordnet.

Jede Zahl dieser Tabelle erhidlt man als
Summe der beiden links und rechts iiber ihr
stehenden Zahlen. Mit Hille der Pascalschen
Gleichung kann man auch eine allgemeine
Formel finden, die C7 durch n und m aus-
driickt.

Satz 2 (Formel der Binomialkoeffizienten).
Fiir beliebige natiirliche Zahlen n, m gilt
Cm=n(n—1)(n—2)...(n—m+l)

" 1-2-...:m

Beweis: Wir werden den Beweis mit Hilfe
der vollstindigen Induktion fihren. Wenn

©)]

n=1, so ist die Formel richtig:
1

C:=1=T;

L0 c(omtl) o
1:2-...:m

Wir nehmen jetzt an, daB

cm =Ql——l)(n—2)...(n—m)

1-2-...-m

n. Wenn dann m>1, so ist

Cr=Cho)

C’l"=0=

fiir ein gewisses

n—1

romm1 =D (@=2)...0—m)
n-1 1-2-..m
(n—1)(n=2)...(n—m+1) _ n—m\ .
1-2-...(m—1) ’(H' m >
m—-1)n-2)...(n—m+1)
1-2-...(m=1)
r=1)(n=2)...n—m+1)
1-2-...-(m—1)
_n(n-1)(n-=2)...(n—m+1)
To1 2 m-)m
Fiir m=1 haben wir C"=C"_,+C7Z}
n—1

=c' 4c° ="—/ 4122
n—1 n—1 1 1

+

_n
m
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Formel (3) ist also richtig fir n=1 und aus
ithrer Giiltigkeit fir n—1 folgt ihre Giiltig-
keit fiir n. Das bedeutet, daB Formel (3)
fiir beliebiges n bewiesen ist.

Wir emplehlen dem Leser, der hier das
erstemal mit Formel (3) bekannt wurde,
aus ihr die uns schon bekannten Gleichungen
C®=C"=1 und C?™=0 fir m>n herzulei-
ten. Formel (3) ist allein schon deshalb
interessant, daB der Quotient im rechten Teil
eine ganze Zahl ist, d. h. alle Zahlen im Zihler
lassen sich durch die Zahlen des Nenners
teilen.

Den folgenden Satz brauchen wir in der
weiteren Darbietung.

Satz 3. Wenn m, n teilerlremd sind (d. h. ihr
groBter gemeinsamer Teiler betréigt 1), so
14Bt sich C? durch n teilen.

Beweis: Da

C,,,=n(n—1)...(n—m+l)=

" 1-2...-m

=£_(_n—1)(n—2)...(n—m+l)=£ ot
m 1-2...(m-1) m v

so ist mCT"=nC%Z1. Folglich 14Dt sich mCT
durch n teilen. Da sich aber mC™ (und ganz
allgemein jede ganze Zahl groBer 1) eindeu-
tig als Produkt von Primzahlen darstellen
1aBt und m und n teilerfremd sind, d. h. m
148t sich durch keine einzige Primzahl teilen,
durch die sich n teilen 14B(, so muB sich C?
durch n teilen lassen.
So lassen sich z B. C§=126 durch 9 und
C3,=120 durch 10 teilen. Wir wollen hier
noch auf folgende Eigenschaften der Bino-
mialkoefTizienten hinweisen:
L =G,
2. CR+CRi+. + G =Chiisrs
3 CO+Cl+...+Cr=2";
4. CO+C2+Ci+..=Cl+C2+C3 +...
Das zu beweisen iiberlassen wir Euch.

D. B. Fuchs (aus Quant 6/70)

In Heft 3,72 folgt: § 2 Der Rest bei der Divi-
sion der BinomialkoefTizienten durch Prim-
zahlen; § 3 Einiges iiber die Reste bei der
Division der Binomialkoeffizienten durch
Potenzen von Primzahlen, d. Red.

Anekdote

Eine Anekdote zu unserem Beitrag S. 34 35:
Einst fuhr Hardy in einem Taxi mit dem
Kennzeichen 1729 zu dem kranken Rama-
nujan. Hardy hielt diese Zahl fir ,Jang-
weilig®: 1729=7-13-19, und er erzihlte
das Ramanujan, der ihm sofort entgegnete:
. Nein, Hardy, nein, Hardy, das ist eine
sehr interessanie Zahl, sie ist die kleinste
Zahl, die man auf zwei verschiedene Wei-
sen als Summe zweier Kubikzahlen dar-
stellen kann: 93 +10% =13+ 123 = 1729,
Littlewood bemerkte in diesem Zusammen-
hang, daB jede natiirliche Zahl ein persén-
licher Freund Ramanujans war.
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Ein
mathematisches
,, Kreuzwortratsel‘

Eine Aufgabe von Prof.
Dr.rer. nat. habil.

L. A. Kaloujnine

Mathematisch-Physikalische Fakultdt der

Universitit Kiew

In die freien Felder des abgebildeten Schemas
sind Ziffern, und zwar jeweils eine der Grund-
zifern 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, so einzutragen,
daB sich fn waagerechter bzw. senkrechter
Anordnung Zahlen ergeben, die den weiter
unten angegebenen Bedingungen entspre-
chen. Dabei dar[ die Ziffer 0 nicht am Anfang
einer dieser Zahlen stehen.

a |b |c d le |f
@g h i

k %1 m 7//
n o %-’P q 7A
Wr s ///f u
1% w //x

! A |2

Es bedeuten:

Waagerecht -
a) Das kleinste gemeinsame Vielfache der
Zahlen 18 und 33.

d) Eine natiirliche Zahl, die L&sung der
. x—2 x+23 .
Gleichung 3 +——2~ =200 ist.

g) Eine natiirliche Zahl, die eine Potenz von 3
ist.

i) Eine Primzahl

1) Eine natiirliche Zahl, die durch 2, 3 und 7
teilbar ist.

n) Eine natiirliche Zahl, die gleich dem Qua-
drat einer natiirlichen Zahl ist.

p) Eine natiirliche Zahl, die gleich einem
Vielfachen der unter a (waagerecht) ange-
gcbenen Zahl ist.

r) Eine Primzahl.

t) Eine dreistellige natiirliche Zahl mit glei-
chen Grundziflern.

v) Eine natiirliche Zahl, die durch 37 teilbar
ist.

x) Der groBte gemeinsame Teiler der durch
a), 1) und p) waagerecht bestimmten
Zahlen.

y) Eine Primzahl

z) Eine natiirliche Zahl, die durch 11 teil-
bar ist.

10/12 4881 Wann ist der Binomialkoelfi-
zient <m> ungerade? Es sind alle geordneten
n

Paare natiirlicher Zahlen m und n mit
m>0 und m=n anzugeben, fir die der Bino-
mialkoeffizient

(7)-

eine ungerade natiirliche Zahl ist.

firn>0

1-2:3-...'n

{ m(m--1)tTm—2)...(m—n+1)
| firn=0

Senkrecht

b) Eine Primzahl.

¢) Eine natiirliche Zahl, die durch 8 tetlbar
ist.

¢) Eine Primzahl, die kleiner als 25 ist.

) Eine natiirliche Zahl, deren Quersumme
gleich 13 ist.

h) Eine natiirliche Zahl. die durch 5 teilbar
ist.

i) Eine natiirliche Zahl, deren Quersumme
gleich 4 ist.

k) Eine natiirliche Zahl, die durch 11 teilbar
ist.

m) Eine natiirliche Zahl, die durch 9 teilbar

ist.

Das Geburtsjahr des groBen deutschen

Mathematikers Carl Friedrich GauB.

q) Eine natiirliche Zahl, die durch 4 teilbar
ist.

s) Eine natiirliche Zahl, die durch 7 teilbar
ist.

u) Eine natiirliche Zahl, deren Quersumme
gleich der Quersuinme der durch t)
(waagerecht) bestimmten Zahl ist.

v) Das Dreifache der unter y (waagerecht)
angegebenen Zahl

w) Dieselbe Zahl, wie unter r (waagerecht).

Bemerkung: Im Gegensatz zu den bisher in

unserer Zei(schrift verdffentlichten mathema-

tischen , Kreuzwortritseln” sind hier die
meisten Zahlen durch die einzelnen Angaben
zunidchst noch nicht eindeutig bestimmt.

Die Eindeutigkeit ergibt sich erst, wenn man

die ,,waagerechten" und ,,senkrechten Anga-

ben zueinander in Bezichung setzl.
Christine Riehl

=
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Zwei Beweise
einer Ungleichung
von Cauchy

Die Cauchysche Ungleichung zwischen dem
arithmetischen und dem geometrischen Mit-
tel nichtnegativer Zahlen ist eine der bedeu-
tendsten Ungleichungen. In der bekannten
Monographie von E. Beckenbach und R.
Bellmann ,, Theorie der Ungleichungen® wer-
den zwolf Beweise fir diese Ungleichung
gefiihrt. Hier bieten wir zwei Beweise, von
denen wir glauben, daB sie neu sind, den
ersten, weil er so einfach und elementar ist,
den anderen, weil bei ihm eine Identitit abge-
leitet wird, die das arithmetische und das
geometrische Mittel nichtnegativer Zahlen
in Verbindung bringt und die man benutzen
konnte, um die Diflferenz dieser beiden Mittel
abzuschitzen.

Der [ranzosische Mathematiker Augustin
Cauchy (*21. 8. 1789 123. 5. 1857)

Der Satz von Cauchy: Das arithmetische
Mittel eines beliebigen Systems a,, a,, ..., a,
nichtnegativer Zahlen ist immer gréBer oder
gleich dem geometrischen Mittel dieser Zah-
len, wobei das Gleichheitszeichen genau
dann gilt, wenn alle Zahlen g; einander gleich
sind, d. h.

a,+a,+...+a

n "2 V“laz"'am 0]
wobei
a+a,+...+a e
fn=valaz'"an
dann und nur dann gilt, wenna, =a,=...=a,
ist.
1. Beweis

Wir wollen uns der Methode der vollstindi-
gen Induktion bedienen: Fir n=1 ist die
Aussage richtig. Angenommen, sie sei richtig
fir n nichtnegative Zahlen a,, a,, ..., a,,

so werden wir jetzt be\}veisen, daB sie dann
auch richtig ist fir die n+ 1 nichtnegativen
Zahlen ay, a,, ..., a, a,,,.

Wir kénnen annehmen, daB keine der Zah-
len ay, a,, ..., a,,, gleich Null ist; denn sonst

"wire die rechte Seite der Formel (1) gleich

Null und der Satz augenscheinlich richtig.
Wir setzen

"+\l/alaz"'an+1=‘4 2)
und
Vaa,a,=a. 3)
Dann gilt a,a, - a,a,,; = A"*!,
An+l
ﬂlaz"'an=a",a"+l=a—n. @

Beachten wir jetzt, daB nach Induktions-
annahme der Satz fiir n Zahlen gilt, so haben
wir infolge von (1), (2), (3) und (4):

a +ay+..+a,+a,,,

n+1
na‘+02+"'+a"+a"+l
_ n
n+1
An+l ntl
n%/a,a;, - a,+ na+
> a’l aﬂ
= =A+———-—A4
n+1 n+l
n+ 1 N+l _ n
—44Ma +A (n +1)a"A
(n+1)a"
n+l __ Lon4_ n__oqn
—A4na na"A—A(a"— A"
(n+1)a"
- n__ n—1__ 42.n—2__ L
A+(a A) (na" — Aa A‘d —A"
(n+1)a"
()]

Nun sind in dem Produkt
(@a—A)(na"—Aa""'—A%"" 2. — A"
fir a<A beide Faktoren negativ und fiir
a>A beide Faktoren positiv, so daB der
zweite Summand auf der rechten Seite von (5)
fiir alle a$A groBer Null ist. Also ist stets

a,+az+...a,,+a,,+1§A ©)

n+1

oder nach (2)

a +a,+...4+a,+a,,,

n+1

2 "+\y“1“z"'anﬂn+1,
wobei das Gleichheitszeichen dann und nur
dann steht, wenn in den Beziehungen (5)
und (6) das Gleichheitszeichen steht.
Das zuletzt Gesagte bedeutet aber
a;=a,=...=a, und a=A4,
oder aber (aufl Grund von (3) und (4))
=a,=a,,=a=A4;

a,=a,=...
damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

2. Beweis
Wir setzen
Yaay,--a,=G, fiir k=1, 2, ...,
Gk
so daB a =—* fir k=2,3, ..., gilt. (7)
k Gi-l
k-1

Wie im ersten Beweis kénnen wir annehmen,
keine der Zahlen g, (demnach auch G,)

sei Null Dann ergibt sich auf Grund von (7)
und der Gleichheit

a1+az=Gl[l+(g—j)2] , (8)

wenn man noch die Identitit
x*—kx+(k—1) ©)
== Hxt 2+ x—(k—1)]
=0c—12 [x* " 2+2x* 3. +(k—2)x

+(k—1)]
beriicksichtigt,
a +a,+...+a,

n
=G"+l{(al+az—262)+(a3+2 G,-3G,)
n

+(a,+3G;—4G)+...
+[a,,+(n—l)G,,_1—nG,,]}

1 & G, \ G
=Gn+;.Zsz_‘ [(Gu:) —kaf—l+(k—lﬂ
1 & G 2 G k-2
6+1vy ¢ _;_1> [<_k_)
" "hg:z k_l<Gk—1 Gy,

G, {73 G,
2 n +o+(k=2)—*+k—1].
+ (G ‘) ( )G.-l J

X
Hieraus ergibt sich, daBl immer
a,+a,+..+a, n
%_g(;":\/ a4, a
gilt, und daB diese Ungleichung dann und
nur dann in eine Gleichung {ibergeht, wenn

G,=G,=...=G, ist oder, was dasselbe ist,
wenn a,=a,=...=a, ist, was zu beweisen
war. ;

W. Dziadek

Physik-Wettbewerb 1971

In Helt 4/71 boten wir in einem Wettbewerb
mathematische Probleme aus der Physik.
156 alpha-Leser sandten ihre Losungen an
das Pid. Institut Giistrow. Unser Mitarbeiter
U. Walta wertete die Losungen aus und legte
die Preistriger fest:

Klasse 6 34 Schiiler 117 Lésungen
Klasse 7 29 Schiiler 72 Losungen
Klasse 8 17 Schiiler 62 Losungen
Klasse 9 21 Schiiler 54 Losungen

Klasse 10/12 55 Schiiler 106 Losungen

156 Schiiler

Preistrdger: Norbert HeB, Dresden (KL 6);
Berthold Mobius, Dresden (Kl 6); Jens
Haupt, Karl-Marx-Stadt (KI. 7); Siegfried
Sonnenschein, Wittenberge (K1 7); Andreas
Schlosser, Zwickau (KI. 8); Ralph Lehmann,
Petershagen (Kl 8); Herwig Gratias, Som-
merda (KL 9); Andreas WeiBhaupt, Halle
(KL 9); Viktor Wassiliew, Moskau (KI. 9);
Brigitte Prawitz. Berlin (KI. 10/12); Kurt
Oppitz, Kleinmachnow (KL 10/12); Hans-
Jiirgen Weinberger, Wolgast (KL 10/12);
Nikolaus Zimmermann, Sibiu, SR Ruminien
(K1. 10/12).

Alle Teilnehmer erhielten eine Antwortkarte,
die fiir den Wettbewerb 1971/72 mitgewertet
wird.

In Heft 4/72 verdffentlichen wir den Physik-
Wettbewerb fiir das Schuljahr 1972.

zusammen 411 Losungen
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Kiew
In der Welt der Mathematik

Schiileralmanach der Ukrainischen SSR

Zwischen ukrainischen Mathematikern so-
wie Mathematiklehrern und der Redaktion
alpha besteht seit einigen Jahren ein enger
Kontakt. Wir freuen uns, da8 wir nunmehr
einen weiteren Freund in unsérer auBerunter-
richtlichen Arbeit erhalten haben. Einen
ersten Band des Al/manachs erhielten wir
1969 von unserem aktiven Mitarbeiter, dem
Mathematikmethodiker Prof. N. Tschai-
kowski (1 1970) mit der humorvollen Wid-
mung: ,,Der alpha-Redaktion vom neuge-
borenen ukrainischen Bruder.**

In zunichst unregelmiBigen Abstinden er-
scheinen diese Almanache (Format AS,
270 Seiten) fiir, mathematisch interessierte
und talentierie Schiiler im Alter von 15 bis
17 Jahren unter dem Motto: ,,Wenn die
Hausaufgaben erledigt sind... .**

Uber den Inhalt wollen wir kurz berichten:
In Band 1 gibt J. A. Mitropoiski, Direktor
des Instituts fiir Mathematik der Ukraini-
schen Akademie der Wissenschaften unter
dem Titel ,,Das granitene Fundament* das
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Geleit. Er stellt dabei die stindig wachsende
Bedeutung der Mathematik fiir die techni-
sche Revolution heraus.

Im ersten Abschnitt (Horizonte der Mathe-
matik) werden dem Leser jeweils durch
populirwissenschaftliche Darlegungen ernst-
hafte theoretische Probleme vorgelegt wie:
Die Sprache der mathematischen Logik;
Algebraische und transzendente Zahlen; Das
Dirichletsche Schubfachprinzip und diophan-
tische Aproximationen; Lineare Optimierung
Primzahlzerlegungen.

Der zweite Abschnitt (Mathematische Nach-
richten) macht den Leser mit Problemen
allgemeinen Interesses bekannt, bietet neue
Beweise zu bekannten mathematischen Aus-
sagen.

Der dritte Abschnitt ist der Geschichte der
Mathematik gewidmet. Insbesondere werden
bekannte Mathematiker vorgestellt, vor allem
solche unserer Zeit (wie Leninpreistréiger),
es wird von Kongressen berichtet usf.
Mathematische Spiele, Aufgaben mit aus-
fihrlichen Losungen, Buchbesprechungen ge-
héren zur stindigen Ausstattung der reich
illustrierten Ausgaben. Das groBe Interesse
der Jugend ist daran zu messen, daBl die
je 35000 Exemplare von Band 1 und 2 wenige
Tage nach ihrer Auslieferung vergriffen wa-
ren. In Aussicht ist gestellt, die Auflage
wesentlich zu erh6hen und die Almanache
in regelmaBigen Abstanden herauszugeben.
Ist es nicht ein echtes Zeichen der Freund-
schaft, wenn Prol. L. A. Kaloujnine bei sei-
nem Besuch in Leipzig stellvertretend fiir
viele interessante Beitrige den nachfolgenden
dem Chefredakteur alpha, aus dem Ukraini-
schen ins Deutsche ibersetzt, in die Feder
diktierte? Wir danken recht herzlich dafiir.

Paris - Concours general

Mathematikwettbewerb in Frankreich

Zum vierten Male nahm eine franzosische
Mannschaft an der Internationalen Mathe-
matikolympiade teil. In einem . Gesprich
mit dem Chefredakteur von alpha berichtete
Pierre-Louis Curien, Teilnehmer der XII.
IMO, daB es in seinem Lande keine Mathe-
matikolympiaden gibt. Gleichzeitig aber stell-
te er fest, da es einen Wettbewerb gibe,
den sogenannten Concours general, \iber den
er den Lesern von alpha berichten mochte:

Der Concours wird seit 1747 durchgefiihrt.
An ihm kénnen sich alle interessierten Schii-
ler der Klassen 1! bzw. 12 (d.h. der Ab-
schluBlehrginge der Gymnasien) beteiligen.
Im Mirz jeden Jahres fordern die Lehrer ihre
Schiiler auf, sich am Concours generale zu
beteiligen. Die Schiiler der Klassenstufe 11
kénnen sich fiir Geschichte, Literatur und
Sprachen (u.a. Englisch, Russisch, Deutsch)
melden, Schiiler der Klassenstufe 12 fiir
Mathematik, Physik und Philosophie. Zu
einem festgelegten Termin im Mai werden
die interessierten Schiiler vom Ministerium

fir Volksbildung zu einer sechsstiindigen
Klausur in vier Zentren im Lande einge-
laden. Fiir die einzelnen (obengenannten)
Ficher finden die Klausuren an verschiede-
nen Tagen statt, denn jeder Schiiler kann
sich fiir mehrere Facher melden.
Es wird jeweils nur ein Problem gestellt,
untergliedert in einzelne Abschnitte, ge-
staffelt nach Schwierigkeit. Die Aufgaben
werden von einem Wissenschaftlerkollegium
im Auftrage des Ministeriums ausgearbeitet
und die eingehenden Lo&sungen mehrfach
und sehr streng korrigiert. Es kann einen
l., 2. und 3. Preis sowie 8 Anerkennungsur-
kunden (genannt: accessit) geben. Es kommt
aber auch vor, daB keine Preise vergeben
werden, wenn die Leistungen nicht den An-
forderungen der Jury geniigen. Im Jahre 1970
wurde an den IMO-Teilnehmern Hervé Pépin
ein erster Preis und ein 3. Preis an den Autor
dieses Berichts vergeben. (Letzterer nahm
auch am Physik-Wettbewerb teil.) Beide
Schiiler kommen aus dem Lyceum Louis
le Grand. Aus dieser Schule hatten sich
20 Schiiler fiir das Fach Mathematik be-
worben. Die Aufgaben fiir alle Facher sind
aus Gebieten entnommen, die auf moderne
Gebiete der Hochschulen hinweisen (in Ma-
thematik u.a.: Boolesche Algebra, Gruppen,
Zahlentheorie).
Im Fach Mathematik beteiligen sich jahrlich
500 bis 1000 Schiler am Concours generale.
Piere-Louis Curien, Puris
(S.39)

Budapest _
Kiirschak-Wettbewerb 1971
(30. Oktober 1971, Ungarische VR)

ala Die Gerade e schneidet die Seite 4B
des Dreiecks ABC in C,, die Seite AC in B,
und die Verlingerung der Seite BC in A,
Es seien die Mittelpunkte der Seiteﬁ, bzw.
"AC C,, bzw. B,, und es seien C, das Spiegel-
bild von C, an C, und B, das Spiegelbild
von B, an B,. Es ist zu beweisen, daB

sin B, 4, C:sin C4,B,=B,C, :B,C,.

A2a Essind in der Ebene 22 Punkte ge-
geben, keine drei der gegebenen Punkte liegen
an einer Geraden. Es ist zu beweisen, daB die
Punkte so in Paare eingeteilt werden kénnen,
daB die Strecken, die die zu denselben Paaren
gehorenden Punkte verbinden, wenigstens
5 verschiedene Schnittpunkte haben.

AlA Wir haben 30 Geldbiichsen und zu
jeder Biichse einen Schliissel, mit dem die
anderen Btichsen nicht aufgesperrt werden
aufs Geratewohl in die zugesperrten Biichsen
hinein, in jede Biichse einen. Wir brechen zwei
Biichsen auf. Was ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB wir die iibrigen Biichsen ohne
Aufbrechen anderer Biichsen aufsperren kon-
nen?

Eingesandt von unserem ungarischen
Auslandskorrespondenten Istvan Reiman,
Technische Universitdt Budapest



1 - Die planmifBige Versorgung unserer Bevolkerung erfordert die tigliche Bereitstell
Die Landwirtschaft °° gung e gliche Bereitstellung von

der DDR

Das vorliegende Material wurde entnommen
aus: ,Arbeitsmaterial zur Direktive des
VIII. Parteitages der Sozialistischen Einheits-
partei Deutschlands zum Finfjahrplan fiir
die Entwicklung der Volkswirtschaft der
DDR 1971 bis 1975, herausgegeben von
der Parteihochschule , Karl Marx* beim
ZK der SED, erschienen im Verlag Die
Wirtschaft, Berlin.

Preis der Mappe 6,20 M geblockt, einseitig
bedruckt. Auf 62 Tafeln wird mit mehrfar-
bigen Schaubildern und graphischen Dar-
stellungen die Direktive zum Fiinfjahrplan
erliutert. Hervorragend fiir Unterricht,
auBerunterrichtliche Arbeit, insbesondere fiir
Wandzeitungen geeignet.

Unter den Bedingungen der DDR ist die wei-
tere Produktionssteigerung landwirtschaft-
licher Erzeugnisse durch die sozialistische
Intensivierung, das heiBt vor allem

® durch die Chemisierung

® und komplexe Mechanisierung der Pflan-
zen- und Tierproduktion

® sowie durch Meliorationen,

zu vollziehen.

Ein stindig Beschiiftigter in der Landwirt-
schaft erzeugt Nahrungsmittel

1965 fiir 18 Menschen

1970 fiur 23 Menschen

1975 fitr 30 Menschen

Der Hauptanteil landwirtschaftlicher Roh-
stolfe geht in die Lebensmittelindustrie.

In 50 Zweigen der Industrie werden Rohstoffe
der Landwirtschaft verarbeitet.

30000

4700

220 000

9000000

874,0

Schweinen

Rindern

dt Milch

Stiick Gefliigel

Stiick Eier

1089,5

13731

16510

1850-
300

1855

1960

1965

18970

1875

Versorgung der landwirtschaftlichen Betriebe mit mineralischen Diingemitteln — 1000 t —

Stickstoff N Phosphorsiure P, 0, Kali KO
1970 549,0 410,0 613,9
1975 750-800 520-525 700-715

Bruttoprodukt der Landwirtschaft, Nahrungsgiiterwirtschalt und

Forstwirtschaft 1970 (in Mrd. M)

— zu effektiven Preisen —

271 | 193

Landwirtschaft

wirtschaft

/

Forstwirtschaft 1,

Nohrungsgiiter-

' Vor-u.Dienstleistng.

Von der Landwirtschaft werden erzeugt:

67 Prozent des extraktiven Rohstoff-
aufkommens der Volkswirtschaft
der DDR

76 Prozent des Nahrungsmittelfonds

30-40 Prozent des gesamten Waren-
fonds der Bevolkerung
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Additive magische Zahlquadrate

mit neun Feldern

Den meisten unserer Leser wird bekannt
sein, daB sich die Zahlen 1,2, 3,... 8 und 9
anstelle der Variablen a, b, ¢, ..., hund i so
in die Felder des Bildes 1 einsetzen lassen,
dap die acht Summen der in jeder Zeile, jeder
Spalte und Diagonale stehenden Zahlen
simtlich einander gleich sind. Jede der so
entstandenen Konfigurationen wird ein ma-
gisches Zahlquadrat genannt (Bild 1).

Allgemein wollen wir festsetzen:

Definition: Sind im Bild 1 anstelle der Va-
riablen a, b, ¢, ..., h und i derart ganze
Zahlen eingesetzt, daB die acht Summen der
Zahlen in den Feldern jeder Zeile, jeder Spalte
und jeder Diagonale simtlich einander gleich
sind, so heiBt diese Konfiguration ein addi-
tives magisches Zahlquadrat mit neun Feldern.
Unter Bezug auf Bild | gelten fiir ein additives
magisches Zahlquadrat mit neun Feldern
die folgenden acht Gleichungen:

I a+b+tc=s V bieth=s
II d+e+f=s VI c+f+i=s
M g+h+i=s VII a+e+i=s
IV a+d+g=s IIX c+e+g=s

Die in diesen acht Gleichungen auftretende
Zahl s ist als Summe ganzer Zahlen selbst
eine ganze Zahl.

Wir wollen nun alle additiven magischen
Zahlenquadrate mit neun Feldern bestim-
men. Zunichst machen wir eine Aussage
iiber die im Mittelfeld eines solchen Zahl-
quadrates stehende Zahl: Durch Addieren
der linken und rechten Seiten der Gleichungen
V, VII und IIX ergibt sich

(@a+b+c)+ (g+h+i)+3e=3s.

Unter Beachtung von I und III folgt hieraus

545+ 3e=3s, und daraus durch Umformen:

IX e=3
3
Es gilt also:

Satz I: In einem additiven magischen Zahl-
quadrat mit neun Feldemn ist die im Mittel-
feld stehende Zahl der dritte Teil der Summe
der in den Feldern einer Zeile, Spalte oder
Diagonale stehenden Zahlen.

" Die Leser mogen die folgenden Aufgaben
selbstiéndig 16sen:
Ala Beweise: Das arithmetische Mittel
aller Zahlen eines additiven magischen Zahl-
quadrates mit neun Feldern ist gleich der
im Mittelfeld stehenden Zahl.
A24A Beweise: Das arithmetische Mittel
der beiden in den Endfeldern der Mittelzeile,
der Mittelspalte oder einer der Diagonalen
stehenden Zahlen ist bei einem additiven
magischen Zahlquadrat gleich der Zahl im
Mittelfeld. Das heiBt, es gilt in bezug auf
Bild 1:

(_d+S_bth_ati_c+g
2 2 2 2
A3la Beweise: Das arithmetische Mittel
der in zwei benachbarten Seitenmittelfeldern
stehenden Zahlen ist bei einem additiven
magischen Zahlquadrat gleich der im nicht-
benachbarten Eckfeld stehenden Zahl. Das
heift, es gilt in bezug auf Bild 1:
hf_,. drh_ . bif . bid_
2 2 2 2

A44a Zeige: Es ist unmoglich, die vier
folgenden Bilder zu additiven magischen
Zahlquadraten zu erginzen (Bild 2, 3,4, 5)!
Als zweites wollen wir den folgenden Satz
beweisen:

i.

Satz2: Wenn a, b, ¢, ... hund i ganze Zahlen
mit der Eigenschaft sind, daB die Konfi-
guration des Bildes | ein additives magisches
Zahlquadrat ist und wenn k eine beliebige
ganze Zahl ist, so ist auch die folgende Kon-
figuration ein additives magisches Zahl-
quadrat (Bild 6).

Da die Addition ganzer Zahlen kommutativ
und assoziativ ist, ergibt sich: Bei der Kon-
figuration des Bildes 6 ist jede der laut
Definition zu betrachtenden Summen um
3k gréBer als bei der Konfiguration des
Bildes 1. Da laut Voraussetzung des Satzes 2
alle zu betrachtenden acht Summen der
Konfiguration 1 gleich s sind, ergibt sich
s+3k fir jede der acht zu betrachtenden
Summen des Bildes 6. Mithin ist der Satz 2
bewiesen.

Als drittes sollen alle additiven magischen
Zahlquadrate mit neun Feldern bestimmt
werden. Zunichst konnen wir mittels des
Satzes 2 jedem beliebigen additiven magi-
schen Zahlquadrat”mit neun Feldern ein
normiertes magisches Zahlquadrat zuordnen,
in dessen Mittelfeld die Zahl O steht: Stellt
Bild 1 ein beliebiges additives Zahlquadrat
dar, so addieren wir zu jeder Zahl dieses
Zahlquadrates die zu e entgegengesetzte
Zahl —e (Bild 7).

Bei dem normierten additiven magischen
Zahlquadrat des Bildes 7 1aBt sich sehr einfach
erkennen, daB durch die Zahlen a—e=x
und c—e=y alle iibrigen Zahlen eindeutig
bestimmt sind (Bild 8).

Da gemdB Definition und Satz 1 fiir dieses
additive magische Zahlquadrat die Summe
der in den Feldern einer Diagonale stehenden
Zahlen gleich 0 sein muB, stehen in den beiden
anderen Eckfeldern die zu x und y entgegen-
gesetzten Zahlen —x und —y (Bild 9).

Da auch die Summe der in den Feldern der
ersten Zeile stehenden Zahlen gleich 0 sein
muB, muB im mittleren Feld der ersten Zeile
die ganze Zahl —x—y stehen. In analoger
Weise sind auch die in die noch leeren Felder
einzusetzenden ganzen Zahlen eindeutig be-
stimmt (Bild 10).

Die in entsprechenden Feldern der Bilder 7
und 10 stehenden Zahlen miissen jeweils die
gleichen sein. Aus Bild 10 wird die gesuchte
neue Darstellung des beliebigen additiven

Bild 1 Bild 2 Bild 3 Bild 4 Bild 5 Bild 6 Bild 7 Bild 8
aq b c 5 -5 % 5 a+k|bek |c+k a-elb-e|c-e x y
d | e |f -1 7 6 3| 2 dik|evk| fek d-e|l 0 [r-e 4
g h i 4 -4 -4 gtk |hvk|i+k g-e{h-e|i—e
Bild 9 Bild 10 Bild 11 Bild 12 Bild 13 Biid 14 Bild 15 Bild 16
x y x |x-y| vy ,3: -ﬁ;z ;i; 7 4 -7 2|7 /6‘/ g |1 [
0 vyl 0 |x-y _"f';t °= ,.’,‘ : -1 0 -3 9 _/5’ 1 3|5 |7
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magischen Zahlquadrates des Bildes 1 durch
Riickgingigmachen der vorgenommenen
Normierung erhalten: Wir addieren zu jeder
Zahl des Bildes 10 die Zahl e=z und er-
halten die Darstellung von Bild 11.

Bei beliebiger Wahl der ganzen Zahlen x, y
und z stellt die Konfiguration des Bildes 11
ein additives magisches Zahlquadrat mit
neun Feldern dar. Durch geeignete Wahl der
ganzen Zahlen x, y und z 1dBt sich jedes
additive magische Zahlquadrat mit neun
Feldern in dieser Weise darstellen.
Nunmehr mégen wiederum die Leser die
folgenden Aufgaben selbstindig l6sen:

A5a Setze in die leeren Felder der Bilder
12, 13 und 14 derart ganze Zahlen ein, daB
additive magische Zahlquadrate entstehen!
Wieviel Losungen gibt es in jedem Falle?

A6A Ersetze in den Bildern 2, 3,4 und §
jeweils eine ganze Zahl so durch eine andere,
daB das so entstandene Bild sich jeweils
zu additiven magischen Zahlquadraten er-
ganzen laBt!

Nachdem nunmehr alle magischen Zahl-
quadrate mit neun Feldern ermittelt wor-
den sind, sollen anschlieBend noch Aus-
sagen iiber Mengen M von ganzen Zahlen
mit hochstens neun Elementen gemacht
werden, deren Elemente die Zahlen eines
additiven magischen Zahlquadrates mit neun
Feldern sind. Eine derartige Menge ist z B.
M={1,2,3,4,5,6,7,8,9,)}, denn die fol-
gende Konliguration ist ein additives magi-
sches Zahlquadrat (Bild 15). Durch Spie-
gelung an der markierten Diagonale entsteht
aus diesem additiven magischen Zahlquadrat
das Zahlquadrat des Bildes 16 mit ebenfalls
neun Feldern (Bild 16).

Da bei der ausgefiihrten Spiegelung die Fel-
der einer Zeile auf die Felder einer Spalte,
die einer Spalte auf die einer Zeile und die
Felder einer Diagonale auf die der gleichen
Diagonale abgebildet werden, ist das Bild-
zahlquadrat ebenfalls ein additives magi-
sches Zahlquadrat.

Spiegelungen an einer Diagonale, an der
Mittelsenkrechten einer Quadratseite und
Drehungen mit den Drehwinkeln 90°, 180°,
270° und 360° um den Mittelpunkt eines
Quadrates bilden ein Quadrat auf sich ab.
Diese acht Abbildungen werden als Selbst-
abbildungen eines Quadrates bezeichnet.
Durch eine Selbstabbildung entsteht aus
einem additiven magischen Zahlquadrat wie-
der ein additives magisches Zahlquadrat.
Mittels einer geeigneten Selbstabbildung kén-
nen wir eine fiir das jetzige Vorhaben geeig-
nete Normierung bei additiven magischen
Zahlquadraten vornehmen: Sind a, b, ¢, ...,
h und i ganze Zahlen mit der Eigenschaft,
daB die Konfiguration des Bildes 1 ein
additives magisches Zahlquadrat ist, so folgt
aus den dann giiltigen Gleichungen VII und
ITX die Gleichung a+i=c+g. Die Summen
der gegeniiberliegenden Eckfeldern zuge-
ordneten Zahlen sind einander gleich.

Unter den vier ganzen Zahlen, die den Eck-
feldern eines additiven magischen Zahl-
quadrates zugeordnet sind, gibt es sicher eine,
voriibergehend mit a bezeichnet, die nicht
kleiner als jede der drei anderen ist. Die in
dem Eckfeld, das dem Feld mit der Zahl a
gegeniiberliegt, stehende Zahl sei mit & be-
zeichnet. Die in beiden restlichen Eckfeldern
stehenden Zahlen sollen mit 8 und y be-
zeichnet werden. Dabei kann die Wahl der
Bezeichnung so getroffen werden, daB g2y
gilt. GemiB der getroffenen Auswahl geniigt
a den Ungleichungen a2 $, a=7 und a234.
Wegen a+é=pF+y folgt aus diesen Unglei-
chungen 26 und y=4. Wegen B2y gilt
damit insgesamt :

azfzy24.
Durch eine geeignete Drehung des jetzt
betrachteten additiven magischen Zahlqua-
drates ist zu erreichen, daB das Feld mit der
Zahl a auf das Feld zu liegen kommt, das
im Bilde 11 die Zahl x+z trigt. Das zum
Eckfeld mit der Zahl a benachbarte Eckfeld
mit der Zahl B fillt nach Ausfiithrung obiger
Drehung entweder bereits auf das Feld des
Bildes 11 mit der Zahl y-+z, oder dies ist
durch eine nachtrigliche Spiegelung des
erhaltenen magischen Zahlquadrates an der
Diagonale, auf der das Feld mit der Zahl a
liegt, zu erreichen. Nach der so vorgenom-
menen Normierung gilt fiir das durch das
Bild 11 dargestellte Zahlenquadrat:

x+z2y+z2 —y+z2—-x+z
Diese Ungleichungen sind dquivaliert mit
X X2Zyz-—yz—x
Da aus x=y stets —y= —x folgt und um-
gekehrt, sind gemiB der Normierungsvor-
schrift X die folgenden vier Fille zu unter-
scheiden :

1. Fall: x>y>—y>—x

2. Fall: x=y> —y=—-x
3. Fall: x>y=—-y>—x
4. Fall: x=y=—y=—x

Im ersten Fall haben die Punkte, die den
neun Zahlen der Bilder 11 auf der Zahlen-
geraden zugeordnet sind, die folgende Lage
(Bild 17a, 17b, 17¢):

In diesen Zeichnungen sind Trigerpunkte
mit notwendig gleichen Abstinden zusitz-
lich durch gleichartige MaBpfeile markiert
worden. Im Falle 1;a ist folgender Spezial-
fall enthalten: Alle neun Tragerpunkte sind
dquidistante Punkte; insbesondere konnen
dies die Triagerpunkte der uns bekannten
Zahlen 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 und 9 sein.
Mittels des folgenden aus dem Unterricht
bekannten Satzes ist die Giiltigkeit der in
den Aulgaben 3 und 4 gemachten Aussagen
an den Bildern 17a, 17b, 17¢, 19, 20 und 21
leicht abzulesen:

Satz3: Sind P und Q zwei Punkte der
Zahlengeraden und sind diesen Punkten
die Zahlen p und g zugeordnet, so ist dem
Mittelpunkt M der Strecke PQ das arith-
metische Mittel der Zahlen p und ¢, also

die Zahl m=’% zugeordnet (Bild 18).

m
p n I,  Bildis
P lx) Q

Zu ganzen Zahlen, deren Tragerpunkte auf
der Zahlengeraden eine den Bildern 17a,
17b oder 17c entsprechende Lage haben,
gehort jeweils genau ein normiertes (Siehe
Ungleichungen X!) additives magisches Zah-
quadrat mit neun Feldern. Die durch An-
wenden der acht Selbstabbildungen des
Quadrates auf ein solches normiertes Zahl-
quadrat jeweils entstehenden acht additiven
magischen Zahlquadrate sind jeweils simt-
lich voneinander verschieden; denn in jedem
solchen Zahlquadrat kommen mindestens
sieben voneinander verschiedene Zahlen vor.
In den restlichen drei Fillen haben die den
Zahlen des Bildes 11 auf der Zahlengeraden
zugeordneten Punkte die folgende Lage (Bild
19)

In den letzten drei Fillen sind jeweils hoch-
stens fUnf der neun ganzen Zahlen des
Bildes 11 voneinander verschieden. Zu dem
jeweils gezeichneten Quadrat sind die Sym-
metrieachsen markiert.

a) Zeichnung fiir 0<y <J2—c : 5 i d g e ¢ f a h
I ) SRR T
—X-y+2 | —X+yrZ  -y+Z | ys2 X-y+Z | X+y+2
-X+Z P4 A+Z

b) Zeichnung fiir 0< y=§ : ' g l A ‘

b i d e c a h
! 1 T ] T ' ]
AW KZ K42 z Y+Z  X4Z  X+ysZ
-y+Z X-y+Z

¢) Zeichnung fiir

0<Z< y<x: .
2 b i g d e f c a h
- — 0o o —=»
? —* &t T r
F+Z —x+Z AT 2 X2 A+Z AeysZ
Bild 17 —y+z y+z



2. Fall Bild 19
d
g e a
b i f ¢ h
1 ' ) ]
H-y+2Z T K2 X4Z  IeysZ
-X4Z P4 y+2
X-y+Z
al| b a
d f’ d
glnls
3. Fall t'—'i'—'i
. a
Bild 20 d e f
i g h
) 4?; ]
X-y+Z ¥z X+2
-X+y+Z 2 X=y+Z
-X42 -y+Z X+y+2Z
a | b | e
b [Ye | a
c a \b\
4, Fall g : .
Bild 21 c ‘a|l a|a
d ]
e '\'
f aio|a
g i
h hY
i a ? a,
_— 1

Neun ganze Zahlen, deren zugeordnete
Punkte die den Bildern 19 und 20 (2. und
3. Fall) skizzierte Lage auf der Zahlenge-
raden, lassen sich auf jeweils genau vier
Arten zur Bildung eines additiven magischen
Zahlquadrates verwenden. Unter neunmali-
ger Verwendung der gleichen ganzen Zahi
(4. Fall) 148t sich jeweils genau ein additives

magisches Zahlquadrat bilden.  W. Triger

g q g

1 2 1 2

Spiel o o o o
Enischeidung o//o o o/ o/ o
1 2 k] 7 2 3

Soiel 1 2 1 2

pie. o ° o o
Enlscheidung o )\o/ o o \o/ o
1 2 3 1 2 3

spie 1 2 1 2

pie ° o ° o
Entscheldung  © oo P
1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3
Spiel © ) o ° ° [}
Entscheidung é% o = o o
1 2 3 1 2 3
$oi 1 2 3 1 2 3
piel o’ ° ° 9 [
Enfscheidung é/g/o ) "o
1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3
Sprel 9 2] o o 2 o
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Welche — wie viele
Moglichkeiten
gibt es? Teil 2

cor B

In alpha, Heft 6/71, haben wir einige Aufgaben
16sen gelernt, die die in der Uberschrilt ge-
stellten Fragen enthalten. Zur Wiederholung,
Zusammenfassung und Ergénzung wollen
wir folgende Aufgabe 18sen:

A6A Welche bzw. wie viele Tipmoglich-
keiten gibt es beim VEB FuBballtoto?

Thr wiBt, daB man fiir jedes Spiel drei Ent-
scheidungsméglichkeiten hat: 1 = Sieg der
ersten Mannschaft, 2 = Sieg der zweiten
Mannschaft, 0 = unentschieden. Wir wollen
die Anzahl der Tipméglichkeiten fir 12 Spiele
ermitteln.

Lésungsplan

1. Zwei Mengen: Menge der Spiele, Dreier-
menge (der Entscheidungsmoglichkeiten pro
Spiel).

2. Da fiir jedes Spiel genau eine Entscheidung
zu treffen ist, ist die Menge der Spiele bei den
Zeichnungen oben, die Dreiermenge unten
Zu notieren.

3. a) Striche diirfen einander schneiden.
(Warum?)

b) Zu einem untenstehenden Element diirfen
mehrere Striche fihren. (Warum?)

Die Anzahl der betrachteten Spiele bezeich-
nen wir mit m und setzen hierfiir der Reihe

nach 1, 2, 3, ... ein. Die Anzahl der Entschei-
dungsméglichkeiten pro Spiel betrigt stets
n=3.

m=1. Es gibt 3 Méglichkeiten. (Bild 1)
m=2. Es gibt 9 Méglichkeiten. (Bild 2)
m=1. (Bild 3)

Das sind 9 Méglichkeiten. Jetzt folgen weiter
9 Mboglichkeiten, bei denen der erste Strich
zum zweiten und noch einmal 9 Madglich-
keiten, bei denen der erste Strich zum letzten
untenstehenden Element fihrt Es gibt 27
Moéglichkeiten.

Sicherlich erkennt ihr schon, wie es weiter-
gehen muB. Diese und die folgenden Ergeb-
nisse tragen wir in eine Ubersicht ein.
(s. unten).

Das Ausfiillen der letzten Spalte ist am
schwierigsten. Wir miissen versuchen, die
jeweils in einer Zeile stehenden Zahlen der
ersten beiden Spalten so miteinander in
Beziehung zu bringen, daB wir als Ergebnis
jeweils die in der dritten Spalte stehende
Zahl dieser Zeile erhalten. Dabei beginnen
wir nicht mit der ersten Zeile; diese kénnen
wir zuletzt vervollstindigen. An Stelle von
zwei Faktoren 3 schreiben wir 32, an Stelle
von drei Faktoren 3 schreiben wir 3%, an
Stelle von vier Faktoren 3 schreiben wir 3¢
usw., an Stelle von m Faktoren n schreiben
wir n™. Wir konnen nun z B. 3'2 ausrech-
nen:
312-36.36-33.3%.33.33=27-27-27-27
=729-729=531441

Bei 12 Spielen gibt es also 531441 verschie-
dene Tipmdéglichkeiten. Da wir fir m jede
beliebige (natiirliche) Zahl einsetzen kon-
nen, ist es nun moglich, fir jede beliebige
Anzahl von Spielen die Anzahl der Tip-
moglichkeiten zu errechnen.

Man kann aber auch eine andere Uberlegung
anstellen: Wenn es pro Spiel nur zwei Tip-
moglichkeiten gibt, etwa ,gewonnen“ oder
,nicht gewonnen“, so brauchten wir nur

1 1 1
Spiel ° N n=2 zu setzen und kdnnten im iibrigen
thischeidmg © 0 0 © L o o oo wieoben rechnen
123 123 123
1 2
° o °\° Spiele  Anzahl der Tip- Vermutete
7 2 3 Entscheidungs- moglich- GesetzmaBigkeit
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[=] o o
1 2 3
P 5 1 3 3 3=3 =3!
2 3 9 3-3=3-3 =3
0. (o]
; 2\\‘3’ 3 3 27 9-3=3-3-3 =3
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s 2 3 5 3 243 81-3=3-3-3-3-3=3°
(=] Le] o . .
cl)/o s
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3
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1 2 3
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Eine Liicke kénnen wir allerdings hier noch
nicht schlieBen: In dem Augenblick, in dem
wir an Stelle von Zahlen Variable einsetzen,
in unserer Ubersicht also in der letzten Zeile,
behaupten wir etwas, was wir noch beweisen
miissen. Das werdet ihr erst spiter lernen.
Die Alteren von euch wissen, daB das mit
Hilfe des Beweisverfahrens der vollstindigen
Induktion geschieht Da wir bei der Losung
der hier zu besprechenden Aufgaben diesen
Beweis nicht fithren, formulieren wir in
Ubersichten immer in der ersten Zeile der
_ letzten Spalte ,,vermutete GesetzmiBigkeit".
Eine bei vielen Aufgaben dieser Art vor-
kommende GesetzmiBigkeit wollen wir durch
Aufgabe 7 kennenlernen, die 1965 inder ersten
Stufe der Mathematik-Olympiade fiir Klasse 6
gestellt wurde.
A7a Auf wie viele verschiedenen Weisen
kann man in der unten stehenden Tabelle
die Worter ,Junge Welt“ lesen, ohne dabei
Zeilen oder Spalten zu iiberspringen?

J] UNGE W

UNGE WE

NGE WE L

GEWELT
Da man sich beim Auszihlen der Moglich-
keiten sicherlich verzihlen wird, verfahren
wir wie bei Aufgabe 6: Wir zerlegen diese
Aulgabe in mehrere einfachere Aufgaben.
In der folgenden Ubersicht geben wir jeweils
links die Buchstaben und rechts die Anzahl
der Moglichkeiten an, diese Buchstaben
entsprechend zu lesen.

] 1 J-u 11 1
|
Ut
J-U 11 J-U-N 111
| I
U-N 12 U-N 12
I
N t

Um also ,Jun“ zu lesen, gibt es, als Zeile
bzw. Spalte geschrieben, jeweils eine Mog-
lichkeit, in Quadratordnung zwei Méglich-
keiten. Dieses Verfahren setzen wir fort:

J—U-=N Um festzustellen, wie oft wir
| | | .Jung*in nebenstehender An-
U—-N-G ordnung lesen konnen, brau-
chen wir nur entsprechend den eben gefun-
denen Ergebnissen 1 (JUN) und 2 (JU)

UN

zu addieren. Thr werdet nun in der Lage sein,
folgende Zahlenordnung zu entwickeln:

J-U-N-G-E-W 11 1111
T T I
U-N-G-E-W-E 123456
I R I
N-G-E-W-E-L 13 6101521
I Y A L
G-E-W-E—-L-T 1410203556

Wir kénnen also , Junge Welt“ auf 56 Arten
lesen.

Zwischen den hier angegebenen Zahlen be-
stehen mehrere interessante Beziehungen.
Betrachtet diese Zahlenanordnung genau

und versucht selbst, solche Beziehungen zu
finden!
Wir geben einige an:
1. Die Zahlen in entsprechenden Zeilen und
Spalten stimmen iiberein.
2. In Zeile bzw. Spalte 1 stehen nur Einsen.
3. Jede in einer anderen Zeile bzw. Spalte
befindliche Zahl ist die Summe aus denje-
nigen beiden Zahlen, die unmittelbar davor-
und dariiberstehen.
4. Jede nicht in der ersten Zeile bzw. Spalte
befindliche Zahl ist die Summe derjenigen
Zahlen, die in der Zeile dariiber bzw. in
der Spalte davor bis zu eben dieser Zahl
stehen.
Zum Beispiel gilt 1+3+6+10=20.
Die Losung von Aulgabe 7 kann man noch
schneller durch Multiplikation und Division
bestimmter Zahlen finden, wenn man die
Regel hierfiir kennt. Wir wollen sie uns erar-
beiten:
Zur Erleichterung multiplizieren wir in unse-
rer Zahlenanordnung jede Zahl der dritten
Zeile mit 2, der vierten Zeile mit 6 und erhal-
ten 2, 6, 12, 20, 30, 42 bzw.
6, 24, 60, 120, 210, 336.
Die jetzt in der ersten Zeile stehenden Zahlen
sind die Produkte von jeweils zwei, die in
der zweiten Zeile stehenden Zahlen die
Produkte von jeweils drei aufeinanderfolgen-
den Faktoren. Es zeichnet sich wieder eine
GesetzmiBigkeit ab. Findet ihr sie selbst?
Wir geben sie zur Kontrolle an:
1:2,2-3,3:4,4-5,5-6, 6-7 bzw.
1-2-3,2-3:4,3-4-5,4-5-6,5-67,
6-7-8.
Um nun die Zahlen unserer urspriinglichen
Zahlenanordnung zu erhalten, miissen wir
die Zahlen der ersten Zeile jeweils durch
2=1-2 und die der zweiten Zeile jeweils
durch 6=1-2-3 dividieren. Wir [iihren fol-
gende Symbole ein:

32:1_(3 , gelesen 3 iiber 3,
1-2:3 \3

4:3:2_(4 , gelesen 4 iiber 3 usw.
1-2-3 \3

21 =<2 , gelesen 2 iiber 2,
1-2 2

32 _(3 , gelesen 3 iiber 2 usw.
1-2 2

7 8 9
t 3 , !
Berechnet nun z. B (3), ( 2) (4)

Wir geben die L6sung der letzten Aulgabe an:

(9)=9-8-7-6=126

4/ 1-2-3-4

Um die Rechnung zu vereinfachen, wird man
stets weitestmoglich dividieren, bevor man
multipliziert. Wir werden also den Bruch
immer erst kiirzen.
Wir setzen 1-2-3-4- ...
Fakultat®.
So ist z B. 5!=120.
Um verschiedene Ausdriicke einfacher dar-
stellen zu konnen, setzen wir noch folgendes
fest:

-n=n!, gelesen ,n

O )-s )
-0

In( ) gelesen n iiber m, darl m hochstens
m

gleich n sein; es diirfen hierfiir natiirliche
Zahlen eingesetzt werden. Es gilt also
n-(n=1)-(n=2)-...-[n—(m—1]

[

n\ . . . .
Man nennt ( ) einen Binomialkoeffizien-
m

ten. Unsere im Ergebnis von Aufgabe 7
erhaltene Zahlenanordnung kénnen wir nun
wie folgt darstellen:

©) () ) (o) (o) (o)~
() 6) G () G) G-
() G) G G G G-
() 6) G 6 6) G-

Die Punkte sollen andeuten, daB man diese
Zahlenanordnung nach rechts und nach
8:7-6
1-2-3
=56 1dBt sich sehr schnell ausrechnen.
Wie kann man also nun eine solche Aufgabe
der mehrfachen Lesbarkeit von Wortern
moglichst rasch 16sen?
1. Wir zihlen, mit O beginnend, die Buchsta-
ben und erhalten die obenstehende Zahl
des BinomialkoefTizienten.
2. Wir zihlen, wieder mit 0 beginnend, die
Zeilen der Anordnung und erhalten die unten-
stehende Zahl des BinomialkoefTizienten.
Beispell M A T HE M

A THEMA

THEMAT

HE MATII

EMATI K (Z)=126

unten beliebig fortsetzen kann. <§)=

Es gibt also 126 Moéglichkeiten, ,Mathe-
matik“ in dieser Anordnung zu lesen. Habt
ihr schon folgende Beziehung bemerkt?

6)-G} (-G} (6)-C)

wir vermuten also die Giiltigkeit von

(n)=(")

Nun koénnt ihr auch auf eine sehr einfache
Art die Summe aller natiirlichen Zahlen von
1 bis zu einer beliebigen Zahl n angeben.

3 4
2= =3 1+2+3= =
1+ (2) + (2) 6

1+2+3+4 =(;)=10
6
2)_15 W. Tirke

In Heft 3/72 erscheint der letzte Teil dieses
Beitrags — eine Aufgabensammlung, d. Red.

1+2+3+4+5=(
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Ramanujan —

das mathematische Genie Indiens

Teil 3

Hardy schrieb zum Anfang der Laufbahn Ramanujans
in Cambridgé: »Seine Auffassung vom Wesen eines
mathematischen Beweises war mehr als nebelhaft; er
gelangte zu allen seinen Ergebnissen, sowohl den frii-
hen als auch den spiteren, sowohl den richtigen als
auch den falschen, mit Hilfe einer seltsamen Mischung
intuitiven Erratens, induktiver Uberlegungen und
logischer Erérterungen. ... |, Es war unmdglich, einem
solchen Menschen vorzuschlagen, sich systematisch
die Grundlagen der Mathematik anzueignen. Gleicher-
maBen war es aber auch unmoéglich, Ramanujan mit
dem Glauben durchs Leben gehen zu lassen, daB alle
Wurzeln der Zetafunktion reell sind.“ SchlieBlich
erfolgte die Ausbildung Ramanujans durch Unterhal-
tungen und Seminare. In der Diskussion iiber unge-
16ste Probleme und durch die schopferische Arbeit
nahmen seine Kenntnisse rasch zu. Nach einiger Zeit
kannte er sich in der Funktionentheorie und der analy-
tischen Zahlentheorie recht gut aus. ,,Natiirlich wurde
aus ihm kein Mathematiker der neuen Schule*, schrieb
Hardy, ,,und das war vielleicht gar nicht einmal
schlecht, aber er lernte zu begreifen, wann ein Satz
bewiesen ist und wann nicht, und der Strom seiner
originellen mathematischen Ideen floB weiter ohne
geringste Anzeichen von Erschopfung.*

Der im Herbst 1914 beginnende Krieg behinderte die
weitere Ausbildung Ramanujans. Littlewood, der neben
Hardy ebenfalls mit Ramanujan arbeilete, wurde ein-
berufen, und ein Lehrer, so sagte Hardy, reichte fiir
einen solchen Schiiler nicht aus. Das wissenschaft-
liche Leben in Cambridge und die internationalen Ver-
bindungen erstarben. Nur in der Wohnung Hardys
ging die tagliche Beschiftigung mit Ramanujan wei-
ter.

Ramanujan arbeitete mit groBem Eifer. Alles, was
nicht Analysis oder Zahlentheorie war, lieB ihn véllig
ungeriihrt. Fiir andere exakte Wissenschaften, fiir die
Politik, Philosophie, Literatur und den Sport zeigte
er im Gegensatz zu Hardy nicht das geringste Inter-
esse. In den seltenen Fillen aber, in denen es Hardy
gelang, mit Ramanujan ein Gesprach iiber nicht-
mathematische Themen zu fiithren, fand er in Rama-
nujan einen recht interessanten Gesprachspartner.

34

Hardy beschrieb ihn als einen Menschen, der wie alle
hervorragenden Pers6énlichkeiten seine Besonderhei-
ten hatte, der aber kein ,,6stliches Wunder** war, son-
dern eben ein kluger Mensch und auBerdem noch ein
groBer Mathematiker.

Im Frithjahr 1917 erkrankte Ramanujan und muBte
ins Krankenhaus. Dort wurde er regelmidBig von
Hardy und anderen Cambridger Mathematikern be-
sucht. Den gréBten Teil seines weiteren Aufenthaltes
in England muBte er in Londoner Krankenhiusern
verbringen, wohin er sehr bald iiberfiihrt wurde.
Zunichst schien seine Krankheit nicht besonders
gefihrlich zu sein, aber das feuchte englische Klima,
die Kriegs- und Nachkriegsverhiltnisse, das Mil-
trauen Ramanujans gegeniiber englischen Arzten sowie
das stindige Beharren auf einer fiir ihn ungeeigneten
Diidtkost fiihrten schlieBlich dazu, daB sich seine
Krankheit immer mehr verschlimmerte und in eine
offene Tuberkulose iiberging.

Nach einem langen Kuraufenthalt im Herbst 1918 in
einem Sanatorium an. der Siidwestkiiste Englands
schien sich sein Gesundheitszustand etwas zu verbes-
sern. Mit neuer Energie ging er an die Arbeit. Am
26. November wurde er zum Mitglied der Englischen
Koniglichen Gesellschaft (Englische Akademie der
Wissenschaften) gewihlt, gleichzeitig ernannte man
ihn zum Professor der Universitit Cambridge. Er
war der erste Inder, dem diese Ehren zuteil wurden.
Anfang 1919 hatte sich der Gesundheitszustand Rama-
nujans so weit gebessert, daf die besten Mediziner Eng-
lands glaubten, er sei auBer Gefahr. Er beschlo3, wenig-
stens fiir eine gewisse Zeit nach Madras zuriickzukeh-
ren. Die Universitit Madras hatte ihm ebenfalls eine
Professur angeboten. Offensichtlich war sein Entschlu
ein schicksalsschwerer Fehler, denn in Europa hitte
seine Krankheit moglicherweise vollstindig geheilt
werden kdnnen. Der Wunsch aber, nach der langen
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links: Prof. Dr. Dababhoy Naoroji

Erster indischer Professor fiir Mathematik und Naturphilosophie —
1874 Erster Minister des ehemaligen Fiirstenstaates Baroda — Ver-
treter im NationalkogreB — 1886, 1893 und 1906 sein Président

rechts: 100 Jahre Volkszihlupg in Indien — Die Volkszihlung vom
10. 3. bis 1. 4. 1971 ergab: 546955945 Einwohner, das sind durch-
schnittlich 182 Menschen pro km?.



Trennung die Verwandten und die Heimat wiederzu-
sehen, war zu stark. Nachdem er sich von seinen
Freunden, insbesondere von Hardy, verabschiedet
hatte, begab er sich im Januar 1919 voller Erwartung
nach Indien.

Nach der Abreise Ramanujans wartete Hardy unge-
duldig auf Nachricht. Ramanujan hiillte sich aber fast
ein ganzes Jahr in Schweigen. Anfang 1920 kam dann
der erste und zugleich letzte Brief Ramanujans in
Cambridge an.

In diesem Brief verlor Ramanujan kein Wort iiber sei-
nen Gesundheitszustand, und Hardy nahm an, daB
er zumindest zufriedenstellend sei. In Wirklichkeit
kam Ramanujan am 2. April 1919 sehr geschwicht in
Madras an. Die ermiidende Reise hatte seine Gesund-
heit offenbar endgiiltig zerriittet. Seine Krifte lieBen
rasch nach, aber er wollte sich nicht in drztliche Be-
handlung begeben und arbeitete fieberhaft an seinem
letzten Steckenpferd — simulierenden Tetafunktio-
nen. Im Januar 1920 begab er sich unter dem Druck
seiner Freunde und der Arzte in Madras in Behand-
lung. Es wurde alles fiir ihn getan, was moglich war,
aber vergeblich. Am 26. April 1920 verstarb Ramanu-
Jjan in einem Vorort von Madras.

Seine Arbeit an der Universitit Madras hatte er fak-
tisch nicht antreten kénnen.

Die Nachricht vom Tode Ramanujans kam fiir die
Cambridger Mathematiker vollig unerwartet. Unter
der Leitung von Hardy wurde sehr bald intensiv
begonnen, den wissenschaftlichen NachlaB Ramanu-
Jjans zu erforschen, angefangen von den ersten Ein-
tragungen in seinen Notizbiichern bis zu den simulie-
renden Tetafunktionen. Seine Notizbiicher wurden
von Freunden in Indien handschriftlich abgeschrieben
und nach Cambridge an Prof. G. N. Watson geschickt,
der es iibernahm, sie griindlich zu analysieren. Er war
damit einige Jahre beschiftigt.

Obwohl Hardy finf Jahre lang mit Ramanujan ver-
kehrt hatte, blieben fiir ihn noch viele Fragen offen:
die ersten Ergebnisse Ramanujans; die Wege, iiber die
er zu ihnen gelangte; die Quelle seiner Kenntnisse in
bezug auf einige Fragen, die nicht in dem Buch von
Carr behandelt wurden usw. Spiter bedauerte das
Hardy natiirlich sehr, aber er konnte sich keine Schuld
geben, weil es, wie er sagte, so viele neue und inter-
essante Fragen gab, die unbedingt sofort mit Ramanu-
Jan erdrtert werden mubBten, daB die Riickkehr zu den
alten Aufgaben immer weiter und weiter aufgescho-
ben wurde. AuBerdem hoffte Hardy ja, wieder mit
Ramanujan zusammenzukommen, denn niemand
konnte dessen so baldigen Tod voraussehen. Vieles in
den Arbeiten Ramanujans bleibt also ein historisches
Ritsel.

Ein Jahr nach dem Tode Ramanujans schrieb Hardy :
»,»Man kann sich dariiber streiten, welche Bedeutung

die Arbeiten Ramanujans haben, nach welchen Kri-
terien man ihn als Mathematiker einzuschitzen- hat
und welchen EinfluB er auf die Entwicklung der Ma-
thematik haben wird. Seine Arbeiten sind nicht so
einfach und folgerichtig wie die der groBten Mathe-
matiker; seine Ergebnisse wiren bedeutsamer, wenn

_ sie nicht so ungewdhnlich wiren. Sie heben sich jedoch

durch eine unbestrittene Eigenschaft hervor -— die
tiefgehende und unanfechtbare Originalitdt. Er wire
wahrscheinlich ein groferer Mathematiker geworden,
wenn man ihn in der Jugend ausgebildet hitte. Er
hitte wahrscheinlich mehr und auch Bedeutsameres
entdeckt. Andererseits wire er dann weniger Ramanu-
jan, sondern eher ein europiischer Professor gewe-
sen, und es ist schwer zu sagen, ob das ein Gewinn
oder ein Verlust gewesen wire...““. Die letzten Zeilen
sind ganz offensichtlich in der frischen Erinnerung an
den Tod des Freundes geschrieben worden, dessen
leuchtende Personlichkeit noch vor seinen Augen
stand. 16 Jahre spiter befaBte sich Hardy noch einmal
mit der Einschitzung Ramanujans und schrieb zu dem
eben Zitierten: ,,Alles, was ich damals gesagt habe,
bin ich auch jetzt zu wiederholen bereit, lediglich mit
Ausnahme des letzten Satzes, der nach licherlicher
Sentimentalitit klingt. Die Wissenschaft hat tiberhaupt
nichts davon gewonnen, daB das Kumbakonamer
College den einzigen groBen Gelehrten, den es hatte,
abwies, und der Verlust war unermeBlich. Das Schick-
sal Ramanujans ist das schlimmste mir bekannte Bei-
spiel fiir den Schaden, der durch ein wenig effektives
und zu starres Bildungssystem verursacht werden
kann. Man hitte nicht viel gebraucht, nur jihrlich
60 Pfund Sterling fiir einen Zeitraum von fiinf Jahren,
Verstiandnis fiir Menschen mit wirklichen Kenntnissen
und etwas Vorstellungskraft, und die Welt wire um
einen ihrer groften Mathematiker reicher gewor-
den...".
Zu dem von Hardy Gesagten braucht man nur hinzu-
zufiigen, daB nicht nur das starre und uneffektive Bil-
dungssystem schuld war. Dieses System war ja nur
Folge der allgemeinen Lage Indiens als einer Kolonie,
in der jedwede Entwicklung einer Nationalkultur,
darunter auch die Entwicklung von nationalen wissen-
schaftlichen Kadern, unterdriickt wurde.
Ramanujan war der erste indische Mathematiker, der
weltweite Anerkennung erhielt. Jetzt verfiigt die Repu-
blik Indien iiber bedeutende mathematische Kader,
die Wissenschaft in Indien erfidhrt einen groBen Auf-
schwung. Es ist iiberfliissig zu sagen, daB das Anden-
ken an Ramanujan in den Herzen der indischen Wis-
senschaftler lebt. Sein Name gilt als Symbol der er-
wachten Schopferkraft des indischen Volkes.

V. Lewin

Anekdote iiber Ramanujan siehe Seite 26, d. Red.
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Letzter Einsendetermin: 1. Juni 1972

54882 Wieviel Kilogramm Zinn und wie-
viel Kilogramm Blei sind einzuschmelzen,
um daraus 15 kg Lotzinn herzustellen, wenn
auf zwei Gewichtsteile Zinn drei Gewichts-
teile Blei kommen?

Uwe Szyszka, 2001 Brohm, K. 5

W S5m883 Von der Zeitschrift ,,Mosaik“
sind bisher die Hefte mit den laufenden Num-
mern von 1 bis 157 erschienen. Jemand ist im
Besitz fast aller Helte, ihm fehlt genau ein
Hefi. Dividiert man die Anzahl der im Besitz
des Lesers befindlichen Zeitschriften durch
13, so ist dieser Quotient genau dreimal so
groB wie der Quotient, den man erhilt, wenn
man die durch die laufende Nummer der feh-
lenden Zeitschrift dargestellte Zahl durch 13
dividiert. Welche Nummer der Zeitschrift

fehlt dem Leser? Annegret Kirsten,
August-Bebel-O5 Leuna, Kl. 7¢

W 5=m884 Doris ist Schiilerin einer dritten
Klasse; sie wurde im Alter von sechs Jahren
eingeschult und regelmafig versetzt. Doris
hat zwei jiingere Schwestern, von denen die
eine vier Jahre jiinger als die andere ist.
Addiert man die Zahlen, die das Lebensalter
ihrer Schwestern (in ganzen Zahlen) angeben,
so erhilt man die Zahl des Lebensalters von
Doris. Wie all sind die drei Schwestern?
Waltraud Rohleder, 29 Wittenberge,
Friedrich-Ludwig-Jahn-OS 1, Kl. 8a

finf natirlichen Zahlen
a, b, ¢, d und e gelten die folgenden Unglei-

chungen:
l.a>e, 3.c>e, 5.a>b, 7. c>a,
2.b<c, 4.d<e, 6.b<d, B a>d

Ordne diese Zahlen nach ihrer GroBe; be-
ginne mit der kleinsten! Welche der Unglei-
chungen werden zur Losung der Aulgabe
nicht benotigt?

*5*886 Alle 36 Schiiler einer 5. Klasse
beteiligten sich an der ersten Stufe der dies-
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jahrigen Mathematikolympiade. Jeder hatte
genau vier Aufgaben zu 16sen. Die Korrektur
durch den Mathematiklehrer dieser Klasse
brachte folgendes Ergebnis:

Die Anzahl der Schiiler, die keine Aufgabe
l6sten, war gleich der Anzahl derjenigen, die
alle vier Aufgaben l6sten. Die Anzahl der
Schiiler, die nur eine Aufgabe lésten, war
gleich der Anzahl derjenigen, die drei Auf-
gaben gelost hatten, aber doppelt so groB wie
die Anzahl der Schiiler mit vier gelosten
Aufgaben. Die Anzahl aller von den Schiilern
insgesamt geldsten Aufgaben war dreimal so
groB wie die Anzahl der Schiiler mit genau
zwei gelosten Aufgaben und doppelt so gro
wie die Anzahl aller Teilnehmer. Wieviel
Schiiler haben keine der vier Aufgaben ge-
16st? Wieviel Schiiler l6sten genau eine, ge-
nau zwei, genau drei, alle Aufgaben?

64887 Es ist zu beweisen, daB fiir jeden
Rhombus das Produkt aus den MaBzahlen
der Lingen der Diagonalen gleich dem zwei-
fachen Produkt aus den MaBzahlen der Lin-
gen einer Rhombusseite und ihrer zugehé-
rigen Hohe ist, wenn alle Langen in der glei-
chen MaBeinheit gemessen werden.

Herwig Gratias, EOS Sommerda, Ki. 10

W 6 w888 Durch drei LKW, die jeder 2,7 t
Kies je Fuhre laden, sind insgesamt 54 tKies
zu drei verschiedenen Baustellen zu fahren.
Jeder dieser LKW féhrt fiir genau eine Bau-
stelle. Fiir eine Fuhre bendtigt der erste LKW
12 min, der zweite 20 min und der dritte
30 min. Wieviel Tonnen Kies erhilt jede Bau-
stelle, wenn die Gesamttransportzeiten fiir
jeden LKW gleich groB sind?

Schiiler Ulrich Schwarz,

9401 Hundshiibel, K. 9
W 6 889 Auf die Frage, wieviel Madchen
und wieviel Jungen der 6. Klassen einer Ober-
schule sich regelmiBig am alpha-Wettbewerb
beteiligten, antwortete der Mathematiklehrer

dieser Klassen scherzhaft: ,,Dividiere ich die
Anzahl der genau 61 Wettbewerbsteilnehmer
durch die Anzahl der teilnehmenden Maid-
chen, so erhalte ich 10 als Rest. Dabei ist die
Anzahl der am Wettbewerb regelmifig teil-
nehmenden Jungen mehr als doppelt so groB,
aber weniger als dreimal so groB wie die der
Maidchen.** Ermittle aus diesen Angaben die
Anzahl der am Wettbewerb teilnehmenden
Jungen und die der Midchen!

Karin Vetter, 8256 Weinbéhla, KI. 8

*6* 890 Esistzu beweisen, daB jede Prim-
zahl p, die groBer als 3 ist, bei Division durch
6 entweder des Rest 1 oder den Rest 5 la8t.

Herwig Gratias, EOS Sémmerda, K. 10

*6* 891 Zeichne ein Dreieck ABC, kon-
struiere den Mittelpunkt M der Seite A—B, ver-
binde C mit M und verbinde einen inneren
Punkt P der Strecke CM mit den Punkten A4
und B. Es ist zu beweisen, daB die Flichen-
inhalte der Dreiecke A PCA und A PBC
gleich sind! Sch.

74892 Ermittle alle sechsstelligen natiir-
lichen Zahlen von der Form xy37yx, die
durch 36 teilbar sind!

Elke Mietzsch, Pasewalk, KI. 9

W 7 =893 Es sind alle zweistelligen natiir-
lichen Zahlen anzugeben, deren Quadrat eine
dreistellige Zahl ist, die auf dieselbe Ziffer
endet, mit der die zweistellige Zahl beginnt.

Jiirgen Funke, OS Neubrandenburg, KI. 8

W 7 894 Die Abbildungstellt ein Parallelo-
gramm ABCD dar. Der Mittelpunkt E der
Seite AB wurde mit dem Mittelpunkt F der
Seite AD und mit dem Eckpunkt C, ferner C
mit F verbunden. Der Flacheninhalt des Drei-
ecks ECF ist durch den Flacheninhalt des
Parallelogramms ABCD auszudriicken!
Sch.

*7%895 Fiir welche natiirlichen Zahlen
a>b>0 ist die Ungleichung %>a-b er-
a—

fullt?
Doris Kopitzke, Neustrelitz, Kl. 8

* 7* 896 Der Satz ,.Erginzen sich die ein-
ander gegeniiberliegenden Winkel eines kon-
vexen Vierecks zu 180°, so ist das Viereck ein
Sehnenviereck** ist indirekt zu beweisen!
(Gehe dabei von der Annahme aus, daB sich
die einander gegeniiberliegenden Winkel zu
180° ergiinzen und das Viereck kein Sehnen-
viereck sei, und leite daraus einen Wider-
spruch her!) T.

84897 Zum Bau von Werkhallen, Lager-
riumen, Garagen u. a. werden bei Anwen-



dung der Leichtbauweise hiufig Pur-Al-Plat-
ten benutzt, das sind aluminiumbeschichtete
Platten aus Polyurethan-Hartschaum. Eine
solche Platte von 50 mm Stirke hat eine
Masse von 6,3 kg je 1 m?.

a) Wie gro8 ist die mittlere Dichte (in g-cm ~3)
einer solchen Platte?

b) Wie grof8 ist die Masse einer Platte von
15,40 m Liange, | m Breite und 80 mm Stérke,
wenn die mittlere Dichte ebenso groB wie im
Falle a) ist? L.

W 8a898 Am 16. Februar 1972, seinem
Geburtstag, stellle ein Mathematiker fest,
dafl das an diesemm Tage von ihm erreichte
Alter (in Jahren) mit der Quersumme der
Jahreszahl seines Geburtsjahres iiberein-
stimmt. Wie alt ist dieser Mathematiker am
16. Februar 1972 geworden, und in welchem
Jahre ist er geboren?

Herwig Gratias, EOS Sommerda, 10. Klasse

W 8 w899 Essei ABCD ein Drachenviereck
mit der Symmetrieachse BD, mit der Seite
AD=5 cm und der Diagonale AC=8 cm.
Ferner sei ¥ DAB=90°. .
Es soll die Linge der Diagonale BD be-
rechnet werden.

Herwig Gratias, EOS Sémmerda, 10. Klasse

*8*900 Ein Schiff benétigt fiir die Fahrt
auf einer bestimmten Strecke eines Flusses
stromaufwirts 4 Std., dagegen bei gleicher
Maschinenleistung und gleicher Strémungs-
geschwindigkeit stromabwirts nur 3 Std.
a) In welcher Zeit wiirde dieses Schiff bei
gleicher Maschinenleistung eine gleichlange
Strecke in einem ruhenden Gewisser zuriick-
legen?
b) In welcher Zeit wiirde ein FloB, das strom-
abwirts treibt, eine gleichlange Strecke zu-
riicklegen?

Ullrich Miiller. EOS ..Geschwister Scholl".

Freiberg. 11. Klasse

*8* 901 Es ist zu beweisen, daB fiir jedes
gleichschenklige Trapez gilt:

1. Wenn die Diagonalen eines gleichschenk-
ligen Trapezes aufeinander senkrecht stehen,
so ist seine Mittellinie ebenso lang wie seine
Hoéhe.

2. Wenn die Mittellinie eines gleichschenk-
ligen Trapezes ebenso lang wie seine Hohe
ist, so stehen die Diagonalen dieses Trapezes

aufeinander senkrecht.
StR Lerche, Dresden;

OL Polster, Dresden

94902 Es ist zu beweisen, daB sich das
Quadrat einer jeden natiirlichen Zahl, die
groBer als 2 ist, als Differenz der Quadrate
zweier von Null verschiedener natiirlicher
Zahlen darstellen 14Bt, daB also fiir jede natiir-
liche Zahl n mit n>2 gilt:
P=xt-p,
wobei x und y von Null verschiedene natiir-
liche Zahlen sind.
V. Wassiljew, Schiiler der Klasse 9 A der
Otto-Grotewohl-Schule in Moskau, UdSSR

W 9a903 Es seien f; und f; zwei fiir alle
reellen Zahlen x definierte Funktionen mit
Si(x)=4x*—13 und
f2(x)=5x42. Es sind alle
reellen Zahlen x zu ermitteln, fir die
L1l ) =A1/1()] silt.
Rainer Zerck, Wismar,
EOS ,,Geschwister Scholl*, KI. 10

W 92904 Es sei ABCD ein Rechteck mit
den Seitenlingen BC=a und AB=2a. Ferner
seien E, F, G, H die Mittelpunkte der Seiten
dieses Rechtecks. Dem Rhombus EFGH sei
ein Kreis einbeschrieben (vgl. die Abb.).
Es sind der Radius und der Flicheninhalt
dieses Kreises zu berechnen.

Ingolf Kunath, EOS Meifen, Kl. 11

*9*905 Es sei ABC ein gleichschenkliges
Dreieck, dessen Winkel an der Spitze kleiner
als 60° ist, dessen Basis die Linge a und des-
sen Schenkel die Lange b haben. Ferner seien
EAC und, BDC zwei gleichschenklige Drei-
ecke, deren Basen EA und BD ebenfalls die
Linge a haben und von denen jeweils ein
Schenkel mit den Schenkeln des gleich-
schenkligen Dreiecks ABC zusammenfillt
(vgl. die Abb.).
Es ist die Lange der Strecke ED aus den gege-
benen Langen a und b zu berechnen.
Riidiger Niitzmann, stud. math.
Universitdt Rostock

*9*906 Es ist zu beweisen, daB fiir den
Fliacheninhalt A eines Sehnenvierecks, dessen
Umkreis den Radius r hat, stets

A<27 gilt. Sch.

104907 Jemand schlieBt wie folgt:
,.Da fiir jede reelle Zahl ¢ mit 0<g<1 und
fiir jede von Null verschiedene Zahl n

1) q">q"*! gilt, folgt 1)
lgg">lgg"*!, also (2)
nlgg>(n+1)lgq. 3)

Ich dividiere jetzt auf beiden Seiten durch
lgg+0 und erhalte
n>n+1. 4)
Damit habe ich bewiesen, daB jede natiirliche
Zahl groBer als ihr Nachfolger ist.*
Offenbar ist das falsch. Wo steckt der Fehler
bei dieser SchluBweise?
Technische Universitdt Dresden
Sektion Mathematik

W 108908 Es sei z eine (im dekadischen
Positionssystem) 1972stellige Zahl, deren er-

ste und letzte Grundziffer gleich 1 ist und
deren iibrige Grundziffern simtlich gleich 0
sind:

: 1000001,

1970 Ziffern

Man beweise, daB die Zahl z keine Primzahl
ist.

Gerd Weifienborn, Berlin,

EOS , ,Heinrich Hertz", Klasse 10

W 10m909 Einem Halbkreis mit dem Be-
grenzungsdurchmesser AB seien zwei Halb-
kreise einbeschrieben, deren Begrenzungs-
durchmesser AC und CB auf AB liegen und
die sich in dem Punkt C beriihren (vgl. die
Abb.). Ferner sei im Punkt C auf 4B die
Senkrechte errichtet, die den Halbkreis tiber
AB in dem Punkt D schneidet. Es ist zu ent-
scheiden, ob der Flicheninhalt des in der
Abbildung senkrecht schraffierten Kreises mit
CD als Durchmesser groBer, kleiner oder
gleich dem Flicheninhalt derinder Abbildung
quer schraffierten Figur ist, die durch die
drei Halbkreisbogen liber AB. AC und CB
begrenzt wird.
Erst schitzen, dann rechnen und begriinden!
,Quant*, 1971, Heft 5

*10*910 Es sind. alle von Null verschie-
denen natiirlichen Zahlen anzugeben, deren
Quadrate gleich einem Vielfachen von 864

und die kleiner als 864 sind. L.
*10*911 Es ist zu beweisen, daB fiir alle
Winkel mit 0 <a<45° die Gleichung

. 2tana

sin2a=—— ;- 1

1 +tan’a M
und tan? = l—-cosa erfiillt sind. 2)
2 sina

Marlies Eberlein, Niederfrauendorf,
EOS ,.Gliick auf™, Altenberg, Ki. 12

Achtung — alpha-Wettbewerb

Mit Heft 2/72 endet der alpha-Wettbewerb
des Schuljahres 1971/72. Die Antwortkarten
zum Heft 2/72 werden Anfang der Sommer-
ferien an die Teilnehmer versandt.
Zwischen dem ]. und 10. September 1972
sind alle (richtigen) Antwortkarten geschlos-
sen an die Redaktion, 7027 Leipzig, Postfach
14 einzusenden. Wer zwei Urkunden (oder
mehr) einsendet, dazu die Karten des Jahres
1971/72, erhdlt das Abzeichen in Gold und
sein Name wird in alpha verffentlicht. Bitte
alle Einsendungen (und evtl. Riickantwort-
briefe) richtig frankieren! Geschwister senden
ihre Unterlagen getrennt ein. Red. alpha
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XI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

(5./6. 2. 1972)

Olympiadeklasse 7

1. Ermittle alle Primzahlen p, die gleichzeitig
den folgenden Bedingungen geniigen:

(1) p<100.

(2) p 1aBt sowohl bei Division durch 3 als
auch bei Division durch 5 jeweils den Rest 2.
(3) p 1dBt bei Division durch 4 den Rest 1.

2. In einer Klasse mit 28 Schiilern beteiligen
sich alle Schiiler am auBerunterrichtlichen
Sport, und zwar jeder an mindestens einer
der folgenden vier Sportarten: FuBball,
Leichtathletik, Schwimmen und Turnen, in
jeder dieser Sportarten mindestens 1 Schii-
ler. Kein Schiiler beteiligt sich an einer Sport-
art, die hier nicht auflgezdhlt ist.

Bekannt ist von den Schiilern dieser Klasse:
(1) Jeder Schiiler betreibt hochstens zwei
Sportarten.

(2) Genau 18 Schiiler beteiligen sich an
genau einer Sportart.

(3) Von den Schiilern, die Leichtathletik
betreiben, nimmt genau die Hilfte auch
noch am Turnen teil.

(4) Jeder Schwimmer betreibt zwei Sport-
arten, wobet alle anderen Sportarten in
gleicher Anzahl vertreten sind.

(5) Die Anzahl der Schiiler, die nur turnen,
ist gleich der Anzahl der Schiiler, die nur
FuBball spielen.

(6) Die Menge der Schiiler, die sowohl
turnen als auch FuBball spielen, ist leer.

(7) Die Anzahl der Schiiler, die sowohl
Turnen als auch Leichtathletik betreiben,
ist gleich der Anzahl derjenigen unter den
restlichen Schiilern, die sich ebenfalls an zwei
Sportarten beteiligen.

Ermittle die Anzahlen aller Schiiler dieser
Klasse, die sich an
a) FuBball

b) Leichtathletik
¢) Schwimmen
d) Turnen

beteiligen

3. Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit der
Seitenldnge a. Auf BC liege ein Punkt P,
derart, daB

BP,=P,C gilt, auf CD liege ein Punkt P,
mit P,D=3 CP, und auf DA ein Punkt P,
mit P,A=3 DP,.

Ein Punkt P wandere aufl Seiten des Qua-
drates von P, iiber B und A nach P;.
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Es sei nun A4, der Flicheninhalt des Quadra-
tes ABCD und A, der des Vielecks PP, P,P,.
Ermittle simtliche Lagen von P, fiir die das
Verhiiltnis 4,: A4y

a) am groBten

b) am kleinsten ist!

Berechne das Verhiltnis fiir jeden der beiden
Fille!

Dabei sei auch zugelassen, daB P mit P,
bzw. P, zusammenfillt, [alls hierbei eines
der gesuchten Verhiltnisse auftritt.

4. Fritz erzdhlt: In unserer Klasse gibt es
genau doppelt soviel Mddchen wie Jungen.
Wiren es je 5 Jungen und Méadchen weniger,
dann hitten wir genau dreimal soviel Mad-
chen wie Jungen.

Ermittle die Anzahl aller Middchen und die
aller Jungen dieser Klasse!

5. Beweise den folgenden Satz: Ist P ein
Punkt, der im Innern oder auf dem Rande
eines Quadrates ABCD liegt, so ist die Summe
der Lingen der Verbindungsstrecken von P
mit den vier Eckpunkten A, B, C, D groBer
als die doppelte Linge einer Quadratseite.

6. Konstruiere ein Dreieck AABC aus
c=5cm, h,=4,5 cm, 5,=5,5 cm! Dabei seij ¢
die Linge der Secite AB, h, die Linge der
Hohe des Dreiecks, die aul der Geraden
durch B und C senkrecht steht, und s, die
Linge der Seitenhalbierenden der Seite BC.
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion!

Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke
ein Dreieck eindeutig bestimmt ist!

Olympiadeklasse 8

1. In ein leeres GefiB (ohne AbfluB) mit
einem Fassungsvermégen von 1000 Liter
flossen mit gleichmdBiger Stromungsge-
schwindigkeit zunidchst in jeder Sekunde
genau 30 Liter Wasser und von einem spite-
ren Zeitpunkt ¢ ab in jeder Sekunde genau
15 Liter Wasser. Nach genau 40 s, gemessen
vom Anfang an, war das GefdB gefiillt.
Ermittle, welcher Bruchteil des GefiBinhalts
zum Zeitpunkt ¢ gefiillt war!

2. Von sieben Schiilern soll jeder auf sein
Zeichenblatt vier voneinander verschiedene
Geraden zeichnen. Dabei soll der erste

Schiiler die Geraden so zeichnen, da8 kein
Schnittpunkt, der zweite so, daB genau
1 Schnittpunkt auftritt, der dritte so, daB
genau 2 Schnittpunkte, der vierte so, daf
genau 3 Schnittpunkte, der fiinfte so, daB
genau vier Schnittpunkte, der sechste so, daB
genau 5 Schnittpunkte, und der siebente
Schiiler so, daB genau 6 Schnittpunkte auf-
treten. Auch Schnittpunkte, die auBerhalb
des Zeichenblattes liegen. werden hierbei
mitgezahlt.

Nach einer gewissen Zeit behaupten der
zweile, der dritte und der sechste Schiiler,
daB ihre Aufgabe nicht 16sbar sei.

Stelle fest, wer von den drei Schiilern recht
und wer nicht recht hat, und beweise deine
Feststellung!

3. Ermittle alle reellen Zahlen x, fiir die ein
gleichschenkliges Dreieck AABC mit den
Seitenldngen

a=—-5x+12 b=3x+20 c=4x+16
existiert! (Uberlege, welche Bedingungen a,
b und ¢ dabei erfillen miissen!)

4. Beweise, daB fiir je zwei rationale Zahlen
a>2, b>2 das Produkt ab groBer als die
Summe a+b ist!

5. Gisela stellt auf einem Pioniernachmittag
folgende Aufgabe: ,,Wenn ich aus diesem
GeldB mit Niissen an fiinl von euch dem
ersten die Hilfte und eine halbe NuB und
dann dem zweiten, dem dritten usw. nach-
einander jeweils die Hilfte der noch vorhan-
denen Niisse und eine halbe dazu gebe, dann
habe ich alle verbraucht.

Wie grof ist die Anzahl der Niisse, die das
GefiB enthielt?

Wie groB ist fur jeden der finf Pioniere die
Anzahl der Niisse, die er erhalten wiirde?

6. Einem Rechteck ABCD mit den Seiten-
lingen AB=a und lf:b, a>b, sei ein
Parallelogramm EFGH so einbeschrieben,
daB die Seiten DA und BC des Rechtecks
von Eckpunkten des Parallelogramms im
Verhiltnis 2:3 oder 3:2, die Seiten AB und
CD im Verhiltnis 3:4 oder 4:3 geteilt werden
und E aufl 4B, F auf BC, G auf CD, H aul DA
liegen.

Stelle fest, ob dies auf eine oder mehrere
Weisen moglich ist! Ermittle in jedem der
moglichen Fille das Verhiltnis der Flichen-
inhalte von Rechteck und Parallelogramm
zueinander!

Olympiadeklasse 9

1. Giinter erzdhlt: ,Die sechsstellige Tele-
fonnummer unserer Schule merke ich mir
folgendermaBen: Ich schreibe unsere zwei-
stellige Hausnummer hin. Dahinter schreibe
ich die Quersumme der Hausnummer und
fiige nun jeweils die Summe aus den letzten
beiden hingeschriebenen Zahlen an, bis sechs
Ziffern dastehen.

Ubrigens kommt in der Telefonnummer



unserer Schule keine Eins vor, und unsere
Hausnummer ist eine durch 3 teilbare Zahl."
Wie lautet Giinters Hausnummer und wie
die Telefonnummer seiner Schule?

2. In die nebenstehende Figur (Bild A 9; 2)
sollen neun aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen so eingetragen werden, daB in jedem
Feld genau eine steht und die drei ,,Zeilen-
summen®, die drei ,Spaltensummen* und
die zwei ,Diagonalsummen“ simtlich ein-
ander gleich sind (magisches Quadrat).

Beweisen Sie, daB eine derartige Belegung
genau dann méglich ist, wenn in dem schral-
fierten Feld die finfte der der GroBe nach
geordneten Zahlen steht!

3. Beweisen Sieden folgenden Satz: Verhalten
sich die Seitenldngen eines Dreiecks AABC
wie \/3:/2:1, dann stehen zwei Seitenhal-
bierende dieses Dreiecks senkrecht aufein-
ander.

4. In einem Rechteck ABCD mit AB=CD
=a und BC=DA=b (a>b) schneide die
Halbierende des Winkels ¥« BAD die Seite
CD in §,. Weiter sei S, der Mittelpunkt von
AB.

Ermitteln Sie das Verhdltnis a:b der Seiten-
ldngen eines solchen Rechtecks, bei dem
dic Halbierende des Winkels & AS,C die
Seite CD in S, schneidet!

5. Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen.
Beweisen Sie, daB dann

i 2<1+1—1)gm!
a b ¢

4,248
bc ac ab

Geben Sie alle Fille an, in denen Gleichheit
eintritt!

6. Ermitteln Sie alle geordneten Paare (x; y)
ganzer Zahlen x, y, die Losungen der folgen-

den Gleichung sind:
2x2—2xy—5x—y+19=0.

Olympiadeklasse 10

1. Ermitteln Sie alle geordneten Paare (a; b)
reeller Zahlen a, b mit a+0, b#+0, fir die
folgendes gilt:

(1) Die Summe der beiden Zahlen ist 6.

(2) Die Summe der Reziproken beider Zah-
len ist ebenfalls 6.

2. Ermitteln Sie alle geordneten Paare (x; y)
jeweils zweistelliger natiirlicher Zahlen x und
y mit x> y, fiir die folgendes gilt:

(1) Schreibt man die Ziffern der Zahl x in
umgekehrter Reihenfolge, so erhilt man die
Zahl y.

(2) Schreibt man die Ziffern der Zahl x? in
umgekehrter Reihenfolge, so erhilt man die
Zahl y2.

3. Gegeben sei die Kathetenldnge BC=a
eines rechtwinkligen Dreiecks AABC mit
dem rechten Winkel bei C, fiir das
AC:BC=2:1 gilt.

Die Halbierende des rechten Winkels < ACB
schneide den Umkreis des Dreiecks aufler in
C noch in D.

Man berechne die Linge der Sehne CD als
Funktion von a.

Hinweis: Nach einem bekannten Satz der
ebenen Geometrie teilt im Dreieck die Win-
kelhalbierende die gegeniiberliegende Seite
im Verhiltnis der anliegenden Seiten.

4. Ein gerader Kreiskegelkérper mit dem
Radius R=6 und -der Héhenldnge h sei so
zylindrisch durchbohrt, daB die Achse des
Kegels mit der des Bohrloches zusammen-
fillt Wie groB muB der Radius r (R, h, r in
Zentimeter gemessen) des Bohrlochs gewihlt
werden, wenn das Volumen des Restkérpers
halb so groB sein soll wie das des Kegel-
korpers?

5. Eine Funktion f(x), die fiic alle reellen
Zahlen x definiert sei, sei periodisch mit
der Periode p, d. h. fiir alle reellen x gelte
f(x+p)=f(x), wobei p die kleinste positive
Zahl sei, fiir die das gilt. Welche kleinste
positive Periode hat dann die Funktion

a) F(X)=%f () b) G(x)= f@)?

6. Konstruieren Sie ein Dreieck A ABC aus
a—b=3cm, a=70° und §=50°!

Dabei seien a die Linge der Seite BC, b die
der Seite AC, a die GroBe des Winkels
¥ BAC und 8 die des Winkels ¥ ABC.
Beschreiben, begriinden und diskutieren Sie
lhre Konstruktion!

Pierre-Louis Curien (links), Autor unseres
Beitrags auf Seite 28 mit seinem Mann-
schaftskameraden Hervé Pépin.

Olympiadeklasse 11/12

1. Gegeben seien in einer Ebene zwei sich
schneidende Geraden g und h. Die GroBe
des einen ihrer vier Schnittwinkel sei a <90°.
a) Es ist zu beweisen: Zwei nacheinander
ausgefiihrte Spiegelungen der Ebene, erst
an g, dann an h, lassen sich stets durch eine
Drehung der Ebene ersetzen (d. h. sie sind
einer Drehung der Ebene dquivalent); deren
Drehpunkt und Drehwinkel sind zu ermit-
teln.

b) Es ist festzustellen, ob sich dieselbe Dre-
hung wie in a) ergibt, wenn man erst an h
und dann an g spiegelt.

2. Man beweise, daB die Gleichung
(1) 4+6"=9"
keine rationalen Losungen besitzt.

3. 21 leere Felder, die in Form eines Recht-
ecks von 3 Zeilen und 7 Spalten wie in Bild
11/12; 3 angeordnet sind, sollen so mit
den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 belegt werden,
daB jedes Feld mit genau einer der angege-
benen Zahlen belegt wird und dabei insge-
samt jede dieser Zahlen dreimal vorkommt.
Dabei sollen die drei Zahlen jeder Spalte
paarweise voneinander verschieden sein, und
von den sechs Zahlen in je zwei Spalten diir-
fen hochstens zwei iibereinstimmen.

Man gebe eine Belegung der gelorderten
Art an und begriinde, wie sich eine derartige
Belegung finden lidBt.

4.a) Es seien ap=—4 und a, =2 die ersten
beiden Glieder einer unendlichen Folge {a,}.
Ferner sei a, fiir jede natiirliche Zahl n>2
das arithmetische Mittel der beiden vorher-
gehenden Glieder.

(Fortsetzung siehe S. 47)
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In freien Stunden Hlphﬂ heiter

Hexa — Hexa — Flexagon

Macht mit! Wir konstruieren ein sehr merkwiirdiges
Gebilde, das Euch viel Freude bereiten wird.

Einen Streifen aus 18 gleichseitigen Dreiecken (Bild 1)
falten wir um die eingezeichneten Achsen immer in
gleicher Richtung. Damit erhalten wir einen Streifen,
bei dem jeweils zwei Dreiecke iibereinanderliegen. Wir
falten weiter entsprechend den folgenden Abbildun-
gen (Bild 2 bis 5). Zum AbschluB.kleben wir den Falz
auf die vorher markierte Fliche und erhalten unser
,,Hexa — Hexa — Flexagon®.

[ L L

Bild 1 ‘—./ >~
4

Setzt man dieses Verfahren fort, erhdlt man 6 verschie-
dene Flichen, 9 verschiedene Kombinationen zwi-
schen Vorder- und Riickseite und dann noch verschie-
dene Anordnungen der Dreiecke bei jeder Fliche.

Mathematikfachlehrer U. Sonnemann,
OS Blievenstorf, Krs. Ludwigslust

C BF E : L 5
Form 2 /X a
T ;/\.\
\ /
Form 1 / \ A
AG D F C'H

/ / / /

Welche merkwiirdigen Eigenschaften hat dieses Ge-
bilde? Kennzeichnet alle sichtbaren Flichen und ver-
sucht, das Hexa — Hexa — Flexagon so zu falten,
daB ungekennzeichnete Flichen zum Vorschein kom-
men! Wie dndert sich dabei die Anordnung der ein-
zelnen Dreiecke?

Hinweis : ,,Ungekennzeichnete* Flichen des Hexa —
Hexa — Flexagons erhdlt man folgendermaBen:
Wir falten das Flexagon einmal. Das Dreieck 4BC
halten wir fest, heben die Ecke F des Rhombus GDEF
an und bringen das Gebilde in die Form 2. Dieses Ge-
bilde klappen wir um die Seite CF auf die Riickseite
und erhalten Form 3. Das Dreieck FFGH halten wir
wieder fest, heben die Ecke I des Rhombus /CLH an
und bringen das Gebilde in die Form 4. Nun falten
wir das Gebilde wieder auf in seine sechseckige Form
und erhalten eine ,,ungekennzeichnete — neue*
Fléche.
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9 Punkte, 8 Geraden

Die Figur zeigt 9 Punkte und 8 Geraden, von denen
jede durch 3 dieser Punkte geht. Finde durch Ver-
legung von zwei Punkten eine Anordnung von 9 Punk-
ten, so daBl 10 Geraden gezeichnet werden kdnnen,
von denen jede durch drei dieser Punkte geht!

Postkartengeometrie

Wie kann man ohne Zirkel, ohne Lineal — ja sogar
ohne Bleistift — mit Hilfe einer Postkarte in der Figur
die Seiten eines dem Quadrat 4ABCD flichengleichen

Rechtecks finden? Ing. E. Schmidt, Potsdam
Aus: Schiileralmanach der Mathematik
(G. M. Skobelew, W. P. Berman, Kiew)

Welche Zahl ist das?

Mathematik hilft zeichnen
Zeichne die folgenden Funktionen
Der Traktor

Funktionsgleichung Definitionsbereich
1
=—4 SSy£8-
X M)
x=-—6 1=y=<5
y= 8 1£xZ5
ly=3] = 1 -5<x<0
ly—6] = 1 2<x=<4 Hau ab!
x—3] = 2 1sy<8
[x=3| = 1 S5sy<7
- un2yn - 8 %
[x+2z|= 22 2<y<4
2 2
lyl=—|x|+6 —1=y=<1
Bei den folgenden Zeichnungen suche der Leser die haben ja
Funktionsgleichungen und Definitionsbereiche selbst. getrunken
y4 Kosmonautendenkmal
. 9
12
12 Aus: Fiir Dich 30/71 ( Reiner Schwalme)
P Das
kommt nur
vom vielen
’ | e
2 grofie N 1




I\

daB 64—8- x>32?

A3 a Fir welche gerade Zahl x gilt,

A6A Monika sagt: ,,Mein Vater ist
42 Jahre alt. Mein Vater ist zwei Jahre dlter
als meine Mutter. Meine Mutter ist doppelt

aufgepaﬂt a4a  Gleiche Buchstaben bedeuten glei- g4 alt wie mein Bruder und ich. Ich bin zwei
ht che Zahlen. Rechne! Jahre jiinger als mein Bruder. Wie alt sind
nac“gedac 5720—p=4500 Uwe, sein Bruder und seine Mutter?
. p+r=3900
emacht tr=
mltg r:20=2 A7a German Titow war ungeféhr 25 Stun-

Speziell
fiir Klasse 5/6

AS54A Berechne!
a b c

1000—r—p—5966=2

den und 30 Minuten im Weltall. Eine Erd-
umkreisung dauerte bei ihm 90 Minuten.
Wievielmal umkreiste Titow die Erde?

A8A Jeder von vier Briidern einer Familie

Ala Addierst du zum Zehnfachen von x

a10 b+3800

sagt: ,,Ich habe 2 Schwestern.* Wieviel Kin-

die Zahl 830, so erhiltst du 1000. Wie heiBt 7
die Zahl x? 12

A24 (a+b)ic=x;a=5432;b=589;c=3. 270

ctd der gehdren zur Familie?

30000 L9, Bestimme die Zahlen, die du fiir die
50000 Variablen einsetzen kannst, so daB

50000

a) 9y<50 und 9y>25,

Wie grof ist x?

b) 9z+25<60 und z gerade!

Arbeitsblatt Geometrie (Klasse 6)

Ala Konstruiere den Punkt P, der die beiden Be-
dingungen erfiillt:

1. Er liegt auf MN.

2. Sein Abstand von A4 ist 3,5 cm

AX N
/

A2aA Zeichne die Parallelen zu g durch C und durch
D! MiB die Abstinde zwischen

a)Cund D b)Cundg c)den beiden konstruier-
ten Paralielen!
a) ... mm

g X C

b)...mm ¢)... mm

D x

A4a Konstruiere

S <Z a)a+p
AS 3‘\

A3a Konstruiere eine Strecke, die den Abstand
zwischen g, und g, darstellt und miB deren Linge a!

a=...mm 94
/9'4” gz
/ ga

) 3a—p

b) f—a

,__——————“‘53'\

A5a Bilde die Umkehrung des Satzes und unter-
suche den Wahrheitsgehalt des Satzes sowie den seiner
Umkehrung!

Streiche Nichtzutreffendes!
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Satz: ,,Wenn zwei Winkel gleich groB sind, so sind
sie Scheitelwinkel.“ w f
Umkehrung: ,Wenn .



Losungen

Losung zu: Zwei Kryptogramme (Heft 1/72,
Seite 20), Aufgabe b

b) In der Multiplikationsaufgabe
i‘4 . 18#
*ilis
5%*2
t#lls
¢8i4=lll
bezeichnen wir wieder den ersten Faktor mit
x, den zweiten Faktor mit y und das Produkt
mit z.
Dann gilt wie im Falle a)
634<x<744
und y=282, 287, 782 oder 787.
In dieser Aufgabe kann aber die zweite Zif-
fer in der 2. Zeile nur gleich 1, 2 oder 3 sein.
Wir untersuchen wieder die €inzelnen Fiille:

(1)

1l.y=282
Wegen (1) gilt 1268 <2x <1488, )
also steht in der letzten Zeile an der 1. Stelle
eine 1.
Wir erhalten daher

180408 <z < 189498,

V4
also wegen x =~
y

180408 189498
—=<x=

282 T T 282 ,

210 276

Daher kann x nur gleich 644, 654 oder 664
sein. Wir erhalten fir z
181 608, 184 428 oder 187248.
Nur fiir z=184428 und x = 654 ist die Bedin-
gung erfiillt, daB an der 4. Stelle von z die

Ziffer 4 steht.
Wir erhalten daher die Liosung:
654-282 »
1308
5232
1308
184428

2. y=287

Wir erhalten wie im Fall 1 fiir x eine der Zah-
len 644, 654 oder 664, also fiir z

184 828, 187698 oder 190 568.

Hier steht an der 4. Stelle von z niemals die
Ziffer 4, so daB dieser Fall ausscheidet.

3. y=782
Wegen (1) gilt 4438 <7x <5208.

Da an der 2. Stelle von 7x nur die Ziffern 1, 2
oder 3 stehen kdnnen, gilt
5108 <7x <5208,

729;§x§ 744,

x kann also nur eine der Zahlen 734 oder 744
sein. Wir erhalten fiir z

573988 oder 581808.

Da hier in keinem Falle an der 4. Stelle von z
die Zifler 4 steht, erhalten wir keine weitere
Losung.

4. y="187

Auch hier kann wie im Fall 3 x nur gleich
734 oder 744 sein. Wir erhalten fiir z

577658 oder 585 528. ]

Da auch hier in keinem Falle an der 4. Stelle
von z die Ziffer 4 steht, erhalten wir keine
weitere Lésung,

Die gestellte Aufgabe hat also nur die unter
Ziffer 1 angegebene L&sung.

Lésungen zu: aufgepafit - nachgedacht - mit-
gemacht (S. 42)

Ala x=17; a2A x=2007; a34a x=2;
Ada p=1220;,r=2680;z=134; oS54 73;
730; 4530; 45470; 50000/112; 1120; 4920;
45000; 50000/270; 2700; 6 500; 43 500; 50000
A64A Monika ist 8 Jahre alt. a7a 25:-60
=1500; 1500+30=1530; 1530:90=17;
G. Titow umkreiste die Erde 17mal. 484
Zur Familie gehoren 6 Kinder. 49 4 {3,4,5);
{0, 5}.

Lisung des mathematischen Kreuzwortritsels
(S. 26):

493%227
729 3[4
8 sle|l2 s
g1 s|s[« 7
734777
sl7(s|7W 6|6
7 3|3 8

Im folgenden vereinfachen wir die Schreib-
weise und schreiben z B. a,, statt ,.a waage-
recht®, b, statt b senkrecht* usw. Durch die
jeweiligen Definitionen sind die folgenden
Zahlen bereits eindeutig bestimmt:
a,) Wegen 18=23%2 und 33=3-11 ist das
k.gV. der Zahlen 18 und 33 gleich
2:3211=198.
d,)) Wir erhalten 2(x — 2) + 3(x +23)= 1200,
2x—4 + 3x+69 =1200,
5x=1135,
x= 227.
o,) Das Geburtjahr von GauB ist 1777.
Nun kdnnen wir, von diesen Losungen aus-
gehend, weitere Zahlen bestimmen. Wir be-
ginnen mit
b, Die einzige Primzahl p mit 91<p <99 ist
p=97.
g.) Die einzige natiirliche Zahl 3", die eine
Potenz der Zahl 3 ist, mit 701 £3"<799 ist
die Zahl 36=729,

¢) Von allen natiirlichen Zahlen x mit
821 < x < 829 ist nur die Zahl x=824 durch 8
teilbar.

1) Es gibt genau eine natiirliche Zah! x mit
401 < x <499, die durch 2, 3 und 7, also durch
42, teilbar ist und nicht auf O endet, nimlich
x=462.

hy Da diese natiirliche Zahl durch 5 teilbar
ist, muB sie auf 0 oder 5 enden. Nun darf die
erste Ziffer unter p,, nicht 0 sein. Daher er-
halten wir die Zahl 965.

p.) Wegen 2:198=396<501 und 4-198
=792> 599 erhalten wir die Zahl 3-198 =594,
m,) Da die gesuchte Zahl x mit 291 £ x £299
durch 9 teilbar ist, muB ihre letzte Zifler we-
gen 2+94+7=18 eine 7 sein, daher gilt
x=297.

t,,) Wir erhalten daher hier die Zahl 777.

x,) Der ggT. der Zahlen 198=23%11,
462=23-7-11 und 594 =2-3%11 ist 2:3-11 = 66.
qy) Damit entspricht auch die Zah! 476 der
gestellten Bedingung.

u) Die Quersumme der Zahl unter ¢, ist
gleich 7+74+7=21. Aus 7+6+x=21 folgt
nun x=8. Daher ist die hier gesuchte Zahl
gleich 768.

e,) Fiir die hier gesuchte Primzahl p ilt p>20
und p <25. Daraus folgt p=23.

i,) Aus 305 x <39 lolgt, da die Quersumme
von x gleich 4 ist, x=31.
f) Aus 710 x £ 719 folgt, da die Quersumme
von x gleich 13 ist, x="715.

n,) Die einzige zweistellige Quadratzahl, die
auf die Ziffer 1 endet, ist 81.

k,) Die einzige zweistellige natiirliche Zahl,
die ein Vielfaches von 11 ist und auf die Ziffer
8 endet, ist 88.

v,) Die Quersumme von ¢, ist gleich 4+7+6
=17. Dabher ist die hier gesuchte Zahl gleich
317=51.

v,) Die einzige natiirliche Zahl x mit
5701 £x<5799, die durch 57 teilbar ist, ist
x=5757. ‘

s Die einzige zweistellige natiirliche Zahl,
die auf 5 endet und durch 7 teilbar ist, ist die
Zahl 35.

r,) Damit entspricht auch die Zahl 73 der ge-
stellten Bedingung.

w,) Wir erhalten die Zahl 73,

z,,) Die einzige zweistellige natiirliche Zahl x,
die durch 11 teilbar ist und fiir die 30<x <39
gilt, ist x=33.

Damit haben wir simtliche Zahlen ermittelt
und die folgende Lésung des mathematischen
~Kreuzwortritsels* erhalten:

Losungen zu: Arbeitsblatt Geometrie (siche
Seite 42)
Ala Konstruiere den Punkt P, der die bei-
den Bedingungen -erfiillt:

Ax N

M

1. Er liegt auf MN.
2. Sein Abstand von 4 ist 3,5 cm.
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A2a Zeichne die Parallelen zu g durch C
und durch D!

MiB die Abstinde zwischen a) C und D;
b) C und g; c) den beiden konstruierten
Parallelen!

a) 53 mm b) 19 mm ¢)39 mm
g \xc\
A3A a=32mm; oder parallel zu PQ

und P auf g, Q auf g,
9,

9,9

92

Ad4a Konstruiere!a)a+fb)f—ac)Ia—p

SQAJ\ z

A 5a Bilde die Umkehrung des Satzes und
untersuche den Wahrheitsgehalt des Satzes
sowie den seiner Umkehrung! Streiche Nicht-
zutreffendes!

Satz: ,,Wenn zwei Winkel gleich groB sind, so
sind sie Scheitelwinkel!* w f [
Umkehrung: ,Wenn zwei Winkel Scheitel-
winkel sind, so sind sie gleichgroB. w f w

* 6 * 784 Da nach Voraussetzung die iiber
den vier Seiten des Fiinfecks geézeichneten
Vierecke samtlich Parallelogramme sind, gilt
PA=BF=NE=CG=a. Wie aus der Zeich-
nung ersichtlich wird, gilt ferner h,+h,
=hy+h, Aus Ay =ah;, Ay=ah,. Ay=ah,,

A,=ah, folgt A+ Ay=ah,+ah,
=a(h, +h,) und Ay+A,=ahs+ah,
=alhy+h,) und hieraus wegen h,+h,
=hy+h, schlieBlich A, + 4,=A,+ A,.
" 0 H
|
Ay <
A o
< ¢ s T
N £ Ay <
A <
) A 8 F

747854 Wieaus der Abbildung ersichtlich
ist, gilt [iir den Flicheninhalt des Drachenvier-
ecks
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I

wegen E?=lﬁ und ﬁzlA_C=le gilt
2 2 2
somit DS =%e. Wir erhalten also fiir den

Fldcheninhalt des Drachenvierecks A =%ez.

W 7m786 a) n kann hochstens gleich 99
sein. Dann wiirden (n+ 1)®>=100%, also
1000000 Wiirfe! entstehen, von denen jeder

—n

die Kantenldnge mm=0,01 mm

besitzt.

b) Die so erhaltenen Wiirfel haben zusammen
das Gesamtvolumen V=(100—rn)>mm3. Da
nicht mehr als 50 %, des Volumens des Aus-
gangswiirfels zerspant werden sollen, muB
(100 —n)® 2 500000 sein. Wegen 793 =493039
und 803 = 512000 gilt 100 —n >80 und damit
n=<20.

W 7a787 Aus b)folgt unmittelbar:

Bernd kennt Axel, Dieter und Eberhard. (1)
Aus e) folgt unmittelbar:

Gerda kennt Helga und llona. )
Aus b), ) und (2) folgt:

Helga kennt Axel, Dieter, Eberhard und
Gerda. 3)
Aus a) und (1) folgt, daB Axel Bernd kennt.
Aus e) folgt, daB sich Gerda und Axel nicht
kennen. Wegen a) gilt dann:

Axel kennt Bernd, Helga und lIlona. 4)
Aus b) folgt, daB sich Ilona und Bernd nicht
kennen. Da sich nach (3) Dieter und Helga
kennen, kann wegen c) Ilona mit Dieter nicht
bekannt sein. Unter Beachtung von (2) gilt
deshalb: »

Ilona kennt Axel, Eberhard und Gerda.  (5)
Nach (1) und (3) kennt Dieter sowohl Bernd
wie auch Helga; nach (4) kennen sich Dieter
und Axel nicht. Deshalb gilt wegen c):

Dieter kennt Bernd, Eberhard und Helga. (6)
Aus (1), (6), (3), (5) folgt unter Beachtung von
d): Eberhard kennt Bernd, Dieter, Helga
und Ilona.

* 7 * 788 Es gilt der Satz: Die Verbin-
dungsstrecke zweier Seitenmitten eines Drei-
ecks ist parallel der dritten Seite und halb so
lang wie diese. Verschieben wir das Rechteck
EFGH in Richtung der Geraden AC um die
Verschiebungsweite EM, so fillt der Bild-

punkt E’ des Punktes E mit M und der Bild-
punkt G’ des Punktes G mit C zusammen.
Der Bildpunkt F' des Punktes F ist Mittel-
punkt der Seite BC, der Bildpunkt H' des
Punktes H ist Mittelpunkt der Seite CD. Fiir
den Flicheninhalt des Rechtecks ABCD gilt
A,=E-R, fir den des Rechtecks EFGH

gilt 4 1 AB L B_C=1A . Die Flichen-
2 2 2 4!

inhalte verhalten sich wie 4:1.

*7*789 1. Fall: Beide fahren in ent-
gegengesetzte Richtungen. Es seien v, die
Geschwindigkeit, s, der in 15 s zuriickgelegte
Weg des Fahrers 4 und v, sy die entspre-
chenden Angaben fir Fahrer B. Dann gilt
wegen des physikalischen Gesetzes s=v -t
sa=150,,

300 —s,=15vg.
Durch Addition dieser Gleichungen erhalten
wir 300=15v, + 15vg, also v, +vy=20.
2. Fall: Beide (ahren in die gleiche Richtung.
Es sei sc der vom Fahrer B zuriickgelegte
Weg, bis er vom Fahrer A4 iiberrundet
wurde. Dann gilt

sc=150vg

300 + sc=150v,.
Subtrahieren wir die erste von der zweiten
Gleichung, so erhalten wir 300=150v,
—150vg, also v, —vg=2.
Aus v, +v5=20 und v, —vp=2 erhalten wir
durch Addition 2v,=22 und damit v, =11.
Somit gilt vy=9. Fahrer A fGhrt mit einer
Geschwindigkeit von
Itm-s™'=396km-h~';
Fahrer B hingegen mit der von
9m-s™'=324km-h"",

84790 Voriiberlegung: Es sei ABC das zu
konstruierende Dreieck (vgl. die Abb.). Die-
ses Dreieck kénnen wir nicht unmittelbar
konstruieren, da von ihm zwar zwei Winkel,
jedoch nicht eine Seite gegeben sind. Wir
konnen aber ein Dreieck konstruieren, des-
sen eine Seite die Lange a+ b+ ¢ hat und von
dem zwei Winkel gegeben sind.

Verlingern wir nimlich die Seite AB des
Dreiecks ABC iiber A hinaus bis A’, so daf3
AA’=b ist, und iiber B hinaus bis B', so daB
BB =a ist, so erhalten wir ein Dreieck CA'B’,
dessen Seite A'B=a+b+c ist. Da die Drei-



ecke A'AC und BB'C gleichschenklig sind,
gilt nach dem Satz iiber die AuBenwinkel des
Dreiccks

¥CA'A= e:ACA'=g

und £ BB'C= «):B’CB=§.

DahelﬁBt sich das Dreieck A'B'C aus der
Seite A'B'=a+ b+ c und den beiden anliegen-

den Winkeln.g und g konstruieren.

Konstruktion: Wir konstruieren zunichst die-
ses Dreieck A'B'C. Dann errichten wir aufl
A'C die Mittelsenkrechte, die, weil das Drei-
eck ACA’ gleichschenklig ist, die Seite 4'B’
in A schneidet. Ferner errichten wir auf B'C
die Mittelsenkrechte, die die Seite A'B’ in B
schneidet. Verbinden wir C mit 4 und B, so
haben wir das verlangte Dreieck 4BC kon-
‘struiert. Dieses Dreieck ist durch die gegebe-
nen Stiicke bis auf kongruente Dreiecke ein-
deutig bestimmt, weil das Dreieck A'B'C
eindeutig bestimmt ist und die konstruierten
Mittelsenkrechten jeweils genau einen
Schnittpunkt mit der Seite A'B’ haben.

Bemerkung: Statt der Konstruktion der Mit-
telsenkrechten konnen wir auch an CA' in C

den Winkel g und an CB in C den Winkel
B

= antragen.
2

84791 Da die Anzahl der Diagonalen eines

n(n—3)

konvexen n-Ecks gleich ist, gilt

k- n(n—3)_ n, 1)
2

wobei k eine positive ganze Zahl ist.

Wegen n +0 gilt diese Gleichung genau dann,

wenn

k(n—3)=2,also kn—3k=2,d. h,,

3k+2 2

=T = ®

Da n23 eine natiirliche Zahl ist, ist die
Gleichung (2) und damit auch die Gleichung
(I)nur fiirk=1,alson=>5,und k=2,alson=4,
erfiillt.

Dabher sind die Bedingungen der Aufgabe nur
fiir das Viereck, bei dem die Anzahl der Dia-
gonalen 2 betrigt, und fiir das Fiinfeck, bei
dem die Anzahl der Diagonalen 5 betrigt,
erfiillt.

WE8m 792 Da die Aussage (2) falsch ist,
reist Christine nicht in den Thiiringer Wald
und Stefli nicht in die Sichsische Schweiz
Da die Aussage (1) wahr ist, reist Steffi an
die Ostsee. Fiir Christine verbleibt also nur
das Reiseziel Sichsische Schweiz und fiir
Marion das Reiseziel Thiiringer Wald.

In diesem Falle sind also die Reiseziele

eindeutig bestimmt: Steffi reist an die Ost-
see; Marion reist in den Thiiringer Wald;
Christine reist in die Sichsische Schweiz.
b) Da die Aussage (1) falsch ist, reist Stefli
nicht an die Ostsee. Wiirde nun Stefli in
den Thiiringer Wald reisen, so wire die
Aussage (2) falsch; denn dann kénnte weder
Christine in den Thiiringer Wald noch Steffi
in die Sichsische Schweiz reisen. Nun ist
aber die Aussage (2) wahr; Steflfi kann daher
nur in die Sichsische Schweiz reisen. Fiir
Christine verbleibt nun das Reiseziel Ostsee
oder Thiiringer Wald und entsprechend fiir
Marion Thiiringer Wald bzw. Ostsee; in
beiden Fillen ist nimlich dann die Aussage
(1) falsch und die Aussage (2) wahr, also
sind die Bedingungen der Aufgabe erfiiilt.
Wir erhalten also im Falle b) zwei Maglich-
keiten fiir die Reiseziele:

1. Steffi reist in die Sidchsische Schweiz;
Marion reist in den Thiiringer Wald; Chri-
stine reist an die Ostsee.

2. Stefli reist in die Sidchsische Schweiz;
Marion reist an die Ostsee. Christine reist
in den Thiiringer Wald.

W B8a793a) Es seien x und y die beiden

gedachten natiirlichen Zahlen. Ferner seien a

die Diflerenz dieser Zahlen und b die Difle-

renz der Quadrate dieser Zahlen. Dann gilt
x —y =a, (1)
x2—y2=b. ()]

Aus (2) folgt (x+ y) (x — y)=b, also

wegen x —y=a(x+yla =b,

)

also x +y=‘—lz. Durch

Addition erhalten wir aus (1) und (3)

2x=a+l—7, also x=l<a+l-7).
a 2 a

Ferner erhalten wir aus (1) y=x—a.

Klaus konnte also mit nur vier Rechenope-

rationen die gedachten Zahlen x und y er-

mitteln: Er hat zunidchst b durch a dividiert,

dann zu dem Ergebnis a addiert, dann die

Summe durch 2 dividiert und damit die

erste der gedachten Zahlen, nimlich x, erhal-

ten. Durch die Subtraktion der Zahl a hat

er dann die zweite der gedachten Zahlen,

ndmlich y, erhalten.

b) Ist a=5 und b=105, so erhalten wir

1 b

x=—(a+—>=l(5+2l)=—1--26= 13 und
2 a 2 2

y=x—a=13-5=8.

*8* 794 Es seien z die gesuchte sechsstel-
lige natiirliche Zahl, x die aus den ersten
drei Grundzilfern und y die aus den letzten
drei Grundziffern gebildete Zahl. Dann gilt

z=1000x+y. 1)
Ferner gilt wegen der Bedingung | der Auf-
gabe x+y=999 2)
und wegen der Bedingung 2

6z=1000y+ x. 3)

Durch Addition erhalten wir aus (1) und (3)
7z=1000(x+y)+(x+y) und hieraus wegen
(2) 72=999999, also z=999999:7=142857.

Wir iiberzeugen uns durch die Probe davon,
daB fiir diese Zahl z die beiden Bedingungen
der Aufgabe erfiillt sind; wir erhalten nim-
lich 142+857=999 und 6 142857=857142.
Es gibt also genau eine sechsstellige Zahl,
fir die die Bedingungen der Aufgabe erfiillt
sind, ndmlich die Zahl 142857.

Bemerkung: Die obige Losung beruht aufl
dem Kunstgriff, daB man durch die Addition
der Gleichungen (1) und (3) eine Gleichung
erhilt, aus der wegen x+ y=999 die Zahl z
unmittelbar bestimmt werden kann. Wir
hitten auch den Wert fiir z aus (1) und dann
den Wert [ir y aus (2), nimlich y=999 —x,
in die Gleichung (3) einsetzen kénnen und
dadurch eine Gleichung fiir x erhalten, deren
Losung aber etwas umstindlicher ist.

*8* 795 Aus b=a+1 und c=ab=a(a+1)
folgt
x=a’+b>+c*=a’+(a+1)?+a*(a+1)?
=a’*(a+1)*+2a%*+2a+1
=a’(a+1)®+2a(a+1)+1
=[a(a+1)+1]%.
Die Zahl x=a?+b?+c? ist also gleich dem
Quadrat der natiirlichen Zahl a(a+1)+1,
und diese Zahl ist ungerade, weil die Zahl
a(a+1) als Produkt zweier aufeinanderfol-
gender natiirlicher Zahlen eine gerade Zahl
ist.
Beispiel: Es seien a=7, b=8, c=7-8=56.
Dann ist x=49+64+3136=23249=572.

94796 Es seien M, und M, die Mittel-
punkte, r, und r, die Radien der gegebenen
Kreise, die sich in den Punkten 4 und B
schneiden mogen. Ferner sei D der Schnitt-
punkt der Geraden MM, mit der gemein-
samen Sehne AB dieser Kreise (vgl. die Abb.).

Wir setzen M M,=a, A_D=x, M—1D=y,

also W=a— y. Dann gilt nach dem Satz

des Pythagoras
x*=ri-y?,

(1)

x2=r2—(a—y)?, also 2)
r2—a*+2ay—y*=ri—y*,
2ay=ri-ri+a?,
a+ri—rk
y=—- 12 )
2a

Da die Stiicke a=7cm, ry=4cm, r,=6cm
gegeben sind, konnen wir aus der Gleichung
(3) y und dann aus der Gleichung (1) x be-
rechnen. Wir erhalten
49+16—36 29
=" cm==c¢

x2=(1

’

27 14
6_84_1>cm,=2295

cm?=z11,71 cm?.
196
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Daraus folgt x~ 3,42 cm, also ,ﬁz6,84 cm.
Der gesuchte Abstand der Schnittpunkte
der beiden Kreise betrigt also rd. 6,84 cm.

94797 Es sei S der Schnittpunkt der Dia-
gonalen. Wir bezeichnen die Lingen der
Abschnitte der Diagonalen wie folgt:

AS=e,, SC=e,, BS=f,,5D=f,

Dann gilt nach dem Satz des Pythagoras
at=elifl, b=t e P =cd 1},
d>=f3+el.

Hieraus folgt durch Addition
al+ct=el+fi+ei+f3,
P2+d®=f +ed +f2+e?,

also, ‘da die Summen auf den rechten Seiten

der beiden Gleichungen iibereinstimmen,

a+c?=bh24+d*, w.zbw.

Bemerkung: Diese Gleichung gilt auch dann

noch, wenn das Viereck ABCD nicht kon-

vex ist; jedoch darf es sich nicht um ein

»iberschlagenes Viereck* handeln.

W9m 798 Da der angegebene ,Wenn-So-
Satz* (Implikation) falsch ist, muB die im
»Wenn-Satz“ (Pramisse) gemachte Aussage
wahr sein und gleichzeitig die im ,.So-Satz*
(Konklusion) gemachte Aussage falsch sein.
Henry hat also den Nachnamen Bergmann,
und Uwe hat nicht den Nachnamen Strauch.
Uwe muB demnach den Nachnamen Sabel
haben. Und der dritte Schiiler heiBt Peter
Strauch.

W9 a799 Bezeichnet man die MaBzahlen
der Flicheninhalte (in cm?) der Dreiecke
EBF, DEF, DFC und ADC mit Ay, A;, A3, A,
sowie die MaBzahlen der Lingen der Strecken

AD, DE, CF mit x, y, z, so gilt

24,=15-20, )
. 24,=y-20, (2)
243=z-(15+y), (3)
24,=x(20+2). 4)

Aus (1) und (2) folgt wegen 4,=A,
y-20=15- 20, also y=15. Daher folgt wegen
Ay=A, aus (3) und (1) z-(15+15)=15-20,
also z-30=15-20, d. h., z=10. Endlich folgt
aus (4) x-(20+10)=15-20, also x=10. Die
Strecke AD hat also die Linge 10 cm.

c

z

F

2

A*DY £ 8
*9* 800 Wir ermitteln zunichst die Zen-
surenverteilung in diesem Jahr. Zu diesem
Zweck zerlegen wir das Produkt 192 in
Primfaktoren und erhalten 192=26-3. (1)

Die folgende Tabelle zeigt die sich dann
ergebenden Mdglichkeiten fiir die Zensuren-
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verteilung, wobei dic Anzahl der Einsen
sich daraus ergibt, daB die Summe der
Zensuren 22 betragt.

1. Moglichkeit 2. Moglichkeit

Zen- Anzahl Summe Anzahl Summe

sur der der
Ficher Ficher

1 7 7 7 7

2 6 12 4 8

3 1 3 1 3

4 = = 1 4
14 22 13 22
3. Méglichkeit 4. Moglichkeit

1 7 7 7 7

2 2 4 - -

3 1 3 1 3

4 2 8 3 1
12 22 11 22

Bei der 1. Méglichkeit betréigt der Zensuren-
durchschnitt 22=1,57... <1.6. Die 2, 3. und
14

4. Méglichkeit scheiden aus, weil hier der
Zensurendurchschnitt groBer als 1,6 ist; denn
2>2 >2>1,6.

1 12 13

Damit ist die Zensurenverteilung in diesem
Jahr (1. Mébglichkeit) eindeutig festgelegt:
Klaus erhielt 7 Einsen, 6 Zweien und 1 Drei.
Die Zensurenverteilung im Vorjahr ergibt
sich analog. Wir zerlegen das Produkt 3456
in Primfaktoren und erhalten 3456=27- 33,
Daraus ergibt sich zunichst, daB Klaus im
Vorjahr 3 Dreien gehabt hat. Die Anzahl
der Zweien konnte gleich 7, 5, 3 oder 1 sein
und entsprechend die Anzahl der Vieren
0, 1, 2 oder 3. Dann wire die Anzahl der
Einsen 4, 5, 6 oder 7, weil die Anzahl der
Facher 14 betrug.

Nur im ersten Fall erhalten wir die Zensuren-
summe 4+7-2+3:3=27; in allen anderen
Fillen ist die Zensurensumme groBer. Daher
ist auch die Zensurenverteilung im Vorjahr
eindeutig bestimmt; Klaus erhielt 4 Einsen,
7 Zweien, 3 Dreien und keine Vier.

Bei der obigen Uberlegung wurde die Angabe,
wonach Klaus im Vorjahr 4 Einsen hatte,
nicht benétigt; denn die Anzah! der Einsen
ergab sich bereits aus den iibrigen Daten.

]
Es sei AB=a die Linge der Strecke AB.
Wir zeichnen zunichst um die Punkte A
und B Kreise mit dem Radius a, die sich in
dem Punkt P, schneiden (vgl. die Abb.).
Dann zeichnen wir stets mit dem gleichen

Radius a einen Kreis um P,, der den Kreis
um B in P, schneidet,

einen Kreis um P,, der den Kreis um B in
P, schneidet, einen Kreis um P,, der den
Kreis um P, in P, schneidet, einen Kreis um
P,, der den Kreis um P, in P schneidet,
einen Kreis um P;, der den Kreis um P, in
P¢ schneidet, einen Kreis um Pg, der den
Kreis um P in P, schneidet.

Dabei sollen die Punkte P,, P,, P,, P, auf
derselben Seite der Geraden 4B liegen und
die Punkte P,, P, P, von den Punkten P,,
P,, P, verschieden sein.

Dann liegen die Punkte P,, Ps, P, auf der
Geraden AB, weil die Dreiecke ABP,, P,BP,,
BP,P, usw. gleichseitig sind

Nun zeichnen wir um 4 und P, Kreise mit
dem Radius AP;=P,B=3a, die sich in
dem Punkt Pg schpneiden Dann ist das
Dreieck AP,Pg gleichschenklig, und es gilt
P3Py =/ (30 —(2a) = /5a>=a /5.

Jetzt zeichnen wir um P; mit dem Radius
P3Py =a./5 einen Kreis, der den Kreis um 4
in einem Punkt D schneidet

Dann ist das Dreieck AP,D rechtwinklig
mit der Hypotenuse P,D; denn es gilt wegen
AD=a, AP;=2a, P,D=a /5

AD? + APi=a?+(2a)*=5a>=P,D>.

Daher ist D ein Eckpunkt des gesuchten
Quadrats. Wir erhalten weiter den Eckpunkt
C dieses Quadrats, indem wir um B und D
Kreise mit dem Radius a zeichnén, die sich
in dem von A verschiedenen Punkt C schnei-
den. Damit haben wir die Eckpunkte des
Quadrats ABCD nur mit dem Zirkel kon-
struiert.

W10/12m 802 Das Geburtsjahr des Mathe-

matikers sei 1000+ 100x + 10y + z, wobei x,

y, 2 natiirliche Zahlen mit 8 <x<9, 1<y <9,

1=£2<9 sind; denn der Mathematiker mu8

nach 1800 und vor 1963 geboren sein, und

die den Grundziffern seines Geburtsjahres

entsprechenden natiirlichen Zahlen sind von

Null verschieden, weil ihr Produkt von

Null verschieden ist.

Dann gilt

1-x-y-z=1963—(1000+ 100x+ 10y + 2). (1)

1. Nun sei x=9, also

9yz=63—(10y+z), d. h,

yz=7-100+2 @
9

Also ist 10y + z durch 9 teilbar, und es sind

wegen yz >0 nur die folgenden Fille méglich:

10y+:z 7—M
9

18 5 8
27 4 14
36 3 18
45 2 20
54 1 20
63 0 18

In keinem Falle stimmen die Zahlen in der
2 und 3. Spalte iiberein, ist also die Gleichung
(2) erfiillt. Also ist x+9.



2. Daher kann nur x=8 sein, also

8yz=163—(10y+z),d h.
yz=20_&-;z__3_ (3)

Also ist 10y+2z—3 durch 8 teilbar, und es
sind nur die folgenden Fille méglich:

10y+z IA!O—IOLSZ—3 yz
11 19 1
19 18 9
27 17 14
35 16 15
43 15 12
51 14 5
59 13 45
67 12 42
75 11 35
83 10 24
91 9 9
99 8 81

Nur in der vorletzten Zeile stimmen die Werte
der 2 und 3. Spalte iiberein, ist also die Glei-
chung (3) erfiillt. Daher ist y=9 und z=1.
Der Mathematiker ist also im Jahre 1891
geboren. Wegen 1-8-9-1=72 hatte er im
Jahre 1963 ein Alter von 72 Jahren erreicht.
Wegen 1891+72=1963 ist das tatsichlich
eine Losung der Aufgabe, und zwar, wie oben
gezeigt wurde, die einzige Losung.

W 10/128 803 Der quaderformige Schrank
habe die rechteckige Grundfliche 4,B,C,D,
und die Deckfliche ABCD. Dabei gilt
AoBo=AB =C,Dy=CD =a,

B,Co=BC =DyA,=DA =b,
AygA =BoB=CoC =D,D=h(vgl.dic Abb.).
Wir berechnen zunichst die Lingen der
Flichendiagonalen des Quaders und erhalten
dy=A4,D=DyA=B,C=C,B=/b"+h’
=\/l_,82 +212 m=\/m m, also

2Tm<d, <28 m;
dy=AoB=BoA=CoD=D,C=/a*+h’
=,/0,6 +2.l’m=\/ﬁ m, also
21m<d;<22m;
dy=A4,Co=B,Dy=AC=BD=/a* + b*
=./0,62+182m =Jm m, also
18m<d,;<19m
Ferner stellen wir fest, daB die Grundfliche
(0,6 m- 1.8 m) des Schrankes mit Spielraum
in die Tiir6ffnung (0,8 m - 1,9 m) paBL.
a) Es scheint zuniichst am einfachsten, den
Schrank um die Kante A4,B, zu kippen.
Das ist aber nicht méglich, da dabei die
Kante CD wegen d,>27m>23m=H vor
Vollendung der Kippung an der Decke an-
stoBen wiirde.
b) Wir drehen daher den Schrank um die
Kante Eo? um 90°. Diese Drehung ist aus-
fiihrbar, weil dy3<19m<25m=B. Dann
legen wir den Schrank um die Kante B,C,
um; das ist ausfiihrbar, weild; <22m<23m
=H. Dann kippen wir den Schrank auf, und
zwar um die Kante B,C,; das ist ausfiihrbar,
weil d3<19m<23m=H und a+b<B.
Jetzt kann der Schlirank durch Parallelver-

schiebungen durch die Tiir transportiert
werden.

c) Der Leser priife selbst die dritte Variante:
Umlegen um A,D,, Aufkippen um A4
und Drehung um 90° um m.

c 8
+
of 1 A
| b
Co 8,
/7 a
5, b 4

Fortsetzung von Seite 39

Man zeige, daB die so definierte Folge
{a,} eine geometrische Folge ist, und be-
rechne fiir sie ) a.
n=0

b) Es seien a, und a, die ersten beiden Glie-
der einer Folge {a,}. Ferner sei a, fiir jede
natiirliche Zahl n22 arithmetisches Mittel
der beiden vorhergehenden Glieder. Geben
Sie in Form von Relationen zwischen a,
und g, eine notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir an, daB g, eine geo-
metrische Folge ist!
5. Es ist zu beweisen, daB

1 + 1 > 2
1—sin2x 1-—sin2y 1-—sin(x+y)
fiir alle reellen Zahlenpaare (x, y) mit

M

0<x<” und 0<y<£
4 4 2
erfiillt ist.
Ferner ist eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir anzugeben, daB in (1) unter
der Nebenbedingung (2) Gleichheit eintritt.
Von den folgenden beiden Aufgaben 6.1 und
6.2 ist genau eine auszuwdhlen und zu lésen:

6.1. Eine Menge M von Elementen u, v, w, ...
heiBt eine Gruppe beziiglich einer Operation
A, wenn die folgenden drei Bedingungen
erfiillt sind:

(I) Jedem geordneten Paar (u, v) von Elemen-
ten aus M ist vermobge der Operation A
ein Element w aus I zugeordnet
(man schreibt u,v=w).
(II) Die Operation A ist assoziativ, d. h.,
fiir alle Elemente u, v, w aus Dt gilt:

(U v)ow=u,(v,w).
(IIT) Zu je zwei Elementen u und v aus M
existiert mindestens ein Element x aus M,
so daB u,x=v gilt, und mindestens ein Ele-
ment y aus M, sodaB y u=vgilt.
Es sei nun & die Menge aller geordneten
Paare (a, b) reeller Zahlen a und b, fiir die

‘a’ +b%=1 gilt. Ferner sei in ! eine Operation

A wie folgt definiert:

(a, b),(c,d)=(ac —bd, ad + bc).
Man beweise, daB

R eine Gruppe beziiglich A ist.

6.2 50 weiBe und 50 schwarze Kugeln
sind so in zwei duBerlich nicht unterscheid-

bare Urnen zu verteilen, daB keine Urne leer
bleibt und alle Kugeln verwendet werden
Wie ist die Aufteilung der Kugeln auf die
beiden Urnen vorzunehmen, wenn die Wahr-
scheinlichkeit, beim (blindlings erfolgenden)
einmaligen Wihlen einer der beiden Urnen
und Ziehen einer Kugel aus ihr eine weiBe
Kugel zu ergreifen, so groB wie mdoglich
ausfallen soll?

Hinweise zur Losung:

‘a) In der klassischen Wahrscheinlichkeits-

rechnung wird die Wahrscheinlichkeit p eines
Ereignisses als Quotient aus der Anzahl
g der fir dieses Ereignis ,giinstigen* Fille
und der Gesamtzahl m aller moglichen

Fille definiert, also p= ] gesetzt.
m

b) Somit ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
aus einer Urne, die insgesamt u Kugeln und
darunter w weile enthilt, (blindlings) eine

. . w
weille Kugel zu ziehen, als p=— anzusetzen.
u

¢) Sind zwei Urnen vorhanden, bei denen
die Wahrscheinlichkeiten fiir das Zichen
einer weiBen Kugel p; bzw. p, betragen, so
ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir das
zusammengesetzte Ereignis:

»Auswahl einer der beiden Urnen und ziehen
einer weiBen Kugel aus der gewihlten Urne*
zu:p=ipl+ép2.

Lisungen zu alpha-heiter (2/72)

9 Punkte, 8 Geraden -

Zwei Geraden gehen verloren, vier neue Ge-
raden werden gewonnen.

Postkartengeometrie
80
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7
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Im Januar 1971 weilte Prof. Dr. L. A. Kalouj-
nine besuchsweise in Leipzig. Der Wissen-
schaftler der Universitit Kiew beschiftigt
sich besonders mit moderner abstrakter Al-
gebra und mathematischer Logik und ist in
der DDR seit Jahrzehnten gut bekannt. Wir
wuBten, daB er stets auch ein groBes Interesse
fiir die Fragen der Modernisierung des Ma-
thematikunterrichts und die stete Aktivie-
rung der auBerunterrichtlichen Arbeit zeigt.
Sein Buch ,,Primzahlzerlegung* ist vor kur-
zem in deutscher Sprache erschienen. Er
iiberbrachte alpha die GriiBe des Direktors
der mathematisch-physikalischen Fakuliit
Kiew und des Chefredakteurs des ukraini-
schen Mathematik-Almanachs. Einen Schwer-
punkt des Gesprichs zwischen Prof. Dr. Ka-
loujnine und dem Chefredakteur alpha moch-
ten wir herausgreifen, weil wir glauben, daB
er unsere Leser besonders interessieren wird:

Chefredakteur: In Kiew gibt es eine mathe-
matisch-physikalische Schule. Wie kam es zu
ihrer Griindung?

Prof. Dr. Kaloujnine : Anfang der 60er Jahre
wurde beschlossen, neben normalen allge-
meinbildenden Schulen Spezialschulen fiir
Mathematik zu schaffen, so wie es diese be-
reits auf den Gebieten der bildenden Kunst
und der Musik gab. Es entstanden Internats-
schulen in Moskau, Leningrad, Nowosibirsk,
Charkow und bei uns in Kiew.

In den kleineren Stidten und auf dem Lande
gibt es zahlreiche interessierte und talentierte
Schiiler. Durch Zusammenfassung in sol-
chen Internatsschulen sollen sie die Moglich-
keit erhalten, ihre Fahigkeiten zu erweitern
und zu vertiefen.

Ch.: Wie wird man Schiiler einer solchen
Schule?

Prof. K.: Purch Hinweise unserer Mathe-
matiklehrer, im Rahmen der Mathematik-
olympiaden, durch die Tatigkeit in Arbeits-
gemeinschaften Junger Mathematiker wer-
den uns die talentierten Schiiler bekannt.
Nach der 7. Klasse werden sie zunichst in
einem Sommerlager in Kiew zusammenge-
faBt, das von Wissenschaftlern und erfahre-
nen Mathematiklehrern betreut wird; dort
werden die besten ausgewahlt.

Ch.: Wie sieht der Unterricht an der Internats-
schule aus?
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Prof. K.: Ein groBer Teil der unterrichtenden
Lehrer sind jiingere Krifte unserer Hoch-
schule (Assistenten, Dozenten). Jede der
obengenannten Schulen hat ein groBes Pro-
gramm, das von.dem der normalen Schulen
abweicht. Es wird von den ,Eltern der
Schule, der Universitidt und dem Ministerium
erarbeitet. Der Rektor der Kiewer Univer-
sitit ist fiir die Aufstellung der Pline verant-
wortlich.

Der Schiiler kann sich beim Eintritt in die
Schule fiir die Spezialrichtung Mathematik,
Physik (und in naher Zukunft auch fiir Che-
mie) entscheiden.

Ch.: Uns interessiert natiirlich besonders die
Spezialrichtung Mathematik. Wiirden Sie uns
aus dem dreijdhrigen Programm iiber das
erste Jahr, die Klasse 8, niheres mitteilen?
Prof. K.: In diesem Jahr entstehen Lehr-
biicher fiir diese Spezialschule. Sie wurden
auf Grund langjihriger Erfahrungen zusam-
mengestellt. In dem Lehrbuch ,,Algebra fiir
die 8. Klasse* ist enthalten: Uber die Sprache
der Mengenlehre und Mathematische Logik
(als originelle Wiederholung des Schulstoffes
der 5. bis 7. Klasse); Arithmetik und Poly-
nome, Einfilhrung der reellen Zahlen, usw.
Abschnitte dieses Buches wurden bereits im
Fernsehen vorgefiihrt. Nach Fertigstellung
der Biicher werden diese auch eine Hilfe fiir
Spezialarbeitsgemeinschaften und fiir den
fakultativen Unterricht sein kénnen.

Ch.: Kommt bei dieser Spezialisierung nicht
die Allgemeinbildung zu kurz?

Prof. K.: Unsere Schiiler bewahren sich nicht
nur neben dem Mathematikunterricht durch
Jahresarbeiten, durch weitere Fachkurse und
Olympiaden auBerunterrichtlich im Fach
Mathematik, sondern sie treiben rege Sport,
sind musikalisch interessiert und haben auch
hervorragende Erfolge in anderen Fichern.
Das ist verstindlich, wenn ich darauf hin-
weise, daB wir nur Schiiler aufnehmen, wel-
che in den meisten Fiichern gute bis sehr gute
Leistungen aufweisen.

Ch.: Wir danken Thnen, Herr Professor, fiir
dieses Interview. Wir freuen uns iber die
Bereitschaft, uns die genannten Lehrbicher
zu ibersenden. Wir werden in alpha fiir un-
sere Leser geeignete Ausschnitte daraus ver-
6ffentlichen.

Sie haben eine Aufgabe gestellt (siche
Seite 26), wir stellen das von lhnen ver-
.Offentlichte Buch vor:

L. A. Kaloujnine
Primzahlzerlegung

Kleine Erginzungsreihe zu den Hochschul-
blichern fiir Mathematik,
Band XXIII

Mathematische Schiilerbiicherei, Band 59

Ubersetzung aus dem Russischen

1971, 40 Seiten, Broschur, 2,40 Mark,
Bestellnummer: 5698780

Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheo-
rie, daB jede ganze rationale Zahl bis auf die
Vorzeichen und die Reihenfolge der Fak-
toren in eindeutiger Weise in ein Produkt von
Primzahlen zerlegbar ist, wird bewiesen und
mit Beispielen belegt. Auf Zahlbereiche, in
denen es anders ist, wird eingegangen.

Das Problem der Primzahlzerlegung ist schon
Schiilern der unteren Klassen geldufig; des-
halb eignet sich die Broschiire gut zur auBer-
.unterrichtlichen mathematischen Betitigung
auch schon fiir diese Schiiler.

VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften
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Logik

Der Leser wird sicherlich auch der Meinung
sein, daB jedermann — der Physiker wie der
Dichter, der Traktorist wie der Chemiker —
in der Lage sein muB, folgerichtig zu denken,
beweiskraftig zu urteilen und falsche SchluB-
folgerungen zu widerlegen. Das ist besonders
in unserer Zeit notwendig, die stindig eine
Vielzahl von ungewdhnlichen und erstaun-
lichen Entdeckungen und Erfindungen in den
verschiedenen Bereichen hervorbringt.

Wer sich wirklich in all dieser Vielfalt aus-
kennen, eine eigene Meinung haben und
diese auch verteidigen will, wer aktiv am
Leben teilhaben, forschen, Forschungsvor-
schlage entwickeln will, mit anderen Worten,
wer tatkraftig am Aufbau des Sozialismus
helfen will, der muB logisch denken kdnnen.
Diese Fahigkeit erfordert zu ihrer Weiter-
entwicklung Ubung, ahnlich wie zur Vervoll-
kommnung von Fertigkeiten im Skilaufen
die Teilnahme an Skiwetthimpfen unum-
ganglich ist...

Derjenige, welcher ein wenig die moderne
Logik kennt, wird in der Regel weitaus
schneller mit einer gestellten Aufgabe fertig
sein, als ein Anfinger.

Die moderne formale Logik, die auch mathe-
matische Logik genannt wird, iibt einen stin-
dig steigenden EinfluB auf die Methoden des
Denkens in unserer Zeit aus.

Leseprobe

Einiges aus der Aussagenlogik

1.1. Aussagen

Sachverhalte der Realitit werden in Form
von Aussagen erfaBt. Das kdnnen sowohl
Aussagen aus der Mathematik, der Philo-
sophie oder anderen Wissenschaften als auch
aus der Praxis des taglichen Lebens sein. Um
die hier bendtigten Hilfsmittel aus der Logik
anwenden zu kénnen, betrachten wir nur

solche Aussagen, fiir die es nur zwei eindeutig
bestimmte Maglichkeiten des Wahrheitsge-
haltes gibt, namlich wahr oder falsch zu sein.
Das ist keineswegs bei allen sprachlichen
AuBerungen der Fall, wie folgende Beispiele
zeigen. ’

1. Jede durch 4 teilbare Zahl ist auch durch
2 teilbar.

2. Die Losung einer bestimmten mathemati-
schen Aufgabe ist ein schwieriges Problem.

3. Verhiitet Waldbriande!

4. Ein Kaninchen, falls indessen.

Nur im Fall 1. kann man in eindeutiger Weise
von Wahrheit oder Falschheit sprechen. Hier
handelt es sich um eine wahre Aussage. Da-
gegen ist der Wahrheitsgehalt der Aussage im
Fall 2. nicht eindeutig bestimmt. Er ist nim-
lich von den Kenntnissen und Fihigkeiten
desjenigen abhingig, der an die Lsung der
betreffenden Aufgabe herangeht. Im Fall 3.
ist es sinnlos, iiberhaupt von Wahrheits-
gehalt zu sprechen, denn hier wird kein be-
stimmter Sachverhalt beschrieben, es liegt
also gar keine Aussage vor. Im Fall 4.
schlieBlich handelt es sich um eine sinnlose
Aneinanderreihung von Wortern.

Wir haben uns also hier auf solche Aussagen
beschrinkt, fir die es auBer ,,wahr* und
,falsch* keine weitere Moglichkeiten des
Wahrheitsgehalts gibt. Weiterhin kann eine
solche Aussage auch nur einen dieser beiden
Wahrheitswerte annehmen, da wir natiirlich
den Widerspruch, daB eine Aussage gleich-
zeitig wahr und falsch ist, ausschlieBen miis-
sen.

Die Feststellung, daB einer jeden Aussage
genau einer der beiden Wahrheitswerte
»wahr* bzw. ,falsch* zukommt, bedeutet
jedoch nicht, daB man von einer beliebig
vorgegebenen Aussage unmittelbar sagen
kann, welchen von beiden Wahrheitswerten
sie besitzt. Diese Frage 14Bt sich im allgemei-
nen erst nach einer Beweisfithrung beantwor-
ten. Es gibt Aussagen, fir die das bis heute
noch nicht gelungen ist, so z. B. die folgende
als Goldbachsche Vermutung bekannte ma-
thematische Aussage:

Jede gerade Zahl, die groBer als 2 ist, 14Bt sich
als Summe zweier Primzahlen darstellen.
Beispiel: 4= 2+ 2

6= 3+ 3
8= 5+ 3
30=11+19
100=87+13

Es scheint so, als ob diese Art der Zerlegung
immer moglich wire. Man darf sich jedoch
durch diesen Anschein nicht zu der Uberzeu-
gung verleiten lassen, daB dies wirklich fiir
alle geraden Zahlen gilt. Das 1401 sich hier
wegen der unendlich vielen Fille durch Pro-
bieren nicht beweisen; dazu miissen andere
Beweisverfahren gefunden werden, was bis
heute nicht gelungen ist. Trotzdem kann man
mit Sicherheit sagen, daB die Goldbachsche
Vermutung genau einen der beiden Wahr-
heitswerte besitzt.

1.2. Zusammengesetzte Aussagen

Durch Bindeworter wie ,,und“, ,oder",
»wenn, so“, bzw. durch die Verneinung
,nicht* lassen sich aus einfachen Aussagen
wie ,,Die Spree ist ein FluB* oder ,,2 ist eine
gerade Zahl* zusammengesetzte Aussagen
bilden. So ist z. B. die Aussage ,,Die Sonne
scheint, und der Wind weht* zusammenge-
setzt aus den beiden Einzelaussagen a) ,,Die
Sonne scheint und b) ,,Der Wind weht*.
Die Verbindung der beiden Einzelaussagen
wird durch das Wort ,,und‘ hergestellt. Wir
wollen hier konkrete Aussagen abkiirzend
durch lateinische Buchstaben bezeichnen.

A: Die Sonne scheint.
B: Der Wind weht.

Die Sonne scheint, und der Wind
weht.

Derartige "Zusammensetzungen von Einzel-
aussagen sind wegen ihrer sprachlichen For-
mulierung nicht immer deutlich zu erkennen.
So zeigt sich der Aufbau der Aussage

,, Die Zahl 2 ist eine gerade Primzahl‘

aus zwei anderen Aussagen erst deutlich,
wenn man sie in die Form

,,.Die Zahl 2 ist gerade, und die Zahl 2 ist eine
Primzahl*

bringt.

Mit Hilfe von Bindewdrtern wie den oben-
genannten lassen sich aus vorgegebenen Aus-
sagen neue Aussagen zusammensetzen, die
abgesehen von unwesentlichen Unterschie-
den in der sprachlichen Formulierung, in ein-
deutiger Weise den Teilaussagen zugeordnet
sind.

Wegen dieser Zuordnungen nennt man die
durch die jeweiligen Bindeworter gegebenen
Zusammensetzungen auch Aussagenfunktio-
nen. Diese Aussagenfunktionen werden nun
so festgelegt, daB der Wahrheitswert der zu-
geordneten Aussage nur von den Wahrheits-
werten der in der Zusammensetzung auftre-
tenden Einzelaussagen abhingt und nicht
von ihrem Inhalt, d. h. nicht von dem von
ihnen beschriebenen Sachverhalt. Wie man
den Wahrheitswert der zugeordneten Aussage
aus den Wahrheitswerten der in die Zusam-
mensetzung cingehenden Aussagen bei der
jeweiligen Aussagenfunktion bestimmt, wird
durch die Werttabellen in folgendem Ab-
schnitt festgelegt.

In diesen Tabellen benutzen wir die Buchsta-
ben ,, X", ., Y und ,,Z* als Variable fiir Ein-
zelaussagen. Die Wahrheitswerte werden mit
.1 (wahr) und ,,0* (falsch) bezeichnet.

A und B:

1.3. Die klassischen Aussagenfunktionen

Die Negation. Durch Vorsetzen des Wortes
,.nicht* vor eine beliebige Aussage X erhalten
wir die neue Aussage ,,nicht X*“. Wir nennen
sie die Negation von X und schreiben kiirzer
,,)Z“. Folgende Tabelle gibt an, wie der
Wahrheitswert von X vom Wahrheitswert
von X abhingt.



Die Negation ist eine einstellige Aussagen-
funktion, d. h. sie ordnet einer Aussage eine
andere Aussage zu. Die folgenden Funktio-
nen sind dagegen zweistellige Aussagenfunk-
tionen, d. h. sie ordnen immer einem Paar
von Aussagen eine Aussage zu.

X X
1 0
()} 1

Die Konjmktion. Verbindet man zwei Aus-
sagen X, Y durch das Wort ,,und*, so erhalt
man eine neue Aussage ,,X und Y*, die als
Konjunktion der Aussagen X, Y bezeichnet
wird. Statt ,,X und Y* schreibt man kiirzer
X A Y*. Wie der Wahrheitswert einer Kon-
junktion von den Wahrheitswerten der ver-
kniipften Einzelaussagen abhingt, gibt die
folgende Tabelle an, in der alle mdglichen
Kombinationen der beiden Wahrheitswerte
von X bzw. Y enthalten sind:

X Y XAY
1 1 1
1 0 )}
0 1 0
0 0 0

Diese Festlegung der Wahrheitswerte ent-
spricht gerade dem iblichen Gebrauch des
Bindewortes ,,und*; denn eine mit Hilfe die-

ses Wortes zusammengesetzte Aussage i_st'

wahr, wenn beide Komponenten wahr sind,
und in allen anderen Fillen falsch.

Die Disjunktion. Als Disjunktion bezeichnet
man die Verbindung zweier Aussagen X, Y
mit Hilfe des Bindewortes ,,oder*‘. Statt ,,X
oder Y'* schreibt man kirzer ,,. X v Y*. Wie
die Wahrheitswerte einer Disjunktion von
den Wahrheitswerten ihrer Komponenten
abhingen, zeigt folgende Tabelle:

X Y XvY
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0
Beispiel: -
Aussage A: Esregnet.
Aussage B: Es ist windig.
Aussage AvB: Es regnet, oder es ist

windig.
Nach den Festlegungen in der Tabelle ist hier
Aussage ,,AvB“ nur dann falsch, wenn
sowohl. A als auch B falsch sind. Bei der
durch diese Tabelle festgelegten Aussagen-
funktionen handelt es sich um das soge-
nannte nicht ausschliefende ,,oder, d. h., die
zusammengesetzte  Aussage ist auch dann
wahr, wenn beide Teilaussagen wahr sind.
‘Im alltaglichen Sprachgebrauch wird dage-
gen das Bindewort ,,oder* im allgemeinen im
Sinne von ,,entweder — oder** benutzt ; dabei
ist dann die zusammengesetzte Aussage nur
dann wahr, wenn eine der Teilaussagen wahr

und die andere falsch ist. Im Falle der Wahr-
heit der Gesamtaussage schlieBt also die
Wabhrheit der einen Teilaussage die Wahrheit
der anderen Teilaussage aus.

Die Bezeichnung dieser beiden Aussagen-
funktionen ist nicht einheitlich. Die hier als
Disjunktion bezeichnete Aussagenfunktion
wird oft auch Alternative genannt. Da die
letztere Bezeichnung im taglichen Sprach-
gebrauch gerade fur das ausschlieBende ,,ent-
weder-oder* verwendet wird, haben wir hier
fiir das nicht ausschlieBende ,,oder* die Be-
zecihnung Disjunktion gewihit.

Die Implikation. Werden Aussagen Y und X
zu der Aussage ,,wenn X, so Y* verbunden,
so wird diese als Implikation bezeichnet, man
schreibt kirzer ,, X-Y*. Die Wabhrheits-
werte einer Implikation kann man aus folgen-
der Tabelle ablesen:

X Y X-Y
1 1 1
1 0 0
0 1 |
0 0 1

In einer Implikation ,, X — Y* heiBit X Voraus-
setzung und Y Behauptung. Man sagt auch:
»Aus X folgt Y*. Die in der Tabelle getrof-
fene Festlegung der Wahrheitswerte besagt
dann, daB aus einer wahren Voraussetzung
nur etwas Wahres folgen kann (Zeilen 1 und
2) und daB aus einer falschen Voraussetzung
sowohl etwas Wahres als auch etwas Falsches
folgen kann.

Die Aquivalenz, Haulig tritt die Verbindung
,»X genau dann, wenn Y der beiden Aus-
sagen X und Y auf. Man schreibt kiirzer
»XeY*". Die folgende Tabelle gibt wieder
die Wahrheitsverteilung dieser Aussagen-
funktion an:

.legungen, Euklidischer Algorithmus

X Y XY
1 | H
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Wie man in der Tabelle erkennt, ist diese
Aussagenverbindung wahr, wenn beide Teil-
aussagen den gleichen Wahrheitswert haben.
Sie ist falsch, wenn die Teilaussagen verschie-
dene Wahrheitswerte haben. Aus diesem
Grunde bezeichnet man diese Aussagenfunk-
tion als Aquivalenz.
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