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Teil 1

Millionen auf
der Bleistiftspitze

A.A. Ko sauizep

Im 16. Jahrhundert kannten sich nur wenige
Menschen in der Mathematik aus. Etwas
war den Seefahrern bekannt, noch weniger
den Landvermessern. Das Hauflein Gelehr-
ter, das sich auf die Universitiiten verteilte,
beschaftigte sich mit der reinen Mathematik
und zollte ihrer Anwendung im alltiglichen
Leben keine Aufmerksamkeit . ...

Im August 1966 erérterten mehr als 5000
fiihrende Mathematiker der ganzen Welt
eineinhalb Wochen lang in Moskau die
wichtigsten Fragen der Anwendung der Ma-
thematik. Und das nicht nur in der Technik
und Okonomie, sondern auch in der Medizin,

in der Biologie und sogar in einer von der
Mathematik entfernt scheinenden Wissen-
schaft wie der Sprachwissenschaft. 1967
wurde im Ministerium fir Gesundheitswe-
sen der Sowjetunion cin Rechenzentrum
geschaffen, und in der Akademie der Land-
wirtschaftswissenschaften K. 4. Timirjasew*
begann man mit der Ausbildung von Mathe-
matikern — Kybernetikern fiir die Arbeit
in der Landwirtschaft. Im Herbst 1970 befan-
den sich unter den Gelehrten auf dem Mathe-
matikerkongreB in Nizza (Frankreich) allein
iiber hundert aus der Sowjetunion. Beson-
defs oft ergeben sich im Leben Aufgaben des
Avffindens von optimalen Bedingungen: eines

* Kliment Arkadjewitsch Timirjasew (1843
bis 1920) — russ. Pflanzenphysiologe

Maximums an Nutzeffekt, eines Minimums
an Ausgaben, eines Maximums an Produk-
tion oder Gewinn, eines Minimums an Ar-
beitskriften, Ausriistung, Transportmit-
teln. ...

Als Beispiel betrachten wir zunichst eine
Hausaufgabe.

,,Was meint ihr, wenn wir in diesem Jahr
Erdbeeren anpflanzen wiirden*, fragte Na-
tascha wahrend des Mittagessens.

,»Jaja, die pflanzen wir an, und dann pliin-
dern sie die Jungen nach und nach alle weg*,
widersprach Lena.

,Man miiBlte sie einziunen*, bemerkte der
Vater.
,,» Womit denn? AuBerdem wiirde man immer

I3

noch driiberklettern ...
,»Morgen frag ich im Werk. Ich glaube es
gibt Zaunfelder aus Abfillen*, versprach
der Vater.

Am nichsten Tag stand fest, daB man 36
Meter festen Zaunes bekommen kénnte.
,»Uber den klettert niemand driiber*, sagte
der Vater. ,,Ubrigens, wir konnen eine Par-

2Zm

Bild 1
12m 2m

S=12m-12m =te4m?

A S

zelle langs der Werkmauer nehmen, dann
brauchten wir sie von einer Seite nicht einzu-
zaunen.*

,,Aber, daB die Beete gerade werden*, er-
innerte die Mutter.

,,S0 ..., wenn wir eine quadratische Parzelle

nehmen .... Gib mir mal einen Bleistift,
Natascha. Und die Mutter zeichnete:
(Bild 1).

,Etwas wenig ergibt das, insgesamt nur
144 m?“, sagte Natascha. ,,Wir machen

eine Seite lieber etwas linger, so .. .. (Bild 2)
1¢m
Bild 2
1m j Mm
S=%m-Hm = 15 m?
SARARNNNNNY S\

,»Man kann die Seite noch linger machen*,
erwiderte Lena und nahm den Bleistift
(Bild 3). ,,Seht mal, so wird die Parzelle
groBer, und Erdbeeren werden es mehr.*

16m

Bild 3

0m 10m

5=1%6m-10m =160 m?

N NN\ NSNS N

,,Und die Seite kann man noch groBer ma-
chen*, lichelte spottisch der Vater. ,,Nur
ist es besser nicht zu raten, sondern exakt
die Aufgabe zu formulieren und sie zu 16sen.*
(Bild 4)

(36-2x)m
Bild 4
xm
S= xm-(36-2x)m = m?
N ANNNANN O NN\

Ala Die zur Werksmauer senkrechten
Seiten der Parzelle seien je x Meter lang;
dann ist die zur Werksmauer parallele Seite

26—2x Meter lang, und die Flache S des

eingeschlossenen Rechtecks betragt
S=x - (36—2x) m’.
Wir formen den Ausdruck um, um ein volles
Quadrat herauszuldsen:
S=x-(36—2x)=—2(x*—18x)=
202 -2-9x+9*-9)=
=—2—9)—2(x—9y=
=162-2 - (x—9)*.
Die Fliche der Parzelle ist also gleich der
Differenz zwischen der konstanten GroBe
162 und der veranderlichen GroBe
2-(x—9)>%.
Dafiir, daB die Fliche moglichst groB wird,
muB man von der Zahl 162 méglichst wenig
abziehen. Natiirlich ware es gut, von 162
eine negative Zahl abzuziehen (dann wiirde
die Fliche sogar groBer als 162), nur kann
2 - (x—9)? nie negativ werden. Also, um
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eine moglichst groBe (maximale) Fliche
zu erhalten, muB der Subtrahend Null sein:
2 - (x-9)*=0.

Hieraus folgt sofort x=9, d. h. die Linge
der Parzelle (lings der Werkmauer) miiBte
18 Meter und ihre Breite 9 Meter betragen.
Unter dieser Bedingung wird die Flidche der
rechteckigen Parzelle maximal und betragt
162 m?.

Und jetzt lieber Leser, wirst du zum Direk-
tor der Transportabteilung des Brothandels
in einer kleinen Stadt ernannt. Deine Auf-
gabe - die Lieferung von Brot aus 3 Bicke-
reien in 5 Geschifte zu gewihrleisten. In
Tabelle 1 sind die Produktionskapazititen
der Bickereien und der Bedarf der Geschifte
angegeben (je Tag). Als MaBeinheit haben wir
die Tragfihigkeit eines Brotautos angenom-
men.

Die Ziffern in den Kistchen der Tabelle 1
bedeuten die Transportkosten je Brotauto
(in Mark); so gibt die Ziffer 4 im linken
oberen Kistchen an, daB die Transport-
kosten eines Brotautos aus der Béackerei
B, in das I. Geschift 4 Mark betragen.

Als erstes muB der Transportplan aufge-
stellt werden. Von der Produktion aus der
Biickerei B, gehen in das I. Geschiift 25 Autos,
in das II. — 20 und in das III. - 5. Von der Pro-
duktion B, gehen in das III. Geschift 10
und in das IV. — 30 Autos. SchlieBlich gehen
von der Produktion B in das IV. Geschift
25 und in das V. - die iubrigen 35 Autos.

Der entsprechende Transportplan ist in der
Tabelle 2 angegeben.

Wir fiillten - indem wir diesen Plan aufstell-
ten — eine Tabelle (man nennt sie oft Ma-
trix) aus, und zwar angefangen mit dem
oberen linken Kastchen. Auf einer geogra-
phischen Karte entspricht die obere linke
Ecke der nordwestlichen, deshalb bezeich-
net man solch einen Transportplan als
Nordwestecken-Plan.

Es ist nicht schwer, die tiglichen Gesamt-
transportkosten entsprechend diesem Plan
zu berechnen:
4-25+5-204+2-5+5-104+4-30+7 -
25+4-4=695 (Mark).

Es taucht die Frage auf, ob man das Brot
nicht nach einem anderen Plan billiger aus-
fahren kénnte. Wenn man nun das I. Ge-
schift nicht aus A4, sondern aus B beliefern
wiirde, und entsprechend in das IV. Ge-
schiift 25 Autos aus A4 schickt (Tabelle 3)?
Jetzt betragen die tiglichen Gesamttrans-
portkosten 5-20+2-5+42-254+5-104+4-
3042 - 25+4 - 35=80 (Mark).

Durch cine kleine Anderung des Transport-
planes kénnten wir taglich 175 Mark ein-
sparen. Fiir das ganze Jahr ergibt das mehr
als 50000 Mark Nutzen!

Man koénnte iibrigens noch mehr einsparen.
Tabelle 4 zeigt eine optimale (billigste)
Variante des Transportplanes. Die téglichen
Transportkosten nach diesem Plan betragen
nur 385 Mark - anstatt 695 Mark nach der
ersten Variante. Auf diese Art und Weise

Béckereienund ihre)  Die Geschdffe und ihr Bedarf
Produktions Kapaeitdt 1:25 (220 we15 |7 <55 | v:35
81 50 4 5 2 2 ' 3
8, : 40 |’ d 5 e Tab. 1
Bj © 60 2 5 3 ? [
8, : 50 |‘25{%20|° 5% |’
8 : 40 |° ° %10 (%30 |* Tab. 2
8, : 60 |° 1° |7 [|Tas|'ss
. 4 5 2 2 3
By : 50 20 5|25
8, : %0 |* |f 10 |*30 |? Tab. 3
8, : 60 2,515 3 7 43 5
B, : 50 4 5 2 250 3
8, : 40 [ ¢ |7 |*5|%35]| tava
8, : 60 |%25 %20 |P15 |7 |*
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gelang es nur mit Hilfe eines Bleistiftes die
taglichen Transportkosten um 310 Mark
bzw. um 45% gegeniiber den Anfangsko-
sten zu senken.

Die oben behandelte sogenannte Transport-
aufgabe ist nur eine aus einer ganzen Reihe
von Aufgaben der linearen Programmierung,
deren Ausarbeitung in den letzten Jahrzehn-
ten besonders intensiv betrieben wird. Hier
noch eine Reihe verwandter Aufgaben: die
optimale Auslastung der vorhandenen Pro-
duktionsausriistung, der Plan der Standort-
verteilung von Produktions- und Handels-
einrichtungen, die Landverteilung im Gar-
tenbau .... Viele dieser Aufgaben sind gut
erforscht und in allgemeiner Form ausge-
arbeitet.

In unserem Beispiel hatten wir 3 Backereien
(Produzenten) und 5 Geschifte (Verbrau-
cher). Unsere Tabelle — Matrix — hatte ins-
gesamt 3 -5=15 Kaistchen. Es war nicht
schwer, alle méglichen Varianten des Trans-
portplanes zu berechnen und die effektivste
(optimalste) auszuwihlen. Beim Vorhanden-
sein von 10 Produzenten und einem halben
Hundert Verbraucher wird die Matrix schon
10 - 50 =500 Kastchen enthalten. Die Menge
der méglichen Varianten wird so groB, daB
es unmoglich ist, sie alle zu berechnen. Sogar
mit Hilfe von elektronischen Rechenmaschi-
nen! Es sind jedoch Methoden ausgearbei-
tet worden, die es gestatten, von einem gege-
benen Plan (z. B. Nordweststecken-Plan) zu
einem anderen effektiveren iiberzugehen. So
kann man z. B. mit der Simplex-Methode
Schritt fiir Schritt jeden vorhandenen Plan
so lange verbessern, bis er optimal wird.

A2a Ein Werk kann Gerate zweier ver-
schiedener Typen B und M herstellen. Fiir
jedes Gerit B werden 15 Diodén und 12
Trioden, fir jedes Gerdt M — 2 Dioden und
6 Trioden gebraucht. Eine Uberpriifung
am Priifstand des Geriites B dauert 3 Minu-
ten, des Gerites M — 12 Minuten. Beim Ver-
kauf erhalt das Werk fiir ein Gerit B -9 Mark
Gewinn (nicht gerechnet die Unkosten),
fiir ein Gerat M — 6 Mark. Die Materialien
zur Herstellung der Gerite sind beschriankt;
wihrend jeder Schicht kann das Werk iiber
nicht mehr als 300 Dioden und 306 Trioden
verfiigen, und der Priifstand kann in jeder
Schicht nicht mehr als 6 Stunden (360 Min.)
zuverliissig arbeiten.

Wie viele Geriite 8 und M muB das Werk
herstellen, damit der Gewinn (in einer Schicht)
maximal wird? Die Bedingungen der Auf-
gabe konnen gekiirzt in Form der Tabelle 5*
geschrieben werden.

Lésung: 1. Wir bezeichnen die Menge der
Geriate B und X, und die Menge der Geriite
M mit X,. Nun kann unsere Aufgabe mathe-
matisch folgendermaBen formuliert werden:
es sind zwei unbekannte GroBen X, und X,



zu finden, die folgenden Ungleichungen
geniigen

15-X,+ 2 X, <300 )
12-X,+ 6 X, <306 )
3-X,+12- X, <360 3
Xz 0 “)
X2 0, )

und zwar so, daBdie GréBe 7=9 - X, +6 - X,
einen moglichst groBen Wert annimmt.

Die Bedingungen unserer Aufgabe sind jetzt
in der Form von linearen Ungleichungen
aufgeschrieben. Die Zielfunktion T ist auch
eine lineare Funktion. Deshalb nennt man
solch eine Aufgabe gewdhnlich eine Auf-
gabe der linearen Programmierung.**

II. Da in der Aufgabe nur zwei unbekannte
GréBen X, und X, figurieren, kann man
versuchen, sie graphisch zu lésen: es ist
in der (X,, Y,)-Ebene ein Punkt mit den
nétigen Koordinaten X, und X, zu finden
(anstelle X, und X, schreibt man oft X und
Y).

Wir geben uns ein System von rechtwinkli-
gen Koordinaten mit den Achsen X, und
X, vor. Wegen der Ungleichungen (4) und (5)
sind nur Losungen im ersten Quadranten
moglich (Bild 5). Dann zeichnen wir die
Gerade 15X, +2 X,=300.

o~

Bild 5

ANOANANANNNNNNNNNNAN

E\
X

—
a

Wegen der Ungleichung (1) ist eine Losung
unserer Aufgabe nur in den Punkten des
ersten Quadranten méglich, die unter (links)
dieser Geraden liegen (Bild 6). Weiterhin
zeichnen wir die Geraden
12X, + 6X,=306

und  3X,+12X,=360.

Ahnlich wie oben ist nun wegen der Un-
gleichungen (2) und (3) eine Lésung nur in
den Punkten méglich, die unter diesen Ge-
raden liegen, d. h. im abgeschlossenen Viel-
eck OABCE (Bild 7).

* Die Tabellen 5 bis 7 siche in Heft 6/73
(Teil 2), d. Red.

** Unter Programmierung versteht man oft
die Aufstellung eines Programms fiir die
Arbeit einer elektronischen Rechenmaschine.
Der BegrifT ,,Programmierung® ist hier nicht
sehr passend gewaihlt, er ist aber allgemein
iblich. Besser wire die Bezeichnung ..line-
are Planung*.

*,

Bild 6
Jo X
=
-
-+
20 o
n
[
2
10 o
97977777 277.\ x,
4 10 20
L]

2277777 L b
10 20

Der Wert der Zielfunktion auf jeder der
Geraden 9X, +6X,=K (K — beliebige Zahl)
ist konstant. Da diese Geraden keiner ein-
zigen Seite des Vielecks parallel sind, so ver-
lauft durch jede Ecke des letzten Vielecks
nur eine solche Gerade und fillt dabei mit
keiner Seite des Vielecks zusammen. Wir
bestimmen diese Geraden:

T,:9X,+6X,—0

(durch den Punkt 0);

T,:9X,+6X,=180

(durch die Punkte 4 und E);

T;: 9X,+6X,=252

(durch den Punkt B);

T, 9X,+6X,=270

(durch den Punkt C).
Die aufgezihiten Geraden seht ihr auf Bild 8.
Es ist leicht zu sehen, daB die Zielfunktion
ihren maximalen Wert im Punkt C erreicht:

T(c)=T(12, 27)=9 - 1246 - 27=270.

Bild 8

20 4

10 4

n

Nach rechts kann man die Gerade 9X;
+6X,=270 nicht verschieben, da sie dann
keinen einzigen Punkt des Vielecks OABCE
enthalten wiirde; wenn man sie nach links
verschiebt, nimmt sie kleinere als 270 Werte
an.

Antwort: Die Zielfunktion erreicht ihren
maximalen Wert, gleich 270, bei X,=12
und X,=27, d. h. maximalen Gewinn (und
zwar 270 Mark) erreicht das Werk, wenn
es 12 Gerite B und 27 Gerite M herstellt.

III. Die graphische Losung der Aufgabe
war moglich, da in ihr nur zwei unbekannte
GréBen X; und X, figurierten. Reale Auf-
gaben der linearen Programmierung ent-
halten nicht selten ... zig, ja manchmal
Hunderte Unbekannte.
Zur Lbsung dieser Aufgabe kann man auch
die sogenannte Simplex-Methode anwenden.
Das soll in einem zweiten Beitrag in Heft
6/73 geschehen.

A. Halameisdr

Mathematikstunde

von der wiiste

zichen wir die wiiste ab
und bekommen

das feld

das feld

nehmen wir in die dritte potenz
und bekommen

den wald

aus dem wald

ziehen wir die wurzel
und bekommen

den garten

die friichte addieren wir
und bekommen
brot

das brot teilen wir

und bekommen
freundschaft

dann multiplizieren wir alles
und bekommen

das leben

Wjatscheslaw Kuprijanow
Nachdichtung: Axel Schulze

99



I\

aufgepaBt
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Primzahlen

Primzahlen haben schon die Menschen im
Altertum interessiert. Uber diese Zahlen
wurden viele interessante Fragen gestelit.
Es ist bemerkenswert, daB einige dieser Fra-
gen bis heute nicht beantwortet wurden.

1. Wir nehmen die Folge der natiirlichen
Zahlen 1, 2, 3,4, 5, ... In dieser Folge gibt
es keine groBte Zahl. Wie groB man auch
eine natiirliche Zahl n wihlt, es gibt stets
eine groBere, z. B. die folgende natiirliche
Zahl n+1. Folglich gibt es keine groBte
natirliche Zahl. Diese Tatsache haben die
Mathematiker im Auge, wenn sie sagen,
daB die Menge der natiirlichen Zahlen un-
endlich ist.

2. Wir kommen zur Folge der natiirlichen
Zahlen zuriick. Die Zahl 1 ist die kleinste
Zahl der Folge. Sie hat nur einen Teiler, die 1.
Die nichste Zahl ist 2. Diese Zahl besitzt
zwei Teiler, und zwar 1 und 2. Die Zahl 3
hat auch zwei Teiler 1 und 3. Die nichste
Zahl 4 besitzt dagegen drei Teiler, 1, 2 und 4.
Die Zahl 5 hat zwei Teiler, 6 hat vier Teiler
usw. Eine Zahl kann aber auch noch mehr
Teiler besitzen, so hat die Zahl 60 z. B. die
12 Teiler 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30,
60.

Alle Zahlen, die genau 2 Teiler haben (1 und
sich selbst), nennt man Primzahlen. Bei mehr
als 2 Teilern spricht man von zusammen-
gesetzten Zahlen. Sosind z. B. 2,3, 5,7, 11
Primzahlen, 4, 6, 8, 9, 10 dagegen zusammen-
gesetzte Zahlen. Und was fiir eine Zahl ist
1? Sie besitzt doch nur einen Teiler. Deshalb
ist sie weder Primzahl noch zusammenge-
setzte Zahl.

Dadurch wird die Menge der natiirlichen
Zahlen in 3 Teile — oder wie man auch sagt,
in 3 Untermengen - aufgeteilt. Die erste
Untermenge besteht nur aus einer Zahl, und
zwar aus der Zahl 1. Die zweite Untermenge
enthdlt alle Primzahlen, und die dritte ent-
hilt alle zusammengesetzten Zahlen. Dabei
sei hervorgehoben, daB jede natirliche Zahl
in einer und nur in einer Untermenge ent-
halten ist. Dazu sagt man auch, diese drei
Untermengen sind einander elementfremd.

3. Man errit leicht, daB die Menge der zu-
sammengesetzten Zahlen unendlich ist. In
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der Tat gibt es bereits unendlich viele Zah-
len der Form 2", wo n die Werte 2, 3, 4, . ..
durchlauft, dariiber hinaus gibt es aber
noch weitere zusammengesetzte Zahlen!
Was kann man nun aber von den Primzahlen
sagen, bilden sie eine endliche oder eine
unendliche Menge? Der bekannte altgrie-
chische Mathematiker Euklid, der im dritten
Jahrhundert unserer Zeitrechnung gelebt hat,
hat bewiesen, daB dic Menge der Primzahlen
unendlich ist.
Schauen wir uns an, wie scharfsinnig Euklid
beim Beweis dieser Tatsache iiberlegt hat!
Es sei p cine gewisse Primzahl. Wir wollen
beweisen, daB es zu ihr noch eine groBere
gibt. Dazu multiplizieren wir alle Primzah-
len bis p, p eingeschlossen, miteinander,
und addieren zu diesem Produkt eine Eins.
Wir erhalten die folgende Zahl:
2-3:5-7-...-p+1.
Diese Zahl, die offensichtlich gréfer als p
ist, ist entweder Primzahl oder zusammen-
gesetzt. Wenn sie Primzahl ist, so haben
wir damit bereits bewiesen, daB es eine Prim-
zahl gibt, die groBer als p ist. Ist diese Zahl
jedoch zusammengesetzt, so muB sie durch
eine gewisse Primzahl teilbar sein; sie wird
jedoch von keiner der Primzahlen 2,3, 5, .. .,
p geteilt, denn bei der Division durch diese
Zahlen erhilt man als Rest stets 1. Das be-
deutet, daB sie durch eine Primzahl teilbar
sein muB, die groBer als p ist. Somit miissen
wir auch in diesem Falle zugeben, daB es
eine Primzahl gibt, die groBer als p ist. Wegen
der Willkiir in der Wahl von p bedeutet das
indessen, daB es keine gr68te Primzahl gibt,
und daraus folgt sogleich die Unendlichkeit
der Menge der Primzahlen.
4. Die Menge der Primzahlen ist somit un-
endlich. Dabei ist klar, daB die Menge der
Primzahlen, die kleiner oder gleich einem
gewissen n ist, endlich ist. Wie kann man diese
Zahlen finden? Am einfachsten geht man
dazu nach einer Methode vor, die ein Zeit-
genosse von Archimedes, der griechische
Mathematiker Eratosthenes, vorgeschlagen
hat. Wir wollen dieses Verfahren niher er-
ldutern. Es seien alle Primzahlen zu bestim-
men, die kleiner oder gleich n sind. Wir
schreiben dazu die Teilfolge der Zahlen von
lbisrnauf:1,2,3,4,5, ...,n
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Als erstes steht hierin eine 1. Sie ist, wie wir
bereits wissen, nicht Primzahl. Daher strei-
chen wir sie weg. Die nachste Zahl ist 2.
Sie ist Primzahl. Wir behalten diese Zahl
bei und streichen alle Zahlen weg, die Viel-
faches von 2 sind. Dazu brauchen wir bloB
von 3 ab, jede zweite Zahl zu streichen.
Fahren wir fort! Die erste nichtweggestri-
chene Zah! ist 3. Sie ist Primzahl. Wir be-
halten sie bei und streichen alle Zahlen, die
Vielfache von ihr sind, d. h. von 4 ab jede
dritte Zahl (Bei der Zahlung muBl man auch
die bereits weggestrichene Zahl beriicksich-
tigen: 6, 12, 18, ...) Nach dieser Operation
ist die erste Zahl, die nicht weggestrichen
und die damit Primzahl ist, 5. Wir behalten
siec bei und streichen alle Zahlen weg, die
Vielfaches von 5 sind, d. h. von 6 ab jede
fiinfte Zahl. Wir gehen weiter zur folgenden
nichtweggestrichenen Zahi (diese ist 7) tber
usw.

SchlieBlich haben wir alle zusammengesetz-
ten Zahlen weggestrichen, und uns verblei-
ben nur noch die Primzahlen. So erhalten
wir z. B., wenn n=60 ist, die untenstehende
Tabelle mit allen Primzahlen von 1 bis 60.
Bei der Anwendung des Verfahrens von
Eratosthenes haben wir gewissermafien die
Zahlen durchgesiebt, und dabei sind alle zu-
sammengesetzten Zahlen durch das Sieb
gedrungen und nur die Primzahlen ibrig-
geblieben. Diese Methode heiBt Sieb des
Eratosthenes.

Zum SchluB wollen wir noch fiir unsere
dlteren Leser bemerken, daB man bei der
Anwendung des Siebes des Eratosthenes mit
dem Wegstreichen aufhéren kann, sobald
man bei einer Primzahl p angelangt ist, die
gréBer als \/n ist. Zu diesem Zeitpunkt sind
alle nicht weggestrichenen Zahlen Prim-
zahlen. So bricht der ProzeB des Wegstrei-
chens im Falle =60 ab, wenn man alle
Zahlen weggestrichen hat, die Vielfache von 7

sind.
A. D. Bendukidse

Wir schlagen euch vor, euch einmal mit der
folgenden kleinen Aufgabe zu befassen:
Beweist, daB p*> — 1 durch 24 teilbar ist, wenn
p eine Primzahl ist, die groBer als drei ist.
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Freundschaftlicher Austausch

Im Januar 1970 erschien Heft 1 dieser popu-
lirwissenschaftlichen Schiilerzeitschrift. Zwi-
schen den beiden stellv. Chefredakteuren
von Quant und dem Chefredakteur von
alpha bestehen enge freundschaftliche Ver-
bindungen. Immer mehr Artikel beider Zeit-
schriften werden ausgetauscht. Bei der Zu-
sammenstellung dieses Heftes wurden wir
von unseren sowjetischen Freunden umfas-
send beraten.

Welches Grundanliegen hat Quant?

Einen bedeutenden Teil des in der Zeit-
schrift enthaltenen Materials muB man mit
dem Bleistift in der Hand lesen. In einer
Reihe von Artikeln werden Fragen der mo-
dernen Mathematik und Physik behandelt.
Eine Reihe von Artikeln haben gleiche Titel
wie die in Schullehrbiichern. Sie enthalten
bedeutendes Zusatzmaterial und bereichern
so die Lehrabschnitte mit neuen Aufgaben.
In der Zeitschrift finden die Leser auch inter-
essante Mitteilungen aus der Geschichte der
Wissenschaft. Bei den jungen Lesern wird
durch anschaulich illustrierte Beitrige die
Liebe zum Experimentieren geweckt. Quant
bietet besonders fiir Hochschulbewerber Ma-
thematik- und Physikaufgaben. Genau wie
in alpha finden wir lustige Anekdoten, ak-
tuelle Informationen, Briefmarken. Der
Astronomie und der Technik wird auch
Beachtung geschenkt.

Aus dem Inhalt des Heftes 5/73:

Ballistische Probleme im Kosmos -~ Der
Kybernetiker sucht nach unterirdischen La-
gerstitten — Fundamentale physikalische
Konstanten — Versuche mit infraroter Strah-
lung - Summen gleicher Potenzen natiir-
licher Zahlen — Reguldre Polyeder — Mathe-
matische und physikalische Aufgaben - Prak-
tikum fiir Abiturienten: Aufgaben iiber perio-
dische Funktionen — Heitere Probleme — Auf-
gaben iiber Maxima und Minima (ohne Ver-
wendung der Differential- und Integralrech-
nung) - Die Nowosibirsker Staatsuniversitit
stellt Aufgaben fiir Abiturienten — Buch-
rezensionen — Leserbriefe — Aufgaben aus
Abschlufpriifungen Mathematik der DDR.
Klassenstufe 10 — Quant fiir junge Leser —
Uber die Verteilung von Primzahlen — Brief-

marken iiber das Internationale Jahr der
Meteorologie — Losungen

Umfang des Heftes: 64 Seiten, Format
23 cm x 16 cm, 12 Hefte pro Jahr, Preis
fiir Leser der DDR: 3,25 M vierteljdhrlich.
Zu bestellen bei jedem Postamt unter Nr.
13101. J. Lehmann

Die auf der ersten Umschlagseite des Heftes
1/72 der sowjetischen mathematischen Schii-
lerzeitschrift Quant abgebildeten Figur -
von alpha als Titelblatt ibernommen - stellt
eine bemerkenswerte Kurve dar, die Kar-
dioide. Das Wort Kardioide stammt aus dem
Griechischen und bedeutet so viel wie Herz-
formige (Herzlinie). Die Eigenschaften dieser
Kurve wurden erstmalig 1674 von dem
diinischen Gelehrten Ole Rémer untersucht.

Die Kardioide besitzt viele Verwandte. Das
sind vor allem die verschiedenen Zykloiden,
Epizykloiden und Hypozykloiden. Rollt ein
Kreis auf einer Geraden ab, so hinterlidBt
ein auf diesen Kreis befestigter Punkt in

Bild 1 \\
/I
N7
Y
{
Bild 2 Bild 3
f
Bild 4

der Ebene eine Spur, eine Kurve, die Zykloide
heiBt (Bild 1).

LaBt man einen beweglichen Kreis auf der
Innenseite eines festen Kreises abrollen,
so beschreibt ein auf dem ersteren befestigter
Punkt in der Ebene eine Kurve, die Hypo-
zykloide heiBt (Bild 2).

Rollt dagegen der bewegliche Kreis auf der
AuBenseite eines festen Kreises ab, so nennt
man die Kurve, die ein auf dem beweglichen
Kreis liegender Punkt beschreibt, Epizy-
kloide (Bild 3). Die Kardioide ist diejenige
Epizykloide, bei der der Rollkreis und der
Festkreis ein und denselben Radius besitzen
(Bild 4). Uber die Besonderheiten aller dieser
Zykloiden, darunter der Kardioide. konnt ihr
in dem Buch von G. N. Berman: Zykloiden
(Gostechizdat 1954) nachlesen.

In Bild 5 ist eine der Moglichkeiten wieder-
gegeben, eine Kardioide zu konstruieren.
Man zerlegt den festen Kreis durch einzeine
Punkte in Abschnitte. Um jeden dieser

Punkte als Mittelpunkt schldgt man je einen
Kreis, der auBerdemm durch einen festen
Punkt des Festkreises hindurchgeht. Ver-
sucht selbst zu beweisen, daf} ihr bei dieser
Konstruktion tatsichlich eine Kardioide be-
kommt (die allen diesen Kreisen umbe-
schrieben ist).

Zum SchluB sei noch eine lustige Deutung
der Kardioide erwéhnt :

Wir betrachten eine im Querschnitt kreis-
férmige nicht gleitfahige unbewegliche Taille.
Um sie rotiert ein Hulareifen von doppelt
so groBem Radius. Dann beschreibt jeder
Punkt des Reifens um die Taille eine Kar-
dioide. M. L. Smoljanskij

stellv. Chefredakteur von Quant
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Mathematiker auf Briefmarken der Sowjetunion

Euler, Leonhardt (15. 4. 1707 Basel bis 18. 9. 1783 Petersburg)
Schweizerischer genialer Mathematiker, héchst produktiv auf allen
Gebieten der Mathematik und Astronomie, besonders bei seinem
Wirken in RuBland. Besonders erwdhnenswert sind seine Arbeiten
auf dem Gebiet der Algebra, der Analysis der Unendlichen. In der
Kreisberechnung fihrte er die Zahl = ein.
Ljapunow, Alexander Michailowitsch (1857 bis 1918)
Bedeutender russischer Mechaniker und Mathematiker. MabBge-
bende Arbeiten iiber die Stabilitit der Bewegung mechnischer Sy-
steme sowie auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Lobatschewski, Nikolai Iwanowitsch (1. 12. 1792 bis 24. 2. 1856)
Russischer Mathematiker und materialistischer Denker. Entwik-
kelte eine Nichteuklidische (d. h. das Parallelenpostulat nicht vor-
aussehende) Geometrie. _
Lomonoessow, Michail Wassijewitsch (19. 11. 1711 in Mischanin-
skaja, Gouvernement Archangelsk bis 15. 4. 1765 Petersburg)
Hervorragendster russischer Gelehrter, Denker und Dichter.
Ostrogradski, Michail Wassilowitsch (1801 bis 1861)
Russischer Mathematiker und Schullehrer einer Hochschule. Er
arbeitete iiber mathematische Analyse und griindete die mathe-
matische ,,Petersburger Schule*.
Torricelli, Evangelista (25. 10. 1608 Modiglina bis 25. 10. 1647 Flo-
renz)
Italienischer Mathematiker und Physiker. Wichtig sind seine
Berechnungen zum atmosphirischen Luftdruck, nach ihm wird die
MaBeinheit des Luftdrucks benannt:

1 Torr=1 mm Hg-Séaule bei 0°C.
Ziolkowski, Konstantin Eduardowitsch (17. 9. 1857 bis 19. 9. 1935)
Russischer Mathematiker. Entwarf 1887 das Projekt eines Ganz-
metalluftschiffes und schuf die wissenschaftliche Grundlage zur
Bearheitung des Raketenproblems, die theoretischen Arbeiten zum
Weltraumflug.
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Eine Aufgabe von
Leninpreistriger Prof. Dr.

A. Ljapunow

Nowosibirsk

Liebe alpha-Leser!

Mit freundlichen Griien sende ich Euch einige mathe-
matische Probleme, deren Aufstellung mir groBes
Vergniigen bereitete.

A 10844 Essei E cine Ellipse und A ein Dreieck,
das in diese Ellipse einbeschrieben ist. Die Ellipse E
sei in ein Dreieck B einbeschrieben.

Es stellen sich folgende Fragen:

1. In welchen Verhiltnissen stehen die Flichen der
Figuren 4 und E, bzw. E und B?

2. Zu beweisen, dabB fiir jeden Punkt / der Ellipse zwei
extremale Dreiecke existieren, namlich ein Dreieck 4
maximalen Umfangs (maximaler Fliche), dessen einer
Eckpunkt 7 ist, und ein Dreieck B minimalen Umfangs
(minimaler Fliche), dessen eine Seite durch den
Punkt 7 geht.

3. Welches sind die charakteristischen geometri-
schen Eigenschaften der genannten extremalen Drei-
ecke?

4. Was kann man iiber die Flichen aller solchen
extremalen Dreiecke sagen?

5. Es sei auf einer Ebene eine Ellipse gezeichnet und
ein Punkt dieser Ellipse markiert. Mit Hilfe von Zirkel
und Lineal sollen die beiden extremalen Dreiecke
fiir den markierten Punkt konstruiert werden.

6. Analoge Fragen fiir den Fall von Vierecken, Sechs-
ecken und Fiinfecken (schwierig!).

7. Was kann man in analoger Weise fiir beliebige
n-Ecke aussagen, fir n>6.(Das ist schon mit der
Theorie von Galois verkniipft.) ‘

Im Oktober 1971 waren Armin Beck vom Akademieverlag und ich
vom VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften (DVW) in Akadem-
gorodok bei Nowosibirsk. Dort unterstiitzten wir die Deutsche
Buch-Export- und Import GmbH bei der Durchfiihrung einer Buch-
ausstellung.

Zu unseren unvergeBlichen Eindriicken gehorte die Festsitzung
im Hydrodvnamischen Institut der Sibirischen Abteilung der Aka-
demie der Wissenschaften der UdSSR zum 60. Geburtstag von Lenin-
preistrager Prof. Dr. A. A. Ljapunow. Der Institutsdirektor, Aka-
demiemitglied und Prisident der Sibirischen Abteilung der Aka-
demie, Prof. Dr. M. A. Lawrentjew, hielt die Festansprache, in der
er Leben und Werk des Jubilars wiirdigte. Vertreter vieler Institute
aus der ganzen Sowjetunion iiberreichten Gliickwunschadressen



und Geschenke; wir iberreichten Biicher. Es herrschte eine fréh-
lich-feierliche Stimmung, die nach den bewegten Dankesworten
des Geburtstagskindes und einer Wiirdigung seiner eigens aus
Moskau angereisten, hochbetagten, aber noch sehr riistigen Mutter
ihren Hohepunkt erreichte.

Die Zeitungen Nowosibirsk am Abend und Sowjet-Sibirien brachten
Geburtstagsartikel, aus denen F. Rehak, Berlin, die folgenden, stark
gekiirzten Ausfiihrungen zusammenstellte. L. Boll

Leben und Werk

Alexej Andrejewitsch Ljapunow begann seine wissen-
schaftliche Tatigkeit im Jahre 1929 als Laborant im
Staatlichen Geophysikalischen Institut von Moskau.
Im Jahre 1934 wechselte er in das W. A. Steklow-
Institut fiir Mathematik Gber, dessen Mitarbeiter er
fiir lange Jahre bleiben sollte. Im Jahre 1939 vertei-
digte er seine Dissertation iiber ein Thema aus der
Mengenlehre.

All seine neuen Vorhaben und Pline und die weitere
Vertiefung seiner Arbeit wurden jedoch durch den
Krieg jah unterbrochen. Er ging an die Front. Aber
auch an der Front, in den Kampfpausen, dachte er
weiter nach und zeichnete in seinen Frontnotizbiichern
das auf, was spiter zu Grundsteinen in einer Reihe
seiner Nachkriegsarbeiten werden sollte.

Im Jahre 1944 trat Ljapunow der KPdSU bei. Fiir seine
Verdienste an der Front wurde er mit dem Orden
Roter Sterr und 1oi® einer Reihe von Medaillen aus-
gezeichnet. Geger. Hnde des Krieges berief man ihn
von der Front an diz Artillerieakademie, an der er eine
Lehrtitigkeit aufnahm. Besonders hier und in der
Folgezeit in der Staatlichen Moskauer Universitiat
trat seine ausgeprigte padagogische Begabung zutage.
Mit seiner personlichen Anziehungskraft, seiner Kunst,
klar und verstindlich, gleichzeitig aber auch konzen-
triert und prazise den Stoff darzulegen, eroberte er
sich die Achtung jedes Auditoriums. Hier arbeitete
er als erster vollig neue Vorlesungen fiir eine Reihe
von mathematischen Disziplinen aus.

Nach der Demobilisierung kehrte Ljapunow in das
vertraute W. A. Steklow-Institut zuriick. Im Jahre
1956 wurde ihm fiir seine wissenschaftliche und pad-
agogische Titigkeit der Rotbannerorden der Arbeit
verliehen.

Im Jahre 1961 kam A. A. Ljapunow in das Nowo-
sibirsker wissenschaftliche Zentrum. Hier wurde er
zum Korrespondierenden Mitglied der Akademie der
Wissenschaften gewihlt.

A. A. Ljapunow war einer der ersten Wissenschaftler
in der Sowjetunion, der sofort die auBerordentliche
Bedeutung der elektronischen Rechenautomaten und
der Ideen der Kybernetik erkannte und sein wissen-
schaftliches Interesse auf diese neuen Gebiete verlegt
hat. Seine Titigkeit auf diesem Gebiet forderte die
intensive Entwicklung und die schnelle Anerkennung
dieser wichtigen wissenschaftlichen Richtungen, die
von groBer prinzipiell-theoretischer und praktischer
Bedeutung sind. Der Enthusiasmus, die Energie, die
hohe Meisterschaft der Darlegung, die wissenschaft-
liche Kiithnheit und seine begeisternde Personlichkeit
haben eine sehr wichtige Rolle bei der Verbreitung
und Entwicklung dieser Gebiete gespielt. Deshalb
reicht das Ergebnis seiner Tétigkeit hier weit iiber den
Rahmen jener wichtigen Forschungen und Arbeiten
hinaus, die er selbst geleistet hat.

Auch seine umfangreiche Arbeit zur Ausbildung von
Kadern darf nicht unerwihnt bleiben. Eine intensive
Arbeit hat er in der Artillerieakademie und in der
Moskauer Universitit geleistet, wo von ihm vollig
neue Vorlesungen eingefiihrt wurden, und zwar Pro-
grammierung und Kybernetik. Gegenwirtig setzt er
diese Arbeit in der Nowosibirsker Universitit fort.
Seine Tatigkeit hat auch auf die Ausbildung der
sowjetischen Militirfachleute ihren Einflul3 ausgeiibt.
Unter seinen Schiilern befinden sich sieben habilitierte
Doktoren und ungefihr fiinfzig Kandidaten der Wis-
senschaften. Drei seiner Schiiler sind Korrespondie-
rende Mitglieder der Akademie der Wissenschaften
der UdSSR.

A. A. Ljapunow verwendet viel Kraft darauf, das
Niveau der mathematischen Ausbildung in der Mittel-
schule und der Arbeit in den Spezial-Schulen zu erhd-
hen. Sehr bekannt ist die Physikalisch-Mathematische
Schule von Akademgorodok, an deren Griindung
und an deren Arbeit er aktiven Anteil hat. Dariiber
hinaus leistet er eine umfangreiche Arbeit bei der Aus-
bildung von Spezialisten mit hoher Qualifikation in
allen Gegenden der Sowjetunion. Die Abteilung Fern-
studium der mathematischen Fakultit der Nowo-
sibirsker Staatlichen Universitit ist unter unmittel-
barer Beteiligung A. A. Ljapunows entstanden.

Fiir die aktive Beteiligung an der Arbeit des in Nowo-
sibirsk geschaffenen wissenschaftlichen Zentrums
wurde 4. A. Ljapunow im Jahre 1968 mit dem Rot-
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bannerorden der Arbeit und im Jahre 1970 mit der
Jubildumsmedaille ausgezeichnet. Zum 60. Geburtstag
erhielt er den Leninorden.

In seiner fast vierzigjahrigen wissenschaftlichen Titig-
keit lassen sich drei Hauptrichtungen feststellen — die
Mengenlehre, die Kybernetik und die Methodologie
der Naturwissenschaft. Die erstere gehort zu den
grundlegenden Teilgebieten der Mathematik. Die
zweite umfaBt den mit der Programmierung und
Modellierung auf elektronischen Rechenautomaten,
mit der Regelungstheorie, mit der maschinellen Uber-
setzung von Sprachen und mit verschiedenen Zweigen
der Biologie zusammenhingenden Problemkreis. Die
dritte Richtung beriihrt die Natur unserer Erkenntnis
selbst. Insgesamt stellt das Schaffen A. A. Ljapunows
eine Einheit dieser drei Richtungen dar. Sie duBert
sich in einem tiefen Eindringen in das, was gewisser-
maBen hinter diesen Richtungen steht, was ihre ideelle
Gemeinsamkeit bildet und was die Bearbeitung einer
jeden dieser Richtungen befruchtet.

Nachruf

Aus Nowosibirsk wurde uns mitgeteilt, daBl Prof. Dr.
Ljapunow wihrend eines Aufenthalts in Moskau am
23. Juni 1973 verstorben ist.

Wir verlieren in ihm einen bedeutenden Wissenschaft-
ler unserer Zeit. Der Forderung der Jugend hat er bis
in sein Alter hinein stets groBe Aufmerksamkeit
geschenkt. Ein Beweis sind die uns handschriftlich in
deutscher Sprache zur Verfiigung gestellte Aufgabe
und ein Brief mit herzlichen Griien an die Leser der
Schiilerzeitschrift alpha.

Nebenstehende Leseprobe aus:
J.I. CHURGIN

m Formeln —und was dann?

T VEB VERLAG TECHNIK
252 Seiten, 140 Abb., 12 Tafeln
Halbleinen, Preis: 9,— M

Gespriache eines Mathematikers mit Biologen und
Nachrichtentechnikern, Arzten und Technologen,
Geologen und Okonomen, mit Menschen verschiede-
ner Fachgebiete und Interessen iiber die Mathematik
und ihre Beziehungen zu den anderen Wissenschaften
Zum Autor:

Der Doktor der physikalisch-mathematischen Wissen-
schaften Jakov Isserie Churgin war sowohl Dispatcher
eines GroBbetriebes als auch wissenschaftlicher Mit-
arbeiter mehrerer fithrender Institute fiir Nachrichten-
technik sowie Lehrer an verschiedenen Hochschulen.
Zur Zeit ist er Professor am Moskauer Gubin-Institut
fiir Elektrochemie und Gasindustrie.
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Figuren auf
einem Stiick Gummi

Beginnen wir mit dem sicher schon oft verwiinschten
Dreieck. Wenn man eine Menge bestimmter Objekte
studieren will, so sucht man entweder nach gemein-
samen Eigenschaften dieser Objekte oder man ver-
sucht zu verstehen, wodurch sie sich unterscheiden.

Was haben die beiden im Bild 1 dargestellten Dreiecke

“gemeinsam ? Eigentlich nur, daB beide Dreiecke sind,

d. h. sie haben drei Winkel, die von drei Strecken
gebildet werden. Aus dieser Gemeinsamkeit folgen
weitere gemeinsame Eigenschaften: Die Summe ihrer
Innenwinkel ist gleich zwei rechten Winkeln; ihre
Flache 148t sich ausdriicken als das halbe Produkt
einer beliebigen Seite mit der entsprechenden Hoéhe.
Sicher erinnern Sie sich von ihrer Schulzeit her noch
an eine ganze Reihe von Sitzen tiber Dreiecke.

B"“AQ?W

Was haben nun die Figuren im Bild 2 gemeinsam?
Sie sind aus Strecken gebildet, sie haben eine ungerade
Anzahl von Ecken, und das ist offenbar auch schon
alles. Und wie ist es mit den Figuren im Bild 37 Obwohl
sie durch irgend etwas einander dhnlich sind, ist es
bereits schwieriger, ihre gemeinsamen Eigenschaften
herauszustellen.

Bild 4

Bild 3

Kehren wir zuriick zum Dreieck. Im Bild 4 ist von
einem Dreieck ein dhnliches Dreieck abgeschnitten,
d. h. ein Dreieck, das ebenso groBe Winkel wie das
urspriingliche hat. Die beiden Dreiecke besitzen dann
auBer den gemeinsamen Eigenschaften aller Dreiecke



auch noch Ahnlichkeit. Wir nehmen ein Stiick
Gummi und zeichnen unsere #dhnlichen Dreiecke
darauf (Bild 5).* Wenn man den Gummi in seiner
Linge dehnt, so dndern sich zwar die Dreiecke; sie
bleiben aber immer noch einander dhnlich (Bild 6).
Somit ist die Ahnlichkeit eine Eigenschaft, die bei
gleichméaBiger Ausdehnung in einer bestimmten Rich-
tung erhalten bleibt. Wenn der Gummistreifen jedoch
inhomogen (d. i. ungleichméBig zusammengesetzt) ist
oder nicht gleichmiBig ausgezogen wird, so kann aus
dem Dreieck so etwas werden, wie im Bild 7 zu sehen
ist. Seine Seiten sind schon nicht mehr geradlinig, doch
irgend etwas Gemeinsames mit den vorangehenden
Figuren ist geblieben. Dieses ,,Etwas* zu erfassen,
wire interessant.

Doch warum sollten wir den Gummi nur nach einer
Richtung ausziehen? Wir nehmen ein Stiick diinnen
ebenen Gummi und zeichnen unsere dhnlichen Drei-
ecke darauf (Bild 8). Nun ziehen wir an verschiedenen
Seiten unterschiedlich stark, so als ob wir z. B. eine
Trommel bespannen wollten. Was wir erhalten, ist
etwas, das der Zeichnung eines dreijihrigen Kindes
dhnelt (Bild 9). Eine gewisse Gemeinsamkeit zwischen
den Bildern 8 und 9 ist aber immerhin erhalten geblie-
ben. Die Figuren im Bild 9 sind gewissermalBen eine
Karikatur der Dreiecke von Bild 8, aber auch sie
haben Ecken, und die Dreiecke haben sich nicht etwa
ibereinandergeschoben. Und was wird, wenn wir auf
dem Gummi zwei amobenférmige (also unregelmaBig
umrandete) Figuren aufmalen, eine kompakte und
eine mit einem Loch in der Mitte (Bild 10), und den
Gummi wieder ,,auf eine Trommel spannen*? Die
,,Amoben bleiben ,,Amdben*, doch auch das Loch
bleibt; wenn wir nichts zerreiBen, kann uns keine
Dehnung davon befreien.

Nach diesen Beobachtungen miifiten wir nun ver-
suchen, zu verstehen, wodurch sich alle diese Trans-
formationen des Gummistiicks auszeichnen.

Mathematik und Kunst
Die Mathematik geht so dhnlich vor wie die Kunst;
sie greift Erscheinungen der realen Umwelt auf, ver-

* Wir wollen hier davon absehen, daB das Gummistiick etwas
schmaler wird, wenn wir es in die Lange ziehen.

Bild 5

Bild 6 Bild 7 Bild 8

eint analoge Ereignisse, Prozesse oder Fakten und
verallgemeinert sie. Der bekannte Schauspieler und
Kiinstler Sergej W. Obraszow fiihrt manchmal Puppen
vor. Hiindchen, Katzchen, Lowen oder Hasen veran-
schaulichen irgendwelche komischen, rithrenden oder
schlechte Eigenschaften der Menschen. Die Puppen
werden durch Kugeln auf den Fingern oder einfach
durch die Finger selbst dargestellt. Mit Hilfe dieser
primitiven Mittel unterstreicht S. Obraszow das Mar-
kante im Benehmen und im Charakter der Menschen,
in ihren Beziehungen zueinander. Nachdem die Kunst
solcherart die Analogie gezeigt hat, hilt sie ein und
sagt den Zuschauern, daB sie sich den Rest selbst hin-
zudenken mégen.

Doch beim Mathematiker beginnt die Arbeit erst,
wenn er in einer mitunter langen und schwierigen
Beobachtung etwas Wichtiges oder Allgemeines be-
merkt hat, das eine ganze Klasse von Erscheinungen
charakterisiert. Er hat genau zu formulieren, welche
Eigenschaften ihn interessieren, ein Schema zu schaf-
fen und dieses genau zu studieren, um dann schlieBlich
noch nachzupriifen, ob die von ihm geschaffene Theo-
rie der Wirklichkeit entspricht.

Stetige Verformungen

Im vorigen Beispiel haben wir festgestellt, daB bei
Verformungen der Ebene wie etwa der willkiirlichen
Verzerrung eines Stiicks Gummi gewisse Eigenschaften
der Figuren erhalten bleiben. Der Mathematiker nennt
derartige Verformungen stetige Transformationen.
Das Wort stetig bedeutet dabei, daB nahe beieinander
gelegene Punkte nach der Transformation wieder nahe
beieinander liegen und daB eine Linie wieder in eine
Linie iibergeht. Es ist leicht einzusehen, daB zwei
sich schneidende Linien sich auch nach der Transfor-
mation schneiden werden; sich nicht schneidende
werden sich auch nach der Transformation nicht
schneiden. Eine Figur mit einem Loch kann nicht in
eine Figur ohne Loch oder eine mit zwei Lochern
iibergehen, denn dazu wire eine Klebestelle oder ein
RiB nétig, also eine Verletzung der Stetigkeit.

Diese Betrachtungen sind ein Ausgangspunkt der
Topologie, einer Wissenschaft, die die Eigenschaften
der geometrischen Figuren herausstellt, die sich bei
stetigen Transformationen nicht dndern.

Bild 9
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Aufgaben

1. Es sei O ein Punkt auf einer Geraden g.
—— i —_— . . .

OP,, OP,, ..., OP, seien Einheitsvektoren,
wobei alle Punkte P; in einer Ebene, die g
enthilt, aufl derselben Seite von g liegen.
Man zeige: Ist n ungerade, so gilt

|OP, +0P,+...+0P,| 21
(Dabei bedeutet |OM)| die Linge ecines Vek-
tors OM ) (CSSR, 6 Punkte)

2. Man priife, ob es im dreidimensionalen
Raum eine endliche Menge M von nicht in
einer Ebene gelegenen Punkten gibt mit der
Eigenschalt, daB fir beliebige zwei Punkte
A, Be M zwei andere Punkte C, De M exi-
stieren, so daB die Geraden AB und CD
parallel und verschieden sind.

(VR Polen, 6 Punkte)

3. Es seien a und b reelle Zahlen, fiir welche
die Gleichung

x*+ax?+bx?+ax+1=0
wenigstens eine reelle Losung hat. Man
bestimme den kleinsten mdglichen Wert der

Summe a?+ b2,
(Schweden, 8 Punkte)

4. Ein Soldat hat sich zu iiberzeugen, daf
im Innern oder aul dem Rand eines Gebietes,
das die Gestalt eines gleichseitigen Dreiecks
(einschlieBlich des Randes) hat, keine Mine
vorhanden ist. Der Wirkungsgrad seines
Detektors ist gleich der halben Hohe des
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Dreiecks. Der Soldat beginnt seinen Weg in

einem der Eckpunkte des Dreiecks.

Welchen Weg muB er wihlen, damit die

Linge seines Marsches zur Uberpriifung

des gesamten Gebietes am kiirzesten wird?
(SFR Jugoslawien, 6 Punkte)

5. Gegeben sei eine nicht leere Menge G von
nicht konstanten Funktionen f der Gestalt
f(x)=ax+b (Nachweisen, daB wenn
a=1, dann b=0)

a, b sind reelle Zahlen mit a$0, x ist eine
reelle Variable. G habe die folgenden Eigen-
schaften:
(1) Ist f, g e G, dann gilt auch gof € G (wobei
(g f)(x)=g(f(x)) ist).
(2) Ist feG mit f(x)=ax+b, dann gehort
auch die inverse Funktion f~! der Menge G
x—b

a
(3) Fiir jedes feG gibt es ein x,, so daB

an (wobei f~!(x)=

ist).

"f(x;)=x,. Man zeige: Es gibt kein k, so daf

f(k)=k fir alle feG.
(VR Polen, 6 Punkte)

6. Esseien n positive Zahlen a,,...,a, gegeben,
sowie eine reelle Zahl g mit 0<g<1. Man
gebe solche n reellen Zahlen b,, ..., b, an, daB
a) a,<b, fir alle k von 1 bis n.

b) g<itled e alle k von 1 bis B—1
by q

c) bl+b2+...+bn<1ﬂ(al +a,+...+a)
-9

gilt. (Schweden, 8 Punkte)

* Aus der Republik Kuba nahmen nur 5 Schii-
ler teil.

** Insgesamt wurden von der Jury 2192
Punkte vergeben, das sind 43,8°% der er-
reichbaren Gesamtpunktzahl (Zum Ver-
gleich: XIII. IMO: 28%; XIV. IMO: 47%)
*** 1. Preis: 40 bis 35 Punkte; 2. Preis:
34 bis 27 Punkte; 3. Preis: 26 bis 17 Punkte.

DDR-Teilnehmer der XV. IMO

Elias Wegert 2. Preis
Spezialklasse fiir Mathematik
an der TH Kar{-Marx-Stadt, Klasse 12

Albrecht Béttcher 2. Preis
Spezialklasse fiir Mathematik
an der TH Karl-Marx-Stadt, Klasse 12

Pawel Kroger 2. Preis
49. Oberschule Leipzig, Klasse 8

Gerd WeiBenborn 3. Preis
EOS , Heinrich Hertz"', Berlin, Klasse 11

Reinhard Schuster 3. Preis

EOS ,,Hermann von Helmholiz"', Leipzig,
Klasse 11

Albrecht HeB 3. Preis

EOS Dresden-Siid, Klasse 11

Jiirgen RoBmann 3. Preis

EOS | Friedrich Engels”, Neubrandenburg,

Klasse 12

Helmut RoBmann
Antonin-Zapotocky-Oberschule, Neubranden-
burg, Klasse 10

Eréffnung der XV.IMO in der 68. Oberschule
in Moskau kurz vor Beginn der 1. Klausur



Einen ersten Preis
erhielten:

1 Sergej Konjagin,

Saratow (UdSSR)
2 Pawel Grosmann, Moskau
3 Georgy Jegorow, Moskau
4 Janos Kollar, Budapest
5 David Goto, London

Mitglieder der Jury bei der Korrektur der
Losungen

Prof. Ottescu, stellv. Delegationsleiter der
rumanischen Mannschaft, zeichnete fiir alpha
die beiden Miadchen, welche an der XV. IMO
teilnahmen (bei 125 Schiilern):

Joke Brinkhuis, Gorinchem, Niederiande
(links) und Gudrun Brattstrém, Helsi
borg, Schweden

Wettbewerbsatmosphire

DDR-Mannschaft
Prof. Dr. Alexej Markuschewitsch nimmt im
Pionierpalast an den Leninbergen die Aus-
zeichnung der Preistriger vor

Fakten — Zahlen — Fakten

@ Die beiden Klausuren fanden am 9. und
10. Juli 1973 in der 68. Schule Moskaus statt

(reine Arbeitszeit: je 4 Stunden)

@ Sergej Konjagin (UdSSR) bereits 1. Preis-
XIV. IMO, erreichte als einziger

volle Punktzahl (40 Punkte). Sein

alpha tberreichte

2
8

>t vom 4. bis

statt (Klausuren a

in Erfurt, AbschiuBicier
adt der DDR).
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Portrit in Zahlen

Die Wirtschaft der UdSSR im neunten
Planjahrfiinft

Industrieproduktion

1970: 69,1 Mrd. Rubel 1975: 528—544 Mrd. Rubel
Landwirtschaft

1970: 80,3 Mrd. Rubel 1975: 96—98 Mrd. Rubel

Elektroenergie

1970: 740 Mrd. kWh  1975:1030—1070 Mrd. kWh
Erdol

1970: 349 Mio t 1975: 480—500 Mio t

Erdgas

1970: 198 Mrd. m? 1975: 300—320 Mrd. m3
Steinkohle

1970: 624 Mio t 1975: 685—695 Mio t

Stahl

1970: 116 Mio t 1975: 142—150 Mio t
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Plaste, synthetische Harze

1970: 1,672 Mio t 1975: 3,457 Mio t
Chemiefasern

1970: 623000 t
Pkw

1970: 344 000 Stiick

1975:1,05—1,1 Mio t

1975: 1,2—1,3 Mio Stiick

Leichtindustrie, Kultur- und Haushaltwaren
1970: 76,5 Mrd. Rubel 1975: 112,4 Mrd. Rubel
Mabel

1970: 2,8 Mrd. Rubel

Haushaltkiihischrinke
1970: 4,140 Mio St.
Stoffe

1970: 8,9 Mrd. m?

1975: 4,55 Mrd. Rubel

1975: 6,686 Mio St.

1975: ca. 11 Mrd. m?

In fiinf Studienjahren verbraucht ein Chemiestudent im Labora-
torium durchschnittlich 100 Kilo chemischer Reagenzien.

In einem Jahr legt ein Student im Universitatsbereich im Durch-
schnitt 1000 Kilometer zuriick.

An der Hochschule muB der Student mindestens 20 000 Buchseiten
durchlesen.

In finf Studienjahren besucht ein Student im Durchschnitt 400
Mal das Kino, wo er 1500 Kilometer Film sicht. Der Student
gibt doppelt soviel Geld fiir Piroggen (15 000 Stiick) oder fiir Kefir
(iiber 1000 Flaschen) aus wie fiir den Kinobesuch.

In fiinf Studienjahren verbraucht ein Student mehr als zwei Pud
(32 Kilo) Salz, rund 200 Kilo Zucker, rund eine Tonne Brot und
trinkt eine Zisterne Wasser aus. Diese Nahrung enthdlt 3 bis
4 Kilo Phosphor, etwa anderhalb Kilo Kalzium und fast ebenso
viel Magnesium.



Schule in Zahlen

In der UdSSR gibt es heute iiber 220000 allgemein-
bildende Schulen, mehr als 4200 Fachschulen und
iiber 800 Hochschulen und Universititen.

Seit Griindung der UdSSR hat sich die Zahl der sowje-
tischen Wissenschaftler alle sechs bis sieben Jahre
verdoppelt (im gleichen Zeitraum in den USA alle
zehn, in Westeuropa alle fiinfzehn Jahre).

Vor der GroBen Sozialistischen Oktoberrevolution
ging im zaristischen RufBlland nur jedes fiinfte Kind
entsprechenden Alters zur Schule. Fast 75 Prozent
aller Minner und Frauen waren des Lesens und
Schreibens unkundig. Noch schlechter war die Situa-
tion in den kolonial unterdriickten Gebieten: etwa
97 Prozent der Kirgisen, Turkmenen, Tadschiken,
Usbeken und Jakuten waren Analphabeten, 48 natio-
nale Minderheiten besaBen nicht einmal eine eigene
Schriftsprache. Die Sowjetmacht sorgte auch im
Bildungsbereich fiir eine schnelle Verinderung. Fiir
alle Kinder in der UdSSR soll bis 1975 der Ubergang
zur allgemeinen Zehnklassen-Oberschulpflicht abge-
schlossen werden.

Gegenwirtig arbeiten in den sowjetischen Schulen
etwa drei Millionen Lehrer aller Nationalititen. Allein
in diesem Jahr wurden ihre Reihen um 150 000 Absol-
venten von Hochschulen und pidagogischen Lehr-
anstalten verstirkt. 1,1 Millionen kiinftige Lehrer
bereiten sich derzeit auf ihre Arbeit in der Praxis
vor.

In der UdSSR gibt es etwa 3 600 Pionierpaldste und
-hduser, 560 Stationen Junger Techniker und 330 Sta-
tionen Junger Naturforscher. Allein in diesem Jahr
erhohte sich die Platzkapazitit an sowjetischen Schu-
len um 1,5 Millionen.

Studenten in der Sowjetunion

Die Karte der UdSSR ist mit Sternen versehen.
Jeder kleine Stern bedeutet eine Hochschule, der
groBte Stern in Moskau symbolisiert 74 Hochschulen.
Insgesamt zdhlen wir 247 Sterne, d. h. 247 ,,Stu-
dentenstiddte** mit 805 Hochschulen.

Vor reichlich 200 Jahren, als es lingst die Sorbonne
und Cambridge gab, besaB RuBland keine einzige
Hochschule. Wer eine Hochschule besuchen wollte,
muBte nach Europa gehen. Die erste Universitit
wurde am 12. Januar 1755 in Moskau eroffnet. 1915
gab es im Russischen Reich nur 105 Hochschulen mit
insgesamt 127000 Studenten, hauptsichlich aus ver-
mogenden Familien, da die Studiengelder fiir Werk-
tiatige zu hoch waren. So sah das Erbe aus, das die
junge Sowjetrepublik vor 50 Jahren antrat.

Heute studieren in der Sowjetunion fiinf Millionen in
805 Hochschulen. 94 9 von ihnen sind Mitglied
des 27 Millionen zdhlenden Leninschen Kommunisti-
schen Jugendverbandes.
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Kalender aus Wiirfeln

Auf dem Tisch der Redaktion Quant steht ein Kalen-
der, wie ihn das Bild zeigt. Er besteht aus zwei Wiirfeln.
Uberlegt, wie er angefertigt wurde: In welcher Weise
muB man die Grundziffern auf die Seitenflichen der
beiden Wiirfel kleben, damit man jedes beliebige
Monatsdatum darstellen kann. Es ist offensichtlich,
daB es mehrere Losungen gibt. Was meint ihr wohl,
wie viele?

==
—l
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7
¢ 4

Kamsolow

Fiir dieses Spiel, dem wir den Namen nach seinem
Erfinder Juri Kamsolow (UdSSR) gaben, wird ein
6 x 8-Felder-Brett mit 24 weilen und schwarzen Stei-
nen bendtigt. Es kann zu zweit und zu viert gespielt
werden.

ZU ZWEIT. Wer beginnt, wird ausgelost.

Man setzt abwechselnd jedesmal zwei Steine der
eigenen Farbe auf beliebige Felder. Jeder bemiiht sich,
waagerechte und senkrechte Reihen zu bilden sowie
den Gegner, der die gleiche Absicht hat, daran zu
hindern. Je linger die Reihe wird, um so besser ist die
Position.
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Sind alle Felder besetzt, werden die Punkte errechnet.
Wer die meisten errang, hat gewonnen. Fiir die kleinste
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Letzte Chance, die Zwischenpriifung

zu bestehen!
K. Muschkin, Moskau

Reihe aus zwei gleichfarbigen Steinen werden 4 Punkte,
fiir die Dreier 9, fiir einen Vierer 16 Punkte usw. ver-
geben. Vereinzelte Steine zidhlen nicht. Steine, die
zugleich in zwei Reihen stehen, diirfen nur einmal
beriicksichtigt werden. Die Steine sind so aneinander-
zureihen, daB die Hoéchstpunktzahl herauskommt.
Der Anschaulichkeit halber riickt man die Steine am
besten zusammen ; siche Abbildung, die eine méogliche
SchluBstellung zeigt. Wie man sicht hat WeiB einen
Fiinfer, einen Vierer, drei Dreier und einen Zweier.
Das ergibt 25+ 16+ (3 - 9)+4=72 Punkte. Die Steine
auf den Feldern a2, d2, e6 und f3 sind ,,Isolanis‘
und fallen nicht unter die Wertung. Schwarz schaffte
(16 - 2)+(9 - 2)+(4 - 3)=62 Punkte. Falls sich gleiche
Punktezahlen ergeben, ist die Partie remis.

ZU VIERT. Es spielen zwei gegen zwei mit je 12 Stei-
nen. Die Paare sitzen einander gegeniiber und setzen
reihum. Auch hier setzt jeder Spieler wieder zwei
Felder. Punkterechnung wie beim Spiel zu zweit.

Falls weder Brett noch Steine vorhanden sind, nimmt
man einfach Pappe oder einen Bogen Papier und
zeichnet den Spielplan mit 48 Feldern auf, und anstelle
von Spielsteinen werden Kreise (WeiB) und Kreuze
(Schwarz) eingetragen. Und weil man sie am Ende
nicht zusammenriicken kann, streicht man einfach
die fiir die Wertung in Betracht kommenden Gewinn-
reihen durch. aus: NBI 19/73




Aus einem Bericht eines Korrespondenten
der Literarischen Zeitung

,,Erst drei Wochen sind seit dem Beginn des Jahres
1973 vergangen, aber der groBe elektronische Rechen-
automat in unserem wissenschaftlichen Zentrum hat
schon mit einer Genauigkeit von 107° ausgerechnet,
daB das nichste Jahr die Jahreszahl 1974 tragen wird.

mitgeteilt von Prof. Ju. I. Sokolowskij, Nowosibirsk

Rational oder nicht?
Die Summe
S=10"'+10"*+10"°+... +10""+ ...
hat unendlich viele Summanden. Ist S eine rationale
oder eine irrationale Zahl?

Prof. Ju. 1. Sokolowskij, Nowosibirsk
Wir wiigen
Wir haben fiinf Kieselsteine verschiedenen Gewichts
und eine Hebelwaage. In jede Wigeschale paBt nur
ein Kieselstein. Es sollten nicht mehr als 7 Wigungen
vorgenommen werden, um die Kieselsteine ihrem
Gewicht nach zu ordnen.

Eine Tafel Schokolade

Wie viele Male muB man mindestens brechen, um die
Tafel Schokolade in die auf dem Bild angegebenen
Teile zu zerlegen? Dabei darf nur gradlinig in den
Vertiefungen der Schokolade gebrochen werden.

Ein Schnitt geniigt

Auf dem Bild sind drei Ringe dargestellt. Wenn man
den oberen Ring zerschneidet, sind alle Ringe vonein-
ander getrennt, zerschneidet man einen der unteren,
bleiben die anderen aneinandergekettet. Versucht die
drei Ringe so zu verketten, daB beim Zerschneiden
eines beliebigen von thnen alle drei voneinander-
getrennt werden!

Ein interessanter Spaziergang

Vor euch seht ihr einen Stadtplan. Wie kann man
einen Spaziergang so durchfithren, daB man iiber
jede Briicke genau einmal geht?

Modell des Fernsehturms

Der Fernsehturm in Ostankino hat eine Héhe von
530 m und wiegt 30000 Tonnen. Wieviel wiirde ein
genaues Modell dieses Turmes wiegen, das eine Hohe
von 53 cm besitzt?

z -
Kopfsprung 7 k [
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Die Schiilerzeitschrift Quant iibermahm diese Vignette
eines auslindischen Karikaturisten aus ,,Sowjetski
Sport*“ — Der Kiinstler schrieb unter seine Zeichnung:
Ohne Worte. Wir (d. h. Quant) schlagen eine andere
Unterschrift vor:
Ist das moglich ? Geht das? — Versucht, die Karikatur
unter diesem Gesichtspunkt zu beurteilen!

W. Alexandrow, Moskau
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Wer lost mit?
alpha -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin. 6. Januar 1974

(e @

¥4y £ P
DN £ .
566
45
)

Die folgenden Aufgaben fiir die 5. bis
10. Klasse stellen einerseits eine Auswahl aus
den Aufgaben fiir die II. Stufe der Mathe-
matischen Schiilerolympiade 1973 der UdSSR
dar, andererseits sind die der sowjetischen Po-
pulidrwissenschaftlichen Mathematisch-phy-
sikalischen Zeitschrift Quant entnommen,
insbesondere der Rubrik Quant fiir jiingere
Schiiler. Wir danken der Leitung der Sowje-
tischen Schule in Altenburg und der Redak-
tion der Zeitschrift Quant, die uns dieses
Material zur Verfiigung stellten.

A541095 Gegeben seien drei Teller mit
Niissen. Auf dem ersten Teller liegen 22, auf
dem zweiten 14 und auf dem dritten 12 Niisse.
In jeweils einem Schritt diirfen von einem
dieser Teller genau soviele Niisse in einen
anderen Teller gelegt werden, wie dort bereits
vorhanden sind. Wie kann man in nur drei
Schriiien erreichen, daB auf allen drei Tellern
gleichviel Niisse liegen?

A 541096 Es ist zu zeigen, daB die Summe
von vier beliebigen aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen keine Primzahl sein kann!

W 521097 Ein Becken mit einer horizon-
talen Bodenfliche von 1 Hektar enthilt
1 Million Liter Wasser. LaBt sich in diesem
Becken ein Schwimmwettkampf austragen?

W 5w 1098 Zwei Familien wollen sich 16 1
Kwall teilen, der sich in einem FaB befindet.
Zum Abfiillen stehen ihnen aber nur zwei
Eimer mit dem Fassungsvermdgen von 61
bzw. 111 zur Verfiigung. Auf welche Weise
ist das Getrink umzufiillen, damit jede
Familie 8 | erhilt?

W 5*1099 ,Wenn ich fiir jeden meiner
Enkel zwei Wiirstchen heiB mache'’, dachte
Oma, ,,dann bleiben vier Wiirstchen iibrig.
Wenn aber jeder drei Wiirstchen erhalten
soll, miiBte ich erst noch ein Wiirstchen zu-

kaufen.* Wieviel Enkel hat diese GroBmut-
ter, und wieviel Wiirstchen sind vorriitig?

W 5* 1100 Unter den Teilnehmern einer
Arbeitsgemeinschaft Mathematik befinden
sich genau dreimal soviel Jungen wie Mad-
chen. Als Ursula einmal fehlte, hatte ein
Arbeitsgemeinschaftsteilnehmer Uweals Gast
mitgebracht. An diesem Tage waren viermal
soviel Jungen wie Madchen anwesend. Wie-
viel Jungen und wieviel Méddchen nehmen
regelmiBig an der Arbeitsgemeinschaft teil?

A641101 Es ist die kleinste natiirliche
Zah! zu ermitteln, die gréBer als 3 ist und die
bei Division durch 4, 17 bzw. 29 stets den
gleichen von Null verschiedenen Rest ergibt!

A641102 Die MaBzahl des Umfangs eines
Rechtecks ABCD (gemessen in cm) sei gleich
der MaBzahl seines Flicheninhalts (gemessen
in cm?). Die Seitenlingen dieses Rechtecks
(gemessen in cm) seien ferner ganzzahlig.
Wieviel mogliche Losungen gibt es?

Wé6m1103 Ein Maultier und ein Pferd
trugen einige Sdcke. Das Pferd ermiidete
schneller und sagte zum Maultier: ,,Hilf mir
bitte, nimm einen Sack von meinem Riicken
und trage du ihn weiter!* ,,Wiirde ich das
machen,’* erwiderte das Maultier, ,,s0 wire
meine Last doppelt so groB wie deine. Wenn
du mir aber einen Sack abnimmst und ihn
tragst, werden wir gleiche Lasten tragen.**
Wieviel Siacke trug das Maultier, wieviel das
Pferd?

W 6 m1104 Zwei Seiten eines Dreiecks ABC
haben die Seitenlingen 5 cm bzw. 2 cm.
Die Lange der dritten Dreieckseite (gemessen
in cm) sei ebenfalls ganzzahlig. Welche Lange
konnte die dritte Seite haben?

W 6* 1105 Es ist zu untersuchen, ob die
Zahl z=10""2+2 durch 3 teilbar ist. Die
Antwort ist zu begriinden.

Sl Sory, 6316 Shikwurtuc,

W5s346
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zaht nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben [ortlaufend numeriert. Der
iiblichen Nummer sind ein W (d. h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Aufgaben
mit W* versechen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene l6sen die Aufgaben, welche
mit W w 10/12 oder W* 10/12 gekennzeichnet
sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A 4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabengruppe
wird von einem anderen Experten korrigiert.
6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstindige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Priadikat ,,sehr gut gelost*’,
»gut geldst* oder ,,geldst*. Schiiler, welche
nur einen SchluBsatz zu einer Aufgabe ein-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
,»nicht geldst*.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1973/74 lauft von
Heft 5/73 bis Heft 2/74. Zwischen dem 1. und
10. September 1974 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/73
bis 2/74 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/74 veréffentlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/73 bis 2/74) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei Aner-
kennungsurkunden besitzen und diese mit
den Antwortkarten des Wettbewerbs 1973/74
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen in
Gold (und die Urkunden zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



W6*1106 Gegeben sei ein Rhombus ABCD
mit dem spitzen Winkel ¥BAD=a=60°
Eine Gerade g schneide die Seite ABin einem
inneren Punkt M und die Seite BC in einem
inneren Punkt N so, daB BM+BN=A4B=a
gilt. Es ist zu beweisen, daB das Dreieck
MND gleichseitig ist!

A741107 Bezogen auf seine Masse ent-
hilt Meerwasser 5 % Salz. Mit wieviel Kilo-
gramm SiiBwasser muB man 80 kg Meer-
wasser mischen, damit der Salzgehalt der
Mischung 2 9 betriagt?

A741108 Fir die Fahrt auf dem Dnepr
von Kiew nach Dnepropetrowsk bendtigt
ein Schiff 48 Stunden, fir die Riickfahrt
hingegen 72 Stunden. In wieviel Stunden
wiirde ein FloB von Kiew nach Dnepro-
petrowsk treiben? (Dabei wird vorausgesetzt,
daB die Stromungsgeschwindigkeit des Dnepr
und die Eigengeschwindigkeit des Schiffes
konstant sind.)

W 7a1109 Ein Schiiler zihlt sein rest-
liches Taschengeld und stellt fest, daB er noch
tiber einen Geldbetrag von 46 Kopeken ver-
fiigt, der sich aus genau 20 Miinzen und zwar
aus 3-Kopeken-Miinzen und 1-Kopeken-
Miinzen zusammensetzt. Weise nach, dafi
diesem Schiiler beim Zihlen des Geldes ein
Fehler unterlaufen ist! Kann man diese
Feststellung auch treffen, wenn er 48 Kope-
ken oder 49 Kopeken gezihlt hitte? Welche
Geldbetrige lassen sich aus zwanzig Miinzen,
unter denen sich nur 3-Kopeken-Miinzen
und 1-Kopeken-Miinzen befinden, bilden?

W 7mll110 Eine LPG verkauft in den Mo-
naten von Julj bis November Apfel. Der
Preis fiir 1 kg Apfel ist im September um 20 %,
niedriger als im Juli, im November hingegen
um 20 9, hoher als im September. Sind die
Apfel im November billiger, gleich teuer
oder teurer als im Juli? Falls die Apfel im
November billiger oder teurer als im Juli
sind, ist anzugeben, um wieviel Prozent.

W 7*1111 In einem Dorf in der Nihe
der Bahnstation D. befindet sich ein Volks-
eigener Betrieb. Der Direktor dieses Betrie-
bes, der in L. wohnt, fahrt an jedem Arbeits-
tag mit der Bahn von L. nach D. und kommt
dort piinktlich um 7.00 Uhr an. Ein Dienst-
wagen fahrt ihn um 7.00 Uhr von D. direkt
in den Betrieb. An einem Tage erreichte der
Direktor D. bereits um 6.00 Uhr. Daer verges-
sen hatte, den Kraftfahrer zu verstiindigen,
ging er zu FuB in seinen Betrieb. Er begegnete
unterwegs dem Dienstwagen, der ihn unver-
ziiglich in den Betrieb brachte, wo er genau
12 Minuten frither als gewdhnlich ankam.
(Dabei wird vorausgesetzt, daB der Kraftfah-
rer auch an diesem Tage zu derselben Zeit von
dem Betrieb abfuhr und daB die Geschwindig-
keit des Kraftwagens stets gleichbleibend war.

Ferner fuhr der Kraftfahrer an den anderen
Tagen so, daB er genau um 7.00 Uhr am
Bahnhof D. eintraf.) Zu welchem Zeitpunkt
begegnete der Direktor dem Dienstwagen?

W 7 * 1112 Gegeben seien ein Quadrat
ABCD mit der Seitenlinge AB=6 cm und
ein innerer Punkt E der Seite E, fiir den
EB=2 cm gilt. Dem Quadrat ist ein gleich-
seitiges Dreieck EFG so einzubeschreiben,
daB auch die Eckpunkte Fund G dieses Drei-
ecks auf den Seiten des Quadrates liegen. Die
Konstruktion ist zu begriinden.

A841113 Wieviel natiirliche Zahlen bis
zu der Zahl 1973 sind durch 5, aber nicht
durch 7 und nicht durch 11 teilbar?

A841114 Es sind alle dreistelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, die die folgende
Eigenschaft haben:

Schreibt man links zu der dreistelligen Zahl
drei weitere Grundziffern hinzu, so erhilt
man das Quadrat dieser Zahl.

W 8wlll5 In jeden der Kreise der abge-
bildeten Figur soll genau eine der Zahlen
1,2,3,4,5,6, 7 so eingetragen werden, dal
alle Summen von je drei Zahlen, die auf einer
Geraden liegen, gleich sind.

W 8wm1116 Die abgebildete Figur, die aus
12 Quadraten besteht, soll so in genau vier,
von Quadratseiten begrenzte kongruente Teil-
figuren zerlegt werden, daB jede Teilfigur
genau ein schraffiertes Quadrat enthilt.
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W8*1117 Kann man 50 Steine, deren
Massen 370 kg, 372 kg, 374 kg, ..., 466 kg,
468 kg betragen, mit siecben Dreitonnern
befordern? Dabei darfjedoch jeder der sieben
Lastkraftwagen mit héchstens 3t beladen
werden; eine Uberschreitung dieser Bela-
stung — auch nur um wenige Kilogramm —
ist unzuldssig.

W 8* 1118 DreiSeerdauber wollen die Beute
teilen, die aus 10 Piastern, 10 Dublonen und
einem FaB Wein besteht. Sie haben zwar
GefiBe zur Abfiillung und genauen Auftei-
lung des Weines, aber, o weh! jeder Seerduber
hat seine eigene Meinung dariiber, wieviel
Wert der Wein im Verhiltnis zu den Piastern
bzw. Dublonen betriigt. Alle sind sich aber

dariiber einig, daB das FaB Wein mehr
als 4 Piaster und mehr als 4 Dublonen
kostet. Es ist zu beweisen, daB die Seerduber
die Beute so teilen kénnen, daB jeder von
ihnen einen Anteil erhilt, der nach seiner
Ansicht keinen geringeren Wert hat als der
Anteil eines jeden anderen.

4941119 Man zerlege in Faktoren
(az +b2)3 +(‘.2_02)3 —(b2+L‘2)3.

A941120 Auf welche Grundziffern kann
das Quadrat einer zweistelligen natiirlichen
Zahl enden, wenn dieses Quadrat eine unge-
rade Anzahl von Zehnern enthilt?

W 9m1121 Sechs Schiiler, die an einem
Subbotnik teilnahmen, wurden in drei Briga-
den eingeteilt. Die Brigadiere waren Wo-
lodja, Petja und Wasja. Wolodja und Mischa
erhielten 2 m lange Holzstimme, Petja und

Kostja 1% m lange, aber Wasja und Aljoscha
! m lange. Sie hatten jeden Stamm in
—;m lange Stimme zu zersigen. An der

Wandzeitung wurde mitgeteilt, daB der Bri-
gadier Lawrow mit Roshkow insgesamt 26

Stimme von je %m Linge fertiggestellt

hatte, der Brigadier Galkin mit Komkow
27 Stimme und der Brigadier Koslow mit
Jewdokimow 28 Stimme. Wie lautet der
Vorname Komkows?

W 9al1122 Der Flicheninhalt eines Recht-
ecks sei gleich der doppelten Differenz der
Flicheninhalte zweier gleichseitiger Drei-
ecke, deren Seiten ebenso lang wie zwei
anliegende Seiten dieses Rechtecks sind. Es
ist das Verhiltnis des Umfanges des Recht-
ecks zu dem Umfang des gréBeren der beiden
gleichseitigen Dreiecke zu ermitteln.

W9 *1123 Es ist zu entscheiden, ob die
folgende Behauptung richtig ist:

Der Rest bei der Division des Quadrats einer
Primzahl, die groBer als 3 ist, durch 24 ist
stets gleich 1.

W 9*1124 Nach einer Kinoveranstaltung
fuhren mehr als 150 Zuschauer mit 6 Auto-
bussen nach Hause. In jedem Autobus waren
gleichviele Zuschauer. Die anderen Kino-
besucher — es waren genau um 15 %, mehr —
gingen zu FuB nach Hause.

Wieviel Zuschauer waren im Kino, wenn das
Kino nicht mehr als 400 Plitze hatte und alle
Zuschauer einen Platz erhielten?

A10/12a41125 Man untersuche, obdie Zahl
\/2+J§ : \/2+ V2+3-
NS e R RN

eine rationale Zahl ist, und gebe, falls das
zutrifft, diese Zahl an.
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Der sowjetische Student Sergej Konjagin,
Saratow, UdSSR, der bei der XIV. Inter-
nationalen Mathematikolympiade 1972 die
volle Punktzahl erzielte und einen 1. Preis
erhielt, stellt uns die folgende interessante,
aber schwierige Aufgabe zur Verfiigung:

4A10/12a1126 Es seien x und y reelle Zah-
len mit x> y>0. Man beweise, daB dann stets
die folgenden Ungleichungen erfiillt sind :
xt—y* xt—yt
4y* 4

W 10/12m 1127 Es sind alle reellen Losun-

gen der Gleichung
12x=3|+|x=3|—{4x—-1]=0

zu ermitteln.

>x—p>

W 10/12 m 1128 Es sei log,,7=a und log,,5
=b. Es soll die Zahl z=log;;28 durch die
Zahlen a und b ausgedriickt werden.

W 10/12 * 1129 Die Langen der Seiten cines
Sehnenvierecks ABCD seien .

E=a, BC=b, C—ch, DA=d.
Es soll die Lange der Diagonale BD dieses
Sehnenvierecks ermittelt werden.

W 10/12* 1130 Man beweise, daB die na-
tirliche Zahl

(107341072 1 +10+1) - (10'°74 4-5)+ 1
gleich dem Quadrat einer natiirlichen Zahl ist.

Vorliegende Aufgaben wurden
sowjetischer Literatur entnommen
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Der RepetitOl‘ Aus der sowjetischen Zeitschrift:

Und hier richtet sich die bekannte Zeitung
Der Moskauer Komsomolze an Euch, liebe
Schiiler.

Nur ein leichtfertiger Mensch kann glauben.,
daB ja noch viel, viel Zeit bis zur Abschluf3-
prifung sei. Es ist allgemein bekannt, daB
das letzte Vierteljahr bei weitem nicht so lang
ist, wie es erscheint. April, Mai — und im
Juni sind schon Priifungen. Na und dann
beginnt ein ruheloses Leben. Viele von Euch
moéchten Abiturienten werden. Welch beun-
ruhigender Titel! StoBe von Biichern, Kon-
spekten, vorbereitende Ubungen ..., und
vielleicht hilft dies alles gar nichts, denn kann
man alle verzwickten Fragen kennen, die der
Priifende stellt?

,.Es ist gut*, behauptet er, ,,daB Du alle For-
meln kennst, fehlerfrei schreibst, Dich aus-
zudriicken vermagst. Aber wie ist Dein
logisches abstraktes Denken entwickelt?**
Hier liegt moglicherweise der Hund begraben.
Damit Thr nicht den Kopf verliert, sondern
gewappnet in die Priifungen geht, eroffnet
der ,,Altersgenosse** eine neue Rubrik, den
,,Repetitor*. Wir hoffen, daB Aufgaben und
Fragen, die hier veroffentlicht werden, Euch
aus der schwierigen Lage heraushelfen, in
die Euch der Priifende bringen kann. Es ver-
steht sich, daB wir keine volle Garantie geben
konnen. Diejenigen, die als erste nicht nur die
richtigen Antworten, sondern auch den Lé-
sungsweg einsenden, werden in unserer nach-
sten Ausgabe genannt. Auf diejenigen, die
die einfallsreichste, eine originelle oder ele-
gante Losung finden, warten unsere Preise.

Aufgaben (Auswahl)

Ala Wie gehen die Uhren? ,,An einem
der letzten Tage des Aufenthaltes im Erho-
lungsheim*‘, erzihlte mir ein Freund, ,,hérten
wir nach dem Abendbrot das Zeitzeichen.
Es war genau 19.00 Uhr. Auf meiner Uhr
war es finf vor 19.00 Uhr. Aber die Uhr geht
vor, wufite ich, und zum Zeitpunkt meiner
Abfahrt wird sie die genaue Abfahrtszeit des
Zuges anzeigen. Die Uhr meiner Nachbarin
war vier Minuten vor 19.00 Uhr. Thre Uhr
geht am Tag drei Minuten mehr vor als
meine,* setzte mein Freund fort. ,,Die Nach-
barin muBte den gleichen Zug wie ich benut-

zen, nur einen Tag eher. Ihre Uhr wird zum
Zeitpunkt ihrer Abfahrt auch die genaue
Zeit angeben. Wieviel Minuten geht jede der
beiden Uhren am Tage vor?

A2A Von Moskau nach Bykow fuhr ein
Radfahrer. 25 Minuten spéter startet ein
Auto, das den Radfahrer nach 15 Minuten
einholt. Es fuhr bis Bykow und kehrte sofort
wieder um, und 55 Minuten nach der Abfahrt
aus Moskau traf es denselben Radfahrer
wieder. Zu bestimmen ist die Geschwindig-
keit des Radfahrers und des Autos, wenn die
Entfernung von Moskau bis Bykow 34 km
betrigt.

A3a Finde den Familiennamen! Sidorow,
Iwanow und Petrow sind Kapitin, Maschi-
nist und Steuermann eines Passagierschiffes.
Unter den Passagieren befinden sich auch
ein Sidorow, Iwanow und Petrow. Uber sie
ist bekannt:

a) Der Passagier Sidorow wohntin Ismailow.
b) Der Maschinist wohnt in Kunzew.

c) Der Passagier Petrow hat lingst vergessen
worin sich Kosinus und Sinus unterscheiden.
d) Der Fahrgast, der den gleichen Familien-
namen wie der Maschinist hat, wohnt in
Malachowok.

e) Einer der Passagiere, ein bekannter Phy-
siker, wohnt in derselben StraBe wie der
Maschinist. ;

f) Waihrend des Aufenthaltes des Passagier-
schiffes spielen die beiden Besatzungsmit-
glieder Iwanow und der Steuermann oft
Schach. Wie heiBt der Kapitin mit Fami-
liennamen?

A44 Am Bau eines Hauses nehmen Zim-
merleute und Maler teil. Beide erhielten ein
und dieselbe Summe Arbeitslohn, aber es
waren zwei Maler mehr als Zimmerleute,
und deshalb erhielt jeder Maler einen Rubel
mehr als ein Zimmermann. Wieviel Zimmer-
leute und wieviel Maler waren es, wenn
bekannt ist, daB die Summe der Rubel,
die ihnen allen gezahlt wurde, um 26 gré8er
war, als das Dreifache der Anzahl aller
Arbeiter?



Lésongen zu den Aufgaben der
XII. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR

DDR-Olympiade (aus Heft 4/73)

1. Teil a) und b) loste der Schiiler Michael
Schaper, Magdeburg, so: Die Summe der
AuBenwinkelgroBen in einem konvexen Viel-
eck ist 360°. (Ein einmaliger Umlauf auf den
Kanten des Vielecks bewirkt z. B. eine ein-
malige volle Umdrehung,)
Sind x Innenwinkel spitz, so haben die Gro-
Ben der entsprechenden AuBenwinkel eine
Summe, die groBer als x-90° ist, wihrend
die Summe der iibrigen AuBenwinkelgrofien
jedenfalls positiv ist. Daher folgt
x:90°<360° d.h. x<4.
Somit ist fiir a) gezeigt, daB es eine grofite
Zahl m der behaupteten Art gibt, und zwar
ist m<3.
Da es auBerdem Vielecke (z B. Dreiecke)
mit genau 3 spitzen Innenwinkeln gibt, lautet
die Antwort fiir b): m=3.
Folgendes Beispiel eines Schiilers zeigt, daB
Frage c) zu bejahen ist:
In einem gleichseitigen Dreieck ABC wird
ein Kreisbogen um C durch die beiden
Punkte 4 und B gelegt. Ist P ein Punkt dieses
Bogens, so gilt nach dem Zentriwinkel-
Peripheriewinkel-Satz ¥ APB=150°. Dann
sind (in AABP) ¥ BAP und ¥ ABP kleiner
als 30°, und daher £CAP und <CBP
spitz.

Legen wir also die n—3 Punkte P,, ..., P,_;
auf den Kreisbogen AB, so hat das n-Eck
BCAP, ... P,_, genau 3 spitze Winkel
(xCAP, und £ CBP,_, sind neben xACB
nach der letzten Uberlegung spitz!)

Bemerkungen: Der Schwierigkeitsgrad dieser
Aufgabe kann fiir die 4. Stule einer Olympiade
als angemessen angesehen werden, obwohl
die 2fache Existenzaussage in a) fiir die Alters-

stufe hohe Anforderungen stellt. Die meisten
Schiiler fanden einen Zugang zur Aufgabe,
wobei jedoch exakte bzw. nahezu exakte
Losungen auch nur relativ selten erbracht
wurden.

Hiufige Fehler waren: Aus m<4 wurde aus
rein zahlentheoretischen Griinden aufl m=3

. geschlossen (fehlender Nachweis der Existenz

von Vielecken mit x=3).
Fiir ¢) wurden Winkelbetrachtungeh in n-
Ecken durchgefiihrt, jedoch kein Existenz-
beweis erbracht. Aus einer wahren Conclusio
wurde auf wahre Primisse geschlossen. Ver-
teilung der Punktstufen:
0 1 2 3 45 6
6 10 16 38 8 9 10.

Dr. K. D. Drews, Universitdt Rostock

2. LOsung zu a)

1. Man merkt sofort, daB keine der 8 Schnitt-
ebenen durch den Mittelpunkt des Wiirlels
hindurchgeht. Folglich liegt ,,in der Mitte*
des Wiirfels einer der gesuchten Teilkorper.
Wir suchen zunichst die Form djeses Teil-
kérpers. Die Mittelpunkte der Seitenflichen
des Wiirfels seien mit M,, M,, ..., M, be-
zeichnet. Jede der 8 gegebenen Schnittebenen

i} G

A

enthdlt genau 3 dieser Punkte M; Jeder
Wiirfelecke kann man nun diejenigen 3 Punk-
te M; zuordnen, die die Mittelpunkte der in
der betrachteten Wiirfelecke zusammensto-
Benden Seitenflichen des Wiirfels sind, also
z B. der Wiirfelecke E die 3 Punkte M, M,,
M. So entspricht auch jeder Wiirfelecke
ein Dreieck mit den dieser Wiirfelecke zuge-
ordneten Punkten M; als Ecken. Z B. ent-
spricht der Wiirfelecke £ das Dreieck
M ;M M,. Diese Dreiecke sind gleichseitig.

Die Seitenlinge ist gJE, wie man durch

einfache Anwendung des Satzes von Pytha-
goras feststellt. Der Korper mit den Ecken
M, M,, ..., Mg wird folglich von 8 gleich-
seitigen Dreiecken begrenzt; es handelt sich
um ein Oktaeder. Jedes der 8 begrenzenden
Dreiecke liegt in genau einer der 8 Schnitt-
ebenen. Daher wird das Oktaeder M,M,M,
MMMy von keiner der Schnittebenen
durchsetzt. Es ist also einer der gesuchien
Teilkorper.

2. An jeder Wiirfelecke findet man ein Tetra-
eder, dessen Ecken die betreffende Wiirfel-

ecke und die drei dieser Wiirfelecke wie in
1. zugeordneten Mittelpunkte von Wiirfel-
seitenfldchen sind. Z. B. liegt an der Wiirlel-
ecke E das Tetraeder EM M ,M,. Die vier
ein solches Tetraeder begrenzenden Drei-
ecke liegen in vier Schnittebenen. Es ist leicht
einzusehen, daB ein solches Tetraeder durch
die iibrigen Schnittebenen nicht mehr zerlegt
wird, d. h. daB es sich um einen weiteren der
gesuchten Teilkdrper handelt. Jede Schnitt-
ebene, die keines der begrenzenden Dreiecke
eines betrachteten Tetraeders enthilt, ist
ndmlich zu einer Schnittebene, in der ein
solches Dreieck liegt, parallel. Die durch
A, H, C und E, B, G bestimmten Ebenen
bilden z B. ein derartiges Paar paralleler
Ebenen. Enthielte nun die durch 4, H, C
bestimmte (also eine zu EM,M¢ parallele)
Ebene innere Punkte des Tetraeders

EM ;M M, so miiBte sie die Strecke EM
in einem von M, verschiedenen Punkt
schneiden. Da sie den Punkt M, enthilt,
wiirden auch die Punkte E und D in dieser
Ebene liegen. Die Ebene miiBte folglich die
funf Punkte 4, D, E, H, C enthalten, was
aber unmoglich ist. In 2hnlicher Weise konnte
man zeigen, daB iiberhaupt keine Schnitt-
ebene durch das Tetraeder EM, M M hin-
durchgeht. Entsprechend den acht Wiirfel-
ecken gibt es acht derartige Teilkérper. Man
erkennt durch einfache Anwendungen des
Satzes von Pythagoras, daB es sich um regel-

mifige Tetraeder mit der Kantenlidnge g\/f

handelt.

3. An jeder Wiirfelkante findet man ein
Tetraeder, dessen Ecken die auf der betreffen-
den Wiirfelkante liegenden Wiirfelecken und
die Mittelpunkte der beiden Wiirfelseiten-
lachen, die sich in dieser Wiirfelkante schnei-
den, sind. Z B. ist EFM Mg ein solches
Tetraeder. Ahnlich wie in 2. oder auch rein
anschaulich kann gezeigt werden, daB diese
Tetraeder durch die Schnittebenen nicht
weiter zerlegt werden. Entsprechend den
12 Wiirfelkanten gibt es 12 solche Tetraeder,
die aber im Gegensatz zu den unter 2. gefun-
denen nicht regelmidBig sind. Fiinf ihrer

Kanten haben die Linge g\/i, eine Kante

hat die Linge a.

4. Insgesamt wurden somit 21 Teilkorper
gefunden. Zwei beliebige unter ihnen haben
keine inneren Punkte gemeinsam.

Lo6sung zu b)

S. Das in 1. beschriebene Oktaeder kann
als aus 2 kongruenten Pyramiden mit der
gemeinsamen quadratischen Grundflache
M, M,M; M, und den Spitzen M, bzw. Mg
zusammengesetzt aufgefaBt werden. Der Fla-

dhenirhiale der Grundfiche it %az, die
Hohe hat die Lange g. Daher betrdgt das

Volumen des Oktaeders
A12a_ 14
327 276"
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Jedes der in 2. beschriebenen regelmiBigen

Tetraeder (Kantenldnge g\/i) hat eine
Grundfliche vom Inhalt %az 3 und eine

Hohe der Liange %a\/i. Sein Volumen ist
daher

11, =1 = 1,4

== 3-—a/3=—a.

3% VI3ai=y
Jedes der in 3. beschriebenen Tetraeder 148t
sich alseine Pyramide aulfassen, deren Grund-

flache den Inhalt %a’ (ndmlich ein Viertel
des Inhalts einer Wiirfelseitenfliche) und

deren Hohe die Linge % hat. Sein Volumen

ist a1s01-1a2-9=ia3.
34 2 24
6. Addiert man die Volumina simtlicher

gelundener Teilkorper, so erhdlt man

éa3+8 '%03+ 12-%a3=a3.
Daraus folgt, daB der Wiirlel durch die ange-
gebenen Teilkrper wieder vollstdndig zusam-
mengesetzt werden kann. Es wurden also
simtliche entstehenden TeilkSrper gefun-
den.

Einige Bemerkungen zu den Schiilerlésungen:
Die Grundlage fiir die Behandlung der Auf-
gabe bildete bei allen Schiilern eine Zeich-
nung, War diese iibersichtlich und klar, wurde
auch die Losung meistens gefunden. Die
Aufgabe ist sicher fiir die 4. Stufe der Olym-
piade als ,leicht* zu bezeichnen. Das wird
auch durch die verhéltnismiBig groBe Anzahl
von Schiilern, die 6 oder 7 Punkte erreichten,

belegt:
01 2 345 6 17
10 7 8 11 5 7 14 35

Die Schiiler, die sich mit gewissem oder vol-
lem Erfolg an der Aufgabe versuchten (nur
vier Schiiler bearbeiteten die Aufgabe iiber-
haupt nicht), gingen im Prinzip den hier dar-
gestellten Weg, der in seinen wesentlichen
Teilen auch mit dem Vorschlag der Aufgaben-
kommission iibereinstimmt. Die Punktabziige
hatten meist ihren Grund darin, daB nicht
samtliche Typen von Teilkorpern erkannt
worden sind.
Oft wurde bei Teil b) auch so vorgegangen,
daB die Volumina nur von TeilkGrpern zweier
Typen explizit berechnet worden sind. Das
Volumen der iibrigen TeilkSrper 1aBt sich
dann aus der in 6. angegebenen Gleichung
bestimmen, nachdem man sich (z. B. anschau-
lich) davon iiberzeugt hat, daB tatsdchlich
samtliche Teilkorper gefunden worden wa-
ren. Dr. G. Seifert,
Ingenieurhochschule Berlin

3 A. a) (entsprechend dem Losungsvorschlag
der Aufgabenkommission). Ist ABCD ein
konvexes Drachenviereck mit AB=AD und
CB=CD, so ist AC Symmetrieachse. Folg-
lich ist AC Halbierende der Innenwinkel bei
A und C, und die Halbierenden der Innen-

116

winkel bei B und D schneiden AC in ein und
demselben Punkt M. Also hat M den glei-
chen Abstand von den Seiten des Vierecks.
Zusammen mit der Konvexitit von 4ABCD
folgt daraus, daB dieses Viereck einen Inkreis
besitzt.

b) (entsprechend dem Losungsvorschlag der
Aufgabenkommission). Nach der Umkehrung
des Satzes des Thales geht der Kreis mit der
Strecke AC als Durchmesser durch die
Punkte B und D. Folglich hat ABCD einen
Umkreis.

c) (siehe dazu die Abb.)

Die FuBpunkte P und Q der Lote von M aufl
AB bzw. BC liegen auf den zugehorigen
Seiten von ABCD (wegen der Konvexitit von
ABCD). Das Viereck MPBQ ist ein Rechteck
und wegen W=M_Q=g sogar ein Quadrat.
Fir MU schreiben wir kurz z.
Wir kénnen o.BdA. x=y voraussetzen.
Dann gilt nach dem pythagoreischen Satz
(bzgl. der Dreiecke ABC, APM und COM)
xX+y?=4r? 1),

(r+z) =@ +(x—¢)? 2
und  (r—2)*=g¢*+(y—o) 3)
Aus (2) und (3) folgt
2r1+ 228 =4g*+ x*+y*~2p(x+y)
und zusammen mit (1) dann
z2=202+r*—o(x+y) (4).
Nach dem Strahlensatz ist
(x—9): x=AP: AB=MP: C_B=g 1 y;
also g(x+y)=xy (5)-

Mit (1) und (5) ist
(x+y)?=x2+y?+2xy=4r>+2g(x+y); und
aus dieser quadratischen Gleichung fiir (x + y)
folgt wegen x+y>0

x+y=¢+./e*+4r (6).
Setzen wir schlieBlich (6) in (4) ein, so erhalten
wir die Behauptung

22=r*+o?—p Jo* +4r%, wzbw.
Bemerkungen : Fiir diese geometrische Wahl-
aufgabe hatte sich zwar die Hilfte der Teil-
nehmer entschieden, doch nur zwei konnten
die volle Punktzahl erreichen. Einer von die-
sen ist Gernot Forster (Bezirk Cottbus),
dessen Losungsweg zu ¢) wir hier im wesent-
lichen wiedergegeben haben. (Dieser Schiiler
leitet (5) iiber Fliacheninhalte ab.)

Drei Schiiler wihlten folgenden giinstigen
trigonometrischen Losungsweg fiir ¢), den
nur Jorg Schulze (Bezirk Potsdam) erfolgreich

zu Ende filhren konnte: Es ist sin=—2—
r+z

und cosa=—2— (siche Abb.). Aus der Iden-
r—z

titdt sina+cos?a=1 ergibt sich eine qua-
dratische Gleichung fiir 2%, fiir die wegen
z2<r? nur die Behauptung als Losung in
Frage kommt.
Die meisten Lsungswege fiir c) fiihrten im
wesentlichen auch zu dieser biquadratischen
Gleichung fiir z. Viele waren nicht in der
Lage, zweckmiBige und zielstrebige Umfor-
mungen vorzunchmen und die erhaltene
Gleichung fiir z richtig auszuwerten. Den
Uberlegungen wurde hiufig eine bestimmte
GréBenbeziehung zwischen x und y zugrunde
gelegt, ohne daB dies erkannt bzw. geniigend
diskutiert wurde.
Zum Beweis von a) und b) wurde vielfach
gezeigt, daB die bekannten Charakterisie-
rungen fiir Tangenten- bzw. Sehnenviereck
erfiillt sind. (Fiir a) und b) wurden 2 bzw.
1 Punkt vergeben.) AbschlieBend kann ein-
geschitzt werden, daB die beiden Wahlauf-
gaben eine ungiinstige Zusammenstellung
waren. Ein Vergleich der Ergebnisspiegel
unterstreicht das nachdriicklich. Die sehr
leichten Teile a) und b) von 3A. haben sicher-
lich viele Schiiler zur Wahl dieser Aufgabe
verleitet. Die Hilfte der vorgelegten Arbeiten
kam aber iiber diese Teile nicht hinaus.
012 3 4561
0 3 6 17 8 6 5 2

Dr. E. Quaisser, Pad. Hochschule

Karl Liebknecht*, Potsdam

3B. Dirk und Jens spielen ein Spiel mit fol-
genden Regeln: Es werden genau 7 Hélzchen
hingelegt. Abwechselnd machen die Spieler
jeweils einen ,,Zug“. Ein ,Zug" besteht aus
dem Wegnehmen von einem, zwei oder drei
Hélzchen. Dabei darf keiner der Spieler den
gleichen Zug zweimal hintereinander aus-
fihren. Wer das letzte Holzchen wegnimmt,
hat gewonnen. Das Spiel endet unentschie-
den, wenn zwar noch Holzchen vorhanden
sind, der am Zug befindliche Spicler aber
keinen Zug nach den Spielregeln ausfithren
kann,

Kann bei diesem Spiel einer der beiden Spie-
ler, bei jeder Spielmoglichkeit des anderen,
den Gewinn erzwingen?

Losungsvorschlag der Aufgabenkommission:
Wenn der Anziehende 4 im ersten Zug
1 Holzchen nimmt, so kann der andere Spie-
ler den Gewinn erzwingen, nimlich indem er
ebenflalls 1 Holzchen nimmt, so daB beim
zweiten Zug von A 5 Holzchen vorhanden
sind. Von ihnen muB er laut Spielregeln 2
oder 3 Holzchen nehmen, und dann bleiben
3 bzw. 2 Holzchen iibrig, die der zweite
Spieler nunmehr nehmen kann.

Wenn A im ersten Zug 2 Holzchen nimmt,
so kann der zweite Spieler ebenfalls den Ge-
winn erzwingen, namlich indem er 3 Holzchen
nimmt, so daB genau 2 Hélzchen iibrig blei-
ben. Von ihnen dar( der erste Spieler laut
Spielregeln nur 1 Hélzchen nehmen, und



das restliche Holzchen kann dann wieder
der zweite Spieler nehmen. Nimmt aber der
erste Spicler im ersten Zug 3 Holzchen,
so kann er den Gewinn erzwingen, falls der
Nachziehende nun 2 oder 3 H6lzchen nimmt;
denn dann bleiben 2 bzw. 1 Hélzchen iibrig,
die A vollstindig fortnehmen kann. Falls
jedoch der zweite Spieler nun 1 Hoélzchen
nimmit, so verbleiben drei Hélzchen. Von
ihnen kann der erste Spieler in seinem zwei-
ten Zug laut Spielregel nur 1 oder 2 Holzchen
nehmen. Nimmt er 1 Hoélzchen, so verliert
er. Nimmt er dagegen 2 Holzchen, so kann
der zweite Spieler das verbleibende Holzchen
nach den Spielregeln nicht nehmen; das
Spiel endet also unentschieden.

Damit ist gezeigt, daB es keinen Spieler gibt,
der bei jeder Spielméglichkeit des anderen
den Gewinn erzwingen kann. Viele Schiiler
realisierten auch ihre Ldsungen in etwa in
dieser Art Besonders sorgfiltige und gut
formulierte Losungen paben ab: Klaus Alt-
mann (Berlin), Hagen Meltzer (Bezirk Pots-
dam), Peter Reuter (ein Friihstarter aus dem
Bezirk Dresden) und Eckard Widgrube (Be-
zirk Halle) Eine besonderes gute Ubersicht
iiber alle oben geschilderten Spielsituationen
erhdlt man durch einen ,Spielbaum®, wie
er z B. von dem Schiiler Peter Erward (Be-
zirk Magdeburg) benutzt wurde:

In diesem Spielbaum sind die Fille, in denen
ein Spieler einen in einem Zug zu realisieren-
den Sieg ,verschenkt“ nicht mit aufgenom-
men. Die in der obigen Losung betrachteten
Zugfolgen sind hervorgehoben. Weitere Er-
Liuterungen sind wohl nicht notwendig

Wenn auch die Aufgabe vom Typ her unge-
wohnt war, so muB sie doch als relativ leicht
eingeschiitzt werden, das wird auch bestiitigt

durch das Ergebnis:
0 1 2 3 4 5 6 17
4 — 2 4 5 4 9 2

Nur werige Schiiler wurden also mit wesent-
lichen Punktabziigen bedacht, diese Schiiler
hatten dann entweder eine unvollstindige
Fallunterscheidung durchgefiihrt oder die
Spielregeln nicht immer beachtet bzw. falsch
interpretiert

Verwunderlich bleibt nur, daB etwa die Hilfte
der Schiiler picht diese leichte, sondern die
viel schwierigere andere Wahlaufgabe be-
arbeitete. Dr. H.-J. Sprengel
Pad. Hochschule , K arl Liebknecht“, Potsdam

4. Der Beweisisteﬂ aus zwei Teilen:
Pek-PF=PQ
P¢k—>PF+PQ,

m
@

dabei sei P =(x, y) das Zeichen fiir einen belie-
bigen Punkt der Ebene und Q sei das Zei-
chen fiir den Punkt der Menge g, der dieselbe
x-Koordinate hat wie P,d. h. esist 0 =(x, — 1).
Aus der Abstandsformel ergibt sich
E=\/(y+ 1)2=|y+1]|bzw.
PF=/x*+(y—1).
Da (2) die Umkehrung von (1) ist, sind (1)
und (2) bewiesen, wenn nur &quivalente
Umformungen durchgefiihrt werden:

Pekoy=pxoy+ 1P =X+ -1

oly+1| =y +@—1Y=PQ=PF.
Dieser (von der Aufgabenkommission vorge-
schlagene) Weg, der durch Kiirze ausgezeich-
net ist, wurde von keinem Schiiler gegangen.
Es wurde von den Schiilern (1) isoliert von (2)
nachgewiesen. Dabei beachteten viele nicht,
daB auch die Umkehrung bewiesen werden
muB. Die Abstandsformel zweier Punkte

_A_=(xh Y1) B=(x3, y3)

AB=/(x, =% + (¥, —y2)
war nur wenigen Schiilern geldufig. Das hatte
zur Folge, daB Fallunterscheidungen getrof-
fen werden mufBten. Bei der analytischen
Formulierung von PF sind das die Fille
y>1, y=1, y<1; bei der analytischen For-
mulierung von P_Q die Fille y > -1, y=—1,
y< —1. Zu bemerken ist folgendes:
1. Besonders elegante L&sungen wurden
nicht gegeben; wahrscheinlich ist das bei
dieser Aufgabenstellung auch gar nicht mog-
lich.
2. Nur ein Schiiler benutzte die Definitions-
moglichkeit einer Parabel als Menge der
Punkte, die von einem festen Punkte (Brenn-
punkt F) denselben Abstand haben wie von
einer festen Geraden (Leitlinie g).

y
1+a
M
4 F
a
P\ -1ea P g
~ /' g
~3— LS
14|
] g
!
13 9o

3. Von mehreren Schiilern wurde (2) (besser
die Kontraposition PF= @—»Pek) durch
Konstruktion der Parabel nachgewiesen. Um
F=(0, 1) wird ein Kreis M mit dem Radius
a=PF =ITQ geschlagen und zu g werden
die Parallelen g,:y=—1+a, g,:y=—1—a
gezogen. Oflensichtlich ist
Mn@g,ug)=Mng,

da Mng,=0 ist (Der kleinste y-Wert
eines Punktes von M ist 1 —a; die y-Werte
der Punkte von g/, sind stets —1—a und die
Gleichung 1—-a= —1—g ist nicht lésbar).
Fir a>1ist M ng,={p, p'}, bei a=1 fallen
P und P’ zusammen, ista<1,dannist M n g,
die leere Menge. Geniigen die Koordinaten

von P=(x, y) der Gleichung y=:ltx2, dann

auch die Koordinaten von P'=(—x, y).

B a=2>x=2, y=1>y=

y) a=l,a$2>y=—1+4a
x= J@ [T T5a]
=./4a—4
L.
y=yx
4. Punkte muBiten abgezogen werden
a) bei Nichtbehandlung von (1) und (2)
b) bei unvollstindiger Fallunterscheidung
durch Nichtkenntnis der Abstandsformel.
Dipl.-Math. P. K. Kobelt,
Ingenieurhochschule Berlin

5. Geben Sie alle g-adischen Zahlensysteme
an, in denen die folgende Aufgabe wenigstens
eine Losung hat, und ermitteln Sie fiir diese
Zahlensysteme alle Losungen der Aufgabe:
Welche im g-adischen Zahlensystem zwei-
stellige Zahl hat die Eigenschalt, daB sich
erstens durch Vertauschen der beiden Zif-
fern wieder eine g-adische-zweistellige Zahl
ergibt, und daB man zweitens bei deren
Subtraktion von der ersten Zahl die im
gleichen Zahlensystem geschriebene Zahl 12
erhilt?

Da von den 97 beteiligten Schiilern 58 die
Aufgabe 16sten (29 erhielten die volle Punkt-
zahl und weitere 29 nur einen Punkt weniger),
kann sie fiir die Klassenstufe 10 als recht
einfach angesehen werden. Unsicherheiten
traten vor allem beim logischen Aufbau der
Losungsvorschlige auf. So waren Formulie-
rungen der Art ,also ist a=3 und b=1 im
4-adischen System eine Losung und die
Probe bestiitigt die Richtigkeit der Losung®,
nachdem gezeigt worden war, daB héchstens
im 4-adischen Zahlensystem eine Losung
existieren kann, die nur die Form a=3 und
b=1 hat, hdufig anzutrellen. Diese Schiiler
erkannten offenbar nicht, daB erst die Probe
bestitigt, daB die fiir die Losung ermittelten
notwendigen Bedingungen auch hinreichend
sind. Die unten angegebene L&sung ent-
spricht den Gedanken, die eine Reihe von
Startern in ihren Ldsungsvorschligen ent-
wickelten.

Losung: Wir nehmen an, daB ein g-adisches
Zahlensystem existiert, in dem es eine Lo-
sung z der Aufgabe gibt. Die g-adischen
Ziffern der Zahl z seien in dieser Reihenfolge
a und b. Da auch nach Vertauschung der
Ziffern a und b eine zweistellige Zahl z’
vorliegen soll, sind a und b von 0 verschieden.
Laut Aufgabenstellung treten in dem g-adi-
schen Zahlensystem wenigstens die Ziffern 1
und 2 auf, folglich gilt

g=3.
z—z'=1-g+2ergibtsich
ag+b—(bg+a)=g+2.

(1)
()
3

Aus
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Durch Umformung von (3) erhdlt man

(a-b)g—1=g+2 4)
Wegen (1) ist die Division durch g—1 mog-
lich, und es folgt

)

Als Primzahl hat 3 nur die Teiler 3 und 1
im Bereich der natiirlichen Zahlen. Der Fall
g=2 entfillt wegen (1), und es bliebt nur
g=4 iibrig. Wegen (2) sind a und b verschie-
den voneinander und mit g=4 ergibt sich
aus (5) a=3 und b=1. Wenn es also iiber-
haupt eine Losung gibt, dann kann es nur
die in der Form 31 im 4-adischen System
geschriebene Zahl sein. Da durch das Ver-
tauschen der Ziffern wieder eine zweistellige
4-adische Zahl entsteht und
314)—134H=3-4+1-(1-4+3)

=5

=12,
gilt, ist das 4-adische Zahlensystem das ein-
zige g-adische Zahlensystem, in dem die
Aufgabe eine Losung besitzt, niimlich genau
die Zahl z=31,,

a—b=l+i>0.
g—1

H.-J. Vogel, Pad. Hoch-
schule ,,Karl Liebknecht", Potsdam

Auf die Losung der Aufgabe 6 muB aus
Platzgriinden verzichtet werden.

Kreisolympiade (XII. OJM)
Klassenstufe 5

1. 415-382

1245

3320

830

158530
2, Giinter konnte z B. folgendermaBen schlie-
Ben: Die Differenz der Anzahl der Midchen
zu der der Jungen war eine gerade Zahl. Daher
muBten die Anzahlen der Midchen und die
der Jungen entweder gerade oder beide un-
gerade sein. In jedem dieser Fille ist aber die
Summe eine gerade Zahl, kann also nicht
325 sein.
Oder: Die Anzahl aller Teilnehmer ist gleich
der Summe aus der doppelten Anzahl der
teilnehmenden Jungen und 24, und damit
eine gerade Zahl. Giinters Meéinung ist also
richtig.
3. Im ungiinstigsten Falle kann Ulrike zu-
nichst 8 rote, 8 blaue, 8 schwarze, 8 weiBe
und die beiden griinen Kugeln herausneh-
men. Nimmt sie zu diesen 34 Kugeln nun
noch eine weitere heraus, dann kann diese
Kugel nur eine der vier Farben rot, blau,
schwarz oder weill tragen. In diesem Fall
erhilt Ulrike also 9 Kugeln gleicher Farbe.
Die kleinste Anzahl von Kugeln, bei denen
das mit Sicherheit der Fall ist, betrigt daher
3s.
4. a) Bei dem angegebenen MaBstab 1 : 100
entspricht | cm auf der Zeichnung | m in der
Wirklichkeit.
Daher ergibt sich folgende Zeichnung:
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b) Der GrundriB LBt sich in der aus der Abb.
ersichtlichen Weise in Quadrate von je 1 cm
Kantenlinge, also von 1 cm? Flicheninhalt,
cinteilen. Wegen des MaBstabes 1:100 ent-
spricht mit der Kantenlinge 1 m, also mit
dem Flicheninhalt 1 m2. Die FuBbsden der
Riume haben folgenden Flicheninhalt:
RaumA: 24 m? Raum D: 4 m?

Raum B: 16 m? RaumE: 8 m?

Raum C: 8 m?

40 40 20
8 c
A N
0 '3 ]
40 20 40

Zu streichen sind wegen 24 + 16 =40 insge-
samt 40 m? FuBbodenfliche.
Auszulegen sind wegen 8+4+8=20 insge-
samt 20 m? FuBbodenfliche.

Klassenstufe 6

1. Auf die Abbildung muB aus Platzgriinden
verzichtet werden.

2 Da jede Primienstufe mindestens einmal
vertreten war, gibt es mindestens 1 Werk-
tdtigen, der 150 M, einen, der 250 M, einen,
der 350 M, einen der 400 M und einen, der
500 M erhalten hatte. An diese fiinf Werk-
titigen wurden daher insgesamt 1650 M
ausgezahlt.

Fiir die restlichen 6 Werktitigen stehen mit-
hin noch genau 1 000 M zur Verfiigung. Hiitte
jeder dieser Werktiitigen genau 150 M erhal-
ten, dann wiren das zusammen 900 M.
Also muB mindestens einer der 6 Werk-
titigen mehr als 150 M Primie bekommen
haben. Laut Aufgabe hat er dann aber min-
destens 250 M Primie bekommen. Fiir die
restlichen 5 Werktitigen verbleiben nun
hochstens 750 M, es konnte also kein wei-
terer der finf Werktitigen mehr als 150 M
Primie erhalten haben. Folglich betrigt die
gesuchte Anzahl 6.

3. Die von den Pionieren erzielten Sammel-
ergebnisse seien mit r, w, m, b, j (in Mark)
bezeichnet.

Dann gilt laut Aufgabe:

1) w>b>j

2) j>r; r=13

3) b=r+4

4) w=m+2 m=j+1

Aus (2) und (3) folgt b=17. Aus (1) und (2)
folgt w>b>j>r, aus (4) w>m>j und daraus
sowie aus (5) m=b, alsom=17.

Daher sammeliten: Werner 19 M, Beate und
Margot je 17 M, Jan 16 M und Rita 13 M.

4. Die Anzahl der in der DDR beheimateten

Schilfe betrigt laut Aufgabe % der Gesamt-

zahl, also stammten 7 Schiffe aus der DDR.
Die restlichen 14 Schiffe stammten aus den
anderen vier Lindern.

Nun hat Manfred laut Aufgabe mindestens
1 indisches Schifl sowie infolgedessen min-
destens 3 finnische, 4 bulgarische und 6 so-
wijetische Schiffe gesehen. Da das zusammen
bereits 14 Schifle sind, sind damit die ge-
suchten Anzahlen gefunden.

W 7a1018 Nach  Voraussetzung  gilt
MQ=r,,QM,=r,und M;M,=r, +r,. Tra-
gen wir auf der Geraden PM, von P bis R
den Radius r, (wie aus der Zeichnung ersicht-
lich) ab, so gilt M;R=M M,=r,+r; d h.
das Dreieck M,RM, ist gleichschenklig
Spiegeln wir nun k; an der Mittelsenkrechten
von M R als Symmetrieachse, so fillt das
Bild M von M, mit R und das Bild Q' von Q
mit P zusammen. Daraus ergibt sich die
folgende Konstruktion: Wir zeichnen durch P
eine Senkrechte zu g, tragen auf ihr r, von
P bis R so ab, daB R und M, auf verschiede-
nen Seiten von g liegen. Wir verbinden R
mit M,. Die zu konstruierende Mittelsenk-
rechte von m schneidet die Gerade RP
in M,. Der Kreis um M, mit M,P=r, als
Radius ist der zu konstruierende Kreis k,.

e

1nYa N

N |7 g

NG
W7*1019 Wir drehen den Kreis k; um
den Punkt P als Drehzentrum um den Dreh-
winkel von 180°. Das Bild k{ von k, schneidet
k, in den Punkten B; und B,. Die Gerade
PB, moge k, in A,, die Gerade PB, moge
k, in A, schneiden. Auf Grund der Kon-
struktion und der vorliegenden Symmetrie-
eigenschaften (Punktspiegelung an P) gilt
A,P=PB, und .42_P=ﬁz. Die Aufgabe
besitzt somit zwei Losungen.

Ay

kq

W 7%1020 Wirdrehenden Kreis k, umden
Punkt P als Drehzentrum um einen Dreh-




1 841021
' Dann folgen ihr die drei weiteren ganzen

winkel von 180°. Das Bild k; von k, schneide
den Kreis k, auBer im Punkt P noch in B.
Die Gerade BP schneide k, in A. Dann gilt
auf Grund der Konstruktion und der vor-
liegenden Symmetriceigenschaften (Punkt-
spiegelung an P) AP=PB.

Es sei n eine beliebige ganze Zahl.

Zahlen n+1, n4+2, n+3. Wir erhalten Rir

die 4n S verminderte Summe der Quadrate

dieser vier Zahlen

z=n2+(n+12+(n+2)2+(n+3°-5
n?+n4+2n+1+n2+4n+4+n*+6n
+9-5

=4n?+12n+9=(2n+3)%

Daher ist z gleich dem Quadrat der ganzen

Zahl2n+3,w.z b. w.

Bemerkung: Wir weisen darauf hin, daB die

vier aufeinanderfolgenden Zahlen nicht not-

wendig positive ganze Zahlen sein miissen.

Sie konnen auch simtlich oder teilweise

negativ sein. So gilt z B.

(=92 +(—=9*+ (=32 +(-2*-5

=25+164+9+4—-5=49=7%;

(=22 +(—12+02+12-5=4414+0+1-5

=1=12

W 8a1022 Es sei x die MaBzahl der Zeit
(in h), die der zweite Kraftwagen bendtigt,
um den ersten einzuholen. Dann legt der
zweite Kraftwagen bis zum Einholen 85x km
zuriick und der erste 80x km. Da der erste
Kraftwagen 2 km mehr zuriicklegen muB,
gilt die Gleichung
85x =80x+2. Daraus folgt
85x—80x=2,
Sx=2,
x==."
5
Der zweite Kraftwagen hat also den ersten

nach §h=24 min eingeholt In dieser Zeit

hat er eine Entfernung von
85- %km =34 km zuriickgelegt.

Bemerkung: Wir konnen diese Aufgabe noch
schneller 1osen, wenn wir beachten, daB die
Relativgeschwindigkeit des zweiten Kraft-
wagens (bezogen auf den ersten) S km-h~!
betrigt. Da der Abstand zwischen den Kraft-
wagen urspriinglich 2 km betrug, erhalten
wir durch Division die Zeit bis zum Einholen
2km

2 .
=2  —%2h=24min.
x Skm b 5h 24 min.

W 8= 1023 Bei einem Weg von der Linge a
(in Metern) und einer Zeit ¢ (in Sekunden)
erhalten wir die mittlere Geschwindigkeit

v=% (inm-s™1Y)

v _a 3600 _a-36
1 ¢ 1000 t
Ferner ergeben sich fiir die cinzelnen Teil-
strecken von je 500 m Linge die folgenden

Zeiten: 91,615, 98,555, 99,90s, 94,21

und (in km-h™?Y).

Fiir die Gesamtstrecke von 2000 m Léinge er-
gibt sich die Zeit 384,27s. Daher erhalten
wir fiir die erste Teilstrecke

da HBCF ein Parallelogramm ist, xCFH
=pf. Daraus folgt
XGFD+ ¥CFH=a+$=90°,

_500  _,_ Lo also XHFG=90°
v _91,61 m-s '=546m-s”', P F

_500-36  _,_ P
v, = 9161 m-s™!'=196km-h~L
Analog erhalten wir die weiteren in der '&L
folgenden Tabelle angegebenen Werte: A 6 £ H B

Geschwindigkeit
Weg in m Zeitin s inm-s™! inkm-h~!

1. Teilstrecke 500 91,61 5,46 19,6
2. Teilstrecke 500 98,55 5,07 18,3
3. Teilstrecke 500 99,90 5,01 18,0
4. Teilstrecke 500 94,21 5,31 19,1
Gesamtstrecke 2000 384,27 5,20 18,7

Der groBte Betrag der Abweichung der mitt-
leren Geschwindigkeit auf einer Teilstrecke
von der mittleren Geschwindigkeit aufl der
Gesamtstrecke betrigt (19,6—18,7) km-h™!
=09km-h~1
Dabher ist der gro8te Betrag der protentualen
Abweichung gleich
0,9-1000/ —438

18,7 °°

W38 *1024 Wir setzen E:c, CD=h und

erhalten nach Voraussetzung E:g (vgl.

Abb.. Dann gilt lﬁ:c—g und nach dem

Hohensatz
h’=ﬁ c—ﬁ also wegen h#0
2 2/
_C ke 5, L3y
2 42 4

Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC ist
daher gleich

1 5,2
A=-ch=2h?.
2973
Fiir h=4 cm erhalten wir den Flacheninhalt

A=§~ 16 cm? =20 cm?.

W 8*1025 Die Parallelen durch den Punkt
F zu den Seiten AD und BC mdgen die
Grundseite 4B in den Punkten G und H
schneiden (vgl. die Abb.). Dann sind die
Vierecke AGFD und HBCF Parallelogramme,
und es gilt

— — ¢ /= == ¢
AG=DF==, HB=FC=—.
2 2
Wegen a+f=90" gilt «<90° und f<90°,
also a>c, 92->§. Daher liegt G zwischen

A und E und H zwischen E und B. Da AGFD
ein Parallelogramm ist, gilt ¥ GFD=a, und

das Dreieck GHF ist daher rechtwinklig.
Nun gilt G_E=E—E=g—£,
2 2
== == == a C
EH=EB—HB= 375
Dabher ist E der Mittelpunkt der Hypotenuse
GH des rechtwinkligen Dreiecks GHF und
gleichzeitig Mittelpunkt des Umkreises dieses
Dreiecks (Umkehrung des Satzes des Thales).
Daraus folgt ﬁ=ﬁ=ﬁ=g—£,
e 2 2

EF- -
941026 Es seien n—1, n, n+1 mit n21
drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen.
Dann ist die Summe ihrer dritten Potenzen
gleich
s=(n=11+n¥+(n+1)°

=n*=3n’+3n—14+n*+n*+3n*+3n+1

=3n3+6n=3n(n?+2).
Um nun nachzuweisen, daB s stets durch 9
teilbar ist, miissen wir die folgenden drei
Fille unterscheiden:
1. nist durch 3 teilbar, d. h. n=3k.
2. n l4Bt bei der Division durch 3 den Rest 1,
d. h.n=3k+1.
3. nl4Bt bei der Division durch 3 den Rest 2,
d. h. n=3k+2, wobei in allen Fillen k eine
natiirliche Zahl ist. Wir berechnen jetzt s
in allen drei Fillen.
1. Fiir n=3k erhalten wir
s=3n(n®+2)=3-3k[(3k)* +2]

=9k[(3k)*+2];
sist also durch 9 teilbar.
2. Fir n=3k+1 erhalten wir
s=303k+D[(3k+1)*+2]

=3(3k+1)(9k* +6k+1+2)

33k +1)3(3k2+ 2k + 1).
s ist also auch in diesem Fall durch 9 teilbar.
3. Fiir n=3k+2 erhalten wir
s=303k+2)[(3k+2)2+2]

=3(3k+2) (9k> + 12k +6)

=3(3k+2)33k%> +4k +2).
s ist also auch in diesem Fall durch 9 teilbar.
Damit haben wir nachgewiesen, daB in
jedem Fall die Summe s durch 9 teilbar ist,
w.z b ow.

also
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Bemerkungen: 1. Wer mit Zahlenkongruen-
zen rechnen kann, kommt noch etwas schnel-
ler zum Ziel.

Ist n=0 (mod 3), so gilt s=3n(n*+1)=0
(mod 9).

Ist n=1 (mod 3), so gilt n*+2=1+2=0
(mod 3), also s=0 (mod 9).

Ist n=2 (mod 3), so gilt n>+2=4+2=0
(mod 3), also s=0(mod 9).

In allen drei Fillen gilt also s=0 (mod 9),
w.z b. w.

2. Der Satz gilt auch, wenn es sich um drei
aufeinander(olgende ganze Zdhlen handelt;
denn bet dem Beweis haben wir nur voraus-
gesetzt, daB die Zahlen n—1, n, n+1 ganze
Zahlen sind. Z. B. ist

(= +(=3P+(-2)'=-64—27—8=—99
durch 9 teilbar.

941027 Wir unterscheiden die Fille x> 1,
05x<1, x<0.

1. Im Falle x > 1 erhalten wir
f=|x|+|x—1|=x+x-1=2x—1.
Nun gilt 2x—1>2 genau dann, wenn 2x>>3,

alsox>%. In diesem Falle ist also die Un-

gleichung (1) fir alle x >% erfiillt.

2. Im Falle 0<x<1 gilt wegen x—1<0
SX)=|x|+|x=1]=x—(x—1)=1L

In diesem Falle ist also die Ungleichung (1)
niemals erfullt.

3. Im Falle x<0 gilt |x| =—x und |x—1]
=—x+1, also

@)= |x|+|x=1]=—=x+(—x+1)
=—2x+1.

Nun gilt —2x+1>2 genau dann, wenn
2x< —1, also x<—%. In diesem Falle ist

also die Ungleichung (1) fiir alle x<—%
erfiillt.

Die Ungleichung (1) ist also genau dann
erfillt, wenn

1 3.
< —=od >= gilt.
X 20 er x 2g

—-2x+1, falls x <0,
Wegen f(x)= { 1 ,alls0=x<1,
2x—1,falls x>1

yrlxlslx-11

besteht der Graph dieser Funktion aus drei
linearen Teilstiicken, die wir leicht zeichnen
kénnen, indem wir die Punkte (—1; 3),
(0; 1), (1; 1), (2; 3) in das Koordinatensystem
einzeichnen (vgl. die Abb.). Ferner entneh-
men wir der Zeichnung, dal die Losungs-
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menge der Ungleichung (1) aus allen reellen

Zahlen x mit x< —21 oder x>2é besteht.

W9 w1028 Es seien x, =20, x,, x,, X4, Xs,
xg die Anzahlen der Gold-, Silber-, Bronze-
medaillen, 4., 5. bzw. 6. Plitze, die die DDR
erhielt. Dann gilt

7204 5x; +4x3+3x,+2x5 + x5 =480.
Nun gilt nach Voraussetzung
X3=X3=Xg Xg4=Xx5 20. 2)
Aus (1) und (2) folgt daher

140+ 5x, +4x5 + 3%, + 2x, + x, =480,

10x; + 5x, =340,

2x, 4 x,=68. 3)
Wegen (2) gilt x,> x,; daher folgt aus (3)
68 >2x,+ x4=13x,,

X4 <63—8=22§,

M

also, da x, ganzzahlig ist, v, <22.
Andererseits ist Wegen (2) x;>20, also ist
x4=21 oder x,=22. Wire nun x,=2I,
so wire wegen (3) 2x,=68—x,=47, was
zu einem Widerspruch fihrt, weil x, ganz-
zahlig ist. Daher gilt x, =22, und wir erhalten
weiter 2x,=68—22=46, also x,=23. Aus
(2) erhalten wir ferner x, =x;=x¢=23, x,=
=x5=22. Durch die Probe iiberzeugen wir
uns davon, daB mit diesen Werten die Glei-
chung (1) und auch die Beziehung (2) und
damit alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt
sind. Die DDR erhielt also 23 Silbermedail-
len, 23 Bronzemedaillen, 22 vierte Plitze,
22 finfte Plitze und 23 sechste Plitze.

W9 w1029 Es sei P der Schnittpunkt der
Geraden BH und CE (vgl. die Abb.). Das
Quadrat ABCD ist axialsymmetrisch be-
ziiglich der Symmetrieachse EG. Daraus
folgt ¥ AED= ¥ BEC.

Aus XABH= xEBP und ¥ AHB= X AED
= XBEP folgt AABH~AEBP. Somit gilt
BH:AH=EB:EP. Ferner gilt

— 2 — _
BH =a"+ g =§a1, also BH=‘—2'\/5'
Durch Einsetzen erhalten wir

a ,z\.8 a o rs 2 /T

= == EP=—./5
<2J5) 5= EP, also 10\/

Aus EP:BP=1:2 folgt weiter
ﬁ=2~E—P=§J§. Fir den Flicheninhalt

des achtzackigen Sternes gilt somit
1 a £ a
Ag=Apcp— 8 Asnr=a2_8 Eﬁ\/s g\/S
=%az, also A;=60 cm?.
0 4 c
H F
?
A E 8

Losungen zu alpha-beiter

Zu den Beitragen

Kalender aus Wiirfeln — Wir wigen —
erwarten wir zahlreiche

Losungsvorschlage, d. Red.

Rational oder mickt?
$=0,1001000010000001000000001 . ... Der
Bruchteil dieser Zehn (dezimal geschrieben)
hat eine regelmiBige Struktur: er besteht
nach dem Komma aus Nullen, die mit Einsen
in Gruppen ecingeteilt sind. Die erste Gruppe
hat keine Null, die zweite hat zwei Nullen.
Die n-te hat 2n—1 Nullen. {So groB ist die
Differenz zwischen n* und (n—1)2.] Ein
solcher Bruch ist nicht periodisch und deshalb
irrational.

Eine Tafel Schokolade

Wir stellen fest, daB wir bei jedem Brechen
die Anzahl der Stiicke um eines vergroBern.
Die Anzahl der Stiicke ist 4 -8=32. Vor
dem Brechen hatten wir ein Stiick, nach dem
ersten Brechen waren es zwei, nach dem
zweiten drei ..., nach dem 31. waren es 32.
Ganz gleich, wie wir die Schokolade brechen,
immer sind es 31 mal.

Ein Schnitt geniigt

Die geforderte Verkettung der drei Ringe
ist auf dem Bild dargestellt.

Modell des Fernseltwrms
Das Modell wiegt 30 g.

Abbildungen vertamscht

In dem Beitrag: Inversion oder Spiegelung am
Kreis (3/73) wurden versehentlich die Abbil-
dungen der Seiten 52 und 53 vertauscht.
(1 und 4, 2 und 5, 3 und 6)



Junge Mathematiker
bei Freunden am Baikalsee

Seit sechs Jahren laufen an der Oberschule Burkau fiir die Klassen 5
bis 10 Mathematikarbeitsgemeinschaften, die monatlich zweimal
zusammen kommen. Sie werden in vorbildlicher Weise von Frau
Hannelore Jurack betreut. Seit fiinf Jahren ist dieser Klub eifriger

Teilnehmer am alpha-Wettbewerb, das zeigen die Erfolge: Im
Jahre 1971/72 nahmen 48 Schiiler am alpha-Wettbewerb teil. Sie
erhielten 433 Antwortkarten.

5 Jahre Teilnahme: Heike Jurack, Rainer Schwierz; 4 Jahre: Regine
Katzer, Gabriele Gnauck, Rainer Woger, Harald Anders;

3 Jahre: Rainer Sturm, Olaf Kylau, Sabine und Ingolf Puppe,
Matthias Vincentini, Doris Kuban, Holger Jurack, Annegret Wobst,
Ulrike Gnauck, Elke Sturm, Marlies Dorgel, Thilo Feidt, Andrea
Gerlach;

2 Jahre: 17 Schiiler; 1 Jahr: 10 Schiiler.

Als Auszeichnung unternahmen die Schiiler im vergangenen Jahr
— wie alpha bereits berichtete — eine Exkursion nach Liberef
(CSSR).

In diesem Jahr erhielten wir von den 12 vorbildlichen AG-Teilneh-
mern einen GruB aus Irkutsk am Baikalsee. Insgesamt 20 Schiiler
der Schule waren Gast einer sowjetischen Schule in Irkutsk, der
Patenschule der OS Burkau. )

Unsere Anerkennung gilt diesem fleiBigen Kollektiv von Burkau.
Auf weiterhin gute Zusammenarbeit

J. Lehmann, Chefredakteur

Einfach fotografieren

SL-SYSTEM

FRUH UBT SICH, WER EIN MEISTER WERDEN WILL

Eine der modernsten Lernmethoden ist die Fotografie.

Sie macht es moglich, Wissen zu speichern und anschaulicher zu machen.
Besonders wichtig sind dabei die Papierbilder in Color. Sie geben ein optimales
Bild der Wirklichkeit wieder. Das SL-System bietet alle Maglichkeiten,

das Fotografieren als Studienmethode einzusetzen
Die bedienungseinfachen Kameras

gibt es von 19,50 M bis 195,00 M

Informieren Sie sich in den
Kontaktringverkaufsstellen

Foto und in den

anderen Fach-

geschaften!

einfach fotografieren —
SL-System




Schon ldnger als zehn Jahre besteht auf den
Leninbergen, am steilen FluBufer, der allen
Moskauern wohlbekannte Pionierpalast. Sein
Mathematikzirkel jedoch besteht kaum halb
so lange. Anfangs bestanden lange Zeit Zwei-
fel, ob es angebracht sei, die Mathematik
neben den Studios fiir kiinstlerische Laien-
titigkeit, der Tanzschule und solch unter-
haltsamen Beschiftigungen wie Kosmonautik
oder Flugmodellbau einzufiihren. Dann aber
wurde beschlossen, daB es richtig sei (immer-
hin befinden wir uns jetzt im Zeitalter der
wissenschaftlich-technischen Revolution und
Mathematisierung der Kenntnisse), und es
erhob sich die Frage: Was soll man die
Teilnehmer im Mathematikzirkel lehren? Zu
wiederholen, um die Kenntnisse zu vervoll-
stindigen, konnte dazu fiihren, daB das in
der Schule Gelernte nicht mehr das nétige
Interesse fainde. Den Stoff der Oberschule zu
vermitteln, bedeutet vorwegzunehmen; und
das zu tun, ist nicht immer empfehlenswert.
Die Praxis zeigt, daB Studenten, die bereits in
der Schule mit der Differentialrechnung be-
kannt gemacht wurden, lustlos die Mathema-
tikvorlesungen ‘besuchten, da sie glaubten,
doch nur das geboten zu bekommen, was
ihnen schon bekannt sei, und in der Endkon-
sequenz blieben sie oft hinter demen zuriick,
die erst begannen, die Mathematik zu stu-
dieren, erstmalig, aber ernsthaft und voller
Begeisterung.

Wenn man es aber trotzdem fiir richtig hilt,
vorzugreifen, sollte man sich dann nicht auf
Gebiete beziehen, die an den Schulen und
sogar Hochschulen wenig behandelt werden,
aber fiir die Zukunft von groBer Bedeutung
sind, wie beispielsweise: Maschinelle Re-
chentechnik? Genau diese Entscheidung
wurde letzten Endes getroffen.

Auch eine solch reiche Einrichtung wie der
Pionierpalast konnte nicht aus eigener Kraft
bestehen. Hilfe von seiten der Akademie
der Wissenschaften der UdSSR war nétig.
Wissenschaftler kamen den Kindern zu Hilfe.
Den Zirkelteilnehmern wurde die ausgezeich-
nete elektrische Rechenmaschine MIR, die
im Rechenzentrum der Akademie der USSR
aufgestellt ist, zur Verfiigung gestellt.

Der Anfang war gemacht . ..

Vor vier Jahren traten die ersten Zirkelteil-

nehmer schiichtern an das elektronische Ge-
him heran. Im Verlauf der Jahre beendeten
viele von ihnen die Schule und studieren jetzt
an Instituten. Der Zirkelteilnehmer Brailow
macht sich bereits einen Namen, obwohl er
noch die Schule besucht. Er wurde Sieger
der Allunions-Mathematikolympiade. Cham-
pion Moskaus in Physik wurde sein Zirkel-
kamerad Sascha Schen. Andrej Formanowski,
der den Zirkel sogar noch besuchte, nachdem
er an der Universitit immatrikuliert worden
war, siegte in der zehnten Klasse auf der
Allunions-Chemieolympiade und wurde er-
ster Chemiker unter den Schiilern des ganzen
Landes. Sascha Strigaljew, einer der ersten
Zirkelteilnehmer, leistet schon im ersten Stu-
dienjahr am Institut fiir Nachrichtentechnik
ernsthafte wissenschaftliche Arbeit.

Allein diese Beispiele unterstreichen hinrei-
chend den Nutzen dieses Zirkels. Trotzdem
scheint uns, daB das Wesentliche nicht darin
besteht, daB aus dem Zirkel einige Stars
hervorgingen, sondern darin, daB in den
Jahren seines Bestehens Hunderte von Jun-
gen und Midchen lernten, Probleme zu stel-
len, sie in die Sprache von Maschinenpro-
grammen zu libersetzen und die erhaltenen
Ergebnisse auszuwerten. Diese Jugendlichen
werden nicht unbedingt Berufsmathematiker,
— der Zirkel ist nicht auf diejenigen orien-
tiert, fiir die die Mathematik spater einmal das
Hauptsichlichste im Leben sein wird, — aber
in ihrer zukiinftigen Arbeit wird sie das Ver-
mogen zu denken, das im Zirkel anerzogén
wurde, und die kurze Bekanntschaft mit der
Rechentechnik begleiten. Wenn es gilt, irgend
eine wichtige Aufgabe rasch zu 16sen, werden
sie sich erinnern, wie sie im Pionierpalast
und im Rechenzentrum der Akademie der
Wissenschaften der UdSSR mit den Elemen-
ten der numerischen Mathematik konfron-
tiert wurden.

4 Und hier einige Beispiele zu diesem
,,Sicherinnern**:

. Anfangs, ungefihr zwei Monate lang,
beschiftigten wir uns nur im Pionierpalast:
Um an die Maschine heranzutreten, war es
noch zu frith. Man machte uns mit den Grund-
lagen der Kombinatorik und der Wahr-
scheinlichkeitstheorie bekannt und stellte
interessante Aulgaben. Einige von ihnen
konnten bereits hier gelost werden, andere,
die umfangreiche Berechnungen erforderten,
wurden beiseite gelegt, bis am Komputer
gearbeitet werden durfte ...
® Kommentar: Die Wahrscheinlichkeits-
theorie und die ihr vorangegangene Kombi-
natorik wurden im Zirkel deshalb als Haupt-
richtung behandelt, weil sie erstens jetzt in
vielen Gebieten der Wissenschaft eine wich-
tige Rolle spielen, die humanitire einge-
schlossen, und zweitens die Aufgaben hier in
der Regel ihrem Aufbau nach einfach sind,
zur Losung aber eine groBe Anzahl von
Rechnungen erfordern, d. h. an ihnen kann

man den Nutzen von elektronischen Rechen-
maschinen besonders klar erkennen.

4 ... Im Horsaal des Palastes beschaftigen
sich nicht nur Lehrer mit den Neulingen,
sondern auch Schiler als Instrukteure, Zir-
kelteilnehmer des zweiten und dritten Lehr-
jahres. Sieerklidrten den jiingeren Kameraden,
wie Formeln hergeleitet werden, Programme
zu schreiben sind, wie man an den im Palast
vorhandenen elektronischen Rechenmaschi-
nen arbeite. Und dann brach der lang erwar-
tete Tag an. Voller Spannung hatten wir ge-
wartet, bis wir an der Reihe waren, und jeder
von uns gab mit noch ungeschickten Fingern
eine Information in die Maschine. Nach
einigen Sekunden ratterte diese die Antwort
selbst auf den Lochstreifen. Das war ein
Erlebnis!

® Kommentar: Die Maschine MIR, auf
der die Zirkelteilnehmer arbeiten, benutzt
als Maschinensprache die russische Variante
des ALGOL.

A ... Nach einigen Jahren beherrschten wir
sie vollstindig. Wir fihlten uns an der Ma-
schine wie zu Hause. Jeder wuBte, was er zu
tun hatte. Die Maschinenzeit ist teuer, und
alle bemiihten sich, sie maximal zu nutzen.
Aber diejenigen, die darauf warteten an der
Reihe zu sein, versaumten es nicht, sich iiber
die am Lochstreifen Sitzenden lustig zu
machen, und manchmal Wetten beziiglich
des Resultats abzuschlieBen. Es kam vor, daB
irgend jemand bat: ,,Kinder, stellt mir fiinf-
zehn Minuten zur Verfiigung, ich habe ein
ausgezeichnetes Programm fiir ein Spiel, eine
fehlerfreie Strategie!*

® Kommentar: Obwohlim Zirkel Standard-
aufgaben in mathematischer Statistik gegeben
werden, sind der Initiative der Zirkelteilneh-
mer keine Grenzen gesetzi. Jeder, der ein
interessantes Programm aufgeschrieben hatte,
das vom Lehrer gebilligt worden war, kann
zwanzig bis dreiBig Minuten Maschinenzeit
fir die Realisierung erhalten.

A ... Und da vergehen drei Stunden. Schon
andere Anwirter warteten darauf, an der
Reihe zu sein und schauten auf die Uhr. Der
Lochstreifen muB ausgewechselt werden, und
fiir eine Woche muBl man sich von der Ma-
schine trennen. Schade! Fiinf Minuten reich-
ten nicht! Kann das Programm schlecht ge-
wesen sein? Das muB man zu Hause iiber-
prifen, oder man muB es nach zwei Tagen
wihrend der Ubungen im Palast mit dem
Lehrer und den anderen Kindern unter-
suchen. Solche Fehler missen nicht sein . ..

W. Trostnikow, Moskau

In Heft 1/74 bringt alpha den Inhalt einer
Ubung des Mathematikzirkels des Moskauer
Pionierpalastes, d. Red.
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