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Wir rechnen mit Intervallen

Bekanntlich wird der Bereich der reellen Zah-
len von den rationalen und den irrationalen
Zahlen gebildet. Bei der Darstellung durch
Dezimalbriiche erhalt man bei den rationalen
Zahlen endliche oder unendliche periodische
Dezimalbriiche, bei den irrationalen Zahlen
unendliche nichtperiodische Dezimalbriiche.
Da wir nur mit Zahlen mit endlicher Stellen-
zahl rechnen konnen, muBl beim praktischen
Rechnen (ast immer gerundet werden.

Das gilt auch beim Rechnen aul einem Re-
chenautomaten, auch wenn dort andere Zahl-
systeme benutzt werden. Verwendeh wir eine
gerundete reelle Zahl, die uns als Ergebnis
einer Rechnung mitgeteilt wurde oder die wir
emner Zahlentafel entnahmen, SO kennen wir
deren exakten Wert nicht. Haben wir z. B. die
durch Rundung aus einlqr Zahl z entslandenen
Zahl x=0,2834_ so konnen wir aus der Kennt-
nis der Rundungsregeln schlielen, daB z vor
der Rundung zwischen 0,28335 und 0,28345
lag. Wir wissen also nur, daB der exakte Wert
von x in einem bestimmten Intervall liegt und
schreiben dafiir x €[0,28335;0,28345].

Bei der Anwendung der Mathematik auf
praktische Aulgabenstellungen, z. B. aus der
Technik oder den Naturwissenschalten, gehen
GroBen (Eingangsdaten, Parameter) in die
Rechnung ein, die gemessen wurden. Da
kaum ecin MeDgerat vollig exakte Werte
liefert, sind diese GroBlen mit MeDBfehlern
behaltet. Von ihren exakten Werten weill
man wiederum nur, daB sie in bestimmten
Intervallen liegen. Lesen wir als Ergebnis
einer Temperaturmessung 7 =58,0+0,5°C,
so heildt das, dafl fiir den exakten (in °C ge-
messenen) Wert T die Beziehung T €[57,5;
58,5] gilt.

Fehlerbetrachtungen zu praktischen mathe-
matischen Berechnungen sind 1n unserer
Volkswirtschalt auBerordentlich wichtig; wir
wollen schheBlich alle, daB z. B. eine be-
rechnete Briicke auch wirklich ihren Be-
lastungen standhalt. Da wir in der Praxis
mit gerundeten Zahlen und gemessenen Gro-
Ben arbeiten miissen, von denen wir nur
Genauigkeitsintervalle kennen, kamen vor
etwa 20 Jahren Mathematiker aufl die Idee,
anstatt mit Naherungswerten gleich mit die-
sen Intervallen zu rechnen. Es entstand die
Intervallarithmetik, die sich heute zu einer
immer groBer werdenden Disziplin, der Inter-

vallmathematik, ausgeweitet hat. Die Inter-
vallmathematik liefert bei vielen Problemen
Fehlerschranken [ur die Losung auf effekti-
vere Weise als traditionelle Methoden. Es
gibt aber auch Problemstellungen, bei denen
der Einsatz der Intervallmathematik zu auf-
wendig und damit nicht effektiv ist.

In der Intervallmathematik werden nur abge-
schlossene und beschrankte (endliche) Inter-

valle
X=[xl! xz]:
={ER |x1,xaER, xlgxéxl}

betrachtet; hierbet sei R die Menge der recllen
Zahlen, x; heiBt untere und x, obere Inter-
vallgrenze. Die beiden Intervallgrenzen wer-
den 1m allgemeinen durch e¢in Komma ge-
trennt. Sind es Dezimalbriiche, trennt man sie
zur Vermeidung von MiBverstindnissen
durch ein Semikolon. (Im lolgenden sprechen
wir nur noch kurz von Intervallen.) Die vier
Grundoperationen (Rechenoperationen, Ver-
knupfungen) Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Davision werden [Ur zwei Aus-
gangsintervalle

A= [ﬂl, ﬂz] und B=[b1, bz] durCh
A*B={a*b|ac A, beB)

definiert. Dabei bezeichnet das Symbol *,
*c{+, —, ", :}, eine der vier Grundoperatio-
nen. Im Falle der Division muB 0¢B voraus-

gesetzt werden. Die obige Definition bedeu-

tet, daB die durch eine Grundoperation ent-
stehende Verknipfungsmenge die und nur die
Zahlen enthdlt, die durch Verkniipfung von
zwel Zahlen aus den Ausgangsintervallen ent-
stehen konnen. Es 1dBt sich nun beweisen,
daB bei jeder Grundoperation die Verkniip-
fungsmenge wieder ein Intervall ist, die
Grundoperationen {fuhren also aus der Menge
I(R) der abgeschlossenen und beschrinkten
Intervalle nicht heraus. Durch diese interes-
sante Eigenschaft ist erst der Aufbau einer
Intervallanthmetik moglich. Auf der Grund-
lage dieser Eigenschaft lassen sich dann unter
Benutzung der Intervallgrenzen die Grund-
operationen wie [olgt angeben:

1. Addition: A+ B=[a;+by,a:+b,]

Beispiel: [ —2,51+(1,3]=[ —1,8]

2. Subtraktion:: A—B=[a,—bi,a;—b,]

Beispiele: [ -2,5] —[1,3]=[ —-5,4]
[23]-[23]=[-1L1]

3. Multiplikation:
A-B=[min(ab,, a1 b,, azb,, asb,),
max(ai b, a1 b, azb,, ﬂzbz)],

min{(a; by, a1 by, a;b,, a;b,) ist die kleinste,

max(a,b,, a1ba, a2b,, azb,) entsprechend die

grofte der in der Klammer stehenden Zah-

len. L

Beispiele:

[—-2,5]-{1,3] =[min(-2, —6, 5, 15),
max(—2, —6, 5, 15)]

=[-6,15]
4. Division: A:B=A - L1
. :A:B= 5.5 |

0¢B (das Intervall B darf nicht die Null ent-
halten)
Beispiel: [ —2,5]:[1,3]

=[-25] B 1]:[_2,5].

Diese Darstellungen der Grundoperationen
lassen sich durch Monotoniebetrachtungen
leicht beweisen. Zum Beispiel folgt im Falle
der Addition aus |
acA,d. h.a;£a<a;y, und
bEB, d. h. bl gbébz,
sofort a;+b,Sa+b<a+b,
und damit

A+B=[a,+b,,a,+b,].
Intervalle, bet denen obere und untere Grenze
zusammenfallen, nennt man Punktintervalle.
Diese 1dentifiziert man 1n der Intervallmathe-
matik mit der durch die Grenzen gegebenen
reellen Zahl:

[x, x]=x,
umgekehrt werden in arithmetischen Termen,
die Zahlen und Intervalle enthalten, die
reellen Zahlen x durch die entsprechenden
Punktintervalle [x, x] ersetzt. Danach wer-
den die intervallanthmetischen Grundopera-
tionen in der eben angegebenen Weise aus-
gefiihrt. Mull man beim Rechnen mit Inter-
vallen runden, so wird die untere Grenze
stets abgerundet und die obere Grenze stets
aufgerundet. Auldiese Weise ist gesichert, dal}
man alle durch Rundung entstehenden Fehler
in dem resultierenden Intervall erfaft.
Wir wollen uns noch einige Eigenschalten
der Grundoperationen ansehen. Die Addition
und die Multiplikation sind kommutativ und
assoziativ, d. h,, es gilt

A+B=B+ A

4-B=B- A } Kommutativitit,

A+(B+C)=(A+B)+C

A-(B-C)=(4 B)-C } Assoziativitat.

Wir zeigen als Beispiel die Kommutativitat
der Addition:
A= [ﬂl, az], B= [bl, bz],
A+B=|a;+b;,a;+b:]
=[by+a;,bs+a;]=B+A.

Weiterhin gilt:
A+[0,0]=[a;,a:]+][0,0]
= [ﬁ'], ﬂz] =A

A-[1,1}=[a1,a2] - [1,1]
=[min(a,, a;), max(ay, a,)]
=[ﬂl, ﬂz]=Ar

alpha, Berlin 18 (1984) 1 - 1



man sagt deshalb, daB Addition bzw. Multi-
plikation dic ,neutralen Elemente* [0,0]
bzw. [1, 1] besitzen. Es gibt im allgemeinen
kein Intervall B=[b,, b, ] mit der Eigenschaft
A—B=[0,0], das siecht man leicht so:
A-—B=[ﬂ1 —bz, ﬂz—b1]=[0, 0],
hieraus folgt a;—b,=0, a;—b;=0 oder
bi=a,, by=a,. |
Nach Ersetzen von b; und b, erhilt man
B=[a,, a,], dies ist aber wegen a,<a, nur
im Falle a;=a,, d.h. nur im Falle eines
Punktintervalls A, ein Intervall, denn die
untere Grenze darf ja nicht groBer als die
obere sein. Man sagt hierzu: Mit Ausnahme
der Punktintervalle besitzen die Intervalle
beziighich der Addition keine Inversen. Mit
Ausnahme der Punktintervalle besitzen die
Intervalle auch beziiglich der Multiplikation
keine Inversen. Es gibt nimlich im allgemei-
nen kein Intervall B mit der Eigenschaft
A:B=[1, 1]. Priifen wir nun noch, ob das
distributive Gesetz der Addition
a(b+c)=ab+ac
beir Intervallen gmit. Wir nehmen 2z B.
A=[-1,2], B=[2,4] und C=[-2, —1]
und berechnen
AB+C)=[-1,2]([2,4]+[-2, - 1))
=[-1,2]-{0,3]=[ -3, 6}
AB+AC=[-1,2]-{2,4]+[ -1, 2].
[-2, —1]
=[-4,8]+[—4,2]=[ -8, 10].

Wir stellen fiir dieses Beispiel fest, daB die
Beziehungen

AB+C)+AB+ AC
und A(B+C)cAB+AC
(das linke Intervall ist Teilmenge des rech-
ten) gelten. Das distributive Gesetz der
Addition ist also nicht giiltig, man kann aber
beweisen, daB allgemein

A(B+C)cAB+ AC
gilt. Diese Beziehung heit Subdistributiv-
gesetz. Weiterhin gilt [ur die Grundoperatio-
nen eine [ur die Intervallmathematik wichtige
Eigenschaft, die sogenannte Teilmengen-
eigenschalt:
Aus AcC, BSD folgt fiirse{+, —, -, )
A*Bc D
Aul ihren Beweis miissen wir verzichten.
Nun wollen wir eine angewandte Aufgabe aus
der Physik losen.

Zwischen dem Krimmungsradius r, dem
Durchmesser s und der maximalen Dicke d
einer plankonvexen, sphirischen Linse be-
steht die Beziehung

st d

r=_—-+-.

8d 2

(Der Krilmmungsradius r ist der Radius der
Kugel, von der die Linse durch einen ebenen
Schnitt abgetrennt wurde.)) Es wurden
s=126+1mm und d=3,9+0,1 mm gemes-
sen, d. h,, es ist seS=[125,127] und deD
=[3,8;4,0]. Es soll bestimmt werden, wie
sich die Fehler von s und 4 auf r auswirken,
dazu bestimmen wir das Intervall

2 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

s 1
R=g5+3D.

Auf Grund der Teilmengeneigenschaft gilt

st d S 1
{EE*E seS,deD}C—+—D—R.

=8D 2
Das Intervall R ist also Obermenge der
Menge aller Krimmungsradien fur se S und
deD. Es gilt
$?2=85-S=[125,127] - [125, 127]
={15625,16129],
8D=[8,8]-D=(8,8][3,8;4,0]
=[30,4; 32,0],

| 11
§D=[-2-, jjl " D=[l,9,2,0],
$2:8D =[15625, 16129] [

=[488,2; 530,6],

also 1st
R=[488,2;530,6]+[1,9;2,0]

=[490,1; 532,6].
Wenn die GroBen s und d mit den oben an-
gegebenen Fehlern gemessen werden, weill
man vom Kriimmungsradius r, daB er zwi-
schen 490,1 mm und 532,6 mm liegt.

1 1
32,0° 30,4

An der Sektion Mathematik der Technischen
Hochschule Carl Schorlemmer Leuna-Merse-
burg arbeitet unter meiner Leitung eine
Forschungsgruppe, die sich mit Intervall-
mathematik und ihren praktischen Anwen-
dungen beschiltigt. Dabei beziehen wir un-
sere Mathematikstudenten bereits in den un-
teren Studienjahren entsprechend ihren Mog-
lichkeiten in die Forschungsarbeit mit ein.

Von unseren Studenten wurden schon wert-
volle Ergebnisse erzielt. Auf der I11. Zentralen
Studentenkonferenz im September 1981 in
Leipzig stellten die Studenten J. Schulze und
V. Wiebigke die Ergebnisse ihrer Jahres-
arbeit iiber Rechnerprogramme zur inter-
vall-mathematischen Behandlung von Glei-
chungssystemen In einem interessanten Vor-
trag vor, der pramiert wurde. Herr Wiebigke
fUhrt heute als Forschungsstudent seine Un-
tersuchungen zur Intervallmathematitk an

unserer Sektion weiter.
D. QOelschlagel

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

D. Oelschlagel

und Forschungsstudent V. Wiebigke

Sektion Mathematik der Technischen
Hochschule Leuna-Merseburg

A 2406 o a) Beweisen Sie, da3 die Addition
bei Intervallen assoziativ ist.

b) Wie genau konnen wir die Tiefe des
Wasserspiegels eines Brunnens bestimmen,

~wenn ein [allengelassener Stein nach unserer

Messung nach 5 + 0,1 s auf den Wasserspiegel
aufschlagt und von der Erdbeschleunigung
g(m/s*) die Beziehung
g€[9,80;9,81] bekannt ist?
¢) Unter dem Durchmesser d(A) eines Inter-
valles A=[a;,a;] versteht man die nicht-
negative reelle Zahl

d(A):=ﬂz—ﬂ1-
Zeigen Sie, daB die Gleichungen

d(A+ B)=d(A)+d(B)
und d(4—B)=d(A)+d(B)gelten.

Interessierte Leser konnen die Losungen ein-

senden an
Prof. Dr. Oelschlagel
TH,,Carl Schorlemmer* Leuna-Merseburg

Sektion Mathematik

4200 Merseburg
Otto-Nuschke-Strale

Kurzbiographie

Am 18.11.1935 wurde ich in Dresden ge-
boren. Nach Besuch der Grundschule und
der Erweiterten Oberschule legte ich 1953
das Abitur ab und begann im selben Jahr an
der Martin-Luther-Universitit Halle mit dem
Studium der Mathematik. In der Diplom-
arbeit behandelte ich ein spezielles Thema
aus der Darstellungstheorie von Gruppen und
legte 1959 das Diplom ab. Von 1959 bis 1961
war ich in einer Schiffbauinstitution als
Mathematiker titig. Seit 1961 arbeite ich an
der Technischen Hochschule Carl Schorlem-
mer Leuna-Merseburg. 1966 promowvierte ich
mit einer Arbeit zur konvexen Optimierung
zum Dr. rer. nat., 1969 wurde ich zum Hoch-
schuldozenten berufen, 1970 habilitierte ich
mich mit einer Arbeit zur parameterabhdngi-
gen konvexen Optimierung, 1971 wurde ich
zum ordentlichen Professor fiir Numerische
Mathematik berulen. 1971/72 absolvierte ich
ein Zusatzstudium an der Leningrader Staat-
lichen Universitat. Gegenwartig bin ich Leiter
des Wissenschaflisbereiches Numerische Ma-
thematik, Mathematische Kybernetik und Re-
chentechnik und Leiter der Forschungsgruppe
Numerische Behandlung dynamischer Systeme
der Sektion Mathematik.  D. Oelschldgel



Adam Ries (1492 bis 1559)

Zum 425. Todestag des Rechenmeisters

Q& N

Im Jahr der Entdeckung Amerikas durch
C.Columbus wurde Adam Ries in Staflel-
stein am Main in eine Zeit hineingeboren, die
von bedeutenden ékonomischen und polti-
schen Ereignissen gezeichnet war.

Noch vor Ende des 15.Jahrhunderts ent-
deckte Vasco da Gama den Seeweg nach
Indien. Die Reformation reifte heran und
fand 1517 mit dem Anschlag der 95 Thesen
an die Tiir der SchloBkirche zu Wittenberg
durch Martin Luther ihre endgiltige Aus-
l6sung. Territoriale Bauernaufstiinde trotz-
ten dem Feudaladel wenigstens g ‘ninge Ver-
besserungen ab und fihrten schl :8lich zum
Bauernkrieg von 1524/25, den F. Engels ne-
ben der Reformation als ersten Akt der biir-
gerlichen Revolution in Europa 1 2zeichnete.
Diese bewegte Zeit brachte fir eine Reihe
von Stidten eine rasche Entwicklung mit
sich, so auch fir Erfurt und An.aberg, die
beide im Leben von A. Ries die bedeutendste
Rolle spielten. Der voriibergehende Auf-
schwung Erflurts fuBte vor allem : uf den sich
festigenden neuen erweiterten Handelsbezie-
hungen. Annaberg hatte 1496 das Stadtrecht
als Zentrum des sachsischen Silberbergbaus
erhalten und gehdrte kurze Zeit spiter schon
zu den bedeutendsten Stidten Deutschlands.
So 1st es kein Wunder, dal3 diese Stadte vor
allem auf junge Menschen anziechend wirk-
ten, die hier Betiatigungs- und Entwicklungs-

moglichkeiten suchten.
Der Vater von Adam Ries besall eine Miihle,

einen Weinberg und einige Hausgrundstucke,
so daB die zehnkophige Familie in bescheide-
nem Wohlstand leben konnte. Er war das
zweite Mal verheiratet, seine erste Frau war

um 1545 gestorben. Adam und weitere vier.

Kinder stammten aus zweiter Ehe.

Bereits als 17jahnger verlieB Adam Ries sein
Elternhaus, das erste Mal fiir lAngere Zeit.
Sein Vater war zu diesem Zeitpunkt bereits
seit etwa drei Jahren verstorben. Am Ende
dieser Wanderjahre, wahrend der Adam Ries
1515 auch die Stadt Annaberg kennengelernt
hatte, wurde er im Jahre 1518 in Erfurt sel}-
haft. Dort bezeichnete er sich 1522 im Zu-
sammenhang mit der Veroffentlichung des
Rechenbuches ,,Rechenung auff der linithen
und federn** erstmalig als Rechenmeister. Ob
vorher ein Aufenthalt in Frankfurt (Main)
erfolgte, wo Adam Ries auf dem Romer fur

die Messebesucher mathematische Aufgaben
gelost haben soll, ist ungewiB. In Erfurt

grindete Ries eine Rechenschule und ver-
Offentlichte bereits 1518 sein erstes Buch
,,Rechnung aufl der linihen‘* und 1522 die
bereits erwahnte ,,Rechenung auff der linihen
und federn‘‘; beide erfuhren eine Reihe von
Nachauflagen. Durch G. Stortz, den spateren
Rektor der 1392 er6flneten Universitit Er-
furt, kam Ries mit Humanisten und mit den
Lehren Martin Luthers in Beriithrung. In der
groBen Biicherei in Stortzens ,,Engelsburg*
standen Ries viele mathematische Schriften
zur Verfigung, zu deren Studium ithm seine
ausgezeichneten Kenntnisse der lateinischen
Sprache sehr zugute kamen.

Stortz war es vor allem, der Ries zum Schrei-
ben von Rechenbiichern angeregt hat. Beide
Manner blieben auch weiterhin freundschaft-
lich verbunden, als Ries 1523 nach Annaberg
umsiedelte, dort 1525 heiratete und den
Biirgereid leistete. Gerade in diesem Jahr
nach der Niederschlagung des Bauernkrieges
verscharfte sich iiberall, so auch in Anna-
berg, die Verfolgung der ,,Lutheraner* immer
mehr, ohne jedoch das Vordringen der neuen
Lehre aufhalten zu konnen, mit der Ries
sympathisierte, ohne sich 6ffentlich fiir sie zu

Adam-Ries-Haus in Annaberg-Buchholz

'y

bekennen. Uber Reprmﬁljen, denen er da-
durch ausgesetzt war, ist jedoch nichts be-
kannt. Vielleicht ware der Verlust fiir die
Bergwerksherren zu groB gewesen, wenn man
Ries, wie viele andere, einge_kerkert oder der
Stadt verwiesen hitte. In ;ﬂmnaberg versah
Ries ab 1525 das Amt des RezeBschreibers.
Dieser Bergwerksberuf ware aus heutiger
Sicht vielleicht vergleichbar mit dem eines
Buchhalters im Bergbau. Der Rezefschreiber
priifte die Bergrechnungen und hatte die ge-
forderte Erzmenge und deren Ausbeute zu
erfassen und in das ,, RezeBbuch*' einzutra-
gen. Aulerdem erwartete der Eigentiimer
vierteljahrlich eine Aufstellung — den RezeB -
iber Soll und Ist seines Bergwerksbesitzes,
den der RezeBschreiber hefern muBte.

Aus dieser Zeit stammen Zehnt- und Miinz-
rechnungen sowie Rezelschreiben aus Rie-
sens Feder. Auch fir die Stadtverwaltung von
Annaberg war Ries titig, indem er Berech-
nungen von Nachlassen und Steuern durch-
fihrte. Fir die Stadt Zwickau erarbeitete er
einige Brot- bzw. Beckenordnungen. Bereits
in Erfurt hatte Ries die Arbeiten an der
,,CoB‘ begonnen, die er 1524 in Annaberg
vollendete. Gedruckt wurde dieses Buch
nicht.

In Riesens ,,Cof}* sind neben vielen prakti-
schen Aufgaben auch eine groBle Anzahl mit
formalem Charakter enthalten. Dabei uber-
nahm er Beispiele aus den Bichern anderer
Cossisten, nicht ohne sie einer kritischen
Uberarbeitung zu unterziechen und sie vor
allem in einfacher Sprache wiederzugeben.
Wie in allen seinen Bichern bezeichnete
auch hier Ries die Proben als zur vollstindi-
gen Losung eines Problems gehorig. Der
Inhalt der ,,CoB*, also die Aufstellung ma-
thematischer Probleme aus der Praxis und die
Losung algebraischer Gleichungen mittels
Algorithmus, das heiBt, durch systematische
Anwendung der vier Grundrechenoperatio-
nen, wurde von Ries teils in unternchtender,
weiterfithrender Form, teils in Form von
Wiedgrholungen und Ubungen, immer aber
so verstindlich dargeboten, ,,. . .damitder ar-
me gemeyne Mann nicht iibersetzt (betrogen)
werde*’.

Bis in Riesens Zeit wurde hauptsachlich mit
oder besser auf dem Brett gerechnet. Dazu
benétigte man Rechensteine oder Rechen-
pfennige, die je nach dem Geldbeutel des
Besitzers oft recht kunstvoll ausgefiihrt wa-
ren. Die Umschrift auf einem dieser Pfennige
.Zwiespalt groBes Gut verzehrt — Einigkeit
das Wenige mehrt” soll von Adam Ries
stammen. Wirkliche Bretter oder in den
Tisch geritzte oder darauf gezeichnete Sche-
mata oder ein entsprechend bemaltes Tisch-
tuch dienten dabei als ,,Rechenbretter. Ein
solches ,,Brett'“ ist zu verstehen als ein
Schema fir gebiindelte Zahlen in Form von
Linien. Die Einer, Zehner, Hunderter usw.
wurden mit Rechensteinen auf ihnen darge-
stellt, die Fiinfer, Fiinfziger, Fiinfhunderter
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usw. zwischen den Linien (in den sogenannten
Spatien).

Wihrend das Addieren und Subtrahteren auf
dem Rechenbrett noch relativ iibersichtlich

auszufiihren ist, gehéren zur Ausfiihrung von

Multiplikation und Division gewisse Fertig-

keiten, die unter anderem darin bestehen, daB
eine mehrstellige Zahl dekadisch aufgespalten
wird und die dadurch erhaltenen Teilsum-
manden einzeln ,,umgewandelt* werden. Die
so erhaltenen ,,Ergebnisse’* wurden dann
wieder in ,,deutsche Zahlen* (gemeint sind
die romischen Zahlzeichen) Gbertragen.

Seit dem 12. Jahrhundert waren allmaihlich |

auch die indischen Ziffern iiber Arabien nach
Europa vorgedrungen und begannen sich im
14./15. Jahrhundert durchzusetzen. Ries wid-
mete sich in seinem 1522 erschienenen zweiten
Buch ,,Rechenung aufl der linihen und federn
auff allerley handtierung** sowohl dem Rech-
nen mit dem Rechenbrett als auch dem
schriftlichen Rechnen. Dieses Buch erlebte
bis gegen 1650, also noch fast 100 Jahre nach

Riesens Tod, iiber 60 Auflagen. Der Grund
ist unter anderem darin zu suchen, da0} dieses

Buch in deutscher Sprache geschrieben und
somit breitesten Kreisen zuganglich und vor-
ziiglich didaktisch aufgebaut war. Mit seiner

Hilfe konnte der Leser wirklich Rechenfertig-

keiten erwerben, indem er die ausfithrlichen
Anleitungen griindlich studierte und die ent-
haltenen Exempel nachvollzog beziechungs-
weise Aufgaben 16ste. Und gerade in bezug
auf die praktisch¢ Anwendung der Mathe-
matik bestand ein groBes Bedirinis, dem das
in den Hochschulen gelehrte Quadriviun in
keiner Weise entsprach.

Erwihnenswert ist noch das 1533 erschienene
,,Gerechent Bichlein aufl den Schofiel, Eimer
und Pfundgewicht* als erstes bekanntes Ta-
bellenbuch - fir die Praxis, das nicht nur
mehrere Auflagen, sondem auch viele Nach-
folger durch andere Autoren erfuhr. Dabei

darf nicht vergessen werden, daBl Ries nicht
nur Biicher schrieb, sondern auch eine Re-
chenschule betrieb und vor allem aber fiir
Bergbau und Verwaltung als Rechenmeister
tatig war.

Riesens guter Ruf drang bereits zu Lebzetten
weit liber Annaberg hinaus. Abgesechen da-
von, daB er auch fiir Manenberg in den
Jahren von 1529 bis 1537 den RezeB fiihrte

.und in Freiberg mehrmals der Rechnungs-

legung der Bergwerke beiwohnen durfte,
wurde er 1539 zum ,,Churfiirstlich Sachsi-
schen Hofanthmeticus'* ernannt. Ries konnte
sich mit seiner zehnkopfigen Familie ein Le-
ben frei von materiellen Sorgen leisten.
AuBerdem erwarb er zweir Hauser und ge-
horte somit zu den wohlhabenden Biirgern
Annabergs. Etwa um 1545 starb seine erste
Frau. Einige Jahre danach heiratete er ein
zweites Mal. Diese Ehe wahrte fast noch
zehn Jahre. Am 30. Mirz 1559 starb A. Ries
tm Alter von 67 Jahren. Die unmittelbare
Nachfolge Gbernahm sein Sohn Abraham.

Der Verlauf des Lebens von Adam Ries zeigt
uns, daB er weder das schriftliche Rechnen
noch das Einmaleins ,,erfunden‘‘ hat, wie
hiufig angenommen wird. Sein groBes einma-
liges Verdienst besteht dann, die damals
hochgeschiitzte, aber als noch sehr schwierig
empfundene Rechenkunst so ,,aufbereitet* zu
haben, daB sie von jedermann verstanden und
angewendet werden konnte.iDabei verzich.
tete er nicht auf wissenschaftliche Strenge. Er
erkannte die Bedirfnisse seiner Zeit, die fiir
thn darin bestanden, den breiten Massen Bil-
dung zu vermitteln, um 1hre Urtellsfihigkeit
zu heben, und befriedigte diese in mathema-
tischer Hinsicht optimal. Die’ Redewendung

,macht nach Adam Ries...“, nunmehr

schon iiber 400 Jahre gebrdauchlich, ehrt den
ersten Mathematiklehrer des Volkes zu
Recht, auch wenn die Ergebnisse von Re-
chenoperationen nach ihm die gleichen blie-

Annabergim 16. Jh. zur Zeit des Wirkens von A. Ries
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ben wie vor seinem Wirken und Ries selbst
keine eigenen Beitrige zur Fortentwicklung

der mathematischen Wissenschaften geleistet
hat. W. Arnold

Vorliegenden Beitrag iibernahmen wir — ge-
kirzt — aus dem fiir Schiiler (ab Klasse 7/8)
geeigneten Buch:

Autorenkollektiv

Biographien
bedeutender Mathematiker

535 Seiten, zahlreiche Abb.,
Preis DDR 22- M "

Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin 1983

Neunerprobe nach Adam Ries

7869
8796

16665
,,Mach ein creutz zum ersten, 3150\/<

Nimm die prob von der obernn Zal,
als von 7869

Co. "
setz die in ein veld des creutz, also 3 -

Nun nimm die proba von der andernn Zal,
das ist von 8 796 ist auch 3;
setz viT das ander veldtt neben vber,

also 3><3.

Addir nun zusammen 3 + 3 wirtt 6,

setz obenn wie hi %

S0 du nun die prob von beyden Zalnn oben
gesatzt genumen und zusamen addirt hast, so

. Nime alsdann prob auch von dem, das so

aull dem addirm komen ist, das ost von der

vnterstenn Zal vnder der linithen akss 16665.

Nim hinweg 9, so offt du magst, pleibn 6

ibrig, die setz vnden in das ledige feltt. Ist
m“\ 6!,}'

gleich souil sam oben stett, also 3 <3, So
6~

weniger oder mer komen wer, so hattest du

im nicht recht gethan.*




Aufgaben aus einem Lehrbuch
von Adam Ries (um 1524)

Ala Item 3 gesellen haben gewunnen ein
anzal geldes, der erste nimet 1/7, der ander
/4 und der dritte nimet das vbrig das ist
17 fl. Nun frage, wieull des geldes ist das sie
gewunnen habn.

A2 A Item eyner spricht zu dem andernn
gib mir 1 pfennig, so hab ich souil sam Dir
pleibet, spricht der ander zum erstenn gib mir
| pfennig, so hab ich zwey mal souil sam dir
pleibet. Nun wolt ich gern wissen, wiuil eynn
etzlicher gehabt hab.

Al A Item drey kauffen 1 pfertt vmb 12 fl.
keyner vermugens allein Zubezalen. A spricht
zu B und C, leye mir itzlicher 1/2 seynes
geldes, so wil ich das pferdt bezalen. Spricht
b zu ¢ vnd a gebt mir 1/3 so wil ich das pferdt
vergnugen. Nachdem spricht x zum b vns a
gebt mir beyde 1/4, so wil ich das pferdt kau-
fenn. Nun frage ich, wiuil itzlicher in sunder-
heit gehabt hab.

A4 A Aufgabe mit Losung (Facit); Kalmus
1st eine Heilpflanze

q Kalmus.

Atem ¢in Sack mit Kalmus’ wige 48. (6.
14 loth/ T ara 2.06.ond 16 loth/foft ¢cin 1b.13.6.
¢t halben.

Sacit31.f". 4.6.4-blr vnd ¢inhalben.

Dag T ara nimb herab/madh forn vnd hin.
den loth/brichs miteen/ond gehe herfur/ ffehes

64 27 1480

f}tcmftincr f_mr 1¢e. f{ datur reil ¢r 1oo0.
haupt Biheg tauffenr 7 nernndy ¢+ Ochfons
Schrocin/ Kalber: vnd Genfens eoft cim Oehg
4 fU.¢in Schroan anderebalben fr. an Raib
cinenhalbenf-. end an B cainort pen cinem
fr. voic piel fol erjeaticher haben fitrdiet 5 0. f; 2
SRacheg nach den vorizens madh cunee jeglichen
Foften yu oreern/defigliidyen dic 1o o. fi. vud o)
aié dann atfo:

16 1§
o )

160 4C 9
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Sun.

+9-8+4

Mon.

Tues.

Wed.

Thurs. Fri. | Sat.

JG+8-44 |

15
9-8+4

22

| x49x8-44

A doubly symmaetric quadrille.

on.

Tues.

Wed.

During the nineteenth century a French
malhematician, Edouard Lucas, gave the name
Quadrille to a domino figure consisting of blocks of
four half-tiles each carrying the same number of
pips.

e.g. In the quadrille here the upper left biock of four
half-tiles all have four (4) pips on lhem, while the
bottom [eH block have all ones (1) on them.

Using all the dominogs in a double-6 set try to
make the following patterns. Remember, each
square on these patterns represents a block of four
hall tiles each wilh the same number of pips.

Thurs. Fri. Sat.

M
N

3

87 = xmed?
x=?

(3-70 H3+7L)

16

10000,_.

17

f ©=-7
3-22x =7

E-
ﬁ.h: 7

217 ana 372.
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1984

Mathematik

Ma5 #2407 Fur drei Sportler, die sich an
einem 30-km-Skilanglauf beteiligten, wurden
folgende Zeiten gestoppt: Sportler A be-
notigte 1 h 27 min 34 s; Sportler B benotigte
5284 s; Sportler C hingegen 87 min 3 s. Ordne
die Laufzeiten dieser drei Sportler!

Beginne mit der besten Laufzeit!

Schiilerin Gabriele Schweimnitz,
Zella-Mehlis

Ma5 82408 Petra kault aul dem Postamt
[Uir 325 M Bnielmarken zu 20 Pf und 35 Pf
das Stiick, und zwar mehr 20-Pf-Marken als
35-Pf-Marken. Wie viele Briefmarken jeder
Sorte hat Petra gekauft?

Schiilerin Clagudia Popien, Magdeburg

Ma)5 82409 Die Quersumme einer zwei-
stelligen natiirhchen Zahl betrigt 5. Multi-
pliziert man diese Zahl mit 3, subtrahiert man
vom Produkt 1, so erhilt man eine zwei-
stellige natiirhche Zahl mit den gleichen,
aber vertauschten Grundziffern.

Schulerin Sandra F abian, Liederstadt

Ma5 82410 Wolfgang und Stefan haben zu-
sammen 9 Bleistifte, 21 Faserstilte und 10
Buntstifte. Stefan hat doppelt so viele Blei-
stifte wie Wolfgang und dre1 Faserstifte mehr
als Wolfgang. Wolfgang hat viermal so viel
Buntstifte wie Stefan. Wie viele Blei-, Faser-
bzw. Buntstifte hat jeder der beiden Jungen?

Schiilerin Sabine Schiiler, Schona

Ma5 ®2411 Klaus kauft in einem Fachge-
schift fiir Anglerbedarf Posen zu 75 Pf, zu
1,00M, zu 60Pf und zu 32 Pf das Stiick,
und zwar von jeder Sorte mindestens eine
Pose. Insgesamt gibt er dafir 3,91 M aus.
Wie viele Posen jeder Sorte kauft Klaus ein?

Schitler Thomas Rademacher, Lubben

zug?

T Thies LuAber, 2600 Gaskrow, Z:(Iu-_d_n%r 22

Ma5 82412 Ein Giiterzug wurde aus 67
Waggons mit insgesamt 236 Achsen zusam-
mengestellt, und zwar aus sieben sechsachsi-
gen Waggons und noch aus zwei- und vier-
achsigen Waggons. Wie viele zwel- und vier-
achsige Waggons gehoren zu diesem Giuiter-

Schiiler Frank Berger, Saalfeld

Maé6 #2413 Wenn man hinter die Zifler fiir
eine einstellige natiirliche Zahl noch die
Grundziffer 6 schreibt, so ist die dargestellte
Zahl um 9 kleiner als diejenige Zahl, die man
erhalt, wenn man die Grundzifler 6 vor diese
Zahl setzt. Um welche Zahl handelt es sich?
Schiiler Thomas Rademacher, Liibben

Ma6 #2414 Von drei Herren, die in den
Stidten Berlin, Cottbus und Leipzig wohnen,
die die Familiennamen Meyer, Miiller und

Kaiser haben, und die die Berufe Lehrer,

Ingenieur und Schriftsteller ausiiben, ist fol-

gendes bekannt:

(1) Der Ingenieur und Herr Meyer kennen
sich bereits aus 1hrer gemeinsamen
Schulzeit.

(2) Herr Kaiser besuchte kiirzlich Herrn
Miiller in Berlin.

(3) Der Lehrer wohnt in Leipzig.

(4) Herr Kaiser und der Lehrer haben sich
im letzten Urlaub kennengelernt.

(5) Der Ingenieur ist mit Herrn Kaiser
befreundet.

(6) Der Schriftsteller f[ahrt aus beruflichen
Griinden ofter nach Leipzig.

Ordne den Famihennamen dieser drei Herren
den jeweiligen Berul und den Wohnort zu!

Welche der sechs Angaben ist nicht erforder-
lich? Schiilerin Andrea Gipp, Bad Muskau

Ma6 82415 Ein Schiiler schreibt versehent-
hich 5,30 h statt 5h 30 mun. Wieviel Minuten
Differenz entstehen durch diesen Schreib-
fehler? Schiilerin Janett Stynka, Rostock
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Kersimg 05, Klaysx 7
150

Wettbewerbsbedingungen

|. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname. Privatanschrilt (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(ber Erwachsenen Alter und BeruD zu rich-
(¢n an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7. vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignelt).

4. Von den Tellnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner odecir einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11.12 und Erwachsene losen dic Aufgaben.
welche mit Ma 10:12. Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fur jede LOsung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fur
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer. die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstandige und richtige) Losung
(micht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ..sehr
gut gelost™, ,.gut gelost” oder ..gelost™.
Schiiler. welche nur einen SchluBsalz zu
ciner Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karle
mit dem Vermerk ..nicht gelgst™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1983/84 13uft
von Heft 5/1983 bis Heft 2/1984. Zwischen
dem 1. und 10. September 1984 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/83 bis 2/84 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zurickgesandt, wenn ein Rickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden 1n Heft 6/84 veroffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/83
bis 2/84) erhalten hat und diese einsendet,
erhdlt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1983/84 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuruck). Wir bitten darauf zu achten, daf alle
Postsendungen richtig [rankiert sind und daB
die Postleitzahl des Abseénders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Ma6 82416 Welche gebrochene Zahl mit
dem Nenner 17 ist groBer als !/, aber kleiner

als /37 Schiiler Thomas Hadusler,
Hoyerswerda
Ma6 82417 Heinz, Peter, Manfred und

Klaus verbrachten einen Teil ithrer Fenien 1n

der Pionierrepublik ,Wilhelm Pieck™ am

Werbellinsee. Alle vier Schiiler kommen aus

verschiedenen Stadten, und zwar aus Dres-

den, Magdeburg, Leipzig und Rostock. Aus

den [olgenden Angaben ist zu ermtteln, in

welcher Stadt jeder der vier Jungen wohnt!

a) Peter ist jiinger als der Junge aus Magde-

burg, aber alter als Heinz. |

b) Heinz und der Junge aus Rostock spielen

gern FuBball.

¢) Klaus und die Jungen aus Dresden und

Magdeburg legten vor kurzem die Prifung

der Schwimmstufe II1 ab.

d) Der Junge aus Rostock und Klaus beteili-

gen sich regelmaBig am alpha-Wettbewerb.
Schiiler Bjorn Pietsch, Radeburg

Ma7 #2418 Um jeden der vier Eckpunkte
eines Quadrates wurde, wie aus dem Biid
ersichtlich, jeweils ein Kreisbogen gezeichnet,
der in einem Lickpunkt beginnt und auf der
Diagonalen endet, die den Kreisbogen im
Innern des Quadrates schneidet. Wieviel Pro-
zent vom Flicheninhalt des Quadrates be-
tragt der Flacheninhalt der dem Quadrat auf

diese Weise einbeschriebenen Figur?
Schuler Lutz Kuch, Erlau

Ma7 12419 Das Bild stellt ein spitzwinkli-
ges Dreieck ABC mit den Hohen BD und
CE dar, die sich im Punkte H schneiden. Die
Parallele zu CH durch B schneidet dic
Parallele zu BH durch C im Punkte F. Es ist
zu beweisen, daB der Punkt F auf dem Um-

kreis k des Dreiecks ABC liegt. Sch.
c
F
b
>
D)
A E B

Ma7 82420 Der Mittelpunkt M des Um-
kreises k& des abgebildeten Dreiecks ABC
wurde mit den Eckpunkten 4, B und C ver-
bunden. Der Winkel < BAM hat die GroBe
40°, der Winkel £ BCM die GroBe 30°. Es

sind die GréBen «, B und y der Innenwinkel
des Dreiecks ABC zu bestimmen. Sch.

Ma7 82421 Gegeben seien drei Gefille, die
genau 3 Liter, 8 Liter bzw. 18 Liter fassen
konnen. Weiterhin ist die Moglichkeit ge-
geben, die GefdBe hinreichend oft mit Was-
ser Zu fullen, zu leeren oder ineinander um-
zuftillen. Es ist nachzuweisen, da) es moglich
1st, alle ganzzahligen Litermengen von 1 bis 10
unter ausschlieBlicher Verwendung dieser
drei GefdBe abzumessen.

Ma8 82422 Multipliziert man eine zwei-
stellige Zahl mit 11, so erhdlt man stets eine

dreistellige Zahl.
‘Multipliziert man z. B. 24 mit 11, so kann man
die 2 als erste Zifler und die 4 als letzte Ziffer
des Produktes sofort aufschreiben (24 -11
=2 4). Die Quersumme von 24, also 2+4=6
ist als mittlere Ziffer aufzuschreiben, also
24-11=264. Kann man dieses Verfahren
immer anwenden ?

Schiiler Jens Ponisch, Karl-Marx-Stadt

Ma8 82423 Wie kann man 1000 Mark-
stucke auf 10 Beutel so verteilen, daBl man
jeden beliebigen ganzzahligen Geldbetrag von
| Mark bis 1000 Mark durch entsprechende
Beutel auszahlen kann?

Schiiler K laus Liesenberg, Ilsenburg

MaB #2424 In einem Trapez ABCD ist
AB | CD und AB viermal so lang wie CD.
Der Flacheninhalt des Trapezes betragt
120 cm?; die Diagonale AC ist 10 cm lang.
Wie verhalten sich die Flicheninhalte der
Dreiecke ABC und ACD? Es 1st der Flachen-
inhalt dieser beiden Dreiecke zu berechnen.

Welchen Abstand ha@ die Punkte Bund D
von der Diagonalen AC?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 82425 Gegeben sei ein beliebiges
Dreieck ABC. Es ist ein Rechteck DEFG
unter ausschlieBlicher Verwendung von Zir-
kel und Lineal zu konstruieren, das die fol-
genden Eigenschaflten hat:
1. Eine Rechteckseite ist so lang wie die
Seite AB des Dreiecks ABC.
2. Der Umfang des Rechtecks ist gleich dem
Umfang des Dreiecks. Die Konstruktion ist
zu beschreiben und zu begriinden.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 #2426 Schreiben Sie Thren Geburts-
monat als Zahl auf, z. B. fir Januar 1, Fe-

bruar 2 usw.! Verdoppeln Sie diese Zahl!

Addieren Sie 40! Multiplizieren Sie die ent-
standene Summe mit 50! Subtrahieren Sie
16! Subtrahieren Sie die Jahreszakl Ihres
Geburtsjahres! Wenn Sie richtig gerechnet
haben, dann geben die letzten beiden Ziffern
in der vorgegebenen Reihenfolge eine zwei-
stellipe Zahl an, die Threm Alter an Threm
Geburtstag im Jahre 1984 entspricht. Wenn
Sie diese Ziflern streichen, dann bleibt eine
ein- oder zweistellige Zahl stehen. Sie gibt
Ihren Geburtsmonat an. Es ist zu beweisen,
daB dieses Ergebnis stets zutrillt (falls das
Alter unter 100 Jahren liegt).

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 82427 Die Terme e, ab, cee usw. 1n
den drei Gleichungen stehen fir ein-, zwei-
bzw. dreistellige natiirhiche Zahlen in dekadi-
scher Schreibweise. Fiir die Buchstaben sind
Grundziffern einzusetzen, so dall alle drei
Gleichungen zugleich erfullt werden, d.h.
wahre Aussagen ergeben.

Fiir gleiche Buchstaben sind gleiche Grund-
ziffern, fur verschiédene Buchstaben ver-
schiedene Grundziflern einzusetzen. Die erste
Ziffer (von links) jeder mehrstelligen Zahl,
aber auch jede einstellige Zahl muB ver-
schieden von Null sein.

(1) ab - cd=efa

(2) cg - ae =efa

(3) Ve efa=/cee

Schiiler Frank Pampel, Schneeberg

Ma9 2428 Holger mochte fur seinen klei-
nen Bruder Steflen Bauklotzchen aus Holz
nach einem Vorbild aussidgen. Das Briicken-
tell bereitet thm Schwierigkeiten. Es ist der
Radius des Bogens zu berechnen.

Schiler Stefan Franze, Dresden

Ma9 82429 Die MabBzahlen der Seiten-
langen eines Dreiecks (gemessen in cm),
dessen Flacheninhalt 84 cm? betrégt, sind dre;
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen. Wel-
che Seitenlangen besitzt dieses Dreieck”?
Sch.

Ma10/12 82430 Eine dreistellige Zahl, de-
ren Grundziftern in der vorgegebenen Reihen-
[olge aufeinanderfolgende kletner werdende
natirliche Zahlen sind, ist um 21 kleiner als
das Dreifache des Quadrates ihrer Quer-
summe. Es ist die drestellige Zahl zu be-
stimmen.

Dipl.-Landwirt H. Boettcher, Weimar

Ma10/12 #2431 Fir einen inneren Punkt P
eines Quadrates ABCD mit der Seitenlinge
a=10cm gelte PA:PB:PC=1:2:3. Es sind
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die Léin_gen der Strecken P4 und PB zu be-
rechnen. Sch.

Ma10/12 #2432 In dem abgebildeten Drei-
eck ABC seien bekannt:

y=60°, der Winkel £ DEB (er wird von der
Winkelhalbierenden des Winkels # und der
Hohe h. gebildet), seine Grofle ist §=60°
und die Lange des Inkreisradius r;=2 cm. Es
ist der Flacheninhalt des Dreiecks ABC zu
berechnen. . c |

A D 8

Skizze (nicht mabstablich)
Offiziersschiiler Rene Pratsch, Dresden

Ma 10/12 #2433 In dem abgebildeten recht-
winkligen Dreieck ABC hat die Kathete
AC die pleiche Linge wie der Hypotenusen-
abschnitt DB. Es sind die GroBen der Innen-
winkel £ CAB und « ABC zu berechnen.

B c
A p D

Skizze (nicht maBstablhich)
Schiller Frank Pampel, Schneeberg

Physik

Ph6 m151 In der grafischen Darstellung ist
die Dichte zweier Stofle a und b eingezeichnet.
Berechne jeweils die Dichte!

Um welche Stoffe handelt es sich?

400 1

500 Y l l ; a
]
|

300

200 .

100

10 20 3 & 50 60 70

Ph7 =152 In einem Wohnblock ‘-befordert
der Aufzug die Kabine in 8 Sekunden auf eine
Hohe von 15 m. Die gesamte Gewichtskraft
der Kabine betrigt 650 kp. Berechne die
Leistung des Elektromotors in kW, wenn der
Wirkungsgrad 85% betrigt!
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Ph8 w153 Nach welcher Zeit vollbringen
gleichzeitig 4 Vierzig-Watt-Gluhlampen, 3
Sechzig-Watt-Glihlampen und 2 Einhun-
dert-Watt-Gliihlampen eine Arbeit von 1 Ki-
lowattstunde?

Ch7 m121

Schuler Olaf Parchmann, Blankenheim

Ph9 m154 Bekanntlich wird ein senkrecht
nach unten auslaufender Wasserstrahl zu-
nehmend dunner. Ein Wasserstrahl trete aus
dem AusfluB nach unten senkrecht aus, wo-
bei am AusfluB die Geschwindigkeit von
0,5m/s vorliegt. Der Anfangsdurchmesser
betrage 1 cm. Welche Dicke hat der Strahl,
nachdem er 5 cm zuriickgelegt hat?

Schuiler Sven Saar, Miihlhausen

Ph10/12 155 Eine Maschine hat eine Mas-
se von 1500kg. Ihr Gewicht bewirkt eie
Durchbiegung des Fundaments um 15 mm.
(Im Bild ist dieser Sachverhalt sehr verein-
facht dargestellt.)

Berechnen Sie die Frequenz, mit der Maschi-
ne und Fundament schwingen, wenn die
Masse des Fundaments vernachlassigt wird!
Anmerkung: Die Frequenz emes Feder-Mas-

se-Schwingers 1st [ = : \/ k mit der Feder-

2

konstanten k =

Chemie

Ein Kupfer(l1}-oxid, welches 49/

Verunreinigungen enthilt, soll mit Kohlen-
stoff zu Kupler reduziert werden. Bei der
Reaktion entsteht auBerdem noch Kohlen-
monoxXid. |

a) Wieviel Kilogramm Kupfer kann man aus
2,1 t Kupfer(I)-oxid gewinnen?

b) Wieviel Kilogramm Kohlenmonoxid ent-
stehen, wenn bei der Reaktion ein Gasverlust
von 1,29 auftritt?

Ch8 =122 35 g Kupfer(II)-sulfat werden ge-

trocknet. Daber verliert es 12,6 g seiner

Masse. Wieviel Wassermolekiile sind an der
Kristallisation beteiligt ?

Ch9 »i23 228 g Salzsiure werden mit
310 ml Wasser verdiinnt. 14 ml dieser Losung
werden mit Silbernitrat-Losung versetzt. Die
Analyse ergibt 0,41 g Silberchlorid. Wieviel-
prozentig ist die Salzsaure-Losung?

Ch10/12 =124 Aus 2,3 g Blei(Il)-nitrat soll
alles Blei als Blei(IT)}-sulfid gefallt werden. Der
dazu bendtigte Schwefelwasserstofl wird aus
Eisen(II)-sullid und 159 iger Salzsiure her-
gestellt. Es soll gerade soviel Schwefelwasser-
stolf hergestellt werden, daB er ausreicht, um
alles Blei als Blei(II}-sullid zu fallen. Wieviel
Gramm Eisen(II)}-sulfid und Salzsidure miis-
sen zur Reaktion gebracht werden?

H,O-Riitsel
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1-5 Teil des Bades, 2—6 Wasserkurort,

34 winterliche Naturerscheinung, 7-8 la-

teinisch: Wasser, 8-9 Wasserpflanze,

9-10 Aggregatzustand des Wassers,

10-11 Regenschutz, 12-13 kleiner Teich,

13—-14 Naturerscheinung, 14-15 Meeresgott,

1516 Seejungfrau

Das Hauptlosungswort — eine Gestalt aus der

Oper ,,Rusalka” von Antonin Dvorak - er-

gibt sich, wenn man die entsprechenden

Buchstaben in die untére Leiste iibertragt.
(aus NBI)
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(Fortsetzung in Heft 2/84)
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Zwei Aufgaben und sieben Losungen —

Wer mehr weiBl und Phantasie hat,

kommt rascher zum Ziel

Teil 1

Rainer, Torsten und Uwe losen gerne knifflige
Mathematikaufgaben. lhre Temperamente
sind aber sehr unterschiedlich, und das zeigt
sich auch beim Aufgabenldsen. Rainer rechnet
g"erne, und er iiberlegt nicht lange, ehe er
damit beginnt. Daher kommt er oft erst nach
manchem Umweg zum Ziel. Uwe dagegen
denkt lange nach, ehe er mit seiner Arbeit
beginnt. Er versucht, sich an alles zu erinnern,
was mit der Aufgabe in Verbindung stehen
konnte. Und auch Torsten versucht zuerst,
die Aufgabe gut zu durchdenken, ehe er einen
Losungsversuch macht.

Wir wollen sehen, wie sich die drei Freunde
bei der Losung folgender beider Aufgaben
verhalten.

Al A Ein Dreieck soll durch eine Parallele
zu einer seiner Seiten in zwei Figuren mit
gleicherh Inhalt zerlegt werden

Zunichst entwerfen sie gemeinsam eine Skizze
(Bild 1) und fiihren Bezeichnungen fur Eck-
punkte, Seiten und Hohen ein. Sie erkennen,
daB das gegebene Dreieck ABC durch die
Parallele DE 1n ein Trapez ABED und ein
Dreieck DEC zerlegt wird. Die Linge der
Grundseite bzw. die der Hohe im Dreieck
ABC seien ¢ bzw. h, die Lange der Grund-
seite bzw. die der Hohe im Dreteck DEC
of| bzw. hl.

Sie vereinbaren, daB die Aufgabe dann als

gelost gilt, wenn h; bestimmt wurde, d.h.
ausgedruckt wurde durch h und evtl. durch

c. Dann kann die Hohe des Trapezes als
Differenz h — h, ermittelt werden, man konnte
dann auch angeben, in welchem Verhiltnis
die Hohe h von DE geteilt wird —, kurz, man
konnte dann die geforderte Parallele zeich-
nen.

Und nun setzt jeder fiir sich die weitere
Losung fort.

10 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

Rainer iiberlegt nicht lange und schreibt zu-
nichst einmal Flicheninhaltsformeln auf:

g-h
a+c
An="2"

In der Aufgabc war verlangt, daBl die beiden
Teilfiguren inhaltsgleich sein sollen. Er er-
hilt so die Gleichung

Al a =A D
Numverwendet er die vereinbarten Variablen:
¢ hy c+cy
und erhalt
C+Cy
hi Cc+2¢y h. ()

Hiermit kann nun Rainer nicht viel anfangen,
denn auch ¢, 1st nicht bekanht.

Er iiberlegt, ob es nicht eine zweite Gleichung
gibt, in der h;, und c¢; vorkommen. Diese
findet er, indem er beriicksichtigt, dal} beide
Teilfiguren zusammen den gleichen Flachen-
inhalt haben wie das grofle Dreieck.

[

A.ISO AlA +AD=Aﬁ

oder
Clhl C+Cy _C'h
= T3 h=h)=—.
Und hieraus
_C'h1
C1 = o (2)

Rainer rechnet nun unbeirrt weiter und setzt
die Gleichung (2) m die Gleichung (1) ein.
c’ h1

h
c-hy

R
Um h, zu erhakken, muB or wiederum auf-
|8sen, und er erhilt schieBlich

hl =;l/§

Rainer wundert sich, dal Torsten und Uwe
langst das gleiche Ergebnis gefunden haben.
Bei seinen umfangreichen Rechnungen hatte
er sich zudem auch noch verrechnet.
Torsten fuihrt die Losung mit folgender Uber-
legung weiter: Jede der beiden Figuren,
Trapez und Dreieck, sollen gleichen Inhalt
haben. Dann betriagt der Inhalt jeder von
thnen die Haillte des Inhaltes vom groBlen
Dreieck.

c+

h1=
c+2-

A1 —%45. d.h cléhl
1 ¢h
=37 o
1
An=54, d h.c';"‘ (h—h;)
l ¢c-h
“2 7 2)

Er entschlieBt sich nun, mit dem kleinen
Dreteck weiterzuarbeiten, weil in seiner Fla-
cheninhaltsformel weniger Variable aultreten
und weil die beiden Dreiecke AABC und
ADEC sich besser miteinander vergleichen
lassen als etwa Dreieck und Trapez. Dieser
Vergleich der beiden Dreiecke fuhrt Torsten
zu der Erkenntnis, daBl nach Konstruktion
diese beiden Dreiecke dhnlich sind, und in

-dhnlichen Dreiecken haben entsprechende

Strecken das gleiche Verhdltnis. Daran er-
innert sich Torsten aus dem Geometrieunter-
richt der 8. Klasse.
Es gilt insbesondere

¢, hy

?=7- (3)
Aus der Gleichung (1) ermittelt er damit
schlieBlich

Uwe aber iiberlegt vor der Rechnung lange.
Er erkennt dabe.
Es soll eine Parallele zu einer Dreiecksseite
gezeichnet werden; dann ist das entstehende
Dreieck dem gegebenen Dreieck dhnlich. Die
Aufgabe enthilt eine Aussage zum Flachen-
inhalt. Von Flicheninhalten dhnlicher Figu-
ren weil er aus dem Geometrieunterricht
der 8. Klasse, daB sie sich wie die Quadrate
entsprechender Strecken in den Figuren ver-
halten. D. h.

Ay _H

Ap ht
Die beiden Teilfiguren sollen gleichen Fla-
cheninhalt haben, also i1st der Inhalt des klei-
nen Dreiecks halb so groB wie der Inhalt des

. gegebenen Dreiecks. Das Verhidltnis der

Flicheninhalte ist 1:2. Er erhilt somit sehr
rasch

RV
I
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Im nachsten Heft (Teil 2) wollen wir sehen,
wie sich unsere drei Freunde beirn [ Oosen einer
weiteren Aufgabe verhalten.

W. Jungk



6. bis 12. Juli 1983, Paris

X XIV. Internationale
Mathematikolympiade

Aufgaben

1. Tag

1. Man bestimme alle Funktionen f, die die
Menge der positiven reellen Zahlen in sich
abbilden und die lolgenden Bedingungen er-
fullen:
(1)  fixf())=yf(x) fir alle positiven reel-
len Zahlen x, y und
(2) f(x)—0 fiir x— + 0.
GroBbritannien (7 Punkte)

2. In der Ebene seien zwei nicht kongruente
Kreise k; und k, mit den Mittelpunkten O,

bzw. 0, gegeben, und A sei einer der beiden
verschiedenen Schnittpunkte von k; und k,.
Eine der beiden gemeinsamen Tangenten an
k, und k; beriihrt k; in P, und k; in P,, und
die andere Tangente beriihrt k, in O, und k,
in Q,. Es seien M| und M, die Mittelpunkte
von P,0, bzw. P;(,.
Beweise: £0,40;,= € M, AM,!

UdSSR (7 P.)

3. Es seien g, b, ¢ paarweise teilerf[remde posi-
tive ganze Zahlen. Zeige, daD

2abc —ab—bc—ca
die grofite ganze Zahl ist, die nicht in der
Form xbc+ yca+:zab
mit nicht negativen ganzen Zahlen x, y, z

darstellbar ist! BRD (7P))

2. Tag

4. Es set ABC ein gleichseitiges Dreieck. Die
Menge E bestehe aus allen Punkten der
Strecken AB, BC und CA (A, B und C ein-
geschlossen). Gibt es zu jeder Zerlegung von
E in zwer disjunkte Teilmengen ein recht-
winkliges Dreleck, dessen drei Eckpunkte

in derselben Teilmenge liegen? Begriinde die
Antwort! Belgien (7 P.)

5. Gibt es 1983 verschiedene positive ganze
Zahlen kleiner oder gleich 10%, unter denen
keine dreir die aufeinanderfolgenden Glieder
einer arithmetischen Folge sind?

Begriinde die Antwort! VR Polen (7 P.)

6. Es seien g, b und ¢ die Seitenlingen eines
Dreilecks.

Zeige:
a*b(a—b)+b?c(b—c)+c?a(c—a)20!
Wann gilt Gleichheit? USA (7P.)

Die DDR wurde durch lolgende Mannschalt
vertreten:

Lattermann, Jochen (K1. 12), EOS Pestalozzi
Dresden, 3. Preis; Mohnke, Klaus (K1. 12),
EOS Georg Schumann Calau, Bez. Cottbus,
3. Preis; Schmutzler, Bernd (KI. 12), Tech-
nische Hochschule Karl-Marx-Stadt, Sek-
tion Mathematik, Spezialklasse, Spezialpreis,
3. Preis; Schiiler, Axel (Kl. 12), EOS Georg
Thiele Kleinmachnow, Bez. Potsdam,
3. Prets; Wenzel, Jorg (K. 11), EOS Frit:
Heckert Zeulenroda, Bez. Gera, ohne Preis;
Witt, Ingo (K1.11), EOS Heinrich Hertz Ber-

lin, 3. Preis.
Aus dem Rahmenprogramm: Stadtrundfahrt

durch Paris, Besuch des Eiffeiturms, Besuch
der Oper, Exkursion nach Versailles, Konzert

Inoffizielle Landerwertung

1. BRD 212

2. USA 171

3. Ungarn 170

4. Sowjetunion 169

5. Ruminien 161

6. Vietnam 148

7. Niederlande 143

8. CSSR 142

9. Bulgarien 137
10. Frankreich 123
11. GroBbritannien 121
12. DDR 117
13. Finnland 103
14. Kanada 102
15. Polen 101
16. Israel 97
17. Griechenland 96
18. Jugoslawien 89
19. Australien 86
20. Brasilien 77
21. Schweden 47
22, Usterreich 45
23. Spanien 37
24. Kuba 36
25. Marokko 32
26. Belgien 31
27. Tunesien 26
28. Kolumbien 21
29, Luxemburg 13
30. Algerien 6
31. Kuweit 4

32. Italien 2

in der Kirche Saint Severin, Siegerehrung im
groBen Amphitheater der Sorbonne.
B. Schmutzler erhielt fir die besonders ele-
gante Losung dieser Aufgabe von der Jury
In Paris als einziger - IMO-Teilnehmer eine
Anerkennung.
Da a, b und ¢ Seitenlingen eines Dreiecks
sind, gelten die Dreiecksungleichungen
at+b—c>0,b+c—a>0,a+c—-5b>0.
Wegen (a—c)? =0 gilt damit
(@a+b—c)la—b+c)la—c)? =0
(1) a*—c* +2a*bc+ 2ab*c — 4abc?
+2ac® +2bc? —2a’c —2b%c? — a?b?
= 0.
Analog erhilt man durch zyklisches Vertau-
schen der Variablen g, b und ¢ aus
(b+c—a)b—c+a)(b—a)*=20
und (c+a-b)(c—a+b)(c—-b)>=0
die Ungleichungen
(2) b* —a* +2b%ca + 2bc%a—4bca?
+2ba’ +2ca® - 2b*a—c*a* - b2c?
=0
(3) ¢ —b* +2c?ab + 2ca*b — 4cab?
+2¢b? +2ab? — 2¢°b — a*b? — c2a?
2 0.
Durch Aufsummieren von (1), (2) und (3)
ergibt sich -
2a*b +2b3c + 2ac® —2a%h? —2b%c? - 24%c2 20
2a*b(a —b) +2b%c(b—c)+ 2aci(c—a)=0 / :2
(4) a*bla —b)+b2c(b—c)+a’*c(c —a)=0
w.z.b.w.
Da Ungleichheit in einer von (1), (2) und (3)
schon die Ungleichheit in (4) bewirkt, mufl
ber1 Gleichheit 1n (4) auch in (1), (2) und (3)
Gleichheit gelten, d. h., es mulB jeweils etner
der dre1 Faktoren Null betragen. Wegen der
strengen Ungleichheit in den Dreiecksunglei-
chungen muB also gelten
(@—c¢)* = (b—a)? = (c—h)* =0 und
damit a=5b=—c (> 0).
Umgekehrt gilt oflensichtlich fur alle g, b und
¢ mit a=b=c in (4) Gleichheil.
Die beiden Klausuren a 4.5 Stunden
(6. 7. und 7. 7.) [anden in dem weltberiihmten
Lyceé Louis le Grand statt. (Es wurde
1563 gegriindet, feiert also in diesem Jahr
sein 400jahriges Bestehen. Bedeutende
Schiller dieser Schule: Moliére, Voltaire,
Robespierre, La Fayette, Delacroix, Hugo,
Malesherbes, René Clair, Chirac, Becquerel,
Evariste Galois, Binet.)
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Teilbarkeitsregeln
Teil 1

Allgemein bekannt sind die Regeln fir die
Teilbarkeit etner natirlichen Zahl durch 2, 3,
4, 5, 6, 8, 9 und 10. Schon wemger verbreitet
ist eine Regel fir die Teilbarkeit durch 11
(Priifen der alternierenden Quersumme, der
sogenannten Querdifferenz). AufFillig ist, daB
im Unternicht keine Regel [Ur die Teilbarkeit
durch 7 gelehrt wird. Daraus wird zuweilen
der falsche Schlull gezogen, fir die 7 gibe es
keine Teilbarkeitsregel. Es 148t sich jedoch fiir
jede beliebige natiirliche Zahl eine Teilbar-
keitsregel herleiten. Dabei kann man sich auf
Teiler beschranken, die auf die Ziffern 1, 3, 7
und 9 enden, da alle anderen Teiler zumin-
dest durch 2 oder § teilbar sind ; nach Division
durch die entsprechenden Potenzen von 2
und 5 konnen sie auf Teiler zuriickgefithrt
werden, die auf 1, 3, 7 oder 9 enden. Denn die
Untersuchung einer natirlichen Zahl z auf
ihre Teibarkeit durch te N st gleichbedeu-
tend mit der Priifung der Teilbarkett von z
durch alle Primzahlpotenzen, die in der Prim-
zahlzerlegung von ¢ auftreten. |
Will man also prifen, ob eine Zahl ze N bei-
spielsweise durch t=65=5- 13 teilbar ist, so
priift man zunichst ihre Teilbarkeit durch 5
nach der bekannten Regel; danach muf dann
die Teilbarkeit durch 13 untersucht werden.
Wir betrachten, dall dieser SchluB nur fir
zueinander teilerfremde Faktoren gilt; an der
Teilbarkeit von z durch 4 und 6 folgt nicht die
Teilbarkeit von ¢t durch 4 - 6=24.

Im folgenden wollen wir Teilbarkeitsregeln
fur aufl 1, 3, 7 und 9 endende Teiler t =N her-
leiten und erlautern, wie die Teilbarkeit ge-
prift werden kann. Es handelt sich um ein
Verfahren mit sogenannten Hilfszahlen. Al-
lerdings sind diese Regeln fiir groBere Teiler
unhandlich, so dafl es oft einfacher ist, die
Teilbarkeit direkt durch Division zu priifen.
Dennoch bringt dieses Verfahren Vortelile.
Wir wollen das zunichst an der Teilbarkeits-
regel fiir die 7 erldutern. Sie lautet: Eine Zahl
z=10 A+Emit AcNund EeNund0=E<9
ist genau dann durch 7 teilbar, wenn es auch
die Differenz D=4 —2E 1st. —2 ist 1n diesem
Fall die sogenannte Hilfszahl F. Mit der
Diflerenz D ldBt sich die gleiche Untersu-
chung wiederholen und so f{ort. -
Beispiel: Wir priifen, ob 2471 durch 7 teilbar
ist. Es ist 4A=247 und E =1, die Hilfszahl ist
F = —2. (Wie sie hergeleitet wird, zeigen wir

12 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

weiter unten.) Zu prifen st also D;=247
—2:1=245. Fiir D;=245 wird A'=24 und
E'=5;zupriiffen wirenun D, =24 —-2-5=14.
Da 14 offensichtlich durch 7 teilbar ist, ist es
auch 2471.

Fiir das Priifverfahren mit Hilfszahlen emp-
fiehlt sich folgendes Schema:

247 | 1 F-E
—2 (-2)-1=-2
24]5
—-10 (=2)-5=-10
1 4 1st durch 7 teilbar,
also auch 2471.

In der Tat ist 2471 :7=1353.
Gegenbeispiel: Ist z=558 durch t =7 teilbar?

55|8 ..
—~16 | (—2)-8=-16
390 ist nicht durch 7 teilbar,

‘demnach auch nicht 558,
was leicht nachzupriifen ist.
Ein weiteres Beispiel:
Ist z=235683 durch 7 teilbar?

23568|3 F-E
—6 (—=2)-3=-6

23562

—4 (—2)-2=—4
235(2

-4 (—2)2=-4
231
—2 (—2) 1=-2
2 1

1st durch 7 teilbar, also auch
z=235683.

.Wir verallgemeinern das im Beispie] Gezeigte

und formulieren den
Satz 1: Eine natiirliche Zahl z=10A4 +E mit
AeN: EeN;0<ZEZ9 ist genau dann durch
teN mit t=10u+e (aeN); (eeN) (0£e<£9)
teilbar, wenn t auch D=4+ F - E teilt, wobel
F € G die sogenannte Hilfszahl ist.
Fiir den Bewecis dieses Satzes wollen wir
Satz 2 benutzen, den wir zuvor beweisen.
Satz 2: Zu vorgegebenem Teiler t=10a+e¢
(ac N) mit der Endziffer e=1 bzw. 3 bzw. 7
bzw. 9 140t sich stets mindestiens eine ganze
Zahl F so angeben, dal 10F—1 durch ¢
tetlbar ist, d. h. daB3 gilt (10F —1)=(10a +e)s
mit se . (1)
Beweis: Wir miissen also die Bestimmbarkeit
von FeG aus (1) [ur alle ¢t zeigen, die auf 1, 3,
7 oder 9 enden.
a)Fall 1:Iste=1,also¢t=10a+ 1. Wahlt man
nun s= — 1 und setzt in (1) ein, so kann F in
Abhidngigkeit von a bestimmt werden. Wir er-
halten

10F ~1=(10a+1)(—1)

10F—1=-10a-1

F=—a.

Wir wollen dieses F — bezogen auf die End-
zifler 1 des Teilers F(1)= —a nennen.
b) Fall 2: Ist e=3, also t=10a+ 3, so kommt
man z. B. fir s=3 zum Ziel, denn wir er-

halten aps (1)
1I0F —-1=(10a+3)-3
1I0F —1=30a+9

und schlieBlich nach F aufgelost
F=3a+1;also F(3)=3a+1.
c) Fall 3: Ist e=7, also t=10a+7, so setzen
wir s= — 3 und erhalten aus (1)
10F —1=(10a+7)(-3),
es folgt
F(1)=—-3a—-2=-(3a+2).
d) Fall 4: ]st schlieBlich e=9, also t=10a + 9,
so wihlt man s=1 und erhilt aus (1)
10F —1=(10a+9)" 1,
es folgt
- F9)=a+1.

Damit ist gezeigt, daB es fiir jedes ¢, das auf
die genannten Zahlen (1, 3, 7, 9) endet, ein
solches F e (G gibt. Hatten wir fur t=10a+1
in (1) fur s=9 gesetzt, hitten wir F =93+ 1
erhalten; also wohl ein anderes F, aber im-
merhin ein F €G. Daraus konnen wir spiter
den SchluB ziehen, daD es fur jeden Teiler ¢
unendlich viele (meist jedoch unhandliche)
Teilbarkeitsregeln gibt.

" Wir beweisen jetzt den Satz 1. Wir haben zu

Zelgen:

Wenn ¢t = 10a + ¢ die natiirliche Zahl z= 104
+ E teilt, so teilt t auch D=A+F-E; und
umgekehrt, wenn ¢ die Zahl D teilt, so teilt ¢
auch z.

a) Es gelte zundchst: ¢ teilt z, also 104+ E =tr
mit re G. Nach Multiplikation mit FeG er-
hdlt man

l0AF +EF =trF
A+EF=trF—104F + A
A+EF =trF — A(10F — 1)

+A—10A4F

Nach Satz 1 kann nun fir jedes t=10a+e
mit aecN und e{l, 3, 7, 9} ein FeG so be-
stimmt werden, dal} 10F — [ durch ¢ teilbar ist,
dal also gilt 10F — 1 =¢s mit 5€G.

Wir erhalten also

A+ EF=trF — Ats

A+EF=t(rF— As).

Da die rechte Seite der Gleichung durch :
teilbar i1st, muB auch A+ EF=D durch ¢
teilbar sein; also t teilt D=A+E - F.

b) Umgekehrt gelte ¢ teilt D, also A+ EF=tq
mit geG.

Nach Multiplikation mit 10 erhalt man

104 + 10EF =10tg
{0A+E=10tqg— 10EF+E |
10A+ E=10tq— E(10F — 1)

+ E - 10EF

wieder gilt 10F — 1 =ts (s G),

und wir erhalten

104+ E=10tq— Ets=1t(10g — Es);

also ist 104 + E =z durch ¢ teilbar, w.z.b. w.

Damit ist gezeigt, dall es fir die Teiler
t=10a+elacN) ec{l, 3, 7, 9} geniigt, statt
der Teilbarkeit von z=10A4 + E die Teilbar-
keit von D= A4 + FE zu untersuchen.

Satz 1 entnehmen wir, dal es [lr jedes ¢, das
auf 1, 3, 7 cder 9 endet, stets mindestens eine
Hilfszahl Fe G gibt. Wir' wiahlen jeweils die
betragsmaBig kleinste. Beim Beweis des Sat-
zes 2 haben wir diese F fur jede Endzffer e



bereits ermittelt. Wir wolien die Hilfszahlen
mit F (e) bezeichnen und entnehmen

F(l)=—a

F(3)=3a+1
F(7)=-3a—-2=—(3a+2)
F9)=a+1,

wobel g die natirliche Zahl aus t=10a+e¢
1st.

Zusammenfassung: Um zu prifen, ob eine
Zahl z=104 + E durch t=10a + ¢ teilbar ist,
genugt es, das jeweilige D(e)=A+E - F(e)
aul Teilbarkeit durch ¢ zu untersuchen.
Fiir die verschiedenen Endzifflern von t er-
halten wir: . |
D(1}=A—Ea
D(3)=A+EQBa+1)
D(7)=A—-E3a+2)
D9)=A+E(a+1). J. Portner (1)

(Der Beitrag wird in Heft 2/84 fortgesetzt.)

Eine Aufgabe aus J. P. Grusons
enthiillte Zaubereyen und Geheimnisse
der Arithmetik, Berlin 1800:

,,Es hat jemand seine Borse verloren, er weil
nicht genau wie viel Geld eigentlich darin
gewesen, nur das weill er, dal3 wenn er zwei
und zwei oder drei und drei, oder funl und
finf und Stiick zusammenzihlte, daB ihm
immer eine iibrig blieb, zdhlte er aber sieben
und sieben, so blieb ithm nichts.™ |

Wo die Mathematik auch in der Freizeit viel
Freude macht :

Bei der Griindung des alpha-Clubs der OS
Vitzenburg vor drei Jahren waren es nur
wenige Jungen und Midchen. Heute be-
suchen den alpha-Club etwa 30 Schiiler, die
aus allen sechs Ortstellen des Einzugsbe-

Al A Ha nocke HamMcaHO HECKONBKO He-
HYJIEBBIX YHCEJ, KAKA0E M3 KOTOPbIX pPaBHO
MOJIYCYMME OCTaJbHbIX. CKOJIBKO YHCENT Ha-
nucaHo?

A2 A There are seven girls and each day
some of them go for a walk. The same group
of girls may not go for a walk on more than
one day. For how many days can the girls go
for a walk?

A3 A Le reservoir d’essence de la voiture
de papa a une capacité de 32 1. Cette voiture
consomme 8 litres d’essence aux 100 kilo-
metres. Papa a fait le plein de son réservoir
avant de partir et nous avons fait un vovyage
de 400 km. Combien reste-t-il d’essence dans
le réservoir, sachant que papa en a ajouté
14 1 en cours de route?

reichs der Schule kommen. Sie gehen in die
5. bis 8. Klasse, treffen sich in ihren Alters-
stufen wochentlich. Der Club nimmt eifrig
am alpha-Wettbewerb teil (223 Losungen
wurden 1982/83 eingesandt). Drei Schiiler
crwarben in diesem Jahr das alpha-Abzeichen
in Gold. Initiator und Leiter des Clubs;
Mathematikfachlehrer K. Bauer.

Begeisterte Schachfreunde

Das Schachspiel ist seiner Bedeutung nach
eine dulerst interessante Erécheinung im kul-
turellen Leben der Menschheit. Einige AuBe-
rungen kompetenter PersOnlichkeiten sollen
dies unterstreichen. So nannte Jean-Jacques
Rousseau das Schach eine feine Kunst, einen
wundervollen Kampf. .. —,,Das Schachspiel
ist ein Probierstein des Gehirns*, sagte Jo-
hann Wolfgang von Goethe. — Wiadimir lljitsch
Lenin bezeichnete Schach als Gymnastik des
Geistes. — Der sowjetische Ex-Schachweltmei-
ster Boris Spasski bekannte einmal: ,,Michs
begeistert am Schach das Unbekannte, der
unerschépfliche Reichtum an Moglichkeiten,
der schopferische ProzeD, der die Schach-
kunst begleitet. Es i1st schwierig, im Schach
irgend etwas Bestimmtes hervorzuheben, weil
Schach gleichzeitig Vielfalt bedeutet."*

In unserem heutigen Problem ist auch von
etnem begeisterten Schachfreund die Rede.

Aufgabe

Ein Moskauer Friseur und leidenschaftlicher
Schachfreund befestigte an seinem Geschift
folgendes Schild:

SJErmadfigte Preise fur Schachspieler ! Rasieren
fiir Spieler der Leistungsklasse 2 kostet 38 Ko-
peken, fiir Spieler der Leistungsklasse |
34 Kopeken, fiir Meisteranwarter 26 Kopcken!
Fiir Schachmeister unentgeltlichI'*

Am ersten Tag kamen 20 Kunden, die
Schachspieler waren, bet einer Einnahme von
nur 146 Kopeken.

Wie viele Schachspieler jeder Spielstiarke wur-

den rasiert?
Mitgeteilt von H. Riidiger, Grinheide

Eine harte Nuf

Ermittle alle Paare (x, y) ganzer Zahlen «x
und y, welche der Gleichung

2 x+]/27y=]/ﬁ
genigen ! |
Hinweis: Sicher werdet ithr die Paare (0, 16)
und (8,0) schnell als Losungen erkennen.
Entscheidend aber ist, daB ihr alle Losungs-
paare [indet und die Vollstindigkeit der Lo-
sungsmenge auch nachweist.

Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik der

Karl-Marx-Universitat Leipzig
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In freien Stunden - alpha-heiter

Aﬁgentraining

Unter den von | bis 9 bezeichneten Figuren gibt es
eine, die nach den Regeln der Logik nicht hineinge-

-hort. Welche 1st das?
' Aus . Fiiles, Budapest

Iy
P
5ot P

Kryptarithmetik
Setze fiir gleiche Buchstaben gleiche Ziffern ein!
LEONHARD RIND
—12325551 PFERD
EULER TZIEGE
Schiiler Andreas Suchanow, TIERE
Neubrandenburg Schiilerin Claudia Méller,
Rudolstad:
Permutationsritsel

Gesucht sind 16 mathematische Begriffe, die waage-
recht in die Ritselfigur einzutragen sind. Ihr findet sie,
indem ihr die folgenden Begriffe permutiert (ihr konnt
ja zundchst einmal versuchen, ohne Zuhilfenahme der
unten angegebenen Begriffsumschreibungen sinnvolle
mathematische Begriffe durch Permutation zu fin-
den!): .

1. Keksriegel, 2. Tanklader, 3. Leitgarn, 4. Eiskran,
5. Leiter, 6. Ledig, 7. Elba, 8. Ilm, 9. Dom, 10. Reis,
11. Katen, 12. Rennen, 13. Leitung, 14. Helmdorf,
15. Steingold, 16. Korbsiegen.

14 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

Begriffsumschreibungen: 1. konvexer Korper, 2. mit
Mehrfarbenproblemen zusammenhingender Begriff,
3. Grundbegriff der Analysis, 4. bei Dreiecken auf-
tretender Kreis, 5. zahlentheoretischer Begriff, 6. Be-
standtell eines Polynoms, 7. norwegischer Mathe-
matiker (1802 bis 1829), 8. mathematisches Grenz-
wertsymbol, 9. Kurzzeichen fiir ,,modulo‘, 10. deut-
scher Rechenmeister (um 1492 bis 1559), 11. Polyeder-
teil, 12. Teil eines Bruches, 13. Zerlegung geometri-
scher Objekte, 14. schwedischer Mathematiker (1866
bis 1927), 15. Mitbegriinder der. algorithmischen
Sprachen, 16. Teil der Kreisperipherie.

Dr. R. Mildner, KM U Leipzig

Testament aus Island

Ein Mann hatte in seinem Testament bestimmt, dal3
seine Frau die Hilfte, seine Kinder 1/, und sein Bruder
‘/12 seines Vermogens erben sollten. Den Rest von
1200 Kronen stiftete er einem Altenheim. Wieviel

Geld hatte er besessen ?
Aus einem isldndischen Lehrbuch (Kl.6)
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Zahlenpyramide

Man schreite von der Zahl 1 (an der Spitze der
Pyramide) so abwirts, daB man immer eines der
beiden Quadrate in der darunterliegenden Reihe be-
tritt, welches das Quadrat beriihrt, in dem man ver-
wellt.

Die Summe der Zahlen der dabei betretenen Quadrate
soll moglichst gro3 werden.

1 Aus: Urania,
Berlin/Leipzig

Aufmerksame Schiilerin

Beide Bilder — Original und Spiegelbild — weichen in
einem wesentlichen Detail voneinander ab. Wo?

Mit Schere und Kopfchen

Schneide ein 2-mal-5-Rechteck so 1n 3 Teile, daf3 diese
zu emnem Quadrat wieder zusammengesetzt werden

konnen ! ,
Aus ,,The Mathematics Calendar‘‘, 83

Carleton University, Otiawa/Kanada

Eine hungrige Ziege

Ein schwieriges Problem: Am Rand einer kreisférmi-
gen Wiese ist an einem Pflock eine Ziege angebunden.
Wie lang mul} der Strick sein, damit sie die Hélfte der
Wiesenfliche abfressen kann? (Die Linge zwischen
Halsband und Maul der Ziege bleibt unberiick-
sichtigt.) (Losung siehe Heft 2/84.)

Aus einer australischen Zeitschrift

Irrgarten

Suche den Weg durch die in englischer Sprache ge-
zeichneten Wochentage von links oben nach rechts

I
unten! Aus: Fiiles, Budapest

,Der Trick mit dem Spickzettel auf dem Pullover ist

Klasse!*
Aus.: Wochenpost, Berlin, Theo Immisch
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN

IM BLICKPUNKT

Klaus-Peter berichtet
aus seinem

Mathematikzirkel

Teil 1: Friiulein Steinmann
macht uns neugierig

Sie ist schon Klasse, unser Fridulein Stein-
mann, die Leitenn unseres Mathematikzir-
kels. Sie knackt nicht nur spielend die har-
testen Olympiadeniisse, sondern sie denkt
sich auch selbst viele lustige Knobelaufgaben
fir uns aus. In der vergangenen Woche hat
sie uns bewiesen, daB es keine allergrdfte
Primzahl gibt; d. h., es mull unendlich viele
solcher Zahlen geben, obwohl Primzahlen
immer diinner gesidt sind, je weiter wir die
Folge der natiirlichen Zahlen ablaufen. Und
wir neun Zirkeltellnehmer haben alles ver-
standen, obwohl Fraulein Steinmann noch
gar keine richtige Lehrerin ist, sondern eine
Studentin im finften Semester (jedes ,,Stu-
dentenschuljahr besteht aus zwei Seme-
stern, da kann man sich ausrechnen, dal
Fraulein Steinmann noch allerhand lernen
mub - dabei kann sie schon [ast alles).

An unserem letzten Zirkelnachmittag stellte
uns Frauletn Steinmann eine ganze Menge
Fragen, weill sic uns — wie so oft — neugierig
machen wollte. Sie fragte uns, ob wir gern im
Lotto gewinnen wirden. Wenn man alle
Moglichkeiten, einen Tipschein auszuftillen,
nutzen wiirde, so ware doch sicher ein
Fiinfer dabei, dazu kdmen noch Wierer und
Dreier. Ob sich das Geschaft lohnt?

Wir wollten natiirlich gern Bescheid wissen,
doch Friulein Steinmann stellte bereits die

niachste Frage: ,,Wieso kommt man eigent-

“lich beim Morsealphabet mit zwet Zeichen
aus, obwohl es doch so viele Worter — noch
dazu in verschiedenartigen Sprachen — gibt 7
Das hitten wir auch gern gewullt, doch
Fraulein Steinmann warf bereits das nichste
Problem auf, sie meinte: ,,Wenn ich euch
neun nicht so gut kennen wiirde, hitte ich
groBe Schwierigkeiten, denn ihr setzt euch an
jedem Zirkelnachmittag in einer anderen An-
ordnung an unseren groBen Tisch. Wir haben
20 Zirkelnachmittage im Jahr. Ob ihr wohl
alle Sitzordnungen durchprobiert hiittet, bis
ihr in der 10. Klasse seid 7
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Diese schien uns eine leichte Frage zu sein,
und wir wollten schon mit dem Vertauschen
unserer Plitze beginnen, doch Friulein Stein-
mann meinte, die Unruhe wiirde zu grol3, und
wenn wir nicht systematisch vorgingen, wur-
den wir das Problem nie 10sen.

Also blieben wir sitzen und gingen systema-
tisch vor: |

InYoYaYol

)
\2 W & U

Angenommen, wir waren nur zwet Zirkel-
teilnehmer, namlich A und B, dann giibe es
nur die beiden Anordnungen AB und BA.

wJetzt seid ihr dre1”, meinte Fraulein Stein-
mann. Es dauerte etwas linger, doch dann
hatten wir die sechs Moglichkeiten gefunden.
Dabet ist es gleichgiiltig, ob die drei Kinder
an einem Tisch oder auf einer langen Bank

sitzen. Die Anordnungen lauten:
ABC ACB BAC BCA CAB CBA

Ber vier Zirkelteilnehmem wurde es schon
schwieriger. Es gab ein reiches Angebot an
Losungen. Kerstin hatte 18 Mdglichkeiten ge-
funden, Corinna 17, Gunter 20 und Oliver
sogar 23.

~Jhr mibBt systematisch vorgehen®, wieder-
holte Friulein Steinmann. In diesem Mo-
ment hatte Gunter eine Idee: |

,» yon den vier Schiilern A, B, Cund D kann je-
der so oft auf Platz 1 sitzen, wie die anderen
drei ihre Platze vertauschen konnen. Wir wis-
sen aber schon, dall es [iir drei Personen

6 Moglichkeiten der Anordnung gibt. Also

gibt es [Ur vier Schiller 4 - 6 =24 Anordnungs-.

moglichkeiten.™ .

Und Oliver ergdanzte: ,,Und dabei tritt keine
Anordnung mehr als einmal auf und keine
wird vergessen.”

Fraulein Steinmann lachelte: ,,Jhr habt das
Problem so gut wie gelost.” |

So ganz sicher waren wir uns noch nicht, doch
daD es bei 5 Schiilern genau 5 - 24 =120 Sitz-
anordnungen geben mub, leuchtete uns
schnell ein, denn jeder der fiinl Schiller blieb
so oft auf dem ersten Platz sitzen, wie die

anderen vier ihre Pliatze tauschen konnten,
und das waren ja 24 Moglichkeiten. Und bei

neun Schiilern? Das war eine kithne Frage!
Uta liberlegte: , Jeder der neun Schiiler kann
so oft an erster Stelle stehen, wie die anderen
ihre Pldtze vertauschen konnen, also neun
mal ...* Jetzt merkten wir, da uns ein
Zwischenergebnis fehlte.

LSchrittweise vorgehen®, machte uns Fraulein
Steinmann Mut.

Wir begannen von vorn. Dabei half uns
Fraulein Steinmann, indem sie sagte: ,,Rich-
tig Mathematik treiben kann man erst dann,
wenn man eine zweckmaBige Symbolik ge-
funden hat. Nennt einmal die Anzahl der An-
ordnungen von zweil Elementen P,, die von
drz1 Elementen P; und so fort, und schreibt
auf, was ihr schon wif3t !

Wir schrieben; P,=2 P,=3 - P,=6,
Py,=4-P3=24 Ps=5 P,=120.

Nun konnte es weitergehen: Pg .=‘6 - P =620,
P,=7-Ps=4340, Py=8 - P,=34720,
Pye=9"-Pg=312480.

,Geschafft”, jubelten wir.

Und da wir uns schnell iiberlegen konnten,
daB wir unser Fraulein Stetnmann hochstens
noch 100mal sehen wiirden, konnte sie sicher
nicht alle unsere Sitzordnungen bewun-
dern.

Unsere Zirkelleiterin freute sich iiber unseren
Eifer, sagte jedoch, dal3 nun ,,die Mathema-
tik erst richtig losginge”. Sie ging an die
Tafel und schrieb: P,=

Wir wulliten solort, dall nun die Anzahl der
moglichen Sitzordnungen von n Schiilern, al-
so einer beliebigen Anzahl von Schiilern,
gesucht war.

Frank erganzte: P,=n-P,_,

Doch bei der Begriindung muBten wir ihm
helfen: Von den n Personen kann jede so oft
an erster Stelle sitzen, wie die anderen ihre
Anordnung verdndern konnen, und das st
gerade P,_ mal der Fall.

Wir waren stolz, eine Formel gelunden zu
haben, doch Fraulein Steinmann schmun-
zelte: ,,Und wieviel voneinander verschie-
dene Anordnungen kann man in einer Schul-
klasse mit 25 Schiilern finden? 1

Wir schrieben es auf: P,5s =25 P,a:

Doch damit waren wir am Ende unseres
Lateins.

Naturlich konnen wir uns schrittweise ,,Zwi-
schenergebnisse.” verschaffen, doch dieses
stindige Zuriickgreifen scheint uns eine sehr
umstandliche Methode zu sein.

Oliver fiel beim Betrachten des Tafelbildes
auf, daB3 man die Anordnungszahlen ja auch
noch anders schreiben konne:

P3 =3- Pz =3-2

P,=4-Py=4-3-2

Ps=5Py=5-4-3-2
Ps=6-Ps=6:5-4-3-2

Fraulein Steinmann lobte den pfiffigen Oliver,
und da wubten wir, daB er eine gute Idee
gehabt hatte.

Eigentlich war uns allen klar, dal3 es so weiter-
gehen misse, und Fraulein Steinmann be-
statigte unsere Vermutung.
P,=7-P¢=7-6-5-4-3-2
Py=8-P,=8-7-6-5-4-3-2

Dann wurde es schwienig: P,=n:P,_1= 7
Das erste Problem bestand darin, die ent-
deckte GesetzmabDBigkeit zu formulieren. Frau-
lein Steinmann erklarte uns, daB man durch
die Schreibweise P,=n-(n—1)-...-3-2 un-
miBverstindlich ausdriicken wiirde, daB das
Produkt aller natiirlichen Zahlen von 2 bis n
gebildet werden soll.

Das zweite Problem war ernsterer Natur.
Woher wubBten wir eigentlich, daB unsere fiir
die (ersten acht) natiirlichen Zahlen von 2
bis 9 gefundene GesetzméaDBigkeit fiir jede be-
liebige natiirliche Zahl gilt, also z. B. auch fiir



eine Million? Kerstin und Utta meinten, dies
sei doch ganz*lar, das Bilden der Gleichun-

gen fir Pyo, Py1, P12, P13, ... lieBe sich ja auf Del'

die- gleiche Weise [ortsetzen. Es giabe auch

keinen Grund, da0 dies einmal nicht moglich:

wire. Ganz wohl war uns bei der Sache aber
doch nicht. Wieder griff Fraulein Steinmann
helfend ein:
Man darf niemals aus der Untersuchung von
nur einigen Beispielen aul eine allgemeine
Gesetzmdpigkeit schlieBen. In unserem Falle
allerdings 1st
P,=n-(n—-1)-...-3-2
tatsachlich fur alle natiirlichen Zahlen eine
wahre Aussage. Nur bewiesen hitten wir
dies eben noch nicht.
Nun baten wir Fraulein Steinmann, uns doch
den Beweis zu verraten, doch sie lichelte nur
und vertrostete uns aul spater. Doch ich bin
mir ganz sicher, sie wiirde den Beweis schon
schaflen, nur wir sind wahrscheinlich noch
ein bilchen zu klein. ,,Wenn in all unseren
Gleichungen noch der Faktor 1 stiinde, wiir-
den sie noch schoner aussehen“, meinte
Frank. Wir bestdtigten dies. Unser Frdulein
Steinmann hatte uns schon oft gezeigt, da3
Mathematik und Schonheit durchaus mt-
einander zu vereinbaren sind.
oJur den Ausdruck n-(n—1)-...-3-2-1
schreibt man kurz n! und sagt dazu ,n Fa-
kultit’, also konnen wir auch P,=n! ange-
ben“, erklarte uns Fraulein Steinmann und
forderte uns aul, solche Fakultiten zu be-
rechnen:
4'=24, 9'!'=312480,
15!=1307674 368000
Nun durften wir noch etwas aulschreiben,
was man lernen kann, aber nicht zu ver-
stehen braucht, z. B., daB jede solche Anord-
nung ,,Permutation* heil3t.
Also gibt es n! Permutationen von n Ele-
menten.

Fraulein Steinmann meinte, das Lotto-Pro-
blem und das Morse-Problem wiirden wir
erst in den nachsten Zirkelnachmittagen
l6sen konnen, doch sie wolle uns noch eine
Aufgabe zum Knobeln geben:

Bei1 der Friedensfahrt haben sich sieben Fah-
rer vom Feld abgesetzt und sind nicht mehr
einzuholen. Unter ihnen befinden sich zwei
Fahrer aus der DDR. Wieviel voneinander
verschiedene Moglichkeiten des Einlaufs auf
den ersten sieben Plidtzen gibt es? Bei wieviel
dieser Einlaufe steht mindestens ein, hoch-
stens ein bzw. genau ein Fahrer aus der DDR
auf dem Siegertreppchen fir die ersten drei?
Aul dem Heimweg diskutierten wir noch
lange Uber Permutationen und Fakultiten,
und alle [reuten sich schon ein biBchen auf
den nachsten Zirkel, die einen aul die Losung
des Lotto-Problems, die anderen auf die
Losung des Morse-Problems und die meisten
aul Fraulein Steinmann.

P. Gothner

2 X2 X2-Wiirfel

,pDer gewohnliche Zauberwiirfel mit seinen
drei Segmenten lings jeder Kante ist die
natiirlichste Form dieser Sorte von Puzzles,
da jedem Bestandteil des Wiirfels, d. h. den
Ecken, Kanten und Flichen, jeweils ein Seg-
ment entspricht.” So Erné Rubik bei seinem
Besuch in Berlin im Juni 1983. Dieser ,,Natiir-
lichkeit” i1st gewil} auch ein Anteil am welt-
weiten Erfolg des Zauberwiirfels zuzuschrei-
ben. Dennoch: es war der — mechanisch aller-
dings schwieriger zu realisierende - kleinere
Bruder des Zauberwiirfels, der 2 x 2 x 2-Wiir-
fel (kurz: der 2°; vgl. Bild 1), an dem Rubik
die Idee seines Puzzles zuerst durchdacht
hatte. Diesem wollen wir im vorliegenden
Beitrag unsere Aufmerksamkeit zuwenden.
Der 23 ist offensichtlich ein Spezialfall des 3?;
er besitzt nur 8 Eckensegmente (kurz: Ecken);
Kanten und Mitten fehlen. Beklebt bei euerm
Zauberwiirfel alle Teilflichen der Kanten und
Mitten mit Leukoplastquadraten, und ihr
habt einen 2°! Wer den Zauberwiirfel ordnen
kann (und das werden die meisten Leser
sein), miiBte also auch sofort mit dem 23 zu-
rechtkommen.

Warum also ein ganzer Artikel uber einen
Spezialfall von bereits allseits Bekanntem?
Erstens brauchen wir — gerade weil der 2° so
einfach zu l6sen ist — nicht viel Zeit zur Dar-
stellung eines Algorithmus, sondern konnen
einige mehr theoretische Probleme anspre-
chen, so z.B. den sogenannten Orientie-
rungssatz beweisen. Zweitens wollen wir
zeigen, daD alle drei in der DDR hergestellten
Puzzles, das Tetraeder (vgl. alpha 3/83), das
Oktaeder und der Stern, Spezialldlle des 2°
sind.

Ein Algorithmus

Zuniachst brauchen wir einige Bezeichnungen.
Wir denken uns den Wiirlel ab jetzt stets so
gehalten, daBl seine Fliachen vorn, hinten,
oben, unten, rechts und links liegen. Diese
Lagebezeichnung ersetzt die Farben. Die
Ziige notieren wir (dem intermationalen Ge-
brauch folgend) folgendermaBen: fir eine
Drehung der rechten Flache um 90° im Uhr-

.zeigersinn (bei Blickrichtung auf die Flache)

schreiben wir R. R’ bedeutet Drehung um 90°
entgegen dem Uhrzeigersinn, R? eine 180°-

Drehung. Analoges gilt fir die Drehung der
anderen Flachen, wobei jeweils der grofe
Anfangsbuchstabe der Lage der Fliche ver-
wendet wird (Bild 1).

0

Bild 1 *

4 R

Eine Folge von Ziigen, auch Prozel} genannt,
wird von links nach rechts abgearbeitet. RO’
bedeutet also, erst R, dann O’ ausfuhren. Die
Umkehrung einer Zugfolge ergibt sich durch
Ausfiihren der entgegengesetzten Drehungen
in umgekehrter Reihenfolge.

Also z. B. (RO’ =0R'.

Da es beim 23 keine Mittensegmente zur
Festlegung der Farbe einer Fliache gibt, kon-
nen wir eine beliebige Ecke, etwa die hinten
links unten liegende, als bereits geordnet an-
sehen. Sie bestimmt dann zusammen mit den
anderen Eckensegmenten eindeutig die her-
zustellende Farbung.

Bequem ist etagenweises Sortieren:

1. Die untere Etage

Die restlichen drei Ecken {eine ist ja bereits
per delinitionem geordnet) werden mit den In
Bild 2 angegebenen Varianten des Prozesses
Z=0RQO'R’ einsortiert. Die Potenzschreib-
weise Z> bei Bild 2¢ bedeutet dreifache An-

wendung von Z.

Bild 2a

Z=0RO'R’

Bild 2b

Z' =ROR'0

Bild 2¢

Z3>=(ORO'R’Y
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2. Die obere Etage
a) Positionierung: Zunichst bringen wir alle

vier Ecken an ihre Plitze. Der Platz einer
Ecke ist eindeutig durch ihre beiden nicht in
die obere Fliche gehorigen Farbaufkleber be-
stimmt. Es kommt hierbei noch nicht auf die
sogenannte Orientierung der Ecken an, d. h.
daraul, dal} die Lage der Teilflichen bereits
richtig ist.

Bild 3a

Bild 3 zeigt die drei moglichen Orientierun-
gen einer sich am richtigen Platz (vorn oben

rechts) befindlichen Ecke. Niitzliche Prozesse

zur Positionierung sind folgende (die Pikto-
gramme zeigen schematisch die obere Etage
in Draufsicht; hinter den Prozessen in Klam-
memn die Zahl der Zige). (Bild 4)

Bild 4
r
=0OVROR'O'V' (7)
V
r .
=V'OVR'VRV'O’ (8)
V
r
=0?VR'V'RV'O'V (8)
V
r
=R'O'R'VRORVRO'R'V
4

b) Ornentierung: Die nun am nchtigen Platz
befindlichen Ecken werden mit Hilfe-der fol-

genden Prozesse onentiert (i in den Pikto-

grammen bedeuten Drehung um il ent-

3
sprechend Bild 3).
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Dieser Algorithmus-ist noch weitgehend ver-
besserungsfdhig. Rechnungen auf modernen
Grolcomputern (darunter der z. Z. schnell-
ste Rechner CRAY-1) haben ergeben, dal}
sich jede Stellung des 2° mit maximal
11 Ziigen ordnen 1408t (1 Zug=Drehung ciner
Fldache um +90° oder 180°). Definieren wir
als Abstand zweier Stellungen voneinander
die Minimalzahl von Zigen, die von einer
Stellung zur anderen fuhrt. Die Tabelle zeigt
die mit Computern bestimmte Anzahl der
Stellungen N mit einem gegebenen Abstand n
vom Grundzustand und den Prozentsatz an
der Gesamtzahl N, von Stellungen.

Tabelle
Zahl der Stellungen mit gegebenem Abstand
vom Grundzustand

n N N/No (%5)
0 ] -
1 9 —
2 54 ~
3 321 0,01
4 1847 0,05
5 9992 0,27
6 50136 1,36
7 227536 6,19
8 870072 23,68
9 1887748 51,38
10 623800 16,98
11 2644 0,07
No=3674160

Ein Beispiel {ur eine der 2644 Stellungen mit
Abstand 11ist VOVOVR?VR'VR*0O?.

Der Orientierungssatz

Sicher habt i1hr bereits bemerkt, daB nmicht

jeder beliebige denkbare Orientierungszu-

stand durch regulire Ziige erreichbar ist.

Beispielsweise ist es unmoglich, nur genau
|

eine Ecke um 3 zu verdrehen. Delinieren wir

als Gesamtdrehung die Summe der Drehun-

I 1

gen aller 8 Ecken (0, +i’ _5)’ so klart der

folgende Satz die Lage: ein Orientierungs-
zustand ist genau dann aus dem Grundzu-
stand erreichbar, wenn seine Gesamtdrehung
ganzzahlig ist. Zuerst zeigen wir, daB jede
aus dem Grundzustand erreichbare Stellung
eine ganzzahlige Gesamtdrehung hat. Dazu
verallgemeinern wir den Begnfl der Orien-
tierung einer Ecke auf den Fall, daB diese
sich nicht an ithrem Heimatplatz befindet, 1n
folgender Weise: Wir denken uns die obere
und die untere Fliche des Wiirfels schwarz,
die anderen Fliachen weill eingefdrbt. Die
gleiche Farbung denken wir uns [est im Raum
angeordnet. Fiir jede Ecke 1403t sich nun an
threm jeweiligen Platz eine Orientierung zu-
ordnen, indem die Lage ihrer schwarzen Teil-
fliche mit der im Raum festen schwarzen

Flache des Wiirfels verglichen wird. D. h,, fur
die in der oberen Etage befindlichen Ecken
1st die obere Flache des Wiirfels Vergleichs-
fliche, fiir die Ecken der unteren Etage die
untere Wiirfelflache. Fiir die vorn oben rechts
befindliche Ecke ist dieser Vergleich in Bild 3
gezeigt. (Vergleichsfliche gestrichelt)

T (Bild 5)
-
=(VL'U2LV'O?)? (12)
v LS
+
r
— O?R'O?ROR'OR (8)
+ oy o+
r
= V(ROR'O')*V’ (10)
+ v o+

Was passiert nun mit der Gesamtdrehung,
wenn wir die einzelnen Ziige auf den Grund-
zustand anwenden? O und U &dndern oflen-
sichtlich keine Orientierung, da alle schwar-
zen Teilflichen der Ecken oben oder unten
bleiben. Das gleiche gilt [ur die 180°-Drehun-
gen R%, L%, VZ und H?. Stellvertretend fur
eine der vier verbleibenden 90°-Drehungen
stellen wir die Wirkung des Zuges R fest

(Bild 6).

Bild 6b

Betrachten wir z. B. die in Bild 6 b (also nach
Ausfithren von R) vorn oben rechts liegende

Ecke. Ihre schwarze Teilflache liegt vorn. Sie

. L . 1
ist laut Definition links herum, also um ~ 3

gedreht. Eine analoge Betrachtung liefert fur
die anderen Ecken der rechten Flache die in
Bild 6b durch + angegebenen Drehungen:

zwel Ecken sind links herum gedreht, zwe:
andere rechts herum. Wir halten fest, daB sich

die Gesamtdrehung nicht geandert hat. Das
gleiche glt auch fur die Zige L, V und H.
Jede aus dem Grundzustand mit einem Zug
erreichbare Stellung hat also die gleiche
Gesamtdrehung wie dieser, namlich Null.
Durch Induktionsschlul nach der Zahi der
Ziige folgt das gleiche [iir jede erreichbare
Stellung. Bedenken wirnoch, dafl die Gesamt-
drehung nur bis aul ganzzahlige Summanden
eindeutig definiert ist, da wir uns ja eine be-
hebige Anzeahl unsichtbarer vollstandiger Dre-

hungen cinzelner Ecken (um ;-) zur Gesamt-



drehung hinzuaddiert denken konnen, so ha-
ben wir den ersten Teil des Satzes bewiesen.
Der Beweis der Umkehrung, dal also jeder
Zustand mit ganzzahliger Gesamtdrehung
erreichbar ist, 148t sich mit Hilfe der ange-
gebenen Prozesse leicht filhren und sei euch
als Ubungsaufgabe gelassen.

Der Orientierungssatz 1df}t sich noch etwas
anders formulieren:

Es lassen sich 7 Ecken stets willk lirlich orien-
tiercn, die Orientierung der 8. Ecke ist dann
eindeutig bestimmt.

Zahl der Stellungen

Denken wir uns eine Ecke als bereits geordnet
(dies konnen wir stets durch Drehen des
Wiirfels als Ganzes erreichen), so konnen wir
die verbleibenden 7 Ecken noch auf 1-2-3
-4-5-6-7=7! Arten miteinander vertau-
schen. Fiir jede dieser Positionierungen lassen
sich noch die Orientierungen von 6 Ecken frei
verandern (Orientierungssatz!), was einen
Faktor 3° liefert. Insgesamt gibt es also
Nog=7!-3°=3674160

Stellungen.

Verwandte des 23

Nun wollen wir uns den interessanten Ver-
wandtschaltsbeziehungen zwischen dem 2°-
Wiirfel und den 3 neuen DDR-Puzzles zu-
wenden. Wir gehen vom 2?9 aus und ,dedu-
zieren” die anderen Puzzles.

Bild 7a zeigt eine unter dem Namen Dualitit
bekannte Verwandtschaft zwischen Wiirfel
und Oktaeder. Jedem Flachenmittelpunkt des
Wiirfels entspricht hierbeir eine Ecke des
Oktaeders und umgekehrt. Die Kanten bei-
der Korper cntsprechcn' einander. Nun
kommt der Trick: Wir ilibertragen die Schnitt-
ebenen des 23-Zauberwiirfels auf das Oktae-
‘der, welches damit auch magische Eigen-
schaften erhilt. Wie sollen wir das neue
Puzzle farben? Jede der 8 Flachen mit einer
Farbe zu belegen, ist uninteressant. Im Her-
stellerbetrieb, in Pfallschwende, hat man sich
entschlossen, die Firbung des 23-Wiirfels
direkt auf das Oktaeder zu iibertragen und in
die Ecken jeder Fliche einen kleinen runden
Farbtupfer zu kieben. Das — strukturell mit
dem 23-Wiirfel vollkommen identische -
Puzzle wurde als Schliisselanhanger ausge-
bildet (Preis: 12,50 M) und hat leider fiir
Handhabung unbequerm kleine Abmessungen
(Kantenlange 3,3 cm).

Biid 7a

Das nachste Puzzle entsteht aus dem Okta-
eder, wenn wir, wie in Bild 7b gezeigt, auf
vier der acht Flichen kleine tetraederformige
Htitchen aufsetzen: es ist das bereits in alpha
3/83 vorgestellte Tetraeder, wenn jede der vier
Flachen mit einer Farbe belegt wird. Ubri-
gens ist das Tetraeder-Puzzle so wie in Bild
7b gezeigt 1n einer wiirfelformigen Schachtel
verpackt.

Bild 7b

Bild 7¢

Nichts ist naheliegender, als auch noch die
restlichen vier Flachen mit Hiitchen zu ver-
sehen. Dann entsteht der in Bild 7c gezeigte
Stern (Preis: 15,—- M). Er ist mit vier Farben in
folgender Weise belegt. Jede der vier Spitzen
des Tetraeders (d. h. die im vorigen Schritt
aufgesetzten vier Hiitchen) tridgt eine Farbe.
Jewells die gleiche Farbe erhalten auch die
drei direkt benachbarten Teilflichen. Die
Farbungsvorschrift 148t sich noch etwas an-
ders formulieren: gegeben sei ein wie iiblich
mit vier Farben belegtes Tetraeder. Wir zau-
bern daraus gedanklich einen Stern, indem
wir die vier Flichensticke (Dreiecke) zu
Hiitchen herausziehen, wobei ihre Farbung
beibehalten wird.

Hieraus wird auch sofort klar, daB Stern und
Tetraeder strukturell identisch sind. Beide
haben 136080 Stellungen. Das Tetraeder ist
sicher das interessantere Puzzle, da es er-
stens - 1m Gegensatz zum Stern — seine Form
andert und zweitens seine Drehebenen sehr
geschickt verbirgt.

Faszinierend finde ich, daB trotz der Einsicht
der prinzipiellen Identitdt zum reinen Ecken-
problem des sattsam bekannten Zauber-
wiirfels sowohl der 2° als auch die drei DDR-
Puzzles bei1 der praktischen LoGsung ihre
eigenen Schwierigkeiten und Reize entwik-
keln.

W. Hintze

Losungen

Losungen zu: Adam Ries

Al A Gesamtmenge=m also:

11'1*1+-1—1'1'f1-l-_17=m=1—1-m+17

7 4 28
;—;m= 17
also m=28 I.
A2 A Die Betrdge seien g und b!
also:
a+1=b-1 folgt a=b—-2 (1)
b+1=2(a—-1) folgtb=2a-3 (2)

mit (2) in (1):
a=2a—3—-2=2a~5;lolgt a=35 PA,
b=17 Pi.

A3 A Dieceinzelnen Geldbetrige seien:
a, b, ¢ also:

a+%(b+c)= 1211.; 2a+b+c=24
b+%(a +c)=1211.;3b+a+c=36

]
c+z(a+b)= 1211.;4c+a+b=48

a+ b+ 4c= 48 a+3b+ c=36

a+ 3b+ c¢= 36(subtrah.)2a+ b+ c=24
— 2b+ 3c= 12 folgt:
10b+ 2c= 96 2a+6b+2c=T72
—10b+15c=r60 28+ b+ c=24
—17¢=156 Sb+ c=48
| 156 _ 60
c—_f7_ fl. entspr.: “"ﬁ fl.
132
Lésung zu: b=715 10
Begeisterte Schachfreunde

15 Schachmeister, 3 Meisteranwirter und
2 Schachspieler der Leistungsklasse 1 lieBen
sich rasieren. (Verstindlich, daB der schach-
begeisterte Friseur das Schild anderntags

wieder entfernte. 15 Schachmeister — das
konnte natiirlich nureinem Moskauer Friseur
passieren!)

Losungen zu: Mathematik-Mosaik

ala a)DieSumme ist stets 10, also gehort
an Stelle des Fragezeichens eine 1, denn
T+2+1=10.

b)(2+8):5=2 ¢})2:9-10:10=18

A2A a) Auller Nr.4 haben alle Figuren
eine Symmetrieachse.

b) Nr. 4 geho6rt nicht hinein.
c) Nr. 4 gehort nicht hinein.

alpha, Berlin 18 (1984) 1 - 19



Al a Zweil Radien geben wir, die anderen
ergeben sich dann entsprechend;
6+2+7+6=21;74+6+6+2=21 usw.

Ada 24+6-3+4-548=12;
O+8+1-3-5+2=12;
8—6—-1474+49-5=12;
3—2—-144+5+4+3=12;
7494+8—-4-3-5=12.

ASA

a)

b)

a7a Figur3 muB an Stelle des Frage-
zeichens stehen.

A8 A ©6Katzen bilden das Gleichgewicht
mit dem Knaben.

Losungen zu: Sprachecke

Al a An der Tafel stehen einige von Null
verschiedene Zahlen, wobei jede von ihnen
gleich der halben Summe der iibrigen ist.
Wieviel Zahlen wurden angeschrieben?

Léosung: Die Zahlen an der Talel seien
dy, dy, ..., G, Mit n2 3.
Es gilt dann

20, =az+asz+... +a,
2a;=ay+ax+... +a, (*)
2a, =a;+az+...+as—; und somit

2(@a;+ ... a)=(n—1)(a,+...+a,) bzw.
(n—3(a+...+a,)=0.

Daraus folgt n=3 odera; +... +a,=0.

Fiir n>3 erhalten wir aus der Bedingung
a;+...+a,=0 und dem System (*) a, =
=a,=0, was der Aufgabenstellung wider-
spricht. Fiir n=3 hat das System (*) eine
Losung, in der die O nicht auftritt (z. B.

a,=a;=a3=1).

A2 A Es sind sieben Miadchen, und jeden
Tag gehen einige von ithnen spazieren. Die
gleiche Gruppe Madchen darf nicht an mehr
als an einem Tage spazierengehen. An wieviel
Tagen konnen die Madchen spazierengehen?

20 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

Losung: () +(G)+(3)+... +(})=127=2" -1
Die Midchen konnen an 127 Tagen spazie-
rengehen.

A3a Der Benzintank in Vaters Wagen hat
ein Fassungsvermogen von 32,51 Dieser
Wagen verbraucht 81 Benzin auf 100 km.
Vater hat seinen Tank vor der Abfahrt voll
gefiilllt, und wir haben eine Fahrt von
400 km unternommen. Wieviel Benzin ver-
bleibt im Tank, wenn man wei, da Vater
wihrend der Reise 14 1 nachgefiillt hat?

400 km - 81

Lo : Aul der Fahrt de
sung.: Aul der Fahrt wurden 100 kmm

=321 Benzin verbraucht. Im Benzintank
sind dann noch 32,51-3214141=1451.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Augentraining
Figur 8 ist Spiegelbild der anderen.

Kryptarithmetik

12345678 — 12315551 =20127.
83954+21685443606="73686.
Permutationsritsel

1. Kreiskegel, 2. Landkarte, 3. Integral, 4. An-
kreis, 5. Teiler, 6. Glied, 7. Abel, 8. lim, 9. mod,
10. Ries, 11. Kante, 12. Nenner, 13. Teilung,
14. Fredholm, 15. Goldstine, 16. Kreisbogen.
Ritselfigur (versteckte Begrifle)

Testament

1_1 1 1_1_2_4_1 1
2 3 12 12 12 12 12

= 1200 Kronen.

Sein Vermogen betrug also 12 - 1200 Kronen

= 14400 Kronen.

Zahlenpyramide
1+7+3+4+6+8+5+9+7+6+8=060.

Aufmerksame Schiilerin
Der Rock der Lehrerin ist aul dem oberen
Bild gestreift, unten kariert.

Mit Schere und Kopfchen

~
o~

Hungrige Ziege Losung siche Heft 2/84.

2
i

Losung zu:

Die historische Mathematikaufgabe —

In einem Wirtshause

Al A Bezeichnet mdie Anzahl der Manner,
f die Anzahl der Frauen, so gilt m+f=21
und 5m+ 3f=81. Muluphziert man die erste
Gleichung mit 3 und subtrahiert danach
beide Gleichungen voneinander, so folgt
2m=18. Somit 1st m=9, woraus sich f=12
ergibt.

A2 A (LOsungaus Eulers Vollstdndiger An-
leitung zur Algebra)

Es sel die Zahl der Manner=p, der Frauen
=q, und der Kinder=r, so erhalt man die
zwei folgenden Gleichungen:

L. p+ q+r=230,

I1. 3p+29+r=1750, |

aus welchen die drei Buchstaben p, g und r
in ganzen und positiven Zahlen bestimmt
werden sollen. Aus der ersten wird nun
r=30—p—gq,und deswegen mull p+ g kleiner
sein als 30. Dieser Wert 1n der zweiten ftr r
geschrieben, gibt 2p+ g+ 30=150, also g=20
—2p und p + g= 20— p, welches offenbar klei-
ner ist als 30. Nun kann man [iir p alle Zahlen
annehmen, die nicht groBer sind als 10,
woraus [olgende Auflésungen entstehen:
Zahl der Manner

p=0,1,2,3,45,67,8,9, 10;

Zahl der Frauen |

q=20, 18, 16, 14, 12, 10, 8,6, 4, 2, 0.

Zahl der Kinder

r=10,11,12, 13,14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.
LBt man die ersten und letzten weg, so blei-
ben noch 9 Auflosungen iibrig.

Losungen zu: Labyrinth-Probleme
Helt 5/83

Ala Bild7: Tarry- und Trémaux-Weg fiir
das Labyrinth im Garten von Hampton

Court (Abbruch bei Erreichen des Ausgangs)
£

Bild 8: Tarry- und Trémaux-Weg im Irrgarten
von Altjebnitz (Abbruch bei Erreichen des
Ausgangs)




A2A Bild7: a) Tarry-Weg im Labyrinth
des Gartens von Hampton Court bei ge-
schlossenem Ausgang. Der Punkt x wird zu-
letzt erreicht; hier ist also der Speck abzu-
legen.

b) Trémaux-Weg im selben Labyrinth: er
unterscheidet sich vom Tarry-Weg, der Speck
ist aber an der gleichen Stelle abzulegen.
c) Bei offener Aullentiir wiirde die Maus das
Labyrinth verlassen, ohne den Speck gefun-
den zu haben.

\

iz
/ |

a3 a a) Labyrinth im Garten von Hamp-
ton Court — Darstellung des Zusammenhangs
zwischen I und E.

_ . \
A ‘s I
8
Vereinlacht — Es gibt genau 2 Wanderrouten
von [ nach E der verlangten Art.

E
I A:B

b) Labyrinth von Bild 3 — Darstellung des Zu-
sammenhanges zwischen I und E.

\

Vereinfacht — Es gibt genau 8 - 2 -2 =32 Wan-
derrouten der verlangten Art von I nach E.

I 1 6 ? 8 9 0 £

c) Irrgarten von AltjeBnitz — Darstellung des
Zusammenhangs zwischen I und E.

Vereinfacht — Anzahl der Wanderrouten der
verlangten Art:

—von [ bis zur Kante 9—-14:2-2:-242=10.
Anzahl der moglichen Fortsetzungen bis E:
3-2=6.

- Von I bis zur Kante 17—16: (2:2-241)
=18 |

Anzahl der moglichen Fortsetzungen bis E:
2:2-2=8

Gesamtzahl der Wanderrouten der verlang-
ten Art von I nach E:

10- 6418 - 8=60+ 144 =204.

Offener Schritt 1m Beweis von Seite 73/75,
Heft 4/83:

Es sei Ko eine Kante, die nicht zweimal
durchlaufen wurde. Da der vorgegebene
Graph zusammenhédngend ist, kann man von
einem Knotenpunkt aus, iff den diese Kante
miindet, den Startpunkt erreichen, indem man
eine endliche Folge K,, K, ..., K, von Kan-
ten durchlauft.

In der Kantenlolge Ko, K, K>, ..., K, be-
trachten wir nun die letzte Kante K;, die von
unserem Tarry-Weg nicht zweimal durchlau-
fen wurde. Da K, in den Startpunkt mundet,
ist i<n. Die Kante K;,; wurde von dem
Tarry-Weg zweimal durchlaufen, die in den

gleichen Knotenpunkt mindende Kante K;

aber nicht.

Ldsungen zu:
Aus der Geschichte der Langenmafle
Heft 6/83

Al A a)Baden:3Zoll=90cm
b) Preulen: 3 Zoll=7,8 cm
¢) Sachsen: 3 Zoll=7,2cm
A2aA
a) Bayern: 25 Ellen=2075cm=20,75 m
b).-PreuBen: 30 Ellen=2010cm=20,10 m

¢) Sachsen: 35 Ellen=1995cm=19,95m
A3A _

a) Baden: 12FuB=360cm=3,60m

b) Bayern: 12 FuB=348cm=3,48m

c) Preuflen: 12 FuB=372cm=3,72 m
d) Sachsen: 12 Fu3=336cm=3,36 m

A4 a a)Baden: 49,80 m=83 Ellen
b) Bayern: 49,80 m =60 Ellen
ASA
a) 20 Ellen mindestens 1200 cm=12,00 m
b) 20 Ellen hochstens 1660 cm= 16,60 m
A6A a)Baden: A= 9000 m?
~ b) Sachsen: A=18490 m*
A7a PreuBen: 30 Meilen=225 km
Sachsen: 25 Meilen=226.° km
Al10A
a) 40000 km; b) 10000 km;
¢) 111km; d) 1070 km; e) 1,85 km.

Losungen zu: Aufgaben aus
einem alten chinesischeri Lehrbuch

Heft 6/83
(7-18+435)-(11-23+6) 7
Al A T f-tcfll:lH
7 | 7
440—1-TPu='-1 Mou 200-1—1PU

Heute berechnet man die Flache mit Hilfe der
Gleichung A =ab.

1 7 7 .7
A2 A 785 13§+13§ 13§ 56

=635
2 6 81
56. 56
635@[ Pu=2 Mou 155—81 Pu

Hier ist die Flache des Kreissegments durch
die eines Trapezes nur angendhert bestimmt,
Eigentlich gilt die angegebene Naherungs-

2
gleichung A="" -|2-p nur fiir den Halbkreis.
Die- exakte Berechnung erfolgt heute mit
Hilfe der Gleichung ”
h? +2
~br s(r—h) mit r = 4
2 2 2h
oder
1,
A-Er (180” smctv).
78-63 4914 7
Al A 0 50 982—5-
T cy - T oy A
98E Shéng=9 Tou 3'2'5 Shéng

Heute 10st man diese Aulgabe mit Hilfe einer
Proportion, also z. B. 50:63=7,8x.
10- 720 2
=118 —
61 18 61
Heute 10st man diese Aufgabe mit Hilfe einer

Proportion, also z. B. 61:10=720:x.

Ad A

‘ASA 5+44342+1=15

Heute 16st man diese Aufgabe mit Hillfe der
fortlaufenden Proportion, z. B. |

5:4:3:2:1=a:b:c.d:e,

15:5=5:a,
15:5=4:b usw.
AGa L+'L o
50 30 75 15
19 .1 9 1 9
’'%-30°° 0730 7575

alpha, Berlin 18 (1984) 1 - 21



3.1 7.9 1 _,3. 9.1 .38
50'15 “10°30°'15 10 75'15 10
Heute I6st man diese Aufgabe mit Hilfe der
fortlaufenden Proportion, z. B.

2

111
503075 470
1 1
E.9=%.ﬂ,
| 1

E.9=ﬁ.busw
111
ATA 153
6+34+2=11
2406 10
¥ —130ﬁ

Heute berechnet man die Breite des recht-
eckigen Feldes aus der Gleichung A =ab.

—y—

AS A \/15182- 12=135

4

Die numerische Losung beim Ziehen der
Quadratwurzel, wie sie damals durchgefiihrt
wurde, ist sehr umfangreich. Wir haben
darauf verzichtet, weil sie den Umfang dieses
Artikels wesenthch iiberschreiten wiirde. Sie
dhnelt unserem heutigen numerischen Lo-
sungsverfahren.

Heute berechnet man den Kreisumfang ge-

uZ

nauer aus der Gleichung A= i

404 8+20_4_

3 127=7112

2
7112 :444 = 16m
Heute berechnet man das Volumen des Dam-
mes dhnlich nach der Gleichung f{ir ein
trapezformiges Prisma,
a+b
> h-l

also V=

2,
12 2—3000;

36
8000 :2 . = 2962 2%

10 27

Heute berechnet man das Volumen nach der
Gletchung

V=%1rr mit r—% also V =

AlDA

u?:h
12

10000
8

B: %-— 950 bzw. 95

C: 121:;50— 950 bzw. 95

12200
D: 0 610 bzw. 61;

125049504950+ 610=3760 bzw. 376
Fuhren:

Alla A: = 1250 bzw. 125

10000 - 125

A: 376 ~= 3324
B: 100;)_?6'95 ~ 2527
C: 10(;07%-95 ~2527
D: 100;’,?6 ol ~1622

22 - alpha, Berlin 18 (1984) |

Menge (Masse) des Getreides
A:3324-25=83100; B: 2527-25=63175; .
C:2527-25=63175;D: 1622 -25=40550.
Heute berechnet man die Zahl der Fuhren
mit der fortlaufenden Proportion, z. B.
1250:950:950:610=a:b:c:d,

3760:10000=1250:aq,

3760 :10000=950:b usw.

2 74
Al2 a 3+1+—+1+1

53 5 15
74 15

122"

15 74

Heute 16st man diese Aufgabe mit Hllfe der
Gleichung

X
T+ — — 1,

x X X
5 3 5
3

wenn x die Zahl der Tage ist, in denen alle
Kanile gleichzeitig den Teich fiillen wiirden.

270
Al3a ——>< 3

190 270

~+
1
3

—30+=5--330
330+30
513004623700 675000
63 63
= 360 360
270 190 180
9 7 63
672200 16830—3750 (Preis)
180 o
360 : 3= 126 (Familien)

Heute konnte man folgendermaBen rechnen:
Wenn jede Familie den Beitrag a, beisteuert,
ergibt sich ein UberschuB von f; (absolut).
Wenn jede Familie den Beitrag a, beisteuert,
ergibt sich ein Fehlbetrag von f; (absolut).
Der richtige Beitrag g tst nun

af| +afy =f1a2 + f2a,,

f:ﬂz + f2a,
als .
0 itz
Ist x die Zahl der Familien, dann ist
X —fi=ax+f3,
also f 1 +/2
ﬂl ﬂz

Der Preis y i1st dann y=a - x,

fiaz +faa,
ad, —dy .

also

Alda 2 3

X

-
3
(2 14_1 +

2 4
1 1 3 6
3 15)'(15""11)'2]3”2'4615'
Die Binse wiachst am 1. Tag 30 Zoll, am
1

2. Tag 15 Zoll und am 3. Tag 7i Zoll, also
1
2%
13 713

Die gesamte Linge betrdgt dann

6 6
30+15+3ﬁ_43ﬁ

Der Ansatz gilt aber nur fuir lineare Probleme.
Hier liegt also eine Niherungsldésung vor,
da fiir den letzten Tag linear interpoliert
wurde.
Heute 10st man diese Aufgabe mit Hilfe
geometrischer Reihen.

qr—1

d,=a ;
1 lql_l

: 1
mita, =3, a;=1, q;-—z,q2=2

Da s, =s, gilt, ergibt sich fur

log 6
n= log2~259
A 15 A Das Gleichungssystem
3x+6y=16
dx+ y=35y+x
wird zu
S5x+6y=16
3x—4y= 0
3 5
und daraus die Matrix [ —4 6
| 0 16
0 5
siewirdzuf —38 6
—48 16
. 48 5 < S
S tv=—_= I
O 1St y 38 119 X439 119 8
13
=]
AT

Heute lost man dieses Gleichungssystem
durch Elimunation.

Lasung zu:
Eine Aufgabe von Prof. Dr. Araki
Heft 6/83

- 2(2n-=3)!
Antwort. nl(n=2)]
Beweis: Es sel f(n) die gesamte Anzahl von
verschiedenen Moglichkeiten, um das Pro-
dukt von n Zahlen zu bilden. Zuerst leiten wir
eine rekursive Relation fur f(n) her. Man
setze f(1)=1 und betrachte f(n) fir n=>2. Es
sei g(n, m) die gesamte Anzahl von verschiede-
nen Arten, um das Produkt von n Zahlen zu
bilden, wobei die letzte Produktrechnung zwi-
schen einem Produkt der ersten m Zahlen und
einem Produkt der letzten n—m Zahlen ge-
bildet wird. Dann ist

f(n)= );1 g (n, m),
g(n, m)=f(m)f(n—m.

Diese rekursive Gleichung hat nur eine L6-
sung [Ur n>2 unter der oben erwiahnten Be-
dingung f(1)=1, weil f(n), n=2, durch f(s),
1< s<n-—1 bestimmt ist.

Wir stellen jetzt eine Losung dieser Gleichung
vor, die die gewinschte Antwort wegen der
Eindeutigkeit der Losung gibt.

Es sei F(x)_=%(1—]/l—4x).
Diese Funktion hat die Entwicklung der
Potenzreihe F(x)= ) F.x" fur | x| <%.

n=1



Da F(x) der Gleichung

F(x)=F(x)*+x
geniigt, erfilllen die Koeflizienten F, fur n=2

n—1
F, =m§=j1 FoFpm

Weiterhin ist F;=1. Daher is.t)‘”(m)=FIrl eine
Losung der rekursiven Aufgabe.

Der Koeffizient F, fir n=2 kann durch die
Binomialreihe erhalten werden:

1

1 2]

Fn=_§(_l)n4 n | 2n—3

I S A WA )
1
“n!

=2""1(2n=3) (2n -

- 2-(2n-3)!
" nlin-2)!

Ldsungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 5/83

Ma5 #2350 Angenommen, der Obstgarten
sel x Meter breit, also 2 x Meter lang. Fiir
den halben Umfang gilt dann
x+2-x=210:2, 3-x=105, x=135. Der Fli-
cheninhalt des Obstgartens betrigt somit
A=x-2"x=35m-70 m=2450 m2.

Ma5 ®2351 Da Anja 19 Buntstifte besitzt,
hat Bernd 19—2=17 Buntstifte, Christine
17+ 5=22, Dieter 17—1=16, Frank 16— 11
=35, Emst 22+2=24 Buntstifte. Diese 6
Schiiler besitzen zusammen 19+ 17 +22 + 16

+5+24=103 Buntstifte. Die iibrigen 30
Schiiler besitzen dann zusammen 703 — 103
= 600 Buntstifte. Jeder von ihnen hat 600 : 30

=20 Buntstifte.

Mas #2352 Angenommen, an der Seen-
rundfahrt nahmen x Mainner, also 7-x
Frauen und Kinder teil; dann gilt x4 7x
=120, 8x=120, x=15. An der Seenrundfahrt
nahmen 15 Minner, also 105 Frauen und
Kinder teill. Angenommen, es waren y Frauen,
also 4-y Kinder; dann gilt y+4y=105,
5y=105, y=21. Es nahmen an der Seenrund-
{ahrt noch 21 Frauen und 84 Kinder teil.

Ma)5 ®2353 Aus *1* - 3="*2"5 folgt fiir den
ersten Faktor *15; aus *15-2="*3* {olgt fiir
das Produkt *30; somit lautet das zweite Teil-
produkt 3*20.

Aus *15-*=3*20 folgt *15- 8=3*20, da nur
8-15=120 auf 20 endet. Wegen 8 - 4=132 und
8:5=40 kann *15 nur 415 und somit 3*20
nur 3320 sein. Die vollstindige Losung lautet
deshalb 4;5.3g8>

830
3320
1245
158530

-

Ma5 82354 Das kleinere GefdB ist auch
dann um 50 g schwerer als das groBere, wenn
man In das kleinere Gefdafl nur 200 g Zucker,
in das groBere keinen Zucker fiillt. Aus

200g—-50g=150g folgt, daB das kleinere

'Gefdl leer 150g, das groBere leer 300g

wiegt.

Ma5 #2355 a)Zeichnet man 3 Quadrate, so
erhilt man 4 - (3 — 1) =8 Dreiecke.

b) Zeichunet man n Quadrate, so erhidlt man
4 - (n—1) Dreiecke. Nun gilt 4-(n—1)= 176,
also n—1=44 und somit n=45. Es sind also
45 Quadrate gezeichnet worden.

=

12012. Wegen 11 -1=12-2=13-3=14—4
=101st 12012 —10=12002 die gesuchte Zahl

Es gilt
11-10914+1=12002,
12- 1000+ 2 =12002,
13+ 923+3=12002,

14- 857+4=12002.
1
Ma7 ®2361 Al.le=-i-(a +c¢)und S5(a+b +¢)

= abc folgt durch Einsetzen

|
5 -[a+—2-(a +c)+c]=% -ac(a+c),
3
10(§a+%c)=ac(a+c),
15a+ 15¢ =ac(a+c),
15(a+c) =ac{a+c),
ac=15.

Ma 6 #2356 Es sind sechs Méglichkeitenzu Wegen ac=1-15=3-5 und wegen a<c gilt

untersuchen:

1-2-12=24und 14+2+12=15
(keine Primzahl),

1:3: 8=24und 14+3+ 8=12
(keine Primzahl,

1-4- 6=24und 1+44 6=11
(Primzahl),

2:2- 6=24und 242+ 6=10
(keine Primzahl),

2-3- 4=24und 243+ 4=9
(keine Primzahl).

Da nur die Summe 11 Primzahl ist, sind Inas
Geschwister 1, 4 und 6 Jahre alt.

Ma6 82357 Es set ndie Anzahl der Stiihle,
die unbesetzt blieben; dann ist 12 n gleich

der Anzahl aller vorhandenen Stiihle. Nun
git 2-90<12-n<2-100, 180<12:-n<200,
15<n< lﬁ%,
also 12:16= 1-92 Stiihle vorhanden. Deshalb

waren % 192=176 Teilnehmer zum Kon-

greB angereist.

also n=16. Es waren 12-n,

Ma6 #2358 24 ist die kleinste von Null ver-
schiedene Zahl, die die 3, 6 und 8 als Teiler
hat. Die nichstgroflere ist 48. Nach der Aufga-
benstellung waren 24 Schiiler an der Lei-

stungskontrolle beteiligt.
Aus % 24=13, % 24=8 und % 24 =4 [olgt,

daB 15 Schiiler genau eine, genau zwei oder
genau vier Aufgaben nicht gelost haben.
Genau ein Schiiler gab die Arbeit fehlerlos
ab; also haben genau acht Schiiler jeweils
genau eine Aufgabe richtig gel6st.

Ma6 #2359 Wir rechnen

1, 1.2, 1 _8 4, 4.1
510 5 10 10 5 -

angenommen, Otto hat von seiner Mutter
x Mark zum Einkaulen erhalten; dann gilt
] .

§x=10, also x=50. Otto hat von seiner

Mutter 50 M zum Einkaufen erhalten.

Ma 6 82360 Das kleinste gemeinsame Viel-
lache der Zahlen 11, 12, 13 und 14 lautet

a=1und ¢c=15und somit b=8 odera=3 und
¢c=5 und somit b=4. Es existieren genau
zwei Losungen; sie lauten
ai=1,b;=8,c;=15und g, =3,

b.2=4, Cz=5.

Ma7 #2362 Man zeichnet zunichst die Ge-
rade ¢ mit den Punkten A, B, C, D. Die
Punkte P; liegen auf der Mittelsenkrechten
zur Strecke AC oder auf der Mittelsenk-
rechten zur Strecke BD. Da die Punkte P, von
C einen Abstand von 3cm haben missen,
liegen sie aullerdem auf dem Kreis um C mit
der Radiusliange 3 cm. Die Schnittpunkte P,,
P,, Py, P, dieses Kreises mit der Mittelsenk-
rechten zu AC oder BD erfiiilen die geforder-

ten Bedingungen.

Ma7 82363 Das Quadrat habe die Seiten-
lange c; dann gilt 4c=2-(a+b),
=E-;;b und somit AQ=cz=‘—1‘ -(a+b)>.
Ma7 82364 Die zu ermittelnde dreistellige
natiirliche Zahl 130t sich darstellen durch
(100a+ 10b+a)=101a + 10b. Thre Quersum-
me lautet 2a+b.
Nun gilt
101a+ 10b + 2a + b= 500,
103a+ 115 =500,
103a=515-15—-11p,
15+11b
103
Nur b=8 und somit a=4 erfiillt unter den
einschrankenden Bedingungen diese Glei-
chung. Die gesuchte Zahl lautet 484, und es
gilt 484 + 16 = 500.

a=>5

alpha, Berlin 18 (1984) 1 - 23



Ma8 #2365 1) Angenommen, n ist eine ge-
rade Zahl. Dann ist n? gerade und damit auch
n(5+n?).

2) Angenommen, n ist ¢ine ungerade Zahl,
dann ist auch n? ungerade. 5+n? ist dann
eine gerade Zahl und somit auch n?(5+n?),
w.z.b.w.

Ma 8 82366 Nach Aulgabenstellung giit
(1) a*+b*=176,5
2) a*-b?=136
Durch Umformung erhalten wir
(2 a?=136+b2 Das setzen wir in (1) ein
und erhalten
(1Y  136+2b*=176,5;
b= 20,25.
Daraus folgt a®= 156,25 und weiter
a, ;=+12,5und by ;= +4,5.
Die [olgenden geordneten Zahlenpaare er-
[ullen die geforderten Bedingungen:

1. (12,5;4,5) 2.(12,5; —4,5)
3.(—12,5:4,5) 4.(—12,5; —4.5).
Ma8 12367 Es lassen sich 720 verschiedene

sechsstellige natiirliche Zahlen unter den ge-
nannten Bedingungen bilden.

Mit zwei Ziffern kann man 2 verschiedene
zweistellige Zahlen bilden, z. B. 13 und 31.
Nimmt man eine dritte Zilter hinzu, so lassen
sich 6 verschiedene dreistellige Zahlen bilden,
z. B. 134, 314, 143, 341, 413, 431. Hat man vier
verschiedene Ziffern und will damit vierstelli-
ge Zahlen bilden, so kann man sich denken,

daB die vierte Ziffer bei den dreistelligen

Zahlen jeweils an der 1., 2., 3. oder 4. Stelle
stechen kann. Somit ergeben sich 4-6=24
vierstellige Zahlen. Auf dhnliche Weise ge-
langt man zu 5- 24 =120 funfstelligen und zu
6 - 120="720 sechsstelligen Zahlen. Keine ein-
zige der 720 Zahlen ist durch 3 und auch
keine ist durch 9 teilbar. Wir brauchen nur
die Quersumme 14+3444+54+74+9=29 zu
betrachten, die ja bel jeder der Zahlen die
gleiche ist. 29 ist weder durch 3 noch durch 9

teilbar, folglich kann auch keine der so ge-
bildeten Zahlen diese Bedingungen erfiillen.

Ma8 ®2368 o +a,=a
Br+P.=p
Y1+ 7Y2=Y

Die Dreiecke ABM, BCM und CAM sind
gleichschenklig, weil AM, BM und CM Ra-
dien des Umkreises sind. Folglich gilt
oy = f2: f1 =72 und y, =a,.
Weiter gilt nach dem Satz iber die Innen-
winkelgroBen im Dreieck
a,+a+ B+ 8>+ y=180°
Daraus folgt 2a, +2y=180°;

oy +y= 90°;

¢ ¢, = 90°—7y, w.z.b.w.

24 - alpha, Berlin 18 (1984) 1

‘driicke, fiir die vierk6pfige Familie

Ma9 #2369 Nach Aufgabenstellung soll

gelten
315=a*—b? bzw. 315=(a+ b)(a —b).
Wir setzen (1)a+b=p und

(2)a—b=q.
Dadurch erhalten wir
(1)! a e P -; q,
2y b—";qund'
(3) 315=pqg.

Wir stellen nun in einer Tabelle alle Moglich-
keiten der Zerlegung von 315 in ein Produkt
aus zwel Faktoren zusammen und kénnen
dann mit Hilfe der Gleichungen (1) und (2)
die den Variablen a und b und damit auch a*
und b? zuzuordnenden Zahlen berechnen.
Wie die Tabelle zeigt, gibt es insgesamt sechs
Mdglichkeiten, die Zahl 315 in die Differenz
zweler Quadratzahlen zu zerlegen:

b a? b?

P g a
315 1 158 157 24964 24649
105 3 54 51 2916 2601

63 5 34 29 1156 841
45 7 26 19 676 361
35 9 22 13 484 169
21 15 8 3 324 9

Ma9 #2370 Jede achtstellige Zahl der an-
gegebenen Darstellungsform 140t sich in die
Summe 10000 - abcd + abcd zerlegen und da-
mit in der Form 10001 - abcd darstellen.
Die Primfaktorenzerlegung der Zahl 10001
lautet 73 - 137. Diese beiden Zahlen gehen in
jeder achtstelligen Zahl abcdabed auf; sie ent-
sprechen den Primzahlen ps und pe unserer
Aulgabenstellung.
Es gilt dann weiter ps +ps=734+137

= 210.
Nach Aufgabenstellung miite dann 210 das
Produkt von vier aufeinanderfolgenden Prim-
zahlen sein, d. h., es gilt:
P1° P2 p3 pa=210
und somit2-3-5-7=210.
Die gesuchten Primzahlen sind:
P1=2;p2=3;p3=5,pa=7,ps=173; ps=137.

Ma9 m2371 Mit Ilka sind es 25 Personen.
Wenn jeder jedem die Hand gibt (nur sich
selbst nicht), dann sind es zunidchst 25-24
Hindedriicke. Wenn die Person A der Person
B die Hand gibt, dann ist das der gleiche
Hindedruck wie der, wenn Person B der
Person A die Hand gibt. Nun sind es also

25524—300 Handedriicke. Da sich die ge-

memsam ankommenden Familien nicht un-
tereinander begriiBlen, ist folgendes abzuzie-
hen:

5-4

5= 10 Hinde-

4-3
| 7 =°
Handedriicke und flur jedes der drei Ehepaare

genau einen, also zusammen 3 Héindedriicke.

Fiir die liinfk6pfige Famulie

Insgesamt sind also 281 Handedriicke ge-
geben worden.

'Ma\9 ®2372 Skizze nicht malstiblich!

(a bzw. b sind Symbole fiir Linge bzw. Breite
des Rechtecks ABCD!)

Die beiden Geraden zerlegen das Rechteck
ABCD in die zwe1 gleichschenklhig-rechtwink-
ligen Dreiecke. AMD und NBC und 1n das
Parallelogramm ANCM.

Fiir den Flacheninhalt des Rechtecks ABCD

gl]t AABC'D=2'AAMD+AAHCH:

az

Aapcp=2"'—

5 +2.5cm-3cm,

AABCD=£IZ +7,5 sz.

Im rechtwinkligen Dreieck AMD gilt nach
dem Satz des Pythagoras 2a*=2,5% cm?;
a’=3,125cm?*;a=~ 1,8 cm.
Nun ist

Aiscp=3,125cm? + 7,5 cm?;

AABCD= 10,625 f.:l'['l2
10,625 cm?

1,8 cm

Das Rechteck ABCD ist etwa 6 cm lang und
1,8 cm breit. (Streckensymbole sind hier als
Lingensymbole aufzufassen!)

und damit b =~ : b6 cm.

Ma 10/12 82373 Wir stellen alle Zahlen der
Gleichung In einem m-adischen Positions-
system dar und l6sen die Gleichung nach m
auf:
dm+2+2m*+4m+2=(m+6)?,
2m2+8m+4=m?+ 12m + 36,
m?—4m—32=0,
m; =2+ V4+32
m; =8,
m, = —4,
Da die Basis eines Positionssystems nicht
negativ ist, entfdllt m,. Damit stellt die ge-
gebene Gleichung nur im Achtersystem eine
wahre Aussage dar. |
Probe:4-8+2-1+2-8%2+4-84+2-1
=(1-84+6"1)%
324+24128+32+2= 14%
196=196.
Die Gleichung ist nun wie folgt darstellbar:
(42)s +(242)s = (16)3.

Vorbildliche Hilfe

Unrer Dank gilt den Verlagen, die Biicher
im Werte von 2000 M fiir die fleiBigsten
Wettbewerbsteilnehmer zur Verfiigung stell-
ten: BSB B. G. Teubner, Leipzig; VEB Fach-
buchverlag, Leipzig; Der Kinderbuchverlag,
Berlin ; Militirveriag der DDR, Berlin ; trans-
press VEB Verlag fir Verkehrswesen, Berlin;
Sportverlag, Berlin; VEB Deutscher Verlag
der Wissenschalten, Berlin; Volkseigener
Verlag Volk und Wissen, Berlin; Urania-
Verlag, Leipzg; Leipziger Volkszeitung.
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Leibniz-Denkmal
in Leipzig

Die Leipziger Stadtsilhouette wird durch das
weithin sichtbare 140 m hohe Universitéts-
hochhaus mitgepragt. In der Nihe dieser
Hohendominante des Stadtzentrums, direkt
vor dem sich anschlieBenden neuen Horsaal-
gebdude der Karl-Marx-Universitit, befindet
sich ein Denkmal fiir Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646 bis 1716), ,,Leipzigs groBten
Sohn*‘. Das Standbild wurde , . erfunden und
modelliert von E.J. Hihnel in Dresden 1881
bis. 83, ,,in Erz gegossen von Ch.Lenz in
Nirnberg 1883, errichtet 1883 (vor 100 Jah-
ren), neu aufgestellt 1978.

Leibniz, der fast das gesamte Wissen seiner
Zeit beherrschte, gilt als ,,der letzie Universal-
gelehrte**: Philosoph, Mathematiker, Physi-
ker, Techniker, Jurist, Geschichts- und
Sprachlorscher, politischer Schriftsteller. Am
1.7.1646 in Leipzig geboren, besuchte er in
den Jahren 1753 bis 1761 die Nikolai-Schule,
die dlteste Leipziger Stadtschule. Mit 15 Jah-
ren bezog er die Universitit seiner Vaterstadt,
um Philosophie und Junsprudenz zu studie-
ren. 1666 verlieB er Leipzg. Im Jahre 1700
bewirkte er lbrigens in Berlin die Griindung
der Akademie der Wissenschaften.

Leibniz hat sich lebenslang aus innerem An-
tieb mit mathematischen Gedankengangen
befallt. Zu ernsthafter Vertiefung in die Ma-
thernatik und zur Begegnung mit fiihrenden
Mathematikern seiner Zeit kam es wihrend
seines Aufenthalts in Paris (1672 bis 1676).
Im Spatherbst 1675 erhielt Leibniz bei seiner
Beschiftigung mit infinitesimalen Fragen
seine Form der Differential- und Integral-
rechnung (Calculus). (Unabhingig von Leib-
niz begriindete auch Newton die Infinitesi-
malrechnung.)

Leibniz konstruierte die erste mechanische
Rechenmaschine mit Staffelwalzen.

So wie 1n Leipzig wird es auch in anderen
Orten unserer Republik ein Denkmal oder
eine Gedenktafel, einen Grabstein, einen
Namen fiir eine Stral3e oder einen Platz, einen
Namen fiir eine Schule, ein Institut oder
einen Horsaal, vielleicht auch ein Bild in
einem Museum geben, das an einen Mathe-
matiker vergangener Zeiten ernnnert.

Gibt es nicht in Annaberg-Buchholz eine
Biiste, die einen beriihmten Rechenmeister
zeigt? Fihrt micht eine Strafle in Potsdam
zum Telegrafenberg, die nach einem bedeu-
tenden Physiker (der auch Mathematiker
war) bezeichnet ist? Ist auf einem Friedhof
in Berlin-Kopenick nicht das Grabmal fir
einen 1807 1n Ko6penick bei Berlin verstorbe-
nen Mathematiker und Astronomen aus einer
berihmten aus Basel stammenden Mathe-
matiker-Familie zu finden?

Mitarbeiter gesucht

Liebe Junge Mathematiker!

Gibt es nicht auch in Eurem Heimatgebiet
solche oder andere ,,Spuren‘ von Mathe-
matikern? (Bedenkt dabei bitte: Auch Phy-
siker und Astronomen sind oft in Lehre und
Forschung auf dem Gebiet der Mathematik
tatig gewesen!)

Schreibt uns bitte dariiber!

Unsere Adresse:

Mathematische Schiilerzeitschrift alpha
Kennwort: Auf den Spuren von
Mathematikern

7027 Leipzig, Postfach 14

J. Lehmann/H. Pieper

In einem Wirtshause

Die Rechenbiicher des deutschen Rechen-
meisters Adam Ries wurden lange Zeit hin-
durch dem Rechenunterricht vieler Schulen
zugrunde gelegt. Sie waren nicht in der da-
mals tiblichen lateinischen Fachsprache, son-
dern in deutscher Sprache und iiberdies all-
gemeinverstindlich geschrieben. Ries stellte
darin viele elementare Aufgaben und gab
Regeln zu deren Losung an. In ,,Adam Risen
Rechenbuch auff Linien und Ziphren in
allerley Handthierung* befinden sich zwel
sogenannte ,,Zechenaufgabén“. Mehrere
Gruppen von Personen geben in einem Wirts-
hause insgesamt eine bestimme Summe von
Geld aus, wobei jede Person einer Gruppe
jewells die gleiche Summe, jedoch Personen
unterschiedlicher Gruppen verschiedene
Summen. fiir ihre Zeche zu zahlen haben.
Gefragt wird nach der Anzahl der Personen
jeder Gruppe.

Die erste Aufgabe lautet: ,,Item 21 Personen,
Mainner und Frauwen, haben vertruncken
81 d. Ein Mann sol geben 5 d und eine Frauw
3d. Nun frag ich wie viel jeglicher in sonder-
heit gewesen seind.*

Die zweite Aufgabe hat auch Leonhard Euler
(mit anderen Zahlen als Ries) wie folgt
gestellt

.30 Personen, Minner, Frauen und Kinder,
geben in einem Wirtshause 50 Taler aus, und
zwar zahlt ein Mann 3 Taler, eine Frau 2 Ta-
ler und ein Kind 1 Taler. Wieviel Manner,
Frauen und Kinder sind es gewesen?*’

Die Zechenaufgaben gehen auf schon im
5. Jahrhundert in China in anderer Einkle:-
dung formulierte Probleme zuriick, die iiber
die Inder und die Mathematiker der arabi-
schen Kalifate spater nach Europa gelangten.
Euler hat sie in seiner Vollstdndigen Anleitung
zur Algebra (vgl. alpha, Heft 1/1983), 2. Teil,
2. Abschnitt, 2. Kapitel, tibersichtlich behan-
delt. H. Pieper

Unser Buchtip

Wubing, Hans
Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik

Studienbiicherei, Math. f. Lehrer, Bd. 13
365S., 72 Abb., | Tab. Preis: 17,80 M
Bestell-Nr. 570 608 2

VEB Deutscher Verlag d. Wissensch. Berlin



Mathematik-
Mosaik

Unser sowijetischer Auslandskorrespondent
sandte uns aus Kiew e¢ine mathematische
Wandzeitung, Format A 0. Sie enthalt — beid-
seitig mehrfarbig bedruckt, 55 unterhaltsame
Knobeleien. Sie wurde in hoher Auflage fur
Oberschulen gedruckt, insbesondere fiir die
auBerschulische Tatigkeit. Fir unsere alpha-
Leser haben wir eine Palette interessanter
Probleme zusammengestellt.

Al A Esisteine GesetzmaBigkeit zu finden,
nach der die nachfolgenden Figuren auf ge-
baut sind.

A2 A Es ist diejenige Figur zu finden, die
logischerweise nicht in das Schema paft.
a)

5 2 L

A3 a Essind die Ringe solange zu drehen,
bis in allen Radien die gleiche Summe er-
scheint.

A4 A Ersetze die Sternchen (*) durch
+-Zeichen oder —Zeichen, so daB richtig

geloste Aufgaben entstehen!
2% 6 % 3 % 4 % 5 % 8 = 12
9 ¥ B8 k1 ¥ 3 % § & 2 = 12
8 ¥ 6 % 1 ¥ 7 x 9 ¥ 5§ = 12
3 ¥ 2 ¥ 1 % & % 5 %3 =1
7 % 3 % 8% 4 £ 3 % 5§ = 12

A5A Jede der beiden Figuren ist in vier

kongruente (deckungsgleiche) Teile zu zer-
legen. In jedem der Teile muD sich eine Blume
befinden.

. Berlin - 18 (1984) 1 - Seiten 1 bis 24

A6 A Euler stellte fest, dall es in einem
6 x6-Quadrat nicht moglich ist, die Figuren
— in unserem Falle Schachfiguren - so aufzu-
stellen, daB sich in jeder Waagerechten und
jeder Senkrechten nur jeweils eine Figur
befindet.

In einem 5 X5-Quadrat (ebenfalls in einem
3 x3- und 4 x4-Quadrat) ist das méglich.
Finde die Lésung!

A7A Welche der Figuren 1 bis 9 gehort
logischerweise an Stelle des Fragezeichens?

ABA Wie viele Katzen missen logischer-
weise an Stelle des Fragezeichens sitzen, da-
mit sie das Gleichgewicht mit dem Knaben
herstellen?
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