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Uber den Schopfer
einer
neuen Geometrie

Zum 180. Geburtstag von
N. J. Lobatschewski

Die Entdeckung der nichreuklidischen Geo-
metrie durch N. J. Lobatschewski erschiit-
terte zum ersten Male die jahrhundertalte
Meinung, daB die von Euk!id formulierten
geometrischen Gesetze unverinderlich und
im Kosmos giiltig sind. Die alten Raumvor-
stellungen wurden auch physikalisch unhalt-
bar durch die Ergebnisse des bekannten Ver-
suches von Michelson zur Bestimmung der
Lichtgeschwindigkeit. Schiielich brach 4.
Einstein in der allgemeincn Relativitdtstheo-
rie endgiiltig mit der Vorstellung eines abso-
luten Raumes, den es nach seiner Auffassung
ebensowenig gibt. wie die absolute Zeit.
Und wie das Kopernikanische System das
Ritsel des Aufbaus des Planetensystems
loste, welches die Astronomen gequilt hatte,
so war die Lobatschewskische Geometrie die
Losung eines Problems, mit dem sich die
Geometer jahrhundertlang abgemiiht hat-
ten.

Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski wurde am
1. Dezember 1792 als Sohn cines kleinstidti-
schen Beamten geboren. Zehn Jahre spiter
besuchte er gemeinsam mit seinen beiden
Briidern Alexander und Alexej das staatliche
Gymnasium in Kasan. Schon hier zeigte

Lobatschewski ungewodhnliche Fiahigkeiten
vor allem fiir Mathematik und Physik. Der
junge Lehrer G. J. Kartaschewski spielte fiir
die Entwicklung von Lobatschewskis Talent
eine groBe Rolle. Seit 1807 war Nikolai Stu-
dent an der Kasaner Universitit. Die Profes-
soren wunderten sich iber die Leichtigkeit,
mit der er die Wissenschaften aufnahm, und
tiber die Fihigkeiten und die Originalitit sei-
nes Denkens. Nikolai wurde der ,,Stolz der
Universitit'. Aber er blieb trotz allem ein
richtiger Junge, der bald Raketen steigen lieB,
bald aul einer Kuh durch den stddtischen
Garten ritt oder anderen Unfug anstellte.

1811 wurde Lobatschewski nach einem glan-
zenden AbschluB seines Studiums Magister.
Seit 1814 war er Adjunkt und ab 1816 Pro-
fessor. (Magister und Adjunkt waren untere
akademische Grade an den russischen Uni-
versititen (bis 1863)).

Im November 1820 wurde Lobatschewski
zum Dekan der physikalisch-mathematischen
Fakultit gewdhlt und im Jahre 1827 Rektor
der Universitit. Dieses Amt bekleidete er
fast 20 Jahre. Lange Zeit leitete Lobatschewski
die Bibliothek der Universitdt. Er suchte die
Lehr- und Forschungsliteratur aus, deren
Kauf er dann auch personlich vornahm.

Seit 1822 war Lobarschewski Mitglied der
Baukomitees und ab 1827 dessen Vorsitzen-
der. Er begniigte sich nicht mit der Einstellung
der besten Architekten jener Zeit, sondern er
studierte selbst ernsthaft Architektur. Unter
seiner Leitung wurden mehrere Lehrgebaude,
die Bibliothek, das astronomische Observa-
torium, die Klinik und die Druckerei neu
erbaut oder rekonstruiert.

Lobatschewski iibernahm das Amt des Rek-
tors in einer schwierigen Zeit. Viele Profes-
soren lehrten im Stile des Mittelalters, und
Lobatschewski iibernahm die Aufgabe, die
Universitat gegen den Widerstand reaktio-
nérer Kreise von solchen Lehrern zu sdubern.
In seiner bedeutsamen Rede ,,Uber die wich-
tigen Dinge der Erziehung*, die er am 17. Juli
1828, ein Jahr nach seiner Amtsiilbernahme
hielt, forderte er, daB an der Universitit keine
leeren Worte gepredigt, sondern echte Wis-
senschaft vermittelt werden sollte:

,,Fragt die Natur! Sie enthilt alle Wahrheit
und wird alle Fragen ausreichend beant-
worten.*

Die Kasaner Universitidt wurde zu einer erst-
klassigen Lehranstalt, die durch die ebenfalls
von Lobatschewski gegriindete Zeitschrift
. Wissenschaftliche Beitrige der Kasaner
Universitat*, die noch heute erscheint, weit-
hin bekannt wurde. In Kasan studierten in
der Folgezeit so bekannte Personlichkeiten
wie L. N. Tolstoi, die Chemiker Sinin und
Butlerow, llja Nikolajewitsch Uljanow und
am Ende des 19. Jahrhunderts Wiadimir
lljitsch Uljanow-Lenin.

Viel Energie wandte der Rektor auf, um ein
in Kasan im Jahre 1842 ausgebrochenes
Feuer zu bekdmpfen. (Es brannten auch die

Universititsbibliothek und das neuerbaute
Observatorium.) Lobatschewski leitete die
Rettungs- und Lscharbeiten. Das Obser-
vatorium fiel den Flammen zum Opfer; es
konnten aber alle Einrichtungen gerettet
werden. Das Feuer in der Bibliothek konnte
rechtzeitig geloscht werden. Unterdessen ver-
brannte das Haus von Lobatschewski und
ebenso seine Universititswohnung. Dariiber
hinaus kamen das gesamte Eigentum und
die unschatzbaren Handschriften von Lo-
batschewski im Feuer um.

Die Kiihnheit seiner Urleile und sein auf-
rechter Charakter waren Ursachen dafiir,
daB man gegen Lobatschewski zu intrigieren
begann. SchlieBlich kam es zu seiner Entlas-
sung von der aktiven Leitung und von der
padagogischen Titigkeit. Seine Krifte ver-
lieBen ihn jetzt schnell. Aber er glaubte trotz
allem an die groBe Zukunft seiner Entdek-
kung. Sein wissenschaftliches Testament
Pangeometrie konnte noch kurz vor seinem
Tod erscheinen. Schon in seiner Jugend
interessierte sich Lobatschewski fiir die Grund-
lagen der Geometrie und unterzog die Ele-
mente Euklids einer kritischen Priifung. Be-
sonders das 5. Postulat zog ihn in seinen
Bann:

,.Bringt man zwei Geraden mit einer dritten
zum Schnitt und betrdgt die Winkelsumme auf
einer Seite weniger als zwei rechte Winkel,
so schneiden sich die beiden Geraden.*
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a+p < 180°

a+p:180°

Die Geometer versuchten seit vielen Jahr-
hunderten, das 5. Postulat als Theorem zu
beweisen, doch stets fiihrte man dabei unbe-
beweisen, doch stets fithrte man dabei unbe-
wubt irgendeine offensichtlich richtige Vor-
aussetzung ein. ,,... In der Ebene ist der
geometrische Ort aller Punkte, die von einer
Geraden den gleichen Abstand haben, wieder
eine Gerade.” Das schrieb Posidoni (Rom,
I. Jh. v. u. Z).

Omar Chaijam (Mittelasien, 11. Jh.) behaup-
tete: ,,... zwei sich nihernde Geraden schnei-
den sich stets."

yae - - Zu jeder Figur kann man eine dhnliche
konstruieren. " Das schrieb John Wallis (Engl.,
17. Jh.).

Alexis Claude Clairaut (Frankreich, 18. Jh.)
entwickelte eine Theorie der parallelen Linien
auf der Grundlage der Existenz eines Recht-
ecks.
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Wolfgang Bolyai (Ungarn, Ende des 18., Be-
ginn des 19. Jh.) bewies das 5. Postulat unter
der Annahme, daB man durch drei Punkte,
die nicht auf einer Geraden liegen, stets einen
Kreis legen kann.

Aber alle diese Voraussetzungen erwiesen
sich als dquivalent zum 5. Postulat von
Euklid oder sie waren sogar noch stérker als
das Postulat. So ist zum Beispiel die Behaup-
tung, daB durch einen Punkt, der auBerhalb
einer gegebenen Geraden liegt, eine und
nur eine Gerade geht, die die gegebene Ge-
rade nicht schneidet, iquivalent damit, daB
die Winkelsumme im Dreieck 180° be-
tragt.

Bereits 1828 wurde Lobatschewskis Geome-
trievorlesung gedruckt. Im ersten Teil ent-
wickelte er die absolute Geometrie, die das
Parallelenaxiom nicht beniitzte. Lobatschew-
skiwar fest davon iiberzeugt, daB alle Axiome
Euklids ohne das Parallelenaxiom sich nicht
widersprechen.

Eine wichtige Rolle spielte fiir Lobatschewskis
Entdeckung seine kritische Einstellung zu
der Uberzeugung, daB unser geometrisches
Wissen angeboren ist. Aus dieser seiner Auf-
fassung heraus entstand ein einzigartiges
geometrisches System.

Das Akademiemitglied Nikolai Iwanowitsch
Fufl, ein Schiiler des groBen Euler, duBerte
sich sehr negativ tiber Lobatschewskis Arbeit.
Fuf war besonders iiber die Einfilhrung des
Meter als MaBeinheit und iber die Unter-
teilung <I-~ Kreises in 400 Grad statt in
360 (5rad emport. Er schrieb in seiner Re-
zension

..Diese neuen Linheiten wurden wdhrend der
franzidsivchen  Revolution ausgedacht, aber
wegen dev offensichtlichen Unbequemlichkeit
werden diese Neuheiten bald wieder vergessen
sein . ..

Diese Rezension war zweifach falsch. Erstens
erwiesen sich die genialen Ideen Lobatschew-
skis nicht nur Fug, sondern auch vielen ande-
ren talentierten Gelehrten jener Zeit als un-
zuginglich. Und zweitens wurde das Meter
ein in der gesamten Welt gebrauchliches
LangenmaB.

Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski lieB sich
nicht durch die vernichtende Rezension von
N. I. Fuf beirren, sondern er entwickelte seine
Ideen weiter und machte in den [olgenden
Jahren einen genialen, aber einfachen Schritt.
Er l6ste sich vom 5. Postulat, das das Denken
der Geometer wihrend fast zweitausend Jah-
ren beherrschte und das von keinem Vorgan-
ger odar Zeitgenossen Lobatschewskis ange-
zweifelt wurde.

Er nahm an, daB man durch einen Punkt
auBerhalb einer Geraden nicht weniger als
zwei Geraden legen kann, die die vorgegebene
Gerade nicht schneiden. Aus dieser auf den
ersten Blick sinnlosen Voraussetzung zog
Lobatschewski weitere Schlilsse. Dabei ge-
langte er zu keinerlei Widerspriichen. Dar-
iiber hinaus erhielt er ein in sich abgeschlos-
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senes logisches geometrisches System, das er
als scheinbare Geometrie bezeichnete analog
zu den imagindren Zahlen, die er auch schein-
bar nannte. Ebenso wie die imaginiaren Zah-
len die allgemeinsten Zahlen sind fiir die die
Gesetze der gewohnlichen Algebra gelten, so
ist die scheinbare Geometrie das allgemeinste
geometrische System, fiir die alle Axiome Eu-
klids bis auf das Parallelenaxiom zutreffen.

Lobatschewski nahm an, daB man durch
einen Punkt C, der auBerhalb der Geraden
AB liegt, mindestens zwei Geraden @ und b
legen kann, die die Gerade 4B nicht schnei-
den.

Und ebenso wie die reellen Zahlen ein Spezial-
fall der komplexen Zahlen sind, so ist auch
die gewohnliche euklidische Geometrie ein
Spezialfall eines allgemeinen geometrischen
Systems. Die Scheingeometrie unterscheidet
sich wesentlich von der euklidischen Geo-
metrie.

Zunichst ist die Winkelsumme im Dreieck
kleiner als 180°. Dann ist die Punktmenge
der Ebene, die von einer gegebenen Geraden,
der Basis, den gleichen Abstand hat, im all-
gemeinen keine Gerade mehr. Man nennt sie
Aquidistante. In dieser Geometrie kann man
durch drei Punkte, die nicht auf einer Ge-
raden liegen, einen Kreis oder eine Aqui-
distante oder auch einen Grenzkreis legen.

Die Winkelsumme im Dreieck ist kleiner als
180°.

Lo

Die Aquidistante ist zu allen Geraden ortho-
gonal, die auf der Basis senkrecht stehen.

/

/

v\

Der Grenzkreis ist zum Biischel paralleler
Geraden orthogonal.

A
M

Durch den Punkt 4 kann man i. allg. keine
Gerade legen, die die Strahlen @ und b
schneidet.

Weiterhin kann man im allgemeinen durch
einen Punkt, der im Inneren derjenigen
Flache liegt, die zwei sich schneidende Ge-
raden bilden, keine Gerade legen, die die
beiden anderen Geraden schneidet. SchlieB-
lich gibt es in dieser Geometrie keine dhn-
lichen Vielecke.

Lobatschewski leitete die trigonometrischen
Beziehungen in den Dreiecken seiner Geo-
metrie her. Er fithrte Koordinaten ein und
konnte damit erstmals eine groBe Anzahl
von Aufgaben der analytischen Geometrie,
der Flichen- und Umfangsberechnung und
viele bestimmte Integrale 10sen.

Durch ein Experiment versuchte Lobatschew-
ski herauszufinden, ob in der realen Welt die
euklidische oder die scheinbare Geometrie
gilt. Dazu berechnete er die Winkelsumme
im Dreieck. Das Dreieck bildeten dabei zwei
diametral entgegengesetzte Punkte der Erd-
bahn und ein Fixstern. Lobatschewski fand,
daB die berechnete Winkelsumme innerhalb
der Fehlergrenzen des Experiments nicht von
180° abwich, und er folgerte deshalb, daB
man die Geometrie in der realen Welt als
euklidisch ansehen kann. Er war aber trotz-
dem der Ansicht, daB man bei groBen kos-
mischen Dreiecken eine Abweichung der
Winkelsumme von 180° feststellen kann.

Unabhingig von Lobatschewski entdeckten
zwei weitere Mathematiker die nichteukli-
dische Geometrie. Schon Ende des 18. Jahr-
hunderts kam Gauf auf die Idee, eine nicht-
euklidische Geometrie zu betrachten. Er be-
schiftigte sich einige Jahrzehnte hindurch
mit dieser Frage, aber er verdffentlichte seine
Ergebnisse nicht. Wenig spiter entdeckte
Johann Bolyai die nichteuklidische Geome-
trie. Seine Ergebnisse erschienen als Anhang
zum mathematischen Werk seines Vaters
Wolfgang Bolyai, das 1832 gedruckt wurde.
Man spricht nun Lobatschewski die Prioritit
der Entdeckung der nichteuklidischen Geo-
metrie zu, da Gaufi seine Ergebnisse nicht ver-
offentlichte und weil Bolyai seine Entdeckung
nach Lobatschewski publizierte.

Am 23. Februar 1826 hielt der 33jihrige
Lobatschewski einen Vortrag iiber seine Geo-
metrie auf der Sitzung der physikalisch-
mathematischen Abteilung der Kasaner Uni-
versitit, und er bat darum, seine Ergebnisse
zu verdffentlichen. Die Anwesenden verstan-
den die Darlegungen von Lobatschewski
nicht. Sie wihlten deshalb eine Kommission
aus drei Spezialisten, die sich ausfiihrlich
mit der Arbeit beschiftigen sollte. Jedoch
verstand die Arbeit weder der Adjunkt
Nikolai Dimitriwitsch, der spiter ein groBer
Gelehrter wurde und die Moskauer Mathe-
matische Gesellschaft begriindete, noch Pro-
fessor Alexander Jakowlewitsch Kupfer. Auch
Lobatschewskis alter Freund und Schulkame-
rad Iwan Michailowitsch Simonow, der in
jener Zeit ein angesehener Gelehrter war,
erkannte die groBe philosophische Bedeu-
tung der neuen Geometrie nicht. Es vergingen



viele Jahre; aber es traf kein Gutachten der
wissenschaftlichen Kommission ein. Die un-
schitzbare Arbeit wurde im Archiv der Uni-
versitiit abgelegt. '

Lediglich 1829 erschien cine erste Fassung
der Entdeckung Lobatschewskis unter dem
Titel ,Uber die Grundlagen der Geometrie
in der Universititszeitschrift Kasaner Bote.
In den 30iger Jahren des 19. Jabrhunderts
erschienen einige weitere Aufsitze und Me-
moiren, in denen die Hauptresultate darge-
legt wurden.

Im Jahre 1840 erschien in Berlin Lobatschew-
skis Buch ,,Geometrische Untersuchungen zur
Theorie der parallelen Linien* in deutscher
Sprache. Es enthielt eine systematische Dar-
stellung seiner Entdeckungen. Dieses Buch
las auch Karl Friedrich Gauf. Er war der ein-
zige Mahtematiker jener Zeit, der in der Lage
war, die Genialitdt von Lobatschewskis Ent-
deckungen zu erkennen. Er erkannte sie auch.
Gauf schrieb 1841 an eine seiner Schiiler:
,, Wie man mir mitteilte, sind in den Veréffentli-
chungen der Kasaner Universitit viele Auf-
sdtze von Lobatschewski in russischer Sprache
enthalten. Mein Wunsch ist es, diese Aufsdtze
dieses geistreichen Mathematikers zu lesen."
Mit 63 Jahren begann er die russische Sprache
zu lernen. Gauf schrieb spiter: ,,Ich kann
Jetzt schon recht fliefend russisch lesen und das
bereitet mir grofle Freude."

Lobatschewski wurde auf Initiative von Gaufl
zum korrespondierten Mitglied der Gottinger
koniglichen Gesellschaft gewihlt. Das Diplom
wurde Lobatschewski pach Kasan zuge-
schickt. Darin wird er als einer der vortref}-
lichsten Mathematiker des russischen Staates
bezeichnet.

Aber auch der Konig der Mathematiker ver-
schaffte Lobatschewski keine 5ffentliche An-
erkennung fir seine Entdeckung. Gauf fiirch-
tete das Unverstindnis seiner Zeitgenossen.
Lediglich ein Kollege von Lobatschewski,
der Professor der Kasaner Universitit P. I.
Kotelnikow, trat oOffentlich fiir die wissen-
schaftliche und erkenntnistheoretische Be-
deutung der Entdeckung von Lobatschewski
ein. Die wirkliche Anerkennung kam erst
einige Jahre nach seinem Tode dank der
Arbeiten von Eugenio Belirami (ltalien),
Felix Klein (Deutschland) und Henri Poin-
caré (Frankreich).

Lobatschewski schrieb mehrere Arbeiten iiber
andere Gebiete der Mathematik. Einige Ver-
offentlichungen bezogen sich auf seine neue
Geometrie wie zum Beispiel ein Aufsatz Gber
die Berechnung bestimmter Integrale. Ein
anderer beschiiftigte sich mit dem zufilligen
Fehler bei der Berechnung der Winkelsumme
in Dreiecken mit groBen Seiten. Andere Ar-
beiten betrafen Gebiete der Algebra und
Analysis: Algebra oder das Rechnen mit end-
lichen Grifien (1834), Uber das Verschwinden
trigonometrischer Reihen (1834), Uber die
Konvergenz unendlicher Reihen (1841) u. a.

Lobatschewski gab mit als einer der ersten
eine allgemeine Definition der Funktion.
Ebenso formulierte er die Begriffe der Stetig-
keit und Differenzierbarkeit einer Funktion
und zeigte den Unterschied auf. Aber Lo-
batschewskis Hauptverdienst war die Uber-
windung der gewohnten und intuitiven Vor-
stellung in der Geometrie. Das war der Ver-
zicht auf das 5. Postulat und die Schaffung
einer verallgemeinerten Geometrie, in der die
euklidische Geometrie nur ein Spezialfall ist.
Damit bereicherte Lobatschewski den Schatz
der Weltwissenschaft um einen wertvollen
Beitrag.
Die Ideen unseres genialen Landsmannes,
die noch vor hundert Jahren als unzuldssiges
Paradox angesehen wurden, sind heute, weiter-
entwickelt und verallgemeinert, wichtige Bau-
steine in der allgemeinen Wissenschaft.*
Das sind die Worte des angesehenen sowje-
tischen Geometers P. K. Raschewski.

A. J. Halameisir/B. A. Rosenfeld

Auf jeder Fliche des Hyperboloids kann man
die Lobatschewskische Geometrie realisieren,
wenn man die Entfernung 4 zwischen zwei
Punkten A(x,, y,, 2;) und B(x,, y,, z3)
durch

E=—x P+ — 1)+ —z,) defi-
niert. Einen Raum mit einer solchen Ab-
standsdefinition bezeichnet man als pseudo-
euklidisch.

Die Beltrami-Kleinsche Interpretation erhilt
man, wenn die Kugel mit imaginarem Radius

im pseudoeuklidischen Raum auf diejenige
Ebene projeziert wird, die die Kugel im Zen-
trum beriihrt.

Aufl dem Umschlag:
Die pseudosphirische Fliche von Beltrami.

Nach der Beltrami-Kleinschen Interpretation
ist dic gesamte Lobatschewskische Ebene
eine Kreisfliche. Die Geraden sind die Seh-
nen des Kreises.

Die Pioncarésche Interpretation erhilt man,
wenn die Kugel mit imaginirem Radius des
pseudoeuklidischen Raumes von einem Pol
aus auf die Aquatorialfliche projeziert wird.

Nach der Pioncaréschen Interpretation ist
die Lobatschewskische Ebene ebenfalls eine
Kreisfliche. Die Geraden stehen senkrecht
auf dem Kreis und sie sind ebenfalls Kreise.
Die Winkel behalten ihre natiirliche GroBe.

Ein Dreieck in der Pioncaréschen Inlerpreta-
tion. Offensichtlich ist die Winkelsumme des
Dreiecks kleiner als 180°.
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Solidaritat
in Aktion

Liebe junge Freunde!

Seit Jahren fiihrten die amerikanischen Im-
perialisten einen barbarischen Krieg gegen
unser Volk. Ihre Ziele waren nicht nur Kraft-
werke, Betriebe und Bewasserungsanlagen,
sondern auch Kulturbauten und Bildungs-
einrichtungen. Hunderte Bildungseinrichtun-
gen, von Kinderkrippen bis zu Hochschulen,
die in den Augen der Aggressoren sogenannte
militirische Ziele waren, wurden zerstort,
zahlreiche Kinder getotet noch bevor sie
ihre neuen Schulhefte geoffnet hatten. Lehrer
kamen ums Leben, bevor sie alle ihre ihnen
anvertrauten Schiiler richtig kennengelernt
hatten.

Der Aggressionskrieg ist beendet. Fiir uns
beginnt eine neue Zeit, die Zeit, da der Wie-
deraufbau unseres Landes eine unserer wich-
tigsten Aufgaben ist.

Wir kimpfen nun nicht nur an den Okono-
mie- und Verkehrsfronten, sondern auch an
der Bildungsfront. Unser hochverehrter Pra-
sident Ho-Chi-Minh hat gesagt: ,,Was immer
geschehen mag — wir missen den Wett-
bewerb fiir gutes Lehren und Lernen fort-
setzen.* und ,,Die Herausbildung und Er-
ziechung der kommenden revolutionidren Ge-
neration ist eine iiberaus wichtige und not-
wendige Aufgabe.”

Die Kinder von heute sind die Herren von
morgen, die einen wichtigen Beitrag zum
Aufbau des Sozialismus und zur Verteidigung
unseres Landes leisten werden. Die Heraus-
bildung der Menschen neuen Typus, die die
Liebe zum Vaterland und das sozialistische
BewubDtsemn in sich vereinen, die die Wissen-
schaft und Technik beherrschen, ist eine groBe
Aufgabe der Partei und des ganzen Volkes.
Trotz Bomben und Krieg hat sich unser
Bildungswesen in raschem Tempo sowohl
qualitat-v ais auch quantitativ entwickelt.
Folgenue Zasien belegen das:

1965 lernien “ 570000 Schiiler in 9295 Schu-
len.

1969 erhésic ich die Zahl der Schiiler auf
4000 000 und sie der Schulen auf 11 362.

1972 wurden irotz barbarischem Bombarde-
ment die 3Schiyen mit 4700000 Schilern
wieder ieicrlicn v Offnet. Wir sind sehr stolz
auf diese Zaiven, die neben der Anzahl der
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‘abgeschossenen USA-Flugzeuge ein Symbol
fiir den Sieg unseres Volkes ist.
Zerstorte Schulen werden durch Hiitten aus
Bambusmaterial ersetzt — von Schiilern und
Lehrern selbstindig aufgebaut — bis neue
feste Bauwerke an ihre Stelle treten kdénnen.
Unsere Schiiler verstehen sehr wohl wofiir
und wozu sie lernen. Eine neunjédhrige Schii-
lerin schreibt:

Mein grofer Traum ist es

Eine Arbeiterin zu werden;

Um liebe Schulen und Stddte

wieder schioner aufzubauen.
Ein anderer Schiiler schrieb:

In meiner kleinen Schule lerne ich,

in die weite Welt zu schauen.

Im Wettbewerb Fiir gutes Lehren und Lernen
bemiihen sich alle Schiiler, zu allseitig ent-
wickelten Personlichkeiten zu werden. Die
Mathematik spielt dabei eine groBe Rolle.
Heute ist es schwierig, ein Gebiet zu finden,
sei es in der Praxis, in Wissenschaft oder
Technik, auf dem man ohne Mathematik-
kenntnisse gut arbeiten kann. Unter der
Losung Keine Angst vor der Mathematik
dringen viele junge Freunde in dieses Schwer-
punktfach mehr und mehr ein. Die Liebe zur
Mathematik wird zu einem der Ziele der
Schiiler.

Gute Grundkenntnisse, festes theoretisches
Wissen soll gepaart sein mit der Kenntnis
iiber mathematische Probleme aus der gesell-
schaftlichen Praxis. Zahlreiche Schiiler be-
miihen sich, mit ihren in der Schule erworbe-
nen Mathematikkenntnissen praktische Pro-
bleme in den landwirtschaftlichen Produk-
tionsgenossenschaften zu 16sen.

Zur Erfiillung dieser groBen Aufgaben leistet
die mathematische Schiilerzeitschrift ,,TOAN
HOC VA TUOI TRE*“ (Mathematik und
Jugend) einen wichtigen Beitrag. Jahrlich
erhalten viele Leser, die die zahireich gebote-
nen Aufgaben gut gelost haben, wertvolle
Preise. In Mathematikolympiaden haben alle
Jungen Mathematiker Gelegenheit, ihr Kon-
nen zu beweisen. Sehr gute Schiiler werden
in Spezialschulen fiir Mathematik aufgenom-
men. So bieten sich zahireiche Mglichkeiten,
sich fiir die Mathematik zu interessieren und
immer tiefer in ihre Probleme einzudringen.
Immer mehr Kinder unseres Volkes inter-
essieren sich fiir die Mathematik. Sie priagen
sich die Worte unseres Ministerprisidenten
Phan-Van-Dong ein:

Mathematik ist der Sport des Gehirns. Sie
hilft, uns zu Methoden des Denkens, des Ler-
nens, des Ldésens verschiedenartigster Pro-
bleme und zur schipferischen Intelligenz zu
erziehen.

Liebe junge Freunde in der DDR!

Wir bedanken uns bei Euch fir Eure Sympa-
thie und Solidaritét fiir unser Volk und unser
Vaterland. Wir begliickwiinschen Euch zu

Euren steten, sehr guten Leistungen bei
Internationalen Mathematikolympiaden.
Freundschaft

Tran-Khunh- Hung
und Nguyen-Ba-Kim

Uber die Botschatt der DRV in Berlin erhielt
die Redaktion alpha die vietnamesische ma-
thematische Zeitschrift Mathematik und Ju-
gend (im Austauscn mit unserer Zeitschrift).

Wir danken der mathematischen Gesellschaft
der DDR, insbesondere Herrm Prof. Dr.

Wintgen, Ber)ir: Durch sie wurden direkte
freundschaftlicnz Verbindungen zu vietna-
mesischen Asparanten und Studenten in Ber-
lin und Halle sowie mit dem Sekretdr der
mathematischer: >chiilerzeitschrift Mathema-
tik und Jugend 3eschaffen (siche S. 127).
Unser Bildbericht soll einen kleinen Einblick
in die herzlichen Kontakte mit unseren
Freunden aus der DRV geben.

Das Foto zeig: die Eroffnung der 2. Tagung
der Fachsekuon *iuterricht und Ausbildung
(9. bis 12. 5. 1974, der mathematischen Ge-
sellschaft der i>K an der Pdd. Hochschule
Lieselotte Herrmann in Gistrow.



Unter den 600 Teilnehmern befanden sich —
als Giste der MG der DDR — die beiden
Aspiranten, welche obigen Beitrag iiber-
reichten. Es kam zu einem umfassenden
freundschaftlichen Erfahrungsaustausch mit
dem Chefredakteur von alpha.

Als AbschluB und Hoéhepunkt der auBer-
unterrichtlichen Arbeit im Fach Mathematik

lud der alpha-Cilub der 29. OS Leipzig beide
Aspiranten zu einem Besuch in die Messe-
stadt ein. Unser Foto: Die beiden Freunde
bei einem Stadtbummel, begleitet von den
Jugendfreunden des alpha-Clubs und Mit-
gliedern ihrer Patenbrigade, dem Wartungs-
kollektiv des Rechenzentrums des Zentral-
instituts fiir Metallurgie, Leipzig.

Die Mitglieder des alpha-Clubs besuchen
gemeinsam mit den beiden vietnamesischen
Freunden das Rechenzentrum des Zentral-
instituts fir Metallurgie. In einem anschlie-
Benden Forum berichten sie Gber den Kampf
des vietnamesischen Volkes gegen die Aggres-
soren und iber den Wiederaufbau ihres
Landes. Die FDJler des alpha-Clubs berich-
ten, daB die Schiiler der 29. OS im ersten
Halbjahr 1530 M und das Lehrerkollektiv
1750 M fir den Wiederaufbau in der DRV
gespendet haben. Die Patenbrigade des alpha-
Clubs iiberreicht 200 M.

>

Herzliche Aussprache iiber enge Zusammen-
arbeit zwischen dem Redaktionssekretdr der
vietnamesischen Schiilerzeitschrift Mathema-
tik und Jugend und dem Chefredakteur von
alpha in Potsdam.

Eine Aufgabe von

Tran Khanh Hung
und

Nguyen Ba Kim

Demokratische Republik Vietnam

All3laa Man untersuche, ob es eine
natiirliche Zahl gibt, die die folgenden Eigen-
schaften hat:

Bei der Division dieser Zahl

durch 3 ergibt sich der Rest I,

durch 4 ergibt sich der Rest 2,

durch 5 ergibt sich der Rest 3,

durch 6 ergibt sich der Rest 4.
Bejahendenfalls ist die kleinste natiirliche
Zahl anzugeben, die diese Eigenschaften

hat.

All3lba
chen. Zwei Personen 4 und B spielen das
folgende Spiel:

Zunichst nimmt 4 von dem Haufen minde-
stens 1, aber hochstens 6 Holzchen weg;
dann nimmt B von den verbleibenden Holz-
chen mindestens 1, aber hochstens 6 Holz-
chen weg: dann folgt wieder 4, dann B usw.
Wer die letzten Holzchen wegnimmt, hat
gewonnen.

Wie kann der Spieler 4, der die ersten Holz-
chen wegnimmt, erreichen, daB er unter allen
Umstinden gewinnt?

Auf einem Tisch liegen 30 Holz-

Besuch der Agra 1973
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Millionen auf
der Bleistiftspitze

Teil 2

Aufgabe:

aA2a Ein Werk kann Gerite zweier ver-
schiedener Typen B und M herstellen. Fiir
jedes Gerit B werden 15 Dioden und 12 Tri-
oden, fir jedes Gerit M — 2 Dioden und
6 Trioden gebraucht. Eine Uberpriifung am
Priifstand des Gerites B dauert 3 Minuten,
des Gerites M — 12 Minuten. Beim Verkauf
erhilt das Werk fir ein Gerdt B — 9 Mark
Gewinn (nicht gerechnet die Unkosten), fiir
ein Gerdt M — 6 Mark. Die Materialien zur
Herstellung der Gerdte sind beschrinkt;
wihrend jeder Schicht kann das Werk iiber
nicht mehr als 300 Dioden und 306 Trioden
verfiigen, und der Priifstand kann in jeder
Schicht nicht mehr als 6 Stunden (360 Minu-
ten) zuverlissig arbeiten.

Wie viele Geriite B und M muB das Werk
herstellen, damit der Gewinn (in einer Schicht)
maximal wird?

Im Teil I wurde die Lésung dieser Aufgabe
dargestellt. Die dort auch zitierten Tabellen
5, 6 und 7 holen wir an dieser Stelle nach.

Wir werden jetzt zur Losung dieser Aufgabe
eine andere, die sogenannte Simplex-Me-
thode betrachten. Wir fiihren nichtnegative
Verinderliche X,, X, und X5 ein, um die
Bedingungen (1) bis (3) durch folgende Glei-
chungen zu ersetzen:

15 X+ 2 X,+X,=300
12 X, 4+ 6 X;+ X, =306 %)
3 X, +12 X, + X;=360. ((3)

Wir driicken die neueingefithrten GroBen
(Basisgréflen) X,, X, und X, durch die An-
fangsgroBen (freie Griflen) X, und X, aus:

X;=300—-15X,— 22X, )

X,=306—-12X,— 61X, (10)

Xs=360— 3X,—12 X,. (1)
Die Simplex-Methode besteht in der schritt-
weisen Verbesserung der vorhandenen L&-
sungen. Deshalb muB man zuerst irgendeine
zuldssige Losung (entsprechend den Bedin-
gungen (1) bis (5))* finden, die nicht unbe-
dingt optimal ist. Das leichteste ist, man setzt

X, =X,=0.
Dabei ist der Gewinn T=9 X, +6 X, natiir-
lich auch gleich Null.
Eine Verbesserung der Losung soll in der
Vergroferung des Gewinns bestehen. Man
kann dazu z. B. X, vergroBermn*, nur miissen
wir beachten, daBl alle Veranderliche nur
nichtnegative Werte annehmen konnen. Aus
Bedingung (9) ist zu ersehen, da

X, =@=20.

15

Ahnlich erhalten wir aus (10) und (11)

x <3955 5 und x <30_ 12,
T 1

©)

d. h. X| kann nicht groBer als 20 sein. Wir

setzen X, =20.

Dann erhalten wir aus (9) bis (11)
X,=X,=0; X,=66; X;=300.

Alle Veridnderlichen erwiesen sich als nicht-

negativ, die Losung also als zuldssig. Wir

berechnen den entsprechenden Wert der

Zielfunktion (Gewinn):
T,=9-20+6-0=180.

3 Diese Bedingungen sind gleichbedeutend

damit, daB unsere fiinf Unbekannten nicht
negativ sein sollen.

4 Da der Koeffizient bei X, in der Zielfunk-
tion grofer ist als der Koeffizient bei X,.

Beschrankungen | Bedorf | Bemerkungen |Gewmnje Gerdt
Yorrdle 8 M B M
300 15 2 | Dioden (Stick)
306 12 6 | THoden(Stick)| 9 | 6 Tab. 5
225 15 4
100 5 3 6| &8 Tab. 6
192 4 8
333 3 9
360 L 4 9| 12 Tab. 7
400 16 4
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IV. Die gefundene Losung ist besser als die
anfingliche, es ist ein Gewinn von 180 Mark
zu verzeichnen. Wir werden uns bemiihen,
diese Losung noch zu verbessern. Dazu ver-
tauschen wir die Rollen der Unbekannten:
X, und X, die in unserer Losung Null waren,
werden wir als freie ansehen und alle Gbrigen
Unbekannten sowie die Zielfunktion durch
sie ausdriicken®:

X, = 20—12_5,\'2—1'—5 X, 12)
x,= 66-2x,+ X, 13)
x,=30-2 x4 Ly, (14)
7 =180+2 x,- 2 x,. (15)

Aus der letzten Gleichung ist zu ersehen, daB
T gleichzeitig mit X, wichst. Auch hier miis-
sen wir uns allerdings wieder daran erinnern,
daB alle Veranderliche nur nichtnegative
Werte annechmen koénnen. Die Bedingung
(12) fuhrt zur Einschrinkung X, £150; dhn-
lich ergeben (13) und (14)

X,<15 und ng%z%,
d. h. X, kann nicht groBer als 15 sein. Wir
setzen X,=15. Dann erhalten wir aus den
Bedingungen (12) bis (14):

X,=18; X, =X,=0; X;=126.
Die Werte aller Verdnderlicher sind wirk-
wirklich nicht negativ, die Losung also zu-
lassig. Der entsprechende Wert der Ziel-
funktion betragt

T,=9-18+6- 15=252¢

V. Zur weiteren Verbesserung werden wir
die GréBen X; und X, als freie ansehen (bei
der vorhergehenden Losung nahmen sie
den Wert 0 an!), und alle iibrigen Unbekann-
ten und die Zielfunktion durch sie aus-
driicken

X~ 18— X+ X, (16)
X,=15+2 X, -2 X, 17
x,=126-2 x3+f—? X, (18)
T =252+ x,-12x,. (19)

(TR
Aus der letzten Gleichung ist zu ersehen,
daB T gleichzeitig mit X, wichst. Ahnlich
wie oben finden wir die Bedingung X; <66.
Als nichste Verbesserung erhalten wir:
X1=12, X,=27; X;=66, X,=X;=0.

5 Hier wie auch im weiteren Verlauf fiih-

ren wir die Umwandlungen der Gleichungen
nicht aus, sondern geben nur das Endresultat
an. Der Leser sollte aber alle Umwandlun-
gen ausfiihrlich ausfithren. Gerade hier
braucht man also auch den eingangs erwidhn-
ten Bleistift.

¢ Diesen Wert kann man auch aus der Glei-
chung (15) erhalten.



Die Werte aller Verdnderlichen sind nicht-
negativ, die Ldsung also zuldssig. Als ent-
sprechenden Wert der Zielfunktion erhal-
ten wir
T,=9-12+6-27=270.

Um die nichste Verbesserung zu erhalten,
wihlen wir X, und X; als freic Unbekannte
und driicken mit ihrer Hilfe die Zielfunktion

aus: 1
T=270— X,~5X,. (20)

Bei X,=X;=0 erhalten wir offensichtlich
T=270. Bei positiven Werten dieser Ver-
dnderlicher wird T<270, und negative Werte
der Veridnderlichen sind nicht zuldssig. Eine
weitere Verbesserung ist also unmdglich,
der gefundene Wert der Zielfunktion ist
maximal und die Loésung selber X;=12
und X, =27 - optimal

Interessant ist die Feststellung, daB die auf-
einanderfolgenden verbesserten Werte der
Zielfunktion mit den Werten Ty, T, T, und T,
zusammenfallen, die wir bei der graphischen
Losungsmethode erhielten.

VI. Das Wesen der Simplex-Methode be-
steht also in der schrittweisen Verinderung
der Basis und, folglich, im schrittweisen
Ubergapg von einer Ecke des Vielecks zur
anderen. Im Fall von drei Unbekannten er-
halten wir anstelle eines Vielecks, das durch
Geraden begrenzt ist, ein durch Flichen be-
grenztes Polyeder (Vielkant). Wenn es noch
mehr Unbekannte sind, muB man sich ein
n-dimensionales Polyeder zuldssiger Losun-
gen vorstellen; die schrittweise Verbesserung
der Lésung wird dabei zum Ubergang von
einer Ecke des Polyeders zu einer anderen
gefiihrt. Man kann auch ein Programm der
nichstfolgenden Verbesserung fiir eine elek-
tronische Rechenmaschine aufstellen.
Die Notwendigkeit der Anwendung mathe-
matischer Methoden bei der Losung Gko-
nomischer Aufgaben steht schon langst auBer
jedem Zweifel. Nur ist es zur Einfithrung die-
ser Methoden in die Volkswirtschaft not-
wendig, daB sie von einem groBen Kreis
von Okonomen beherrscht wird. Ubrigens
sind zur Ausfiihrung von Berechnungen in
Verbindung mit solchen Aufgaben mathema-
tische Kenntnisse im Umfang der 8. Klasse
durchaus ausreichend. Und nur bei einer
sehr groBen Anzahl von AusgangsgréBen ist
die Hilfe eines Mathematikers, eines Pro-
grammierers und die Anwendung einer elek-
tronischen Rechenmaschine notwendig.
Zum SchluB geben wir euch die Moglich-
keit, selbstindig zwei Aufgaben zu lGsen,
ahnlich den oben besprochenen. Die Be-
dingungen dieser Aufgaben findet ihr in
Kurzform in den Tabellen 6 und 7, die der
Tabelle 5 ahnlich sind.

A. Halameisdr

Die mathematische Schiilerzeitschrift Toan
hoc va tuoi tre (Mathematik und Jugend)
ist als Organ der Vietnamesischen Mathema-
tischen Gesellschaft im Jahre 1964 ins Leben
gerufen worden. Unter den Bedingungen des
schwierigen Kampfes gegen den USA-Im-
perialismus ist die Zeitschrift regelmaBig alle
zwei Monate einmal erschienen und hat damit
das Lerninteresse der Schiiler fiir die Mathe-
matik wesentlich geférdert.

Schwerpunkte der Zeitschrift :

.Gespriche mit Jungen Mathematikern — Bio-

graphien bekannter Mathematiker — Einfiih-
rung in die moderne Mathematik - Mathe-
matik und Praxis ~ Mathematik-Olympiaden
der DRV - Mathematik-Olympiaden in den
sozialistischen Bruderlindern und IMO -
Mathematische Aufgaben und Lésungen.
Die Schiiler nehmen mit groBer Begeisterung
an den Wettstreiten zur Losung der gestellten
Aufgaben teil. Neben den Aulgaben, die von
den Mathematikern, Fachlehrern und Schi-
lern der DRV gestellt wurden, iiberneh-
men wir auch Aufgaben aus den mathema-
tischen Schiilerzeitschriften der sozjalisti-
schen Linder, z. B. Quant (UdSSR) und
alpha. Die vietnamesischen Schiiler haben
groBe Freude beim Losen solcher Aufgaben
und finden dafiir manche sehr interessante
Losungen.
Wir mochten die alpha-Leser mit einigen
Aufgaben aus Toan hoc va tuoi tre bekannt-
machen. Manche Aufgaben sind den alpha-
Lesern vielleicht schon bekannt, jedoch deren
neuen Losungswege werden noch gesucht.
Nun wiinschen wir viel Freude beim Kno-
beln!
Hiermit bringen wir die Hoffnung zum Aus-
druck, daB in Zukunft die mathematischen
Schiilerzeitschriften unserer Lander eine re-
gelmiBige Bezichung miteinander unterhal-
ten. Es wird sicherlich fur die alpha- und
toanhocvatuoitre-Leser niitzlich sein.

Hoang Chung

Aufgaben

AlAa Man beweise, daB fiir alle reellen

Zahlen a, b, ¢ mit

a#0,b#£0, c#0,a+b20,a+¢c20, b+c=0
Jat+b=Jatc+ Jb+e

genau dann gilt, wenn 1+1+1=0.
a b c

A24 Man beweise, daB fur alle ganzen
Zahlen a, b, ¢ und fiir alle von Null verschie-
denen ganzen Zahlen 7 gilt:

Wenn a+b+c und @ +b2+c? durch n teil-
bar sind, so ist auch a*+b*4¢* durch n
teilbar.

4A3Aa Esseien a eine von Null verschiedene
reelle Zahl und » eine natiirliche Zahl mit
nz2.
Man ermittle alle reellen Losungen (x,, x,,
..., x,) des folgenden Gleichungssystems:
X +x+ ... +x,=a,
B4+a+... +x2=d,

KX xT=an

A44 Man ermittle alle natiirlichen Zahlen
k mit k 2 3, fur die die Gleichung

X Hx+1)°+. .. +(I+k—2)3=(x+k—.1)3
eine Losung x hat, die eine natiirliche Zahl ist.

A5A Man beweise ohne Benutzung eines
Tafelwerkes, daB

a) cos 36° >tan 36°;
b) cos 37°30° >tan 37°30';
c) cos 38° >tan 38°.

A6Aa Es sei ABC ein spitzwinkliges Drei-
eck, iiber dessen Seiten BC und CA nach
auBen die Quadrate CBDE und CAFG
konstruiert sind.

Man beweise, daB die Mittelpunkte P und @
dieser Quadrate und der Mittelpunkt M
der Seite AB die Eckpunkte eines gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreiecks sind.

Aus schaffensreicher Arbeit wurde unser
Redaktionsmitglied, Mathematikfachlehrer
W. Unze, am 29. 9. 1973 aus unserer Mitte
gerissen. Wir verlieren in ihm einen gewissen-
haften, pflichtbewuBten Pidagogen, der seit
Griindung der alpha mit Herz und unermiid-
lichem FleiB mitarbeitete und damit einen
aktiven Beitrag fur die auBerunterrichtliche
Arbeit der Jugend leistete. Unser Foto:
W. Unze im Unterricht.
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Wer lost mit?
alpha -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin : Teconst,

7. Mdrz 1974

h [xm) 2'?.‘0

>
16,5

A 541132 Die Schiiler der Klassen 5a und
5b einer Schule halfen bei der Obsternte.
Alle 31 Schiiler der Klasse 5a pfliickten an
9 Tagen jeweils nachmittags und schafften
zusammen insgesamt 2 232 K 6rbe mit Apfeln.
Die 33 Schiiler der Klasse 5b ernteten an
8 Nachmittagen zusammen insgesamt 2210
Korbe mit Apfeln; ein Schiiler dieser Klasse
hat dabei nur an 4 Nachmittagen geholfen.
Welche dieser beiden Klassen erzielte die
bessere Leistung, d. h. das hohere Durch-
schnittsergebnis je Schiiler und je Nachmit-
tag? Albrecht Opitz, 825 Meiflen

A54a1133 Auf zehn Felder des abgebilde-
ten Spielfeldes ist je ein Spielstein so zu setzen,
daB in jeder Zeile, in jeder Spalte und in
jeder Diagonale des Spielfeldes jeweils genau
zwei Spielsteine liegen. Es ist eine mogliche
Anordnung der zu setzenden zehn Spiel-
steine anzugeben! T.

W 5s1134 Einer 5. Klasse einer Schule
gehoren weniger als 30 Schiiler an. Die letzte
Klassenarbeit im Fach Mathematik hatte
folgendes Ergebnis: Es erhielten doppelt
so viel Schiiler die Note 4 wie die Note 5,
und doppelt so viel Schiller die Note 3
wie die Note 4. Es wurden genau so viel
,,Einsen‘‘ wie ,,Zweien‘* erreicht. Die Anzahl
der ,,Dreien war halb so groB wie die
Anzahl der ,,Zweien“. Wieviel Schiiler ge-
héren dieser Klasse an, wenn zwei Schiiler
wegen Erkrankung die Klassenarbeit nicht
mitgeschrieben haben?  Andreas Fittke,

1035 Berlin, Rosa-Thilmann-OS, Klasse 5

W 5®1135 Eine Mutter hat ihren Kindern
Apfel mitgebracht. Gibt sie jedem Kind
S Apfel, so bleiben 3 Apfel iibrig. Will sie
aber jedem Kind 6 Apfel geben, so hat sie
einen Apfel zu wenig. Wieviel Kinder und
wieviel Apfel waren es? Sch.

W 5*1136 Hans und Peter gehen iiber den
Schulhof. Vor einer groBen Linde bleibt
Peter plotzlich stehen und sagt zu Hans:
,.Ich werde jetzt auf geradlinigem Wege bis
zum 80 m vom Baum entfernten Zaun gehen
und dabei in einem Abstand von jeweils
einem Meter je eine Murmel auf die Erde
legen, die letzte lege ich genau am Zaun
nieder. Ich wette, daB du nicht in der Lage
bist, innerhalb einer viertel Stunde jede
Murmel einzeln zum Baum zuriickzubrin-
gen.* Hans nimmt die Wette an, da er davon
iiberzeugt ist, dies zu schaffen. Wer von den
beiden behilt recht?

Albrecht Opitz, 825 Meifien

W 5*1137 Die Familien Krause, Meier
und Schmidt besitzen je ein Kraftfahrzeug
vom Typ ,,Wartburg®, ,,Skoda“ bzw. ,,Tra-
bant*“. Genau einer dieser PKW war von
roter, genau einer von blauer und genau
einer von grauer Farbe. Uns ist ferner fol-
gendes bekannt:
a) Familie Krause erhielt weder einen blauen
PKW noch ein Fahrzeug vom Typ ,, Trabant*.
b) Familie Schmidt wurde Besitzer eines
grauven PKW.
c¢) Der PKW vom Typ ,Wartburg ist
nicht von roter Farbe.
d) Familie Meier wurde nicht Besitzer eines
,, Trabant*.
Es sind jeweils der Fahrzeugtyp und die Fahr-
zeugfarbe fiir die Familien anzugeben.
Cornelia Linz, 75 Cottbus, KI. 7

A6A1138 Ein Junge hatte einen Fisch
geangelt und wurde gefragt, wie schwer
dieser sei. Scherzhaft antwortete er: ,,Der

Stei Sorg, 6316 Skikurtuch,
Polyluchnische Otorschuls Shidsrtnch, Klase 5 2

W5e346
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Wettbewerbsbedingungen
1. Am Wettbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha,

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend numeriert. Der
iblichen Nummer sind ein W (d. h. Wett-
bewerb) und eine Ziffer, z. B. 7 vorgesetzt
(d. h. fiir die 7. Klasse geeignet). Aufgaben
mit W* versechen gelten auch als Wett-
bewerbsaufgaben. Sie haben einen hohen
Schwierigkeitsgrad.

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden. Schiiler der Klassenstufen 11/12
und Erwachsene l6sen die Aufgaben, welche
mit W m 10/12 oder W* 10/12 gekennzeichnet
sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A 4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabengruppe
wird von einem anderen Experten korrigiert.
6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstiandige und richtige) Losung (nicht
nur Antwortsatz oder Ergebnis) eingesandt
haben, erhalten von der Redaktion eine Ant-
wortkarte mit dem Pradikat ,,sehr gut gelst*,
»gut gelost* oder ,,gelost*. Schiiler, welche
nur einen SchluBsatz zu einer Aufgabe ein-
senden, die vorgegebene Form nicht beach-
ten, uniibersichtlich oder unsauber arbeiten,
erhalten eine rote Karte mit dem Vermerk
,»nicht geldst*.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

Der Jahreswettbewerb 1973/74 liuft von
Heft 5/73 bis Heft 2/74. Zwischen dem 1. und
10. September 1974 sind alle durch Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/73
bis 2/74 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn Riickumschlag mit ausreichender Fran-
katur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/74 veroffentlicht.
Wer mindestens 7 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/73 bis 2/74) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei Aner-
kennungsurkunden besitzen und diese mit
den Antwortkarten des Wettbewerbs 1973/74
cinsenden, erhalten das alpha-Abzeichen in
Gold (und die Urkunden zuriick).

Wir bitten darauf zu achten, daB alle Post-
sendungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. Redaktion alpha



Fisch wiegt % kg mehr als drei Viertel seines

Gewichtes.* Wieviel Kilogramm wiegt der
Fisch? Volker Zillmann, 801 Dresden

4641139 Die abgebildete Figur stellt ein
Quadrat ABCD dar. Ein innerer Punkt P
der Diagonale AC wurde mit den Punkten B
und D verbunden. Welchen Abstand muB P
von der Geraden BC haben, wenn der Fli-
cheninhalt des nicht schraffierten Flachen-
stiickes (Viereck BCDP) gleich dem dritten
Teil des Flicheninhaltes des Quadrates 4 BCD

sein soll? Sch.
D c
P
A 8

W6m1140 Die Summe von finf natir-
lichen Zahlen, von denen die folgende stets
um 1 groBer als das Doppelte der vorherge-
henden ist, betrigt 243. Wie lauten diese

fitnf Zahlen?
Mathematikfachlehrer Karl-Heinz Gentzsch,
7404 Meuselwitz

W6m1l4l Der Bruch % 1aBt sich be-

kanntlich als unendlicher Dezimalbruch dar-
stellen. Es ist anzugeben, welche Grundziffer
in diesem unendlichen Dezimalbruch an der
100. Stelle rechts vom Komma steht, ohne
zuvor alle Stellen zu notieren.

Reinhard Schulz, 4401 Rotta

W 6*1142 Die Abbildung stellt zwei Drei-
ecke A4BC und ACDE dar. Die Punkte
A, C und E liegen auf einer Geraden, und
es gilt AC=CE, AB==DE und BC=DC.
Welche Bedingungen mul der Winkel
X ACB= ¢ erfiillen, damit das Dreieck BDC

A c £

8 2

a) spitzwinklig, b) rechtwiniiig, c) stumpf-

winklig, d) gleichseitig ist. I?ie¢ Antworten
sind zu begriinden!

Mathematikl:’c» Peter Brack,

570 Groflengottern

ZWEI
-~ ZWEI
sollen die Buchstaben so durch Grundziffern
ersetzt werden, daB die Addnon (im deka-
dischen System) zu einem richtigen Ergeb-
nis filhrt. Dabei sollen gieiche Buchstaben
gleiche Ziffern, verschicdene F:chstaben ver-
schiedene Ziffern bedeuten. }':rmer darf die

W 6*1143 In dem Schema

Ziffer 0 nicht am Anfang einer Zahl stehen.
Es ist von den moglichen Losungen genau
diejenige zu ermitteln, fir weiche ,,ZWEI*
durch die kleinstmogliche Zahl belegt wird!

T.

A74a1144 Die abgebildete Figur stellt zwei
zueinander parallele Geraden g und & dar.
Auf g wurden vier simtlich voneinander
verschiedene Punkte 4, D, E und B, auf k
drei sZmtlich voneinander verschiedene
Punkte F, G und H festgelegt, und es wurde
Fmit 4und D, G mit D und E, H mit Eund B
verbunden. Es ist ein bei C rechtwinkliges
Dreieck 4 BC, dessen Flacheninhalt gleich der
Summe der Fliacheninhalte der Dreiecke
AADF, ADEG und A EBH ist, so zu kon-
struieren. daB die Strecke 4B der abgebilde-
ten Figur zur Dreiecksseite AB wird, und
daB der Eckpunkt C mit dem Punkt G auf
derselben Seite von g liegt. L L.

F G H

A o E 8 g

A741145 Zwei Touristen mieten ein Falt-
boot, um fiir vier Stunden auf einem Fluf}
zu paddeln. Sie erreichen mit dem Boot eine
durchschnittliche Eigengeschwindigkeit von
45 km - h™! (bei stechendem Gewisser).
Die Stromungsgeschwindigkeit des Flusses
betriigt jedoch 1,5 km - h™!.

a) Wie weit konnen sich die Touristen vom
Anlegepunkt entfernen, wenn sie pausenlos
paddeln und pinktlich zuriick sein wollen?
b) Nach wieviel Stunden sind sie am Wende-
punkt angelangt, wenn sie zunichst strom-
aufwirts fahren?

W 7u1146 Es ist ein Dreieck ABC aus
den Stiicken

X CAB=a=50°, BE=h,=3 cm und AD

=s,=2,5 cm zu konstruieren; die Konstruk-
tion ist zu begriinden.

Nach E. Hameister, Geometrische Kon-

struktion und Beweise,

mitgeteilt von Christine Kohlmann

8701 Lawalde, KI. 11

W 7a1147 Das Café im Berliner Fernseh-
turm, das Platze fiir 200 Gaste hat, ist taglich
von 9.00 Uhr bis 24.00 Uhr ge6ffnet. Der
Eintrittspreis fiir einen einstiindigen Aufent-
halt betrégt fiir Erwachsene 5,— M und fir
Kinder die Hilfte. Wieviel Erwachsene und
Kinder besuchten wihrend eines Tages das
Turmcafé, wenn es stets ausverkauft war
und die Tageseinnahme der Eintrittspreise
12 000 M betrug?

Claudia Busse, POS Bischofferode, Kl. 8

W 7*1148 Es sind alle sechsstelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, die folgende Ei-
genschaften besitzen:

a) Die Grundziffern der ersten und vierten
Stelle von links gerechnet stimmen iiberein,

ferner die Grundziffern an der zweiten und
finften Stelle, aber auch die Grundziffern
an der dritten und sechsten Stelle.
b) Die gesuchte Zahl ist gleich dem Sieben-
fachen einer Quadratzahl.

Volker Zillmann, 801 Dresden

W 7*1149 Die Summe der Innenwinkel
eines konvexen n-Ecks (n=4) betrigt

s={(n—2)-180°. Es ist nachzuweisen, daB ein
konvexes n-Eck hoéchstens vier rechte Innen-
winkel besitzen kann. T

W7all09: s.S.130

A841150 Traglufthallen sind Konstruk-
tionen aus mit Kunststoff beschichteten
synthetischen Geweben, die frei von tragen-
den Konstruktionen im Innern sind und nur
von dem durch Kompressoren erzeugten
Uberdruck gehalten werden. Solche Trag-
lufthallen finden Verwendung im Bauwesen

zum witterungsunabhédngigen Bauen, als
Montage-, Lager- und Messehallen usw.
2
25
45

Die beigefiigte Abbildung zeigt den Grund-
riB einer Traglufthalle vom Typ B 43 des
VEB Textil- und Veredlungsbetriecbes Neu-
gersdorf. Dieser GrundriB besteht aus einem
Rechteck und zwei angesetzten Halbkreisen.
Die Traglufthalle hat die Form eines Halb-
zylinders mit zwei angesetzten Viertelku-
geln, ihre Hohe betragt 10 m. Man berechne

a) die Grundflache der Traglufthalle (in m?),
b) den Rauminhalt der Traglufthalle (in m?),
¢) die Oberfliche der Traglufthalle (in m?),
also die Fliche des Gewebes, das fiir die
Halle benétigt wird. L.

A84a1151 Die im Mai 1973 fertiggestelite
2200 km lange Erdolleitung Ust-Balyk-Ufa-
Almetjewsk hat eine maximale DurchlaB-
fahigkeit von 90 Mill t jahrlich, d. h. bei einem
ununterbrochenen Betrieb (365 Tage) kon-
nen durch diese Leitung, die einen Rohr-
durchmesser von 1220 mm hat, in einem
Jahr 90 Mill. t Erdél flieBen.

a) Wie groB ist unter diesen Bedingungen
die mittlere Geschwindigkeit des transpor-
tierten Erdols (in km - h™* bzw. inm - s™")?
b) Wieviel Stunden betragt die Zeit, in der
das Erd6l von Ust-Balyk bis Almetjewsk
flieBt? L.

W 8 w1152 Wieviel verschiedene sicbenstel-
lige natiirliche Zahlen kann man im dekadi-
schen System mit Hilfe von sieben verschie-
denen Grundziffern bilden,

a) falls alle diese sieben Grundzilfern von
Null verschicden sind,
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b) falls eine dieser sieben Grundziffern gleich
Null ist? Dr. Gerhard Hesse, Radebeul

W 8 m1153 a) Es ist zu beweisen, daB es in
einem n-Eck (n=3) héchstens n—3 iiber-
stumpfe Winkel (d. h. Winkel, die gréBer
als 180° sind) gibt.

b) Es soll fiir n=5 ein spezielles n-Eck
mit genau n—3 Gberstumpfen Winkeln ge-
zeichnet werden.

Anleitung zu Lésung : Der Beweis zu a) wird
am besten indirekt geftihrt; dabei kann die
Formel fir die Summe s der Winkel eines
‘n-Ecks benutzt werden: s=(n—2)180°. T.

W 8*1154 Die abgebildete Figur stellt zwei
Kreise k, und k; mit den Mittelpunkten
M, und M,, den Radien r;=r,=3 cm und
dem Mittelpunktsabstand M, M, =e=5 cm
dar. Die Schnittpunkte 4 und B der Geraden
M, M, mit den Kreisen k; und k; wurden
mit den Schnittpunkten P und Q der beiden
Kreise verbunden. Es ist der Flicheninhalt

des Vierecks APBQ zu ermitteln. Sch.
Q
A + 8
My § M
P

W 8*1155 Manbeweise, daB in jedem recht-
winkligen Dreieck A8C, dessen Hypotenuse
die Lange A4 AB=c,dessen Katheten die Lingen
BC=a, AC=b und dessen Hohe auf AB
die Lange A hat, die folgende Gleichung gilt:
1 1 1
FRERTY
Thomas Maiwald, POS Olbersdorf, KI. 7

W9all56 Es sind alle geordneten Paare
(x, y) von natirlichen Zahlen anzugeben,
fiir die die Gleichung

xX2—y2=1972
erfillt ist. Sch.
W 9a 1157 Die abgebildete Figur stellt ein
gleichschenkliges Dreieck 4BC mit der Basis
AB=a=6 cm und den Schenkeln 4C=BC
=b=35 cm dar, dem ein gleichseitiges kon-
vexes Sechseck DEFCGH so einbeschrieben
wurde, daB der Eckpunkt D die Basis AB
des Dretecks ABC halbiert und die Seiten
EF und GH parallel zur Hohe CD des
Dreiecks ABC sind. Es ist der Flicheninhalt
des Sechsecks zu ermitteln. Sch.
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W 9*1158 Die abgebildete Figur stellt ein
Quadrat 4BCD mit der Seitenlange
AB=a=4cm
dar, dem ein regelmdBiges Achteck
EFGHJKLM mit der Seitenlinge EF=gs
einbeschrieben ist. Es ist der Flicheninhalt
dieses Achtecks zu berechnen.

Roland Schlesinger, Safnitz

D K J c

P
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W 9*1159 In dem Kombinat VEB Loko-
motivbau Elektrotechnische Werke Hans
Beimler in Hennigsdorf werden Elektrotrieb-
wagen fiir den Vorortverkehr entwickelt,
die bereits 1974 den Versuchsbetrieb auf-
nehmen werden. Diese Elektrotriebwagen
haben eine verhiltnismiBig hohe Anfahr-
und Bremsbeschleunigung von

a=1m - 572 und erreichen eine Hochstge-
schwindigkeit von v, =120 km - h™!. Welche
Zeit benoétigt ein solcher Elektrotriebwagen
a) fiir eine Strecke von einer Haltestelle bis
zu der néchsten 4 km entfernten Haltestelle?
b) fiir eine Strecke von 20 km, wenn auf
dieser Strecke Haltestellen im Abstand von
jeweils 4 km vorgesehen sind und der Zug
jeweils 30 s halt?

c) Welche Zeit bendtigt fiir die Strecke von
20 km im Falle b) ein Vorortzug, der nur
eine Beschleunigung von 0,6 m-s~2 hat
und nur eine Hochstgeschwindigkeit von
90 km - h™! erreicht?

Anleitung zur Lésung :

Man nehme zunichst eine gleichmiBig be-
schleunigte Bewegung bis zur Erreichung
der Hochstgeschwindigkeit an, dann die
konstante Hochstgeschwindigkeit und end-
lich bis zur Erreichung der nichsten Halte-
stelle eine gleichmaBig verzogerte Bewegung.
Dazu benutze man die Formeln fiir den Weg
und die Zeit bei der gleichmdBig beschleu-
nigten Bewegung (vgl. Tafelwerk, 7. bis 12.
Klasse, S. 74). L.

W10/12m1160 Inden Abbildungen 1,2und
3 sind drei gleichschenklige Dreiecke gezeigt,
bei denen die Linge der Schenkel jeweils
gleich 0,5 ist und das iber der Basis konstru-
ierte Quadrat den Fliacheninhalt 0,25 bzw.
0,50 bzw. 0,75 hat. Man berechne in allen
drei Fillen die GroBe des Winkels y.

Dr. Willy Bennewitz, Radebeul

1 2 3
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W 10/12 m1161

der Gleichung
|x—10]+ |x=2]|=]|x*—10x+16|

im Bereich der reellen Zahlen zu ermitteln.

Andreas Schwarzig, Gorlitz

Es ist die Losungsmenge

W 10/12*1162 Es sei ABCDEFGH ein ge-
rades Prisma mit der quadratischen Grund-
fliche 4 BCD (Seitenlidnge a) und der Hohe h.
Dabei sollen die Punkte E, F, G, H senkrecht
iiber den Punkten 4, B, C bzw. D liegen.
Die Flichendiagonale "EG sei durch die
Punkte P, und P, in drei glelchlange Teile
geteilt, so daB EP, =P,P,=P,G ist. Esist das
Volumen des Korpers ABCDP,P, zu be-
rechnen, der durch die Kanten Iﬁ T
P,DEEFz_cﬁﬁzi_cc_Dzﬁund
P, P, begrenzt ist. Detlef Tolksdorf (K. 11)

und Frank Burghard: (Kl. 10),

Spezialschule Frankfurt (Oder)

W 10/12*1163 Es sei
f(x)=ay+a,x+ax* +ax

ein Polynom mit reellen Koeffizienten aq, a,,

a,, a;, und es sei

FO)=/1)=fD)=1, A3)=100.

Man ermittle die Koeffizienten a,, a,, a,, a;

dieses Polynoms. L.

W 7m1109 Viele Leser haben bemerkt, da
sich in diese Aufgabe ein Fehler eingeschli-
chen hat:

Es muB heiBen: 47 Kopeken (nicht 46k.). Wir
verlingern den Einsendetermin fiir diese Auf-
gabe bis 7. Marz 1974.




alpha-Wettbewerb
1972/73

Preistriiger

Dittmar Kurtz, Friedrichsrode; Andrea Nie-
Ben, Berlin; Roger Labahn, Leipzig; Audrey
Hoffmann, Berlin; Berthold Mobius, Dres-
den; Andreas Kasparek, Grifenhainichen;
Thomas Luschtinetz, Stralsund ; Martin Bliim-
linger, Linz (Osterreich); Andreas Fittke,
Berlin; Uwe Hanisch, Dresden ; Heinz Ernst,
Linz (Osterreich); Steffen Hanisch, Dresden ;
Wolfgang Taubert, Meiningen; Michael
Winks, Berlin; Iris Schulz, Rotta; Thomas
Kaatz, Grifenhainichen; Oberschule Friede-
burg (Kollektiv); Monika Schiobe, Rotta;
Uwe Trautvetter, Neuenhofe; Heiko Miiller,
Schmalkalden; AG Jg. Mathematiker, Lichte;
Franz Sander, Gorlsdorf; Dagmar Lorenz,
Gérlitz; Cordula Becker, Moskau (UdSSR);
Ing. A. Korner, Leipzig; Andreas Philipp,
Rochlitz; Roland Schlesinger, SaBnitz; Ste-
fan Krotenheerdt, Halle; Klaus Baumgart,
Dresden, Bernd Bojahr, Greifswald, Viktor
Chatschtschanski, Dzerschinsk (UdSSR).

Vorbildliche Leistungen

UIf Ritschel, BooBen; Ute Busch, Loben-
stein; Eckhard Liebscher, [lmenau; Andreas
Feige, Miihlhausen; Michael Reissig, Halle;
Riidiger Schultz, Bergen (Rg.); Arnhild Lo-
renz, Gorlitz; Torsten Ueberdick, Halle;
Bengt Nolting, Greifswald ; Angela Gebhardt,
Bernsbach; Gudrun Billig, Coswig; Klaus
Heving, Halle; Cornelia Thannhausser, Linz
(Osterreich); Udo Fechner, Spremberg; Peter
Herrmann, Zahna; Karsten und Frank Rich-
ter, Herzberg; Sylvia Schmidt, Buchholz;
Wolfgang Huschmann, Oelsnitz; Heike Man-
they, Ribnitz-Damgarten; Jirgen Sigen-
schnitter, Cottbus; Dagmar Laux, Leipzg;
Frank Zschomig, MeiBen; Gunter ReiBig,
Weimar; Claudia Riemer, Ponickau; Dieter
Kratsch, Gohren; Claudia Kummer, Leip-
zig; Pamela Teubner, Leipzig; Frank Seidel,
Radebeul ; Wilfried Rohnert, Radebeul ; Chri-
stiane Mallek, Berlin; Birgit Rosenberger,
Suhl; Holger Stehfest, Havelberg; Atzel
Miiller, Oberlungwitz; Uta Weidauer, Berns-
bach; Andreas Kopf, Berlin; Heiner Schulz,
Strausberg; Bernd Brautigam, Astrid Pflaum;
Andreas Goldhahn, Bernsbach; Andrea Ho-
nemann. Stiitzerbach, Stephan Jung, Berlin;
Frank Bergner, GroBenhain; Clemens Jau-
nich, Cottbus; Martina Menge, Bernburg;
Volkamr Tiirke, Auerbach; Regina Bohr,
Berlin; Bettina Miiller, Bannewitz; Ronald
Résch, Karl-Marx-Stadt; Michael Minx,
Berlin; Raif Kretschmar, Dresden; Peter
Burkhardt, Steinbach-Hllg.; Michael Kauf-
mann, Linz (Osterreich); Annekatrin Elsner,
Ponickau; Kathrin Kotzner, Radebeul; Ma-
nuel Richter, Wilthen ; Birgit Amhold, Rade-
beul; Torsten Léwe, Schleiz; Birgit Oelschle-

gel und Arndt GlaBer, beide Altenbeuthen;
Frank Briuer und Frank Macher, Bahratal;
Kurt Schulze, Himmelsberg; Hartmut Rom-
mel, Niederspier; Ulrich Crinesura, Weida;
Stefan Borchhardt, Worbis; Rainer Grimm,
Breitenbach, Martin Obst und Sylvia Czar-
ratzki, beide Zaatzke; Bettina Schulz, Rotta;
Frank Billert, Manfred HiauBler, Uwe Lumm,
Andreas Hempel, Uta Steinmetz, Katrin
Steinmetz, alle Clingen; Dirk Herrmann,
Alt-Toplitz (aus Kl. 2); Karin Rasche und
Jiirgen Giber, beide Stolpen; Barbara H6pf-
ner, Wolgast; Frauke Apel, Klausdorf; Tho-
mas Lenz und Norbert Behnke, beide Greu-
Ben; Iris Schwerdt, Zornigall; Bernd Pauli,
Pfaffroda; Tino Puppe und Claudia Barthel,
beide Burkau; Christina Grau, Falk Oel-
schlager, Constanze Prause, alle Schmal-
kalden; Torsten Flade, Beierfeld; Ute Busch,
Lobenstein; Claudia Riemer, Ponkau.

Weitere 2400 Wettbewerbsteilnehmer er-
hielten Urkunde und Abzeichen in Silber.
Alle, die das Abzeichen in Gold erworben
haben, ver6ffentlichen wir in Heft 1/74.

Kollektive Beteiligung von Schulen

am alpha-Wettbewerb

OS Riidnitz; OS Kuhfelde; OS Fambach;
J. G. Seume-OS Schmalkalden; OS Mahlis;
OS Clingen; OS I SaBnitz; OS GroB Wi-
stenfelde; Wille-Wallstab-OS Loderburg; OS
IT Hainichen; OS I Teterow; OS Stolpen;
OS Pfiffelbach ; OS Bornstedt; 3. OS Weida;
J.-Brinckmann-OS Goldberg; Goethe-OS
Gnoin; Hugo-Jacobi-OS Zella-Mehlis; Ge-
schw.-Scholl-OS Wittenberg; OS Neuen-
hofe; EOS Worbis; Egon-Schultz-OS
Grimma; Klub Junger Mathematiker Cott-
bus; Pionierhaus Juri Gagarin, Karl-Marx-
Stadt; OS Klausdorf; OS Oberschénau;
Juri-Gagarin-OS GreuBlen; E.-Thdlmann-OS
Karl-Marx-Stadt; OS Ldssau; 3. OS Neu-
strelitz, Fritz-Reuter-OS Siedenbollentin; OS
Iund II Breitungen ; OS Giisen; OS Beierfeld ;
OS Wolkenburg; Karl-Marx-OS Wilkau-
HaBlau; OS Wohlmirstedt; Hegel-OS Mag-
deburg; OS Wellmitz; Hanno-Giinter-OS
Firstenwalde; OS GroBbartloff; Th.-Neu-
bauer-OS Bad Salzungen; OS Viernau; Co-
menius-OS Oranienburg; OS Ziegelheim;
OS Teistungen; OS Bischofferode; C.-Zet-
kin-OS Wiehe; Egon-Schultz-OS Berlin; OS
Wernshausen; E.-Hartsch-OS Gersdorf; OS

Schorssow; G.-Hauptmann-OS Obercune-
walde; OS Altentreptow; OS Sachsendorf;
Max-Lenk-OS Zepernick; Fr.-Engels-OS Ef-
felder; A.-Becker-OS Spremberg; A.-Diester-
weg-OS Spremberg; OS Ahlbeck; OS As-
bach; F.-Schiller-OS Eilenburg; OS Stein-
bach-Hallenberg; OS Burkau; OS Zaatzke;
E.-Schneller-OS Hoyerswerda; OS Naun-
dorf; OS Bahratal; OS Gr. Schwarzlosen;
A.-Diesterweg-OS Lobenstein; OS Mittel-
stille; OS Jordenstorf; OS Blumberg; OS
Schernberg; OS Alt-Toplitz; 22. OS Rostock;
K.-Kollwitz-OS Dingelstiddt; OS Rotta; E.-
Rietschel-OS Pulsnitz; OS Zornigall; OS
Neukloster; OS OBling; OS Lowenberg;
OS Cossebaude; A.-Becker-OS Kamsdorf;
OS Vockerode; OS Treben; M.-Poser-OS
Drognitz; OS Lichte; F.-Dettmann-OS Stral-
sund; OS Spora; L.-Fiirnberg-OS Wege-
leben; OS Olbersdorf; Pestalozzi-OS Ober-
lungwitz; alpha-Club 29. OS Leipzig; H.-
Beimler-OS  Hirschfeld; Karl-Marx-OS
Schmalkalden; OS Wernshausen; OS Frie-
deburg; OS Neetzow; K.-Liebknecht-OS
Karl-Marx-Stadt; OS Breitenbach; OS Win-
gerode; Lenin-OS Wolgast; OS Brehme; OS
Beierfeld; OS Leinefelde; OS Wohlmirstedt;
OS Menterode; E.-Hartsch-OS Gersdorf;
OS Lichte

Im Wettbewerbsjahr 1972/73:
44 300 Losungen

%

L

1l

Knin% | 47 | 49 | 50 | 56 | 56 | &
Miin%| 53 | ¥ | 50 | 44 | 42 | 2
Entwicklung des

alpha-Wettbewerbs 1967/73

12 A
" /N
10 \ }
9 JT NI/ \ ]
8 1 in 1000 :
7 B —
; _ 1
. - \
3 ~ N
1
2 — -
1 I -
Heff | 4 2 3 % 511 2 3 & 5|1 2 345 6 1 3[5 6 2 3|t56 1 215
Jahr 1967 1968 1969 19639 7/ 70 1970 /771 1971/72 1972/73

+umgestellf von Kolenderjahr oul Schuljohr

} ob Wellbewerbsjohr 1971/ 72 nur roch % Wetbewerbe im Johr
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In freien Stunden I||I|Iﬂ heiter

,,Achtung, alle im Chor*
Utschitelsko delo, Sofia

Der Aquilaber

Barnard, englischer Publizist fiir unterhaltsame Ma-
thematik, nannte dieses bei uns als ,,Windspiel*
bekannte System aus ,,Aquilibristik“ und ,,Kande-
laber*“. Barnards Aquilaber hing in seinem Zimmer und
befand sich im Gleichgewicht.

Welche beiden Gegenstinde halten das System (be-
stehend aus Fischen, Kugeln, Glockchen und Waage-
balken bzw. Kombinationen davon) anstelle des
Fragezeichens (=x) in der Schwebe? Das Gewicht
der Fiden bleibt dabei unberiicksichtigt, nicht aber

das der Waagebalken. (Aus NBI, Arithme-
tische Gymnastik 30)

Eine Zahl fehlt

In jeder Reihe fehlt eine Zahl, die in den zur Auswahl
stehenden Zahlen enthalten ist. Die Zahl kann gefun-
den werden, wenn eine Beziehung zwischen den Zahlen
innerhalb der Reihen erkannt wird.

Oberlehrer H. Patzold, Waren/Miiritz

321 832 QO 7

a 4,6, 8

214 O 15 17 B

%) 8, 13; 25
565 3 Oz ¢+
al 8,24, 361
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Liufersprung

Fiir eine geeignete Folge von Lauferziigen gilt: Die
Felder der obigen Figur, auf denen der Laufer nach-
einander steht, tragen Silben, die in dieser Reihenfolge
einen aus dem Mathematikunterricht der Klasse 6
bekannten Satz darstellen.

Irmgard Triger, Dr.-R.-Sorge-OS, Ebersbach
/// ///A/nes V/A//n 7

ein ecks % o 7K
7 N7 .
% :vchne/ % el

Der zerbrocheme Krug

hen

diie 7/
{/% punkt
nem %

den

7

//% an
drei [/ %

Einer der zerbrochenen Kriige 148t sich mit den vier
Bruchstiicken wieder reparieren.

v
LA

&P af

Das hab ich mir ausgedacht

dﬁ—d=,ﬁg-
F t¢ = Aa
4+e=9«

Elke Schonemann, AG-Mathe (Kl. 7), Elbingerode



Magisches Quadrat

Es sind drei Ziffern so zu vertauschen, daB ein magi-
sches Quadrat entsteht, d. h. die Summen in jeder
Spalte, Reihe und Diagonale iibereinstimmen.

Lutz Gdrtner, Pestalozzi-OS Wismar (K. 9)

7113 3|6

1| 8|17 5

% | 1|15 | #

Kreuzwortritsel

Waagerecht: 1. Zeichen fiir Sinus; 6. halber Durch-
messer eines Kreises; 8. Korper mit paralleler Grund-
und Deckflache; 19. Zeichen fiir 4rkus.

6 \\
: _
LU

V|

Senkrecht: 2. Vorsilbe fur nicht, un. . . ; 3. dem Zenit
gegeniiberliegender Punkt der scheinbaren Himmels-
kugel ; 4. griechischer Buchstabe (Zeichen fiir Summe);
5. griechischer Buchstabe; 7. Kurzzeichen einer Ar-
beitseinheit; 9. Flichenmas.

Die Buchstaben entlang des Pfeiles ergeben ein Glied
der Aditionsaufgabe. Frank Berger, Grofienhain (K!. 8)

Wasserhahne unter sich

Mathematikfachlehrer K. Koch, Schmalkalden

Punkt, Punkt, Punkt
<>
()
Schni t Mitt kt
Scheitelpunkt chnittpunk ittelpun
(o4
(=N
. >
b 100 ™
Eckpunkt Siedepunkt

Wendepunkt

’m

Punkt 8 Uhr ’N

Schwerpunkt

F. Fricke, Berlin

Die Anekdote — Das beste Werk

Abraham Gotthelf Kdistner (1719 bis 1800), Mathe-
matiker und Epigrammdichter, lernte als Student
so spielend leicht, daB er es sich vor seinem Staats-
examen leisten konnte, mit der bildhiibschen Tochter
seines Professors spazierenzugehen, anstatt die Nase
in die Biicher zu stecken. Als ihn der Professor
deswegen zur Rede stellte, erwiderte Kdstner schlag-
fertig: ,,Herr Professor, Sie haben uns Studenten als
Vorbereitung fiir das Examen das Studium Ihrer eige-
nen Werke empfohlen. Thre Tochter halte ich fiir Ihr
bestes.*
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Zum 25. Geburtstag
der Pionierorganisation

(&

¢ {,;,wlf ZZQZM%

Sei stolz auf deine Organisation,
Junger Pionier!

® Uber 6 Millionen Menschen in unserer
Republik waren in den 25 Jahren des Beste-
hens der Pionierorganisation Mitglieder die-
ser Organisation.

® Pionierrepublik Wilhelm Pieck heiBt das
groBte und schonste Pionierlagerin der DDR.
60 km von Berlin entfernt, empfingt die
Pionierrepublik (1952 errichtet) jeweils 800
bis 1000 Pionierrite fiir 8 bis 10 Wochen.

® Der Verlag Junge Welt gibt 9 Zeitungen
und Zeitschriften fiir die Jugend heraus.

® Unsere Pionierorganisation Ernst Thdl-
mann ist mit mehr als 40 Pionier- und Kin-
derorganisationen auf allen Kontinenten
freundschaftlich verbunden.

o Fast 4000 Pioniere aus 25 Lindern sind
Jahr fiir Jahr zu Gast in der Pionierrepublik,
im Pionierlager Prerow an der Ostsee und
in anderen schénen Lagern.

® Bis zum Sommer 1971 rollten bereits
36 Freundschaftsziige — besetzt mit Lenin-
und Thédlmann-Pionieren, FDJ-Mitgliedern
und Komsomolzen — iiber die Grenzen der
UdSSR und der DDR.

® Das Abzeichen fir gute Arbeit in der
Schule ist die dlteste Auszeichnung der
Pionierorganisation Ernst Thdlmann. Es
wurde im Verlauf von 25 Jahren an iiber
eine Million vorbildlich und aktiv in ihrer
Gruppe titige Pioniere verliechen.

® Der Kinderbuchverlag. das Berliner Thea-
ter der Freundschaft und funf weitere Kinder-
theater, 50 zentrale Pionierlager und 367 Hiu-
ser der Jungen Pioniere, Stationen Junger
Touristen, Techniker und Naturforscher ge-
horen in unserer Republik den Kindern.

® Jede Woche lesen fast eine halbe Million
Pioniere ihre Pionierzeitung Trommel.

Pionierorganisation

!

LEmst Th

1dlmann®

Rechenzentrum alpha
begeisterte in der Berliner Wuhlheide

,»Immer lebe die Sonne'* — Das war das
Motto des Internationalen Kinderfestes zu den
X. Weltfestspielen, das am 1. August 1973
in der Berliner Wuhlheide stattfand. Zehn-
tausende Kinder aus 46 Lindern hatten in
Stadien, auf Biihnen, in Kabinetlten, am
Badesee und an den Bastel- und Knobelstra-
Ben unvergeBliche Erlebnisse. '

GroBen Zuspruch hatte das unweit von der
Station Junger Techniker aufgebaute Rechen-
zentrum alpha des Hauses der Jungen Pioniere
Bautzen. Etwa 500 Pioniere iiberpriiften ihr
Wissen und erhielten ein Souvenir und einen
von Bautzener Pionieren geschriebenen Kar-
tengruB. Das Rechenzentrum alpha bereitete
den Pionieren viel SpaB. Dariiber freuten wir
Betreuer des Rechenzentrums uns am mei-

sten. Das war der verdiente Dank an die
Pioniere und FDlJler in sieben Arbeits-
gemeinschaften des Pionierhauses Bautzen,
die in den vergangenen zwei Schuljahren in
fleiBiger Arbeit das Rechenzentrum ent-
wickelt, projektiert und gebaut haben.

Die Stunden des Festivals waren AnlaB, ein-
mal zuriickzublicken. Wie haben wir damals
vor zwei Jahren angefangen? Das Haus der
Jungen Pioniere Bautzen erhielt den Auftrag,
bis zum /. Zentralen Rdtetreffen im August
1972 ein mathematisches Objekt zu gestalten,
um viele Pioniere der Klassen 1 bis 7 durch
interessante Formen fir die Mathematik zu
begeistern.

In den folgenden Monaten trugen Pioniere
und FDJler der Arbeitsgemeinschaften der
Bereiche Mathematik [ Naturwissenschaften
und Technik ihre Gedanken zusammen und
entwarfen Skizzen. In enger Zusammenarbeit
der Arbeitsgemeinschaften Mathematik, Elek-
tronik, Elekirotechnik, BMSR-Technik und
Technisches Basteln entstand das urspriing-
liche Rechenzentrum alpha, das beim 1. Zen-
tralen Ratetreffen in Dresden seine General-
probe bestand.

Bis zu den X. Weltfestspielen wurde das
Rechenzentrum alpha wesentlich erweitert.
So wurden beispielsweise im vergangenen
Schuljahr von den Pionieren der Arbeits-
gemeinschaft Mathematik Klasse 7 (jetzt
Klasse 8) fur zwei Computer PIKO-dat
Programme entwickelt und gesteckt. Diese
Computer wurden mit einer bereits vorhan-

denen Arbeitstafel iiber eine Relaisschaltung
verbunden. Dadurch wurde das Niveau der
bereits vorhandenen Arbeitstafel wesentlich
erhoht. Heute kdnnen die Pioniere an sieben
Arbeitstafeln (1972 waren es nur vier) logi-
sches Denken, Kombinieren und Rechnen
iiben. Da am Rechenzentrum alpha gleich-
zeitig sieben Schiiler arbeiten konnen, be-
trigt der Durchlauf pro Stunde etwa 80 Schii-
ler. Fiir die Betreuung des Rechenzentrums



alpha sind nur drei Pioniere erforderlich. Die
Tafeln kénnen auch einzeln von Pioniergrup-
pen eingesetzt werden. Alle Tafeln von alpha
werden elektromechanisch und elektronisch
gesteuert und zeigen die Ergebnisse der
Denkoperationen optisch oder akustisch an.
Mit Hilfe von Tasten und Schaltern werden
die Aufgaben von dem am Rechenzentrum
alpha arbeitenden Schiiler eingegeben und
nach erfolgter Rechenoperation auf dhnliche
Weise auf ihre Richtigkeit hin ausgewertet.
Nun méchte ich noch eine Tafel ndher be-
schreiben: Auf einer Sperrholztafel ist die
Landkarte der Sowjetunion mit acht GroB-
stidten eingezeichnet. Je zwei Grofistidte
sind durch Gliihlampenketten miteinander
verbunden. Durch Betitigen eines Dreh-
schalters mit vier Ebenen leuchten zwei (durch
Glithlampen verbundene) Stidte der Sowjet-
union aufl. Dreht man den prismenformigen
Drehschalter um 90° weiter, so ist eine neue
Aufgabe zu 16sen und es leuchten zwei andere
entsprechende Glithlampen auf. Nach schrift-
licher Losung der Aufgabe wird das drei-
stellige Ergebnis auf einem Schaltpult mit
den Ziffern 0 bis 9 durch vierpolige Stecker
gesteckt und der Stromkreis durch einen
Schalter geschlossen. Bei richtiger Losung
leuchten die Anzeige ,,Richtig* (griin) und
die Glithlampenkette zwischen den zwei
Stiddten aul. Bei falscher Losung leuchtet die
Anzeige ,,Falsch* (rot) auf und die Gliih-
lampenkette blinkt rot.

Zum SchluB noch eine Aufgabe von dieser
Tafel:

Im Jahr 1970 flossen 8,5 Mill. Tonnen Erdol
durch die Pipeline Freundschaft in die DDR.
1975 werden es bereits 16,5 Mill. Tonnen
sein. Die Lange der Olleitung von K uibischew
bis Schwedt betrdgt 1200 km. Diese Strecke
durchflieBt das Erd6l in 20 Tagen.

Wieviel Kilometer legt es in 8 Tagen zuriick?
(Losung: 480) Ehrenfried Zschech

(E. Zschech ist langjdhriger Leser der alpha,
mehrfach Preistriger und Trdger des alpha-
Abzeichens in Gold, d. Red.)

Aus der Zentralschule
der Pionierorganisation ,,Ernst Thilmann*
berichtet

In den letzten Tagen und Wochen bereiteten
wir uns — Studenten und Lehrer der Zentral-
schule der Pionierorganisation Ernst Thdl-
mann in DroyBig (bei Zeitz) —auf den 15. Ge-
burtstag unserer Schule und den 25. Jahrestag
der Griindung der Pionierorganisation Ernst
Thédlmann vor. Wir haben mit dem Polit-
biirobeschluB vom Juli 1973 einen KompaB
fiir unsere politische und padagogische Ar-
beit erhalten. Mit neuen Initiativen werden
wir zur Ausbildung klassenbewuBter Freund-
schaftspionierleiter beitragen. Vor allem das
Studium des Marxismus-Leninismus und der
Erzichungswissenschaften bildet die solide
Basis der Ausbildung unserer Studenten.

Im ProzeB der Ausbildung erwerben sie unter
anderem auch die Lehrbefahigung fir die
unteren Klassen. Ziel der Ausbildung im
Fach Methodik des Mathematikunterrichts
ist es, die Studenten zu befihigen, einen lehr-
plangetreuen Unterricht in den Klassen 1 bis
4 zu erteilen. Besondere Beriicksichtigung
findet dabei die Anwendung der in diesem
Fach erworbenen Kenntnisse und Fahigkei-
ten in der spdteren Arbeit auf auBerunter-
richtlichem Gebiet.

Unser Grundsatz ist, die auBerunterrichtliche
Tatigkeit in den gesamten Bildungs- und
ErzichungsprozeB der Schule einzuordnen,
damit sie ein breites Betatigungsfeld der
FDJ und Pionierorganisation bildet. Dabei
sind besonders die Aspekte einer politisch-
ideologisch niveauvollen, interessanten und
vielseitigen Massenarbeit und einer ziel-
gerechten Forderung von Neigungen, Inter-
essen und Begabungen zu beachten.

So fertigten unsere Studenten des 2. Studien-

jahres im Schuljahr 1972/73 viele Knobel-
wandzeitungen mit gesellschaftlichen The-
men an. An der Losung der Aufgaben dieser
Knobelwandzeitungen beteiligten sich 170
Pioniere und Schiiler der Klassen 1 bis 4
unserer Ubungsschule, der Oberschule Droy-
Big.
Den Hohepunkt der auBerunterrichtlichen
Tétigkeit auf mathematischem Gebiet bildete
im Mai (nach Beteiligung der Pioniere und
Schiiler an der 1. und 2. Stufe der ABC-
Mathematik-Olympiade) die 3. Stufe — die
ABC-Schulolympiade der Klassen 1 bis 4
der OS DroyBig, durchgefiihrt als Klausur
(mit anschlieBender kultureller und sport-
licher Titigkeit und Auszeichnung der Besten.
Die Weiterfithrung dieser Arbeit betrachten
wir als einen konkreten Beitrag zur Verwirk-
lichung des Politbiirobeschlusses Fiir ein
hohes Niveau der sozialistischen Erziehung in
der Pionierorganisation Ernst Thalmann.

1. Koch




Heronsches Dreieck

1973

In Heft 6/72 wurde mit einer originellen
Vignette allen Lesern ein [rohes 1973 ge-
wiinscht. Mir hat sie AnlaB zu weiteren
Knobeleien gegeben:
Es zeigt sich, daB das pythagoreische Drei-
eck mit den Seitenldngen ¢=10, a=8, b=6
nebst seinem Um- und Inkreis sowie seinen
Ankreisen noch weitere Spielereien mit den
Ziffern der Jahreszahl 1973 zulaBt.
Der halbe Dreiecksum(ang laBt sich ndmlich
in der Form
s=£h—£= —1+9+7-3
schreiben. Mit den Differenzen
h—a)=—149—T7+3
s—hy= 149-7+3
(s—c¢)= 1-94+7+3
ergibt die Heronsche Dreieckslormel den
Fldcheninhalt
A= /s(s—a) (s—b) (s—¢)
=J(=149+7-3)(-14+9-7+13)
S J+9-T+3)(1-9+7+3)
=(1-94+7+3)(-14+9+7-3)
=124+92-72-3%
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Weiter betrigt der Radius des Umkreises
(der Mittelpunkt des Umkreises ist der
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auf den
drei Seiten)
abc
r-a—1(9—7+3).

der Radius des Inkreises (der Mittelpunkt
des Inkreises ist der Schnittpunkt der Win-
kelhalbierenden der drei Innenwinkel)

o=A=1-94743.
S

Die Radien der Ankreise (jeweiliger Mittel-
punkt als Schnittpunkt der Winkelhalbieren-
den der beiden Aufenwinkel und der Win-
kelhalbierenden des nicht benachbarten In-
nenwinkels) sind

0, = 0=1+9-7+3
(s—a)
s
0r= =—149-7+43
b (s—b)g
0. =—> Q=—l+9+7+-3.

(s—0¢)
SchlieBlich ist die Summe der Flacheninhalte
des Inkreises und der drei Ankreise (siche die

A Fig. 1973) noch proportional dem Aus-
druck
+ei+ei+ei=(1+97+(7+3)

Vi1+9)(7 +3)

Das Jahr 1973 scheint demnach in besonders
innigem Zusammenhang mit der Mathema-
tik zu stehen! Viel SpaB bei der Kontrolle
des Zahlenspiels.
Zeige, daB
el +ei+oi+oi=a*+b +ctist.

F. Klar

Das it sic. di Seite
as 1st s1e, die
1000

der Schiilerzeitschrift alpha.

1973/74

Welch ein Zufall! Unabhiingig von der obi-
gen Leserzuschrift sendet unser westdeut-
scher Mitarbeiter die nachfolgende Figur
mit dem folgenden Text:

Als Heronsche Dreiecke bezeichnet man solche
Dreiecke. deren Seiten rationale MaBzahlen
haben und deren Flidcheninhalt ebenfalls
durch eine rationale Zahl angegeben werden
kann (nach dem griechischen Mathematiker
Heronvon Alexandria,ca. 100v.u.Z.)

>
&~
b3
o ¢
BN
+
N
~
~1489-7 +% 14VG7 *4
19 -7 +V%
s=14+94+7+4
A=14+9+74

Ganzzahlige Werte
im dargestellten

Dreieck MaBzahl
drei Seiten a, b, ¢ 15.13. 14
halber Umflang s 21
Flacheninhalt A 84
Hohe h, 12
Hohenabschnitte Pes 4c 5.9
Inkreisradius e 4

H. Decker



Losungen

W 9*1030 Nach dem Satz des Pythagoras
gilt. da a. b. ¢ die Lingen der Katheten
bzw. der Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks sind,

a’+b*=c2
Hieraus folgt wegen c+0

e+ =

(4 ¢

Ferner gilt, da jede Kathete kiirzer als die
Hypotenuse ist,

%<1und 2< 1.

c ¢
Daraus folgt, weil n—2 nach Voraussetzung
eine von Null verschiedene natiirliche Zahl

H n-2 -2
fst. (g) <1 und (2) <l
(4 4

Dabher gilt

=
=
(=9
Y IO 6w
~— —
I Il
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~

+
N
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\/
~
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a+b"<c", w.z b.w.

1. Wir erhalten

2 2
a’—b2+ab=a2+ab+b7—b2—b—

4
b\ 5
= ) —2p2
(a+2> 3

=(a+g+%\/§b> <a+g—%J§b), also

a*—b*+ab

=[a +%(\/§+ l)b] [a—%(ﬁ— l)b] .

womit dic gelorderte Faktorenzerlegung ge-

geben ist.

2. Angenommen, es gibe auch [ir die Summe

a® +b? +ab eine solche Zerlegung in Linear-

faktoren. Dann hitten diese Linearfaktoren

die Form a+xb bzw. a+ yb, wobei x und y

reelle Zahlen sind, und es wiirde gelten

a’+ b +ab=(a+xb)(a+yb) -
=a®+(x+y)ab+ xyb>.

Hieraus folgt, da die Koeflizienten von ab

und h? auf beiden Seiten iibercinstimmen

miissen, x+y=1

und xy=1, also wegen x%0

W 9*1031

y=-.
X

. 1
Daraus folgt weiter x+-=1,
x

also  x*—x+1=0.
Nun gilt aber fiir alle reellen x
3

1
x2—x+l=x?—x+-+=
4 4

1\2 3 3
— —_— >z
(X ) +-=2—,

was zu einem Widerspruch fuhrt.

Daher 14Bt sich die Summe a?+b%+ab
nicht in zwei Faktoren von der geforderten
Art zerlegen.

10/124 1032 Angenommen, (x, y) sei eine
Losung des Gleichungssystems (1), (2). Dann
gilt wegen (1) y=5—x, also wegen (2)
x*+(5-x)°=275,
x34+55—5-5%+10-53x2-10- 52x>
+5-5x*—x3=275,

25x* —250x? +1250x2 - 3125x +2850=0,
x*—10x3 + 50x2 — 125x+ 114=0.

Wir setzen
f(x)=x*—10x>+50x>—125x + 114.

Dann gilt f(0)=114,£(1)=130,1(2)=0.f(3)=0,
d. h. die Gleichung (4) hat die reellen Losun-
gen x;=2und x,=3.

Weitere reelle Losungen hat diese Gleichung
nicht; denn wir erhalten durch Division

)]

)

fx) 2
—2= —=x?—5x+19.
C-DG-3)
Und es gilt fiir alle reellen x
12—5x+19=x2—5x+?+19—24—5

5\%, 51
—(X—5> +T>0.

Wegen (1) erhalten

wir firx,=2 y,=3

und Rir x,=3 y,=2.
Wenn also das gegebene Gleichungssystem
iiberhaupt reelle Losungen hat, so konnen
es nur die Ldsungen (2, 3) und (3. 2) sein.
Durch die Probe iiberzeugen wir uns davon,
daB fir diese Werte die Gleichungen (1)
und (2) erfiillt sind, daB also genau diese
Paare Losungen des gegebenen Gleichungs-
systems sind.

10/1241033  a) Angenommen, es sei (x, y)
ein geordnetes Paar reeller Zahlen mit y =0,
fiir das die Gleichung

(P +y)P=x—y?
erfiillt ist. Dann gilt

X +2x2y2 4yt —x+ y* =0,

Y+ (2x2 + 1)y? +x*—x=0. )
Diese quadratische Gleichung fir y?> hat
die folgenden Losungen

(1)

1 1
T=—x2—24 [P+ —xt4x
¥ 2 4

=—x’—%+ /xz+x+%
1 1)?
—_x2_1L =z
=-X 2+\/(x+2)
1 1\?
2_ 2 __ il
ye=-xi-t \/(x+2).

Wegen y>20 kommt nur die Lésung (3)
in Frage.

€

4

und

.. 1 . 1
Fiir 2 ——gilt x+=-20,
i X2 3 gilt x 52

und wir erhalten

()

Dabher ist y*>0 nur dann, wenn x20 und
x=1, d. h. nur Rir

yi= —xz—%+x+%=x(l - Xx).

0<xs1. (6)
In diesem Falle gilt
y=+/xl—x) ™

Fiir x< -% gilt x+%<0, also

d. h., wir erhalten keine reellen Werte fir y.

Wegen (6) besteht daher der Definitions-

bereich von f aus allen reellen

x mit 0£x<1.

b) Wegen (7) gilt
y=f(x)=/x(1-x).

y

(8)

2N

0 ‘ 1
2

c) Wegen (8) gilt y=0 genau dann, wenn
x=0 oder x=1. Die Funktion hat also die
Nullstellen x, =0 und x,=1.
Ferner gilt

1
7

x=%. Daher ist der groBte Funktionswert

(das Maximum) %

und y*=-,d. h y=12, genau dann, wenn

d) Wir konnen den Graph dieser Funktion
punktweise konstruieren, indem wir aus (8)
die Funktionswerte fiir x=0; x=0,1; x=0,2;
...; x=1 berechnen (vgl. die Abb.). Zu unserer
Uberraschung stellen wir fest, daB der Graph

ein Halbkreis mit dem Mittelpunkt G 0)
und dem Radius r=% ist.

Das ergibt sich aber auch aus der Gleichung
(5). Wir erhalten nimlich aus dieser Gleichung
yl=x—x%
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Fiir y=0 ist das die Gleichung eines Halb-
kreises mit dem Mittelpunkt (% 0) und

dem Radius r=%.
W 10/12a 1034 1. Es sind fiir Verzinsung

und Tilgung der Kredite zu a) und b) jahr-
lich zu zahlen

1°/, von 32000,- M, d. s. 320-M,
und 5°/, von 13500,- M, d. s. 675~ M,
zusammen also 995~ M,

d. s. monatlich 82,92 M, also rund 83,- M.
2. Die Tilgungszeit ¢ (in Jahren) fiir den Kre-
dit zu b) erhalten wir aus der Gleichung

5 il 100 - 4"
qg—1

Wegen g=1,04 erhalten wir weiter

5(¢'—1)=100-0,04 - ¢',

5q¢'—5=44,

g'=>5, also 1,04'=5.
Hieraus erhalten wir durch Logarithmieren
t-lgl104=Ig5,

lg5 _ 06990 =41

g 1,04 0,01703
Die Tilgungszeit fir den Kredit zu b) betrigt
also rund 41 Jahre.
3. Nach 41 Jahren verbleibt fiir den Kredit
zu a) noch ein Restkredit von
32000,— M—41-320—M=18880,— M.
Da alle Zahlungen von jihrlich 995— M
nunmehr auf die Tilgung des zinslosen Kre-
dits verrechnet werden, erhalten wir die
restliche Tilgungszeit

,_18880

t _W_w,o.
Die restliche Tilgungszeit betrigt also 19 Jah-
re, so daB die beiden Kredite nach ins-
gesamt 60 Jahren getilgt sind.

’

W 10/12m 1035 Da beide Seiten der Un-
gleichung (1) nicht negativ sind. ist diese
Ungleichung genau dann erfiillt, wenn die
folgenden Ungleichungen erfiillt sind:
(ac + bd)* S(a® +b?) (c? +d?),
a*c? +2abed + b*d* S a*c? + a*d? + bc?
+b%d?,
0<a?d*+b*c? —2abcd, @)
0<(ad—bc)>. (5)
Nun ist aber die Ungleichung (5) fiir alle
reellen Zahlen g, b, c, d erfillt, da das Quadrat
einer reellen Zahl stets groBer oder gleich
Null ist.
Dabher sind auch die im Bereich der reellen
Zahlen dquivalenten Ungleichungen (4), (3),
(2) und (1), also die gegebene Ungleichung fiir
alle reellen Zahlen g, b, ¢, d erfiillt, w.zb.w.

@

3)

W 10/12* 1036 1. Fiir alle reellen x gilt

3)

J,(x)=sinx- cosx=% sin2x§%,
da sin2x <1 ist.

Nun gilt f, (45)=21 sinZ=2; daher hat die

Funktion f, den groBten Funktionswert %
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2. Fiir alle reellen x gilt

[/2(x)}*> =(sinx +cosx)* =sinx
+cos?x+2sinx - cosx

=1+2sinx-cosx. Nun gilt

)

wegen (3) sinx - cosxé%, also

[fz(x)]2§1+z.%=2, "

mithin f,(x)</2.

Da nun fz(E)=sin T tcos E=\/§, hat die
4 4 4

Funktion f, den groBten Funktionswert \/5.

W 10/12* 1037 Es soll bewiesen werden,
daB stets gilt

AF -BD-CE=FB-DC - EA. ()
Zum Beweis ziechen wir zunidchst durch D
Zu AB eine Parallele, die die Gerade CF im
Punkt G schneidet, und durch D zu CA4 eine
Parallele, die die Gerade BE im Punkt H
schneidet (vgl. die Abb.).

Nun wenden wir den Strahlensatz an und
stellen Proportionen auf, in denen die in der
behaupteten Gleichung (1) auftretenden Strek-
ken vorkommen. Dabei beachten wir, daB
der Strahlensatz auch dann gilt, wenn der
Scheitelpunkt des Winkels zwischen den
beiden Parallelen liegt. Es gilt

AF AP
—_ ==, )
DG = PD
BD _DH
== (3)
BC CE

Ferner stellen wir Proportionen aul, in denen
die Strecken DG und DH vorkommen:

DG _DC
— =, “)
FB BC
DH _PD
= (5)
EA AP

Aus den Gleichungen (2), (3), (4) und (5)
erhalten wir durch Multiplikation

AF -BD-DG-DH _ AP DH-DC- PD
DG-BC-FB-EA PD-CE -BC-AP
und hieraus durch Kiirzen bzw. Multiplika-
tion mit den Nennern beider Seiten der
Gleichung

EB_DC_E=F—BEE7 w.z.b.w.

541039 Aus 30:5=6"und 6+2=8 lolgt,
daB der FuBginger fiir den Weg von 4 nach B
einschlieBlich der Rast acht Stunden bend-
tigt. Aus 3-5=15 und 30: 15=2 [olgt, daB
der Radfahrer dafiir nur zwei Stunden be-
notigt. Er muB also sechs Stunden, d.s.
360 Minuten, spiter als der FuBginger in A
abfahren.

541040 Wenn in einer dreistelligen natiir-
lichen Zahl die Null nicht als Grundziffer
vorkommt, so kénnen jeweils an der Einer-,
Zehner- und Hunderterstelle nur die Grund-
ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 oder 9 auftreten.
Es konnen also an jeder Stelle genau neun
verschiedene Grundziffern vorkommen. Da-
her gibt es genau 9-9-9=729 dreistellige
natiirliche Zahlen, die nicht die Null als
Grundziffer enthalten.

W 5m1041 Sowohl die Summe zweier ge-
rader als auch die Summe zweier ungerader
natiirlicher Zahlen ist stets gerade. Deshalb
ist X wegen Y+Y eine gerade Zahl Da die
Summe ZX <100 ist, muB X <4 sein. Fiir
X =0 wire XY keine zweistellige natiirliche
Zahl; deshalb muB X >0 sein. Also gilt
X =2 oder X=4.
Aus X =2 folgt Y=1 oder Y=6 bzw. Z=4
oder Z=35.
Aus X =4 folgt Y=2 oder Y=7 bzw. Z=8§
oder Z=9.
Die gesuchten Losungen lauten somit
21 26 42 47
420 426 42 447
_@ % _8 _%

W 5m1042 a) Flache des FuBbodens:

6 m=600 cm, 4,5 m=450 cm,

A, =600-450 cm? =270000 cm?.

Flédche einer quadratischen Fliese:
A,=15-15em?=225 cm?.

Es werden 270000 : 225=1200 Fliesen be-
notigt.

b) Fliche einer rechteckigen Fliese:
A3=120-225 mm?=27000 mm?=270 cm?.
Von dieser Sorte werden 270000 : 270
=1000 Stiick benotigt.

W 5* 1044 Es sei h die Anzahl der verkaul-
ten Hiihner, e die der Enten, g die der Ginse,
p die der Puten und k die der Kaninchen.

Aus 100—(h+e)—(p+k)=100—-52-30=g
folgt g=18.

Aus (e+g)—18=43—18=¢ folgt e=25.

Aus 52—25=h folgt h=27; aus 34—18=p
folgt p=16;

aus 30— 16=k lolgt k=14.

An diesem Tage wurden 27 Hiihner, 25 Enten,
18 Giinse, 16 Puten und 14 Kaninchen ver-
kauft.

W 5*1043 Da die gesuchte natiirliche Zahl
durch 6 teilbar ist, 1Bt sie sich durch z=6-n
(n=0, 1, 2, 3, ...) darstellen. Die Hilfte von z
lautet dann 3 - n; der dritte Teil von z lautet
2-n

Aus 3-n—5=2-n folgt n=5 und damit
z=6-5=30.

641045 Aus s5,=130 m und 5,=220 m
folgt s=130 m+220 m=1350 m. Deshalb gilt
t=§=350m'h=350~60 min=lmin.

v 42km 42000 2
In einer halben Minute hat der Giiterzug den

Tunnel in seiner ganzen Linge durchfahren.




641046 Es sei ABC ein rechtwinkliges
Dreieck mit
¥ ACB=y=90° (vgl. die Abb.).

8

8
Aus a+f=90° und f=2a folgt dann
3a=90° also =30° und f=60°. Wir spie-
geln das rechtwinklige Dreieck ABC an der
Geraden AC als Symmetrieachse; dann gilt
fir die Winkel des Dreiecks ABB’ £ ABB’
= xBB'A= £ BAB'=60°, d. h. das Dreieck
ist gleichwinklig und damit auch gleichseitig.
Aus BB'=4B und BC=CB [olgt dann
2- BC=AB. Die Hypotenuse AB ist somit
doppelt so lang wie dic Kathete BC.

W 6 w1047 Die Ziffern 1, 2, 3 und 4 lassen
sich wie folgt anordnen:

12342134,..,4123
12432143, ..,4132
1324 . e
1342 cans
1423, : . :
14322431,..,4321

Es lassen sich also 4-6=24 verschiedene
Zahlen bilden Jede Ziffer steht genau je
sechsmal an der Einer-, Zehner- bzw. Hun-
derterstelle. Die Quersumme der Ziffern be-
trigt 10, das Sechsfache der Quersumme
somit 6-10=60. Damit ergibt sich folgende
Rechnung:

60 Einer sind 6 Zehner, 60 Zehner sind 6 Hun-
derter, 60 Hunderter sind 6 Tausender,
60 Tausender sind 6 Zehntausender; wir er-
halten als Summe aller dieser Zahlen dem-
nach 66 660.

W 6 w1048 Nach Voraussetzung gilt ¥ PAS
- {SAB=%a und ¥ QBS = {SBA:%/S.

Ferner gilt xPSA= {SAB=%11 und £xQSB

=SBA=% B als Wechselwinkel an geschnit-

tenen Parallelen. Die Dreiecke AASP und
ASBQ sind somit gleichschenklig, da gleichen
Winkeln eines Dreiecks gleiche Seiten gegen-
iibertiegen, und es gilt AP=PS und Eé:@
Daraus folgt

AP+BQ=PS+5Q=PQ.

C

W6*1049 Da die Summe ZX <100 ist,
mubB X £3 sein. Fiir X=0 wire XY keine
zweistellige natiirliche Zahl; deshalb muB
X >0 sein. Also gilt X=1 oder X =2 oder
X=3
Es sei X=1; dann ist Y=7 und Z=5.
Es sei X=2; dann ist Y=4 und Z=7.
Es sei X=3; dann ist Y=1 und Z=9.
Die gesuchten Losungen lauten somit
17 24 31
+17  +24 +31
417 424 431
_ 5 72 93.

W6*1050 Fir z, gilt z,=1-100000+x,
fir z, gilt z,=10-x+1. Wegen 3-z,=2,
gilt dann

3-(100000+x)=10x+1,

300000+3x=10x+1,

7x=299999,

x=42857.

Die Zahl z, lautet somit 142857, und die
Zahl z, lautet 428 571, und es gilt 3- 142857
=428 571.

741051 Da die Summe zy <100 ist, muB
x <3 sein. Fiir x =0 wiire xy keine zweistellige
natiirliche Zahl; deshalb muB x>0 sein.
Also gilt x=1 oder x=2 oder x=3. Wegen
y<9 gilt 3- y<27; somit gilt fiir die Einer-
stellen 3-y=0-10+y oder 3-y=1-10+y
oder 3-y=2-10+y.
Aus 3-y=0-10+y, also 3-y=y folgt y=0.
Aus 3-y=10+y, also 2-y=10 folgt y=5.
Aus 3-y=20+y, also 2- y=20 folgt y=10;
das ist wegen y <9 nicht moglich.
Die gesuchten Losungen lauten somit

10 20 30 15 25

+10 +20 +30 +15 425
+10 +20 +30 +15 +25
30 60 90 45 75

741052 Es seien sy, s,, ..., 5¢ die erzielten
Sprungweiten (gemessen in cm); dann folgt
aus den Angaben von Klaus:

s4=410cm (Quersumme 5);
300 cm<s, <400 cm (Quersumme 5); von
den Zahlen 311, 302 und 320 ist nur 320 durch
5 teilbar, folglich gilt s, =320 cm;
25,=320cm +160 cm =480 cm;
s;+44 cm=s,; 5;+44 cm=480 cm, also
5, =436 cm; s war ein ungiiltiger Sprung;
also gilt, da die Summe der Sprungweiten
Sy, S3, S3. S4 und s¢ gleich 2118 cm war,
s¢=2118 cm—(s,+5;+5;+5,)
=2118cm—1646 cm=472 cm.

5y=s +

W 7a1053 Angenommen im Aufenthalts-
raum stehen x Bénke, dann gilt
6-(x—1)+3=5-x+4,
6x—6+3=5x+4,
x=7.
Fiir den ersten Fall gilt 6-(7—1)+3-1=39
Personen; fiir den zweiten Fall 5-7+4=39
Personen.
Im Aufenthaltsraum beflinden sich 7 Binke
und 39 Personen.

W7m1054 Aus p,-p,+1 und p,=p, +2
erhalten wir durch Einsetzen

PP+ +1=p 2 +2p +1=(p, + 2

Von den drei aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen p,, p, + 1, p, +2 ist eine durch 3
und eine durch 2 teilbar. Da p; und p, +2
beide Primzahlen und beide groBer als 3 sind,
muB p, + 1 sowohl durch 3, als auch durch 2
und deshalb durch 6 teilbar sein. Ihr Quadrat
ist darum durch 6 - 6=36 teilbar.

W 7*1055 Es sei g die Quersumme einer
vierstelligen natiirlichen Zahl mit der gefor-
derten Eigenschalt; dann gilt

999 < g* <9999,
961 =31% <q*<99*=9801,

31 <¢q2<99,

5 <q «9.

Die Quersumme g konnte also gleich 6. 7
oder 8 sein. Nun gilt
6*=1296 und g=1+2+9+6=18+6.
74=2401 und g=2+4+0+1=7.
84=4096 und g=4+0+9+6=19+8.
Die Aulgabe besitzt genau eine Losung; die
einzige natiirliche Zahl mit der gelorderten
Eigenschaft lautet 2401.

W 7%*1056 Es sei H der Schnittpunkt der
drei Hohen. Fiir das rechtwinklige Dreieck
ABE gilt X ABE= £ FBH =90°—a. Da jeder
der beiden Punkte D und F Scheitel eines
rechten Winkels ist, die iiber derselben Sehne
BH stehen, liegen D und F auf dem Kreis mit
BH als Durchmesser. Dann gilt auch x FBH
= ¥ FDH =90° — a als Peripheriewinkel iiber
der gleichen Sehne FH. Aus ¥ADB=90°
und X FDH =90°—a folgt ¥ FDB=a. Wegen
X FDB=/f folgt daraus ferner <xBFD=7y.
Somit gilt x HFD=90°—.

Fir das rechtwinklige Dreieck ABD gilt
¥BAD= ¥xFAH=90"—f. Dic Scheitel E
und F der rechten Winkel liegen aul dem
Kreis mit AH als Durchmesser. Deshalb gilt
¥ FAH = ¥ FEH =90° — f§ als Peripheriewin-
kel liber der gleichen Sehne FH. Daraus lolgt
¥ AEF=fund somit X AFE=y,also x HFE
=90°—7. Die Hohe CF des Dreiccks ABC
halbiert somit den Innenwinkel EFD dcs
Dreiecks DEF.

Der Nachweis. daB auch die iibrigen Hohen
die Innenwinkel des Dreiecks DEF halbicren.
erfolgt in analoger Weise.
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841057 Fiir n=0 und n=1 trillt die Be-
hauptung wegen z=0 zu. da die Zahl 0 durch
6 und durch 24 teilbar ist. Es sei nun n einc
natiirfiche Zahl. die groBer als 1 ist. Dann gilt
z=n*—n=n*—D=m—Dnn+1).

Die Zahl z ist also in jedem Falle durch 3
teilbar; denn von drei auleinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen ist stets eine Zahl durch 3
teilbar, und daher ist auch ihr Produkt durch
3 teilbar.

a) Ist nun n eine gerade natiirliche Zahl. so ist
sie durch 2 teilbar, also ist auch das Produkt
z=(n—1)n(n+1) durch 2 teilbar. Da z durch 2
und durch 3 teilbar ist und da 2 und 3 teiler-
[remde natiirliche Zahlen sind. ist z auch
durch 6 teilbar. w.z.b.w.

b) Ist aber n eine ungerade natiirliche Zahl.
so gilt n=2k+1. wobei k eine natiirliche
Zahl ist. In diesem Falle erhalten wir
z=(n—Dnn+1)=2k(2k+1)(2k+2)
=4k(k+1)(2k+1). Nun ist das Produkt
k (k+ 1) durch 2 teilbar, weil von den beiden
aufeinander(olgenden natiirlichen Zahlen &
und k+ 1 eine Zahl durch 2 teilbar ist. Also
ist z durch 8 teilbar. Da. wie oben gezeigt
wurde, z auch durch 3 teilbar ist und da 3 und
8 teilerfremd sind, ist in diesem Falle z durch
3-8=24 teilbar. w.z.b.w.

841058 Die abgebildete Figur ist axial-
symmetrisch beziiglich der Geraden GP als
Symmetrieachse. Aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke AABH und AEBP folgt AH : AB
== . T a a a ..
=EP : EB bzw. 2° a=x: > also x-z. Fiir
den Flacheninhalt des konkaven Vierecks
APBG gilt demnach
Ao=Aspcp— Aapp—2" Apcq-

a® a®> 3
S
also A,=24cm?
D G C
H F
P
r
A d 2 8
W8 w1059 1. Das Fahrschiff..SaBnitz" legt

die 107,4 km lange Strecke von SaBnitz nach

Trelleborg in 3 h 50 min=2—6? h zuriick;

daher betrigt seine mittlere Geschwindigkeit

107.4- 60
Nun st 1 sm=1,852km, also | km = —— sm.
1852

Daraus folgt

28,0
v, x 1852 sm/hx15,1kn.
Die mittlere Geschwindigkeit dieses Fihr-
schifles betrdgt also 15,1 kn.
2. Das neue Fihrschifl .Riigen" legt die
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Strecke von 1074 km mit einer mittleren
Geschwindigkeit von ¢,=20.6 sm,h zuriick.
Da 1 sm=1.852 km. betridgt die Geschwin-
digkeit
v,=20.6- 1852 km/h~38.15 km/h. Die
Strecke von 1074 km wird also in der Zeit
1074 .
t=m5—hz2,815 h~2h 49 min
zuriickgelegt.

W8e1060 Aus PD:PA=PE: PB=1:2
folgt nach dem Strahlensatz DE | AB und
AB=2- DE. Entsprechend gilt EF | BC und
BC=2-EF bzw. DF || AC und AC=2-DF.
Die Dreiecke AABC und ADEF sind somit
einander dhnlich. Aus der Ahnlichkeit folgt
Apgr : Age=DE? : AB*=DE? : 4- DE?

=1 : 4. Der Flicheninhalt des Dreiecks DEF
ist somil genau ein Viertel so groB wie der
des Dreiecks ABC.

c

/N

W8 *1061
Da ein Viereck vier Winkel
x+y+z+t=4, also y+z+t=2.
Es konnte also hochstens die Typen
(2;2;0;0). (2;0;2;0), (2;0;0;2), (2;1;1;0),
(2;1;0;1) und (2;0;1;1)

geben. Nun betrigt die Winkelsumme eines
Vierecks stets 360°. Daher scheidet der 1. Typ
aus; denn dann wire die Winkelsumme
kleiner als 360°. Ferner scheidet auch der
3. Typ aus; denn hier wire die Winkelsumme
groBer als 360°. Es verbleiben also nur die
folgenden vier Typen von ebenen Vierecken
mit genau zwei spitzen Winkeln:

Nach Voraussetzung gilt x=2.
hat, gilt

Typ 4

Typ3

(2,0,2;0, (2, 1;1;0), 2;1;0; 1) und
(2; 0; 1; 1). Fiir diese Typen kann die Bedin-
gung, daB die Winkelsumme 360° betrigt,
erfillt werden Die beigefiigte Abbildung
zeigt Beispicle fiir diese vier Typen.
W8*1062 a) I. Im Falle der ersten Zer-
legung (vgl. die Figur 1) gilt, da die Winkel-
summe des Dreiecks ABC gleich 180° ist,
ay+ay+f 4+ +y, +7,=180°

Nun sei der kieinste der Winkel a,. «,, §,, 8,.
71- 72 gleich ¢.

Dann gilt a,2¢, a,2¢, B,2¢, f,20,
7120, 7229; also
180°=a, +a,+ B, +B+7, +7.26 ¢,

180°

. h. =130°.
dh 3

o=

Der kleinste dieser Winkel ist also nicht
groBer als 30°, also auch nicht groBer als 45°;
daher ist auch der kleinste der Winkel der
Teildreiecke nicht grofer als 45°.

~
A c £ 8

>

A &
Figur 1 Figur 2

¢ c
A 0 8 A ] 8
Figur 3 Figur 4

N

L)

A [
Figur 5

2 Im Falle der zweiten Zerlegung (vgl. die
Figur 2) gilt, da die Winkelsumme des Drei-
ecks ABC pgileich 180° ist,
a+f+7y,+y;,+7,=180°
Nun sei analog wie oben der kleinste dieser
Winkel gleich ¢, dann gilt
180°=a+f+y,+y,+73250,
180°_ 3¢e.

d. h. o<

Auch in diesem Falle ist also der kleinste der
Winkel der Teildreiecke nicht groBer als 45°.
3. Im Falle der dritten Zerlegung (vgl. die
Figur 3) gilt, da die Winkelsumme des Drei-
ecks CDB gleich 180° ist,

O+ B, +p,+y, =180
Nun sei der kleinste dieser Winkel gleich ¢,

dann gilt
180°=6+48,+p,+7, 2409,
dh. (p§1840 —45°,

Auch in diesem Falle ist also der kleinste der
Winkel der Teildreiecke nicht gréBer als 45°.
4. Im Falle der vierten Zerlegung (vgl. die
Figur 4) erhalten wir analog wie in Ziff. 3

8, +0,++7,=180°

180°=4, +8,+ B +7,Z 40,

180°
= =45°.
[ 2

In allen vier Fillen ist also der kleinste der
Winkel der Teildreiecke nicht groBer als 45°,
w.zb.w.

b) Die Figur 5 zeigt ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck ABC, das in die eben-
falls gleichschenklig-rechtwinkligen Teildrei-
ecke ADC, DBE, CDE zerlegt worden ist.
Jedes dieser Teildreiecke hat einen rechten



Winkel und zwei Winkel von je 45°. In diesem
Falle ist also der kleinste der Winkel der
Teildreiecke genau gleich 45°.

941063 Es seien g, b zwei nichtnegative
reelle Zahlen, fiir die
Ja+b=Ja+ /b 1)
gilt. Dann lolgt durch Quadrieren auf beiden
Seiten der Gleichung (1)
(Va+b)*=(/a)* +2/a Jb+ (b},
a+b=a+2./ab+b,
also 2./ab=0. @
Die Gleichung (2) ist aber nur dann erfiillt,
wenn a=0 oder b=0 gilt. Daher kann die
Gleichung (1) héchstens dann erfiillt sein,
wenn a=0 oder b=0. Andererseits erhalten
wir fir a=0
Jatb=J07b=Jb=/0+ b
=./a+ /b und fir =0
Jath=\/a+0=Ja=/a+0
=Ja+/b,
d. h.,die Gleichung (1) ist erfiillt, wenn a=0
oder b=0. Die gesuchten geordneten Paare,
fir die (1) erfiillt ist, sind also alle Paare
[0;5] und [a;0], wobei a und b beliebige
reelle Zahlen sind.

941064 Wir beweisen zunidchst, daB der
Punkt P auf der Seitenhalbierenden CD des
Dreiecks ABC liegt. Nun gilt nach Voraus-
setzung fiir die Flicheninhalte der Dreiecke
CAP und CPB

A CAP=A__CPB'_ 1)
Ferner gilt, da wegen AD=DB die Grund-
linien und die H6hen der Dreiecke PAD und
PDB gleichlang sind,

A pip=4 pDB-

Endlich gilt wegen AD=DB auch

wobei

@

A
A p=A cpp== 3)

CDB 2 ’
A der Flacheninhalt des Dreiecks ABC ist.

C

|

A\

A 2 8

Wiirde nun P nicht aul der Seitenhalbieren-
den CD liegen, z B. wie in der Abbildung
innerhalb des Dreiecks CDB, so wiren wegen
(1) und (2) die Vierecke ADPC und CPDB
flichengleich, und der Flicheninhalt 4, des
Vierecks CPDB wire gleich

Andererseits gilt aber, da P innerhalb des
Dreiecks CDB liegt,

A <A cpp,
also A

A1<5-

Das ist aber ein Widerspruch; daher ist die
Annahme. daB P nicht aufl der Seitenhalbie-
renden CD liegt, falsch. Damit ist bewiesen,
daB P aufl CD liegt.

Analog beweisen wir, da P auch aul den
Seitenhalbierenden AE und BF liegt. Der

Punkt P ist also der Schnittpunkt der drei
Seitenhalbierenden des Dreiecks ABC,
w.z.b.w.

W 941065 Es sei x eine reelle Losung der
gegebenen Gleichung; dann gilt

A O g

x+a x—a x*—a
und x+a, x# —a, da sonst die Nenner in (1)
nicht von Null verschieden wiren. Nun
folgt aus (1) durch Multiplikation mit x2 —a?
2ax(x—a)+2ax(x+ad)—a=2(x*>—a?), )
2ax? —2a*x+2ax* 4 2a*x —a=2x?—2a?,
4ax? —2x*+2a*—a=0,
2(2a—1)x?+a(2a—1)=0,
(2a—1) (2x*+a)=0. 3)

1. Nun sei 2a—1=0, also a=%.

Dann ist die Gleichung (3) und damit auch
die Gleichung (2) fiir alle reellen x und daher

die Gleichung (1) fir alle reellen x mit ]xl#%

erfiillt.
2. Es sei 2a—1%0. Dann folgt aus (3)
2x2+a=0,

2_._¢
xt= =3 @)

2. a) Ist nun a>0 und a*%, so hat die
Gleichung (4) und daher auch die Gleichung

(1) wegen —§<0 keine reelle Losung.

2. b) Ist aber a<0, also —§>0, so hat die

Gleichung (3) und damit auch die Gleichung
2) genau zwei reelle Ldsungen, ndmlich

Dann hat aber auch die Gleichung (1) diese
beiden Losungen unter der Voraussetzung,

daB |x|+a, also a+ —% gilt.

2. ¢) Ist a=0, so hat zwar die Gleichung (3)
genau eine reelle Losung, niamlich x=0,
aber die Gleichung (1) ist wegen x=ua nicht
erfiillt, weil alle Nenner gleich Null sind.
Zusammenfassung: Die Gleichung (1) hat
also

a) keine reelle Losung, wenn a=0 und

1 1
Zod =
a+= oder wenn a

b) genau eine reelle Losung in keinem Falle;
c) genau zwei reelle Losungen, nidmlich

X1=\/—§und x,= —\/—%, wenn a <0 und

1
a*_i'

d) mehr als zwei reelle Losungen. und zwar

unendlich viele Lésungen, wenn a=%. In
diesem Falle ist die Gleichung fiir alle x mit

|x|4=% erfiillt.

W9al066 Es sei AC=d. GC=x und
FG = y; dann ist nachzuweisen. dai x =y gilt.

Aus AC=d=a,/2 und E=a_folgl
G_C=x=a\/2——a, also x=a(,/2—1). Ferner

gilt SG=2y2-a(y2-1)=32~2).

Aus der Ahnlichkeit der Figuren folgt
SG:SC=FG: BC, also

a

5 2-v2) 5 _

2———=X,alsoy=a(2_2 2)=a(\/2—1)
I

und damit x=y.

W9*1067 Fiir p=2 ist die Zahl 14+ p=16
nicht Primzahl. Fiir p=3 ist die Zahl 32+p=
=35 nicht Primzahl. Fiir p=5 sind die Zah-
len 14+p=19, 26+p=31, 32+p=37 und
38 +p=43 siamtlich Primzahlen.

Damit haben wir bereits eine Primzahl,
nimlich p=35, erhalten, fiir die die Bedin-
gungen der Aufgabe erfiilit sind.

Wir wollen nun zeigen, daB es keine weitere
solche Primzahl! gibt. Angenommen, es gibe
eine solche Primzahl p mit p>5. Dann ist
p nicht durch 5 teilbar. Man kann daher p
in einer der Formen 5k+1, 5k+2, 5k+3,
Sk+4 darstellen, wobei k eine von Null
verschiedene natiirliche Zahl ist.

Fiir p=>5k+1 erhalten wir die Zahl 14 +p=
Sk+15=5(k+3), die nicht Primzahl ist;
fiir p=5k+2 erhalten wir die Zahl 38 +p=
=5k+40=>5(k +8), die nicht Primzahl ist;
fiir p=5k+3 erhalten wir die Zahl 32+p=
=5k+35=5(k+7), die nicht Primzahl ist,
Siur p=>5k+4 erhalten wir die Zahl 264 p=
=5k +30=>5(k+6), die nicht Primzahl ist.
Damit haben wir nachgewiesen, daB es keine
Primzahl, die groBer als 5 ist, gibt, fiir die die
Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind. Es gibt
also genau eine Primzahl, nimlich p=35,
so daB die Zahlen 14+p, 26+p, 32+p,
38 + p wieder Primzahlen sind.

W 9*1068 Nach dem Kongruenzsatz (ssw)
sind zwei Dreiecke immer dann kongruent,
wenn sie in zwei Seiten und dem der gréBeren
Seite gegeniiberliegenden Winkel iiberein-
stimmen. In dem vorliegenden Fall sind
aber die Dreiecke ABD und BDC nicht
notwendig kongruent, wenn die Seite AB
kleiner als die Seite BD und daher auch die
Seite BC kleiner als die Seite BD ist. In diesem
Falle stimmen niamlich die Dreiecke ABD
und BCD in zwei Seiten und dem der kleine-
ren Seite gegeniiberliegenden Winkel iiber-
ein, woraus nicht notwendig dic Kongruenz
dieser Dreiecke folgt. Daher ist auch das
Viereck ABCD nicht immer ein Drachen-
viereck, und die aufgestellte Behauptung
ist [alsch.

D
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Das wird durch die beigefiigte Abbildung
veranschaulicht. Obwohl in dieser Abbil-
dung DB=DB, E:E, ¥BDA=xCDB
gilt, sind die Dreiecke ABD und BCD nicht
kongruent, und das Viereck ABCD ist kein
Drachenviereck.

W 10/124 1069 Wir setzen
a—c=x, b—d=y.
Dabei gilt nach Voraussetzung x>0, y>0
und a+b—c—d=x+y>0. Nun ist die Un-
gleichung (1) genau dann erfiillt, wenn die
Ungleichung
11 8
Ty
erfillt ist.
Zum Beweis der Richtigkeit der Ungleichung
(2) leiten wir zunidchst eine Ungleichung fur

LZ+L2 ab. Fiir alle positiven reellen Zahlen
x° Yy

@

x, y gilt ndmlich

=x2=2xy+32+4xy
=(x—1)2 +4xy=4xy.
also  (x+y)>=4xy.
Aus (4) erhalten wir durch Division
1 4 2 8

4

Daraus folgt wegen (3)

1 1 8

_+_ e

2y x4y
womit die Ungleichung (2) und damit auch
die Ungleichung (1) bewiesen ist.

W 10/12 #1070 M it Hilfe einer geschickten
Umformung konnen wir die Summe s, leicht
berechnen. Es gilt ndmlich fir alle von Null
verschiedenen natiirlichen Zahlen k

1 1
(kP -1 (2k=1D(2k+1)
_1(@2k+1)—(2k—1)
T2 Qk=1)(2k+1)

0 R S
2\2k—1 2k+1)
Daraus folgt

(ot 1 1 1
" 2\2-1 241 4—1 441 6-1

+...+ 1 —_— 1
1 2n—1 2n+1/)

3 557
)
2n—1 2n+1
s=1(1— 1 )=12n+1—l= 2n .
"2 2n+1) 2 2n+1 2(2n+1)
s,=—,
" 2n+1

womit die Behauptung bewiesen ist.
Fiir n=1 erhalten wir
P |
1" 241 %
Ferner erhalten wir fiir n=2, 3, 10 bzw. 100
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~|w v

&~
’u +‘N

5y= +1=
1

(=)}

s =1 _10
102041 21°
s = 100 _ 100
100 200+1 201
Wir erkennen, daB die Summe s, sich um so

mehr der Zahl % nihert. je groBer n wird.

Es gilt ndmlich

lim s =lim
® e 2n+l

n-+m

=lim # = —1—5
""“’n(2+l> T
n n

Der Aquilaber

Bezeichnen wir mit Buchstaben F = Fisch,
K = Kugel, G = Glockchen, W = Waage-
balken, dann ergibt sich anhand der Zeich-
nung:

K=2W 0
F+K=G )
2F+G=F+K+G+W 3
oder F=K+ W @)
aus () und 4) F=3 W ®)
aus (1), (2) und (5) G=5W 6)

x=3W+K=5W

Mit zwei Gegenstinden (laut Aufgabenstel-
lung) 1dBt sich dieses Gewicht durch eine
Kugel und einen Fisch aufbringen [nach (6)
und (2)]-

Ein statt kein
Heft 5/73, S. 106: In Aufgabe 5 muB es
heiBen: ... Es gibt ein k, ...

Eine Zahl fehit

Es fehlt

a) die 4; denn 3-7=21 und 4-8=32

b) die 13, denn 11, 13, 17 sind Primzahlen
und 15, 18, 21 sind durch 3 teilbar

c) die 8; denn 2°=8 und 5*=625.

Liufersprung
Die Hohen eines Dreiecks schneiden ein-
ander in einem Punkt.

Der zerbrochene Krug
Es ist der Krug unten rechts.

Das hab ich mir ausgedacht

21-2=19

7+3=10

3+6= 9
Magisches Quadrat

)43 | 3| '6

“\|8 (10| 5

14| 1 |15 | 4

|26 9
Kreuzwortriitsel

Summand
Liésungen zu: Quiz fiir helle Kipfe
I.b 2.¢ 3¢ 4c 500
6b 7 b

I. L. Golowina/l. M. Jaglom

Aus dem Inhalt :

Berechnungen mittels vollstandiger In-
duktion — Beweise mittels vollstindiger
Induktion — Vollstandige Induktion bei
Konstruktionen — Bestimmung von Fi-
guren mittels vollstindiger Induktion —
Definition mittels vollstindiger Induk-
tion — Vollstindige Induktion nach der
Dimensionszahl — Nachwort von J. A.
Gastew — Ldsungen der Aufgaben

Mathematische Schiilerbiicherei, Band 75

144 S., 82 Abb., 142 mm x 200 mm, Broschur, 6,—M, Best.-Nr.: 5700238




Sternfinder

. Durchmesser 17 cm
. Gewicht Ikg
! Preis 550 M

L

VEB Freiberger Prizisionsmechanik - DDR 92 Freiberg

Einfach fotografieren

SL-SYSTEM

FRUH UBT SICH, WER EIN MEISTER WERDEN WILL

Eine der modernsten Lernmethoden ist die Fotografie.

Sie macht es méglich, Wissen zu speichern und anschaulicher zu machen.
Besonders wichtig sind dabei die Papierbilder in Color. Sie geben ein optimales
Bild der Wirklichkeit wieder. Das SL-System bietel alle Moglichkeiten,

das Fotografieren als Studienmethode einzusetzen

Die bedienungseinfachen Kameras

gibt es von 19,50 M bis 16500 M

Informieren Sie sich in den

Kontaktringverkaufsstellen
Foto und in den

anderen Fach-
geschaften!

einfach fotografieren —
SL-System







UCHE

MATHE

M. J. Wygnosdski

Héhere Mathematik —
griffbereit

782 Seiten, Lederin
Akademie-Verlag Berlin

2480 M

W. Walsch
Zum Beweisen im Mathematik-
unterricht

192 Seiten, 43 Abb., Pappband 8,00M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

W. Engel/U. Pirl

Aufgaben und Losungen
aus Olympiaden Junger
Mathematiker der DDR,

Band 1

178 S., Pappband 6,00 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

Autorenkollektiv
Mathematik in Ubersichten

270 S. mit zahlr. Abb., Pappband
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

3,00M

K. Lemnitzer

Einfiihrung in die Technik

des Integrierens

(Lehrprogrammbiicher Hochschulstudium,
Band 2)

136 S., kartoniert 8,50M
Akademische Verlagsgesellschaft Geest

u. Portig Leipzig

J. Sedlagek
Keine Angst
vor Mathematik

167 S., 71 Abb. 480M
Mathematische Schiilerbiicherei: Nr. 67
VEB Fachbuchverlag Leipzig

M. Kovacs
Rechenautomaten
und logische Spiele

211 S., 114 Abb., Broschur
VEB Fachbuchverlag Leipzig

H. Almeroth
Riumliche Vorstellungsfihigkeit

139 S., 180 Zeichnungen, eine Kontroll-
schablone als Beilage
Broschur

VEB Fachbuchverlag Leipzig

6,80 M

Dietrich/Stahl

Grundziige der Matrizenrechnung
313 S., 10 Bilder, 57 Kontrollfragen und
Antworten, 66 Ubungen und Losungen,
Halbgewebe 8,50 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

V. Mangold/Knopp

Einfiihrung in die hohere
Mathematik

Band I: Zahlen, Funktionen, Grenzwerte,
Analytische Geometrie, Algebra,
Mengenlehre

564 S., 116 Abb. 22,00 M
Band II: Differentialrechnung, Unendliche
Reihen, Elemente der Differentialgeometrie
und der Funktionentheorie
624 S., 114 Abb., Leinen

S. Hirzel Verlag Leipzig

22,00 M

H. Vieregge
Einfiibrung in die klassische
Algebra

319 S., zahlr. Abb., Pappband 19,80 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Baltjanski/Gochberg i
Siitze und Probleme
der Kombinatorischen Geometrie

127 S., Pappband 6,80 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Autorenkollektiv
Lehrgang der Elementar-
mathematik

(zur Vorbereitung auf die Fachschulreife)
583 S., 523 Abb., 857 Aufgaben mit
Losungen, Ganzgewebeeinband
VEB Fachbuchverlag Leipzig

12,50 M

T. Pszczolowski
Schliissel zum Ziel

Vom zweckméBigen Handeln und von
kybernetischen Prinzipien

199 S., Pappband mit Folie 4,50 M
Der Kinderbuchverlag Berlin

H. Tucholski

Bildfliche und MaB

62 S., zahlr. Abb., Pappband 4,50 M

VEB Verlag der Kunst Dresden

Autorenkollektiv

Technisches Grundwissen fiir
Lehrer der polytechnischen
Oberschule

Technik und Technologie (der
metallverarbeitenden Industrie, der
chemischen Industrie, des Bauwesens und
der Landwirtschaft)

448 S., 295 Abb., cellophaniert,
Halbleinewand 18,00 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

Christian Heermann
Das Einmaleins
geniigt nicht mehr

Mathematik im Alltag
144 S., zahlr. mehrfarbige Abb.,
Der Kinderbuchverlag Berlin

3,00M

H. Lohse/R. Ludwig
Statistik

fir Forschung
und Beruf

Ein programmierter Lehrgang

Etwa 360 Seiten mit 185 z. T. farbigen Bil-
dern, 3 Selbstleistungskontrollen und 16 Zu-
sammenfassungen in einem Beiheft, 22,00 M

VEB Fachbuchverlag Leipzig

Statistische Auffassungen und GesetzmaBig-
keiten sind in unseren Tagen nicht nur fiir
irgendwelche besonderen Spezialisten erfor-
derlich — den Arbeiter und den Arzt, den
Ingenieur und den Lehrer, fiir den Okonomen
und den Offizier, den Biologen und Agro-
nomen, den Bankfachmann und den Pro-
duktionsorganisator.

Prof. B. V. Gnedenko, Moskau

Das Hauptanliegen des Buches ist die Ent-
wicklung des statistischen Denkens, das in
vielen Bereichen der Forschung und Praxis
eine immer bedeutendere Rolle spielt. Der
Inhalt erfaBt die Datenerfassung, Aufberei-
tung und die Darstellung der Daten sowie die
mathematischen Grundlagen. Das bereits in
Tests erprobte Werk ist vollstindig program-
miert und besonders fiir Leser geeignet, die
noch keine Vorkenntnisse auf dem Gebiet
der Statistik haben.
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