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Im vorhergehenden Heft wurde der fir die
moderne Analysis und ihre Anwendungen
in der Praxis fundamentale Begriff des line-
aren Operators eingeliihrt. Jetzt wollen wir
zeigen, wie man diesen Begrifl bei der For-
mulierung und L&sung von Gleichungen
vorteilhaft verwenden kann. Der Einfach-
heit halber beschrinken wir uns dabei aul
sogenannte rekursive Gleichungen oder Re-
kursionsformeln, die sich vollig elementar
behandeln lassen, und beginnen mit einigen
Beispielen fiir solche Formeln.

Beispiel 1: Der Sage nach wilnschte sich der
Erfinder des Schachspiels von seinem Konig
als Belohnung so viele Weizenkdrner, wie
man aufl dem letzten Feld des Schachbretts
erhilt, "wenn man aufl das erste Feld ein
Korn legt und bei jedem weiteren Feld die
Zahl der Korner verdoppelt. Bei den ersten
zehn Feldern ergeben sich hierbei die Zahlen
1,2,4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 512.

Bezeichnen wir die Zahl der Korner auf dem
n-ten Feld mit x,, so lautet das Bildungs-
gesetz dieser Zahlen fir n=2,3, ..., 64
Xp=2x,_1, X;=1

Der Konig hielt den Wunsch fiir sehr be-
scheiden, ob das stimmt, werden wir noch
sehen.

Beispiel 2: Im Jahre 1202 stellte der italieni-
sche Mathematiker Leonardo Fibonacci die
Aufgabe, die Zahl der Kaninchen am Ende
eines Jahres zu berechnen, die sich unter
folgenden Bedingungen vermehren:-Zunidchst
sei ein erwachsenes Paar vorhanden. Jedes
erwachsene Paar moge in jedem Monat genau
ein weiteres Paar zur Welt bringen, und jedes
neugeborene Paar sei in zwei Monaten er-
wachsen. Das Bildungsgesetz fiir die Zahl x,
der am Ende des n-ten Monats vorhandenen
Kaninchenpaare lautet offenbar

Xy =Xpo g+ Xy 3, X =2,%,=3
firn=3,4,...,12. Firn=3lolgt x;=3+2=35,
fir n=4 folgt x,=5+3=8 und fiir x, xg, ...,
x,, finden wir analog

13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377.

Beispiel 3: Die positive Losung der Glei-

x+2

chung x= ist, wie man leicht nach-
x+1

rechnet (Klasse 8), die Zahl \/5 Dieser
Losung entspricht geometrisch der Schnitt-
punkt der Geraden y=x mit der Hyperbel
y=(x+2)/(x+1). Die der vorhergehenden

Gleichung nachgebildete Rechenvorschrift
Xy +2
Rl bt U
Xpoy+1
liefert, wenn man beispielsweise von x,=1
ausgeht;-fir n=2, 3, 4, ... Werte, die sich der
Schnittstelle /2 immer mehr annihern
(Bild 1). Die ersten fiinf dieser Werte lauten
371741 99
2512’29’ 70°
und man kann sie als rationale Naherungs-
werte fiir die Irrationalzahl \/5 verwenden.

Ala Die Zahlen u, und v, seien durch
uy=vy=lundu,=u,_,+2v,_,,
Up=Up_y+ U5y
fir n=2, 3, 4, ... definiert. Man zeige:
a) im Beispiel 3 gilt x,=u,/v,
b) diese Zahlen erfiillen fir n=3, 4, 5, ...
auch die Gleichungen
Up=2uy_ Uy 3, 0, =20,_ + 0,
c) fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt
ul—202=(-1)"
Beispiel 4: Die Wahrscheinlichkeit eines zu-
fdlligen Ereignisses ist ein MaB fiir die Sicher-
heit des Eintretens dieses Ereignisses. Dieses
Maj kann Werte zwischen 0 und 1 annehmen,
wobei man dem unmoglichen Ereignis die
Wahrscheinlichkeit 0 und dem sicheren Er-
eignis die Wahrscheinlichkeit 1 zuschreibt.
Ein bekanntes Beispiel fiir einen zufilligen
ProzeB ist die Brownsche Molekularbewe-
gung (Klasse 11), die man auch als Irrfahrt
eines Teilchens bezeichnet. Wir betrachten
eine Irrfahrt unter [olgenden Bedingungen:
Ein Teilchen moge sich zufillig auf den ganz-
zahligen Punkten n=0, 1, 2, ..., N einer
Geraden bewegen, wobei es von einem Punkt
n mit 0 <n<N zu den benachbarten Punkten
n—1 bzw. n+1 jeweils mit der Wahrschein-
lichkeit 1/2 iibergeht,- bis es bei einem der
Endpunkte 0 bzw. N angekommen ist (Bild 2).
Es sei x, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
das Teilchen, vom Punkt n ausgehend, nach
endlich vielen Schritten den Punkt 0 erreicht.
Die Wahrscheinlichkeitsrechnung lehrt, daB
dann fir 0<n< N die Beziehung

1
x"—i(x
Die vorhergehenden Bemerkungen fithren
leicht zu den Randwerten x,=1, x,=0 (Be-
weis!), die Losung dieses Problems wird
weiter unten angegeben.

+x,_,) besteht.

n-1

A24 Man zeige, daB die vorhergehende
Gleichung aufl die Normalform

Xy =2Xp41 = Xp-3

mit 2<n< N gebracht werden kann.
Beispiel 5: Mit den Bezeichnungen des vor-
hergehenden Heftes betrachten wir die in
Bild 3 angedeutete Ubertragungsreihe, bei
der zwei benachbarte Signale durch
x,=A,x,_, verkniipft

sind und wir daher rekursiv fiir n=1, 2, 3
x;=AXg, X3=A2A,X,, x3=A3'A2A,xo
usw. erhalten. Bei Verwendung standardi-
sierter Bauelemente kommt dem Fall be-
sondere Bedeutung zu, daB die Ubertragungs-
reihe sich aus gleichen Teilsystemen zusam-
mensetzt und somit die Ubertragungsfak-
toren

Aj=A,=A,=..=A

nicht von n abhingen. Dann vereinfachen
sich unsere Ergebnisse unter Benutzung der
Potenzschreibweise zu

X, =AXg, X;=A%xq, X3=A3x,,

und es gilt allgemein x,=A"x,,

was sich leicht durch vollstindige Induktion
(Klasse 11) beweisen ldBt. Ein Beispiel [ir
eine solche Ubertragungsreihe ist die Uber-
tragung einer Fernsechsendung mit Hille
von n Zwischenstationen, wobei n wiahrend
einer Intervisionssendung etwa die GréBen-
ordnung 50 hat.

Rekursionsformeln: Die vorhergehenden Bei-
spiele, die sich leicht durch zahlreiche wei-
tere erginzen lieBen, besitzen folgende Ge-
meinsamkeiten. In jedem Fall ist eine Folge
Xy, X3, X3, ..., d. h. eine Funktion x, der
ganzzahligen Verdnderlichen n gesucht (bet
der in der Regel nur die Werte mit n=0 in-
teressieren). Den Wert dieser Funktion an
einer festen Stelle n kann man aber aufl
Grund des Bildungsgesetzes erst dann be-
rechnen, wenn man den Wert an der vorher-
gehenden Stelle n—1 (Beispiele 1, 3, 5) oder
sogar an den beiden vorhergehenden Stellen
n—1, n—2 (Beispiel 2, Aulgaben 1b. 2) kennt.
Solche Bildungsgesetze heiBen Rekursions-
formeln. Im folgenden befassen wir uns ein-
gehender mit den Rekursionsformeln erster
Ordnung vom Typ

X,=ax,_,, a#0

und denjenigen zweiter Ordnung
X,=ax,_,+bx,_, b#0.

Im Beispiel 5 haben wir x, nicht nur rekursiv
durch x,_,, sondern auch unmittelbar durch
xo ausgedriickt. Dieses Ergebnis halten wir
zunichst nach Spezialisierung aul Verstarker
A =a mit einer beliebigen Zahl a#0 fesL

Satz I: Geniigt x, fur beliebige natiirliche
Zahlen n der Rekursionsformel x,=ax,_,,
so besitzt x, die Darstellung x,=a"x,.
Umgekehrt ist jede Funktion dieser Form
mit beliebigem x, eine Losung der Rekur-
sionsformel. Fiir Leser, die mit den Begriffen
des Beispiels 5 nicht so vertraut sind, sei
noch ein direkter Beweis dieses Satzes ange-
fihrt.
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Beweis der ersten Teilbehauptung: Im Fall
a=1 lautet unsere Rekursionsformel x,=
=x,_;, und es ist unmittelbar klar, daB x,
gar nicht von n abhingt. also x,=x, ist.
Wegen 1"=1 gilt dann die im Satz angege-
bene Darstellung fiir x, Der allgemeine
Fall 4Bt sich aul den soeben erledigten Spe:
zialfall zuriickfithren, indem man die Hilfs-
funktion y,=a”"x, einfiihrt. Fiir diese gilt
ndmlich

Yo=a""x,=a"""'x,_ 1=y, ;,50daB
Yn=Yo=X, ist und daher x,=a"x,.

Beweis der zweiten Teilbehauptung:

Ist x,=a"x, mit einer beliebigen Zahl x,,
so ist x,_,=a""!x, und

ax,_,=a"x,=x,, was zu beweisen war.
Wie man sofort sieht, 148t sich die Losung
x,=a"x, der Rekursionslormel von Satz 1
auch in der Form x,=a""1x,

schreiben (Beweis!). Hieraus geht hervor, dafl
das gesuchte Ergebnis des Beispiels 1 die
unvorstellbar groBe Zahl xs,=2%%>9-10'8
ist.

Die dort geforderte Belohnung iibersteigt
bei weitem alle Weizenvorrite, sogar die der
heutigen Welt.

Um jetzt unsere Kenntnisse aus dem vorher-
gehenden Heft anzuwenden und zu vertiefen,
fassen wir die Rekursionsformeln auf als

n+1

Operatorgleichungen: Wie wir wissen, ist ein
Operator nichts anderes als eine eindeutige
Abbildung x—Ax, bei der die Elemente des
Definitions- und des Bildbereiches Funktio-
nen sind. Fiir unsere Zwecke geniigt es, diese
Funktionen x=x(t) nur an ganzzahligen
Argumentstellen t=n zu betrachten, wobei
wir x(n)=x, schreiben (Bild 4). Dann hat
speziell der Verschiebungsoperator V die Ei-
genschalten

Vx,=x,_y, V2x,=x,_,.

Unsere Rekursionsformeln

x,—ax,_ =0, x,—ax,_,—bx,_,=0,

bei denen wir alle Glieder auf die linke Seite
gebracht haben, lauten damit
(1-aV)x,=0bzw. (1 —aV-bV3)x,=0,

und Satz 1 148t sich olgendermaBen formulie-
ren,

Bild 1

-Satz 1’: Die Gleichung erster Ordnung
(1-aV)x,=0

besitzt genau die Losungen x,=a"x,.

Zur Verallgemeinerung dieses Satzes be-
trachten wir jetzt die beiden Operatoren
A=1-—aV, B=1-fV mit gewissen

Zahlen o, f#0 und die Gleichungen
Ay,=0, Bz,=0.

Nach Satz 1’ besitzen sie die Lésungen
Yo=Y, 2,=p"2,.

Satz 2: Die Gleichung zweiter Ordnung
ABx,=0 besitzt

fiir beliebige Zahlen y,, z, die Losung
Xp=Ypt+2Z,

Beweis: Da die auftretenden Operatoren
linear sind und somit auf eine Summe glied-
weise angewandt werden kdnnen, gilt wegen
Bz,=0und A0=0
ABx,=AB(y,+:z,)=ABy,+ABz,= ABy,.
Andererseits folgt durch Ausmultiplikation
AB=1—(a+p)V+afV*=BA,so daBA mit B
vertauschbar ist und wir wie behauptet
ABx,=ABy,=BAy,=B0=0 erhalten.

Setzen wir jetzt a=a+f, b= —ap,

so sehen wir, daB Satz 2 uns fiir die Rekur-
sionsformel x,=ax,_, +bx,_,

folgende Losung liefert: x,=a"y,+ B"z,.

A3a Man zeige (Klasse 9): Sind umgekehrt
a, b vorgegeben mit a®+4b>0, so bleibt
die letzte Losungsaussage erhalten, wenn o
und B die Nullstellen der quadratischen
Gleichung A2—al—b=0 sind, also beispiels-
weise

a=§(a+¢m), ﬂ=§(a—\/M).

Im Fall a2+4b=0 ist a=f=a/2, und die
durch Satz 2 ermittelte Lésung kann zu
x,=(a/2)"x, zusammengelaBt werden. Wie
der folgende Satz zeigt, gibt es aber noch
weitere Losungen.

Satz 3: Die Gleichung zweiter Ordnung
(1-aV)?x,=0 besitzt

fiir beliebige Zahlen x,, y, die Losung
Xp=a"(x, +ny,).

Beweis: Wegen der Linearitidt des Operators
A=1—aV und der bereits bekannten Tat-
sache, daB a"x, eine Losung ist, gilt

A’x,=y,A%"n. Wegen
Aa"n=a"n—a"(n—1)=a" ist weiterhin
A%a"'n=Aa"=0

und damit auch

AZx,=0, was zu beweisen war.

A44a Man zeige mit Hilfe des Spezialfalls
a =1 von Satz 3, daB die Rekursionsformel der
Aufgabe 2 unter den Bedingungen x,=1,
xy =0 des Beispiels 4 die Losung x,=1—n/N
besitzt (Bild 5).

Anfangswertprobleme: Aus der Gestalt der

Rekursionsformel x,=ax,_,+bx,_,

ist ersichtlich, daB man die Werte x, der Lo-

sung fir n=2, 3, 4, ... schrittweise berechnen

kann, wenn die Anfangswerte x, und x, vor-

gegeben sind. Wie im Fall von Satz 1 laBt

sich dieses Anfangswertproblem aber auch

geschlossen 16sen. ’

Satz 4: Im Fall a® +4b>0 ist

X, =a"y,+ Bz,

mit den Zahlen o und § aus Aufgabe 3 und
_x;—fx, _ax,— X,

YW yara e Ja e

die Losung des Anfangswertproblems.

Beweis: Nach Satz 2 wissen wir bereits, daB

x, eine Losung der Rekursionsformel ist.

Da diese Losung eindeutig durch die An-

fangswerte bestimmt ist, braucht nur noch

fir n=0und n=1

Xo=Yot 2z, Xy =0y, +f2,

gezeigt zu werden. Wegen o —fi=./a? 1+ 4b

folgt dies aber unmittelbar durch Einsetzen

der Ausdriicke [iir y,, z,.

Nach diesen Vorbereitungen kann man jetzt

alle noch nicht behandelten Rekursionsfor-

meln aus unseren vorhergehenden Beispielen

auflosen.

A 54 Man zeige, daB die Zahlenfolge von
Fibonacci aus Beispiel 2 die geschlossene
Darstellung -

(5 05)

besitzt, wobei von den Anfangswerten x,=1,
x, =2 auszugehen ist. Trotz der aultretenden
Waurzel sind die x, natiirliche Zahlen!

Xn Bild 3

whoe——

Bild 6




A64 Man zeige: Die Losungen der Re-
kursionsformeln aus Aufgabe 1b lauten unter
den Anfangsbedingungen u,=u,=1 bzw.
v,=0, v;=1

un=%((l + 2+ (=2,

-1 (1 — JI)
v"—z\/i((1+\/2) (1-/2".

Nach Aulfgabe 1a ist damit auch die Losung
x, der Rekursionsformel aus Beispiel 3 be-
kannt. Nach Aufgabe 1c ldBt sich weiterhin
der Fehler zwischen x2 und 2 bzw. zwischen
x,und /2 angeben, denn aus
w—202=(—-1y

folgt nach Division durch v%
x2—2=(=1y/v}

und nach weiteren Zwischenrechnungen
Xp— /2= (= 1Y/(1 +/2)",.

Beispielsweise erhalten wir hieraus fiir n=6
die Abschitzung 0<99/70—./2<107%.

Die Rekursionsformel der Aufgabe 2 geniigt
nicht den Voraussetzungen von Satz 4,
doch 148t sich dieser Fall ganz analog erle-
digen.

A74a Manzeige: Das Anfangswertproblem
fir die Rekursionsformel

Xy =200, _ 1 — %2X,_ 3

mit a#0 besitzt die Losung

x"=a"<(1 —n)xa+§xl>.

Periodische Losungen: Es bleibt noch der
Fall a>+4b<0 zu untersuchen, wobei wir
uns jedoch auf den Spezialfall =0, b= —¢?
mit ¢ >0 beschrénken, d. h. auf die Gleichung
X, +¢2x,_,=0.
Behandeln wir die Fille gerader und unge-
rader n getrennt, so finden wir mit den Uber-
legungen des Beweises von Satz 1
Xan=(—€*'Xpy X305 1=(=)"x,.
Dieses Ergebnis 1aBt sich mit Hilfe trigono-
metrischer Funktionen (Klasse 10) folgender-
mafen zusammenfassen,
x =c"(x cos 22+ X1 5in n—") Im Fall

" ° 2 ¢ 2
¢=1 hat x, die Periode 4 (Bild 6).

A8a Man zeige: Das Anlangswertpro-
blem fiir die Rekursionsformel
Xy =+/2%,_ | — X, besitzt die Lésung

nn = . mn
x =X cos 2 +(xl\/2 xo)sm e

Lothar Berg
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A13844 2a) In der Ebene € seien eine
Gerade g und Punkte P, Q mit P, Q € g ge-
geben. Kann ein Punkt Reg so gewihlt
werden, daB I(PR)+I/(QR) moglichst klein
wird?

Anleitung : Wir unterscheiden die Fille, daB
P, Q in verschiedenen bzw. nicht in ver-
schiedenen Halbebenen beziiglich g liegen.
Im zweiten Fall spiegle man etwa P an g.

b) Im Innern eines Winkels mit dén Schen-
keln p, g liege ein Punkt R. Unter welchen
Bedingungen fiir den Winkel lassen sich
Punkte Pep und Q € q finden, fir die die
Summe {(PQ) + QR)+ I(RP) méglichst klein
wird?

Tagung
der Mathematischen Gesellschaft der DDR
Vom 12. bis 14. Mai 1975 war die Pddago-
gische Hochschule ,,Karl Liebknecht*, Pots-
dam, der Gastgeber der 3. Tagung der Fach-
sektion ,,Unterricht und Ausbildung*. Uber
400 Wissenschaftler und Lehrer hatten um-
fassend Gelegenheit, sich iiber fachliche wie
methodische Fragen des Mathematikunter-
richts und der auBerunterrichtlichen Arbeit
auszutauschen.
Themen aus dem Arbeitsprogramm: Zu eini-
gen aktuellen Problemen des Mathematik-
unterrichts in den Oberschulen der DDR -
Zu einigen Erscheinungsformen imperialisti-
scher Schulpolitik und Pddagogik im Bereich
der mathematischen Bildung in kapitalisti-
schen Staaten — Grundfragen der Topolo-
gie — Griindung einer Fachsektion ,,Ge-
schichte und Philosophie der Mathematik‘* —
Probleme des fakultativen Unterrichts - Be-
weise mit Hilfe des Bewegungsbegriffs — Ge-
danken zum mathematischen Definieren -
Zur Theorie der geometrischen Konstruk-
tion — Uber Winkelfunktionen — Grundziige
- der universellen Algebra.
Zahlreiche Beitrdge wurden der Redaktion
alpha iibergeben bzw. zugesagt (im Rahmen
einer umfassenden Aussprache iber die
auflerunterrichtliche Arbeit).

‘A1385a4 Zur Herstellung von drei Er-
zeugnissen bendtigt ein Industriebetrieb zwei
verschiedene Rohstoffe (R;, R,). Um eine
Einheit des ersten Erzeugnisses herzustellen,
braucht man drei Einheiten des Rohstoffes R,
und sicben Einhéiten des Rohstoffes R,,
fiir eine Einheit des zweiten Erzeugnisses
sechs Einheiten von R, und fiinf Einheiten
von R,, fir eine Einheit des dritten Erzeug-
nisses acht Einheiten von R, und vier Ein-
heiten von R,. Vom Rohstoff R, stehen pro
Zeiteinheit 640 Einheiten und vom Rohstoff
R, 490 Einheiten zur Verfiigung.

Problem: Wieviel Einheiten sind von den
einzelnen Erzeugnissen herzustellen, damit
der gesamte Rohstoffvorrat verbraucht wird?
Anleitung : a) Definieren Sie die Variablen
in geeigneter Weise!

b) Stellen Sie das Gleichungssystem auf!
¢) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des
Gleichungssystems!

d) Bestimmen Sie eine spezielle ganzzahlige
Losung, indem Sie fiir die beliebig wihlbare
Variable bestimmte Werte einsetzen!

(Da es sich um Produktionszahlen handelt,
kommen nur nichtnegative Werte als zu-
lassige Losung in Frage.)

Kurzbiographie: geb. 1931 in Ober-Bielau,
Kreis Gorlitz; Vater: Lehrer. Besuch der
Oberschule von 1943 bis 1951. 1951 Abitur
an der Ehrenberg-Oberschule Delitzsch. 1951
bis 1952 Fachlehrerhelfer fiir Mathematik an
der Zentralschule Krostitz; 1952 bis 1955
Direktstudium an der Martin-Luther-Uni-
versitat Halle-Wittenberg, Pidagogische Fa-
kultdt, Mathematik und Physik; 1955 bis
1968 Fachlehrer und Direktor an polytech-
nischen und erweiterten Oberschulen der
Stadt Halle; 1957 bis 1963 Fernstudium an
der Pidagogischen Hochschule Potsdam,
Nat. Fak., Fach Mathematik. Seit 1968 wis-
senschaftlicher Mitarbeiter an der Sektion
Wirtschaftswissenschaften der Martin-Lu-
ther-Universitdt. Studienaufenthalte 1972
Okonomische Hochschule Bratislava. 1973
Okonomische Fakultdt Subotica der Univer-
sitit Novi Sad. 1971 Facultas docendi fiir
Fachgebiet: ,,Mathematische Grundlagen der
Operationsforschung’‘. 1973 Promotion zum
Dr. oec.; wissenschaftlicher Oberassistent;
Vorlesung : ,,Mathematik fiir Okonomen*.
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Dem griechischen Philosophen und Mathe-
matiker Pythagoras (6. Jh. v. u. Z.) wird die
Einsicht zugeschrieben, dal die Erde eine
Kugel sei. Im dritten Jahrhundert v. u. Z. be-
stimmte Eratosthenes (von ihm stammt das
»Sieb des FEratosthenes zur sukzessiven
Bestimmung der Primzahlen) die GrdBe
des Erdradius zu etwa 5900 km. Er wuBte,
daB Syene, das heutige Assuan, siidlich von
Alexandria liegt, und daB zur Sommerson-
nenwende mittags die Sonnenstrahlen in
Syene senkrecht auf die Erdoberfliche ein-
fallen. Deshalb maB er die Entfernung Syene-
Alexandria sowie den h&chsten Sonnenstand
h=283° am Tag der Sommersonnenwende in
Alexandria, um aus beiden Messungen den
Erdradius r, zu berechnen:

e:2fry ~(80°h):360°

Ein Blick in die Tabelle , Astronomische
Konstanten und Einheiten* unseres Tafel-
werkes lehrt uns, daB der von .Eratosthenes
ermittelte Wert eine fiir damalige Bedingun-
gen recht gute Ndherung darstellt. Denn in
der zitierten Tabelle ist der Radius einer mit
der Erde volumengleichen Kugel zu

I ry, =6371km

angegeben. Heute wissen wir, daB unsere
Erde nur genihert als Kugel aufgefaBt werden
kann. Infolge der durch die Rotation der
Erde um ihre durch Nord- und Siidpol ver-
laufende Achse auftretenden Zentrifugalkrilte
ist unsere Erde abgeplattet: Der Abstand
Pol-Erdmittelpunkt (6 357 km) ist um 21 km
kleiner als der Abstand Aquator—Erdmittel-
punkt (6378 km). DaB die Erdoberfliche
nicht eben, sondern gekriimmt ist, erkennt
jeder, der an der Kiiste das Herankommen
eines Dampfers beobachtet: Zuerst sieht
man nur die héchsten Aufbauten des Schilfes,
dann wird das Deck des Schiffes sichtbar und
schlieBlich auch der Rumpf des Schiffes.
Wihrend auf dem Festland durch die unre-
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und dann die dritte QuerstraBe links!*

Bild 2

gelmiBige Gestalt der Erdoberflliche bei
Beschrinken auf kleinere Entfernungen die
Kugelgestalt der Erdoberfliche nicht zu er-
kennen ist, ist dies bei einer nicht durch Wel-
len bewegten Wasseroberfliche relativ klei-
ner Ausdehnung méglich.

Die eben beschriebene Erscheinung kann ein
Schiilerkollektiv, das an einem groBen Bin-
nensee unserer, Republik wohnt bzw. dort
seinen Urlaub verbringt, benutzen, um bei
Windstille den Erdradius zu bestimmen:
Senkrecht iiber einem Punkt P«es Seculers
wird in der Héhe h ein Gegenstand G be-
festigt. Ein Beobachter sticht vom Punkt P
des Ufers aus mit einem Boot in See. Er
entfernt sich soweit vom Punkt P, bis der auf-
gestellte Gegenstand infolge des Untertau-
chens unter den Horizont gerade nicht mehr
gesehen werden kann. Dies geschehe, wenn
das Boot den Punkt B erreicht, oder mit
anderen Worten, wenn sich die Augen des
Beobachters im Punkt A (in der Hohe h
senkrecht iiber B) befinden. Um bei der Aus-
wertung unseres Versuches einfacher rech-
nen zu kdnnen, haben wir angenommen, daf}
die Hohe der Augen des Beobachters iiber
der Wasseroberfliche ebenso groB ist wie
die Hohe des Gegenstandes G iiber dem
Wasserspiegel:

Bild 3

Die Dreiecke AMT und MGT sind kon-
gruent, denn si¢ haben die Seite MT=r,
gemeinsam, ihre Winkel bei T sind rechte
und ihre Seiten AM und MG haben die
Linge r, +h Wird die gradlinige Entfer-
nung AG mit s bezci,chnet, so gilt also ins-

besondere AT =ﬁ=%. Nach dem Iehrsatz

des Pythagoras, angewandt auf AAMT, gilt
AM?=AT*+MT?d h
2
(ry +h)2=(%> +r; .
Hieraus folgt unter Benutzung einer bino-

mischen Formel 5
2 2_S 2
r +2r6 h+h —Z+ré .

Durch Subtraktion von ry * von beiden
Seiten dieser Gleichung ergibt sich

2
() 2, h+h? =§Z

Wir nehmen an, daf3 die Héhe der Augen
des Beobachters und des Gegenstandes G
iiber dem Wasserspiegel bei unserem Versuch
jeweils zu
(III)  h=1,50 m gewihlt werden.
Zundchst soll die Gleichung (II) benutzt
werden, um mittels des unserem Talelwerk
entnommenen Wertes des Erdradius die
Entfernung s zu berechnen, in der bei unse-
rem Versuch der Gegenstand G fiir den
Beobachter gerade unter den Horizont taucht.
Deshalb stellen wir die Gleichung (II) zu-
nichst nach s um:
(V) s=2/2r, h+h*
Weiterhin setzen wir in Gleichung (IV) die
gemiB (I) und (III) bekannten Werte ein
und berechnen s: -
522,/19,1 km?~8,74 km
Unter Beachtung der ,,Faustregel [ir das
Rechnen mit Niherungswerten erkennen wir
beim Berechnen des Radikanden 19,1 km?,
daB s statt nach der Formel (IV) nach der
einfacheren Naherungsformel s~ 2,/2r, hbe-
rechnet werden darf.
Unsere Rechnung lehrt: Der See, auf dem
wir unser Experiment mit #=1,50 m durch-
filhren wollen, muB vom geeignet gewahlten
Punkt P aus in einer Richtung eine Ausdeh-
nung von etwa 10 km besitzen.
Um andererseits mittels der durch den be-
schriebenen Versuch erhaltenen MeBwerte
den Erdradius selbst zu berechnen, muB
die Formel (II) nach r, umgestellt werden
und in die so erhaltenen Formel (V) miissen
die fiir s und h ermittelten Werte eingesetzt
werden:

v r

_s:_h
8h 2
Wer die Berechnung ausfiihrt, bemerkt analog

zu oben, daB bei der Formel (V) der Subtra-

hend g offenbar vernachléssigt werden darf:

VD

8h

Eine Schiilergruppe moge bei der Durch-
[ihrung dieses Experimentes fiir die Hohe h
und die kritische Entfernung s die MeBwerte
h=1,50 m und 3=8,6 km ermitteln. Durch
Einsetzen dieser Niherungswerte k und 3
in die Naherungsformel (VI) wird ein Nihe-
rungswert r, fiir den Erdradius r, erhal-
ten:

— 2
iy 7 =S =B 6163 km
8h 8-1,50m



Wie stark weicht 7; von dem durch die
Formel (V) bestimmten ,wahren* Wert des
Erdradius ab? Da wir bei diesem Versuch die
wahren Werte h und s nicht kennen, kénnen
wir mittels Formel (V) auch ry nicht berech-
nen. r, 4Bt sich jedoch nach oben und nach
unten abschitzen, sofern die Schiilergruppe
bei der Durchfilhrung des Versuches auch
Fehlerschranken fiir die MeBwerte h und 5
bestimmt. Ohne zundchst auf die Durch-
fiihrung des Versuches nidher einzugehen,
seien als vollstindige Versuchsdaten ange-
geben:
(VIII) k=1,50m; |h—h| <0,04m
(IX) 35=86km; |5—s|=<02km
Laut (VIII) und (IX) geniigen die wahren
Werte h und s den Ungleichungen:
1,46 m=1,50m—0,04 m<h<1,50 m+0,04m
=1,54m
84km=8,6km—02kmEs<8.6km+
+02km=828km
Mit h=>1,46 m und s < 8,8 km folgt aus (V)
<(88km)> 146m 7744 km?
rg, € - <
8-1,46m 2 11,68 m
& 77440 km.
11,6
Wegen77440km : 11,6 <6700 km gilt also
X) ry <6700km
Andererseits [olgt
5= 8,4 km aus (V)

mit h£1,54 m und

% % 154m 2 1232m 2
Wegen 70560 km : 12,32 > 5720 km gilt eben-
falls
(XI) ry >5700 km. (X) und (XI) zusammen
bilden das Versuchsergebnis:

5700km<ry <6700 km
Wihlen wir nunmehr statt (VII) als neuen
Niherungswert des Erdradius das arithme-
tische Mittel der beiden gefundenen Schran-

ken
= =5700km+6700km

8
2

so ist durch diesen Versuch der Erdradius
mit einem absoluten Fehler 7; —r, be-
stimmt worden, der der Ungleichung
|F, —r, | <500km geniigt.
An diesem Versuchsergebnis und der ein-
gangs gemachten Mitteilung iiber die Abplat-
tung der Erde lesen wir ab: Auch wenn wir
unseren Versuch unter gleichen Bedingungen
an Orten verschiedener geographischer Breite
durchfiihren, konnen wir wegen der GroBe des
absoluten Fehlers an den mit unseren Ver-
suchsmitteln erhaltenen Ergebnissen nicht
die Abplattung der Erde erkennen.
Nunmehr sollen einige Bemerkungen zur
Durchfithrung dieses Versuches angefiihrt
werden:
Der bei unserem Versuch zu wihlende Ge-
genstand G muB so beschaffen sein, daB er
vom Auge des Beobachters aus allen Ent-
fernungen, die nicht groBer als die kritische
Entfernung s~ 8,74 km sind, noch mit Sicher-
heit gesehen werden kann. Insbesondere muB
gelten: Befindet sich das Boot im kritischen

=6200km,

5@84km)* 1,54m_70,56km> 1,54m

Punkt B (siehe Bild 3), so mull der Beobach-
ter durch Hohersteigen im Boot, d. h., nach
VergroBern seiner Augenhdhe, den am Ufer
aufgestellten Gegenstand G wieder sicher
sehen koénnen.

Um den Durchmesser d des Gegenstandes G,
den wir als kreisférmig annehmen wollen,
unter den zu stellenden Forderungen beziig-
lich der Sehweite und wegen der begrenzten
Leistungsfdhigkeit des menschlichen Auges
gegeniiber A= 1,50 m vertretbar klein zu hal-
ten, wird vorgeschlagen, als Gegenstand G
die Scheinwerferscheibe einer lichtstarken
Stablampe zu wihlen, deren Lichtkegel vom
Punkt G nach dem Punkt A4 (siche Bild 3)
gerichtet ist. Dabet ist der Versuch in dunkler
Nacht mit guter Bodensicht durchzufiihren.
Das Auge des Beobachters ist noch mit einem
Fernglas zu bewaffnen.

Durch die Ausdehnung des Gegenstandes G
sowie durch die des Fernglasobjektivs ist die
GroBe h nur mit einer angebbaren Genauig-
keit bestimmbar.

e

— Lichtkegel — @

—

\

N Land

|
|
|
|
|
|

Falls die Scheinwerferscheibe der Stablampe
einen Durchmesser d=8 cm besitzt, kann
beim Justieren der Stablampe gemiB Bild 4
angenommen werden, daB PG der Unglei-
chung

(XII) 1,46 m<PG<1,54 m geniigt.

Wird andererseits vom Beobachter ein
10 x 50-Fernglas benutzt, so kann, da die
Zahl 50 die MaBzahl des in Millimeter ge-
messenen Objektivdurchmessers ist, fiir BA
ebenfalls die Ungleichung

(XIII) 1,46 m€BA<1,54m

als giiltig angenommen werden. Hier ist
durch die vorsichtige Wahl der Schranken
mit beriicksichtigt worden, daB sich vom
Boot aus die Linge BA ungenauer ermitteln
148t als die Linge PG am Ufer.

(XII) und (XIII) garantieren zusammen die
Giiltigkeit von (VIII). Ein Weg zur Bestim-
mung der Entfernung s=AG (siche Bild 3)
sei aufgezeigt: Mittels einer Wanderkarte
groBen MaBstabes wird als Punkt P ein auf
der Wanderkarte eindeutig festgelegter Punkt
am Uler des Sees gewiihlt. Um auch den kri-
tischen Punkt B aul der Wanderkarte [est-
legen zu kénnen, werden zwei weitere mog-
lichst nahe bei B gelegene auf der Karte
eindeutig festlegbare Punkte ¢ und R so
gewidhlt, daB der Winkel QBR in grober
Niherung ein rechter Winkel ist. Durch An-
peilen der Punkte Q und R von B aus mittels
MarschkompaB werden die Richtungen fest-
gelegt, in denen Q bzw. R von B aus erschei-
nen (gegebenenfalls miissen auch die Punkte
Q und R durch Lampen markiert werden).
Bild 6 14Bt erkennen, wie ausgehend von den
auf der Karte markierten Punkten Q und R
mittels der gemessenen Richtungswinkel der
Punkt B auf der Karte festgelegt wird. Da-
nach ist die Strecke PB auf der Karte auszu-
messen und gemdB KartenmaBstab umzu-
rechnen.

Der so fiir s ermittelte Wert ist ebenfalls nur
ein Niherungswert. Dies ist u. a. auch deshalb
der Fall, weil es unméglich ist, auch nur einen
Teil einer Kugeloberfliche (Erdoberfliche)
lingentreu auf einen Teil der Ebene (Karte)
abzubilden.

AbschlieBend 16sen wir die folgenden Auf-
gaben selbstindig:

Ala Einer Arbeitsgemeinschaft, die ge-
miB dem Vorgehen in diesem Beitrag den
Erdradius bestimmen will, steht zum Versuch
nur ein See mit der maximalen geradlinigen
Ausdehnung 2,5 km zur Verfiigung Wie gro
darf h hochstens gewidhlt werden?

A24A In welcher geradlinigen Entfernung
kann ein Beobachter am Meeresstrand, des-
sen Augen sich 1,60 m iiber dem Meeresspie-
gel befinden, bei ruhiger See ein Schill frii-
hestens erkennen, dessen Aufbauten 6,5 m aus
dem Wasser ragen?

A3a (ab Klasse 9) Ein Beobachter, dessen
Augen sich in der Hohe h, iiber dem Meeres-
spiegel befinden, sieht ein von ihm wegfah-
rendes Schiff in der Entfernung s bei unbe-
wegter See unter den Horizont tauchen. Die
Aufbauten dieses Schiffes ragen bis zur
Hoéhe h, aus dem Wasser. Gib die Formel
an, nach der aus s, h, und h, der Erdradius
ry zu berechnen ist! W. Triger
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Wie wigt man
ein Atom?

Noch kurz vor der Jahrhundertwende glaubte
man, daB die Physik in sich als Forschungs-
gebiet im wesentlichen abgeschlossen sei
und wohl kaum noch grundlegende Neuent-
deckungen hinzukommen wiirden.

Doch spitestens 1896, mit der Entdeckung
der natiirlichen Radioaktivitat, begann eine
Entwicklung, die die Physik von Grundauf
neu gestalten sollte.

Lenard war es, der 1903 Streuversuche mit
Elektronen an Atomen durchfiihrte und zu
dem iiberraschenden SchluB kam, daB das
Atom sich nicht als massive Kugel darstellen
1aBt, sondern im wesentlichen aus einem
Kem mit einer dazugehorigen Hiille besteht.
Lenard konnte bereits an Hand der Streu-
versuche aussagen, daB3 der Radius des Kerns
in der GréBenordnung von 10~ !2 cm und der
des gesamten Atoms bei 107® cm liegt. Der
Zwischenraum sollte ,,leer** sein.

Lenards SchluBfolgerungen konnten 1911
durch Rutherford bestitigt werden. Ergeb-
nisse von Streuversuchen mit a-Teilchen er-
gaben, daB der Kern des Atoms positiv gela-
den und in ihm nahezu die gesamte Masse
des Atoms konzentriert ist. Der Kern miiBte
demnach, da das Atom insgesamt neutral
ist, von einer negativen Elektronenhiille
umgeben sein, welche die positive Ladung
des Kerns nach auBen kompensiert.
Rutherfords experimentell gewonnene Er-
kenntnisse faBte 1913 Bohr in einer Theorie
zusammen ( Bohrsches Atommodell). Seit je-
ner Zeit hat sich unser Wissen iiber den Auf-
bau des Atoms gewaltig erweitert. Das Bohr-
sche Atommodell mit seinen Elektronenbah-
nen um den positiven Kern konnte in der
folgenden Zeit wiederum nur im beschréink-
ten MaBe eine Erklarung fiir gewisse atom-
und kernphysikalische Erscheinungen geben.
Unsere heutigen Vorstellungen iiber den
Aufbau des Atoms lassen sich kaum noch
auf ein bildhaftes Modell zuriickfiihren.
Komplizierte mathematische Gleichungen
sind an die Stelle anschaulicher Vorstellun-
gen getreten, Mathematik und Physik zu
einer untrennbaren Einheit verwachsen. Viele
physikalische Probleme konnten anfangs
nicht geklirt werden, weil die mathematische
Fragestellung erst gelost werden mubBte. Das
trifft gerade in der Atom- und Kernphysik
auch heute noch zu.
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Eine der wichtigsten GroBen des Atoms ist
seine Masse. Sie ist der Messung unmittelbar
zuginglich und erregte deshalb schon bei-
zeiten das Interesse der Physiker. Bereits
1907 stellte man bei Untersuchungen an
radioaktiven Elementen fest, daB es wohl
Elemente mit gleicher. Ordnungszahl (.= An-
zahl der Protonen im Kern), aber mit ver-
schiedenem Atomgewicht geben miisse.
Diese Erscheinung ist nur so zu deuten, daB
die betreffenden Atome gleiche Protonenzahl,
aber eine unterschiedliche Neutronenzahl
haben. Man nennt soiche Atome Isotope. In-
zwischen sind mehr als 1000 kiinstlich her-
gestellte und in der Natur vorkommende
Isotope bekannt.

Wie wird nun eigentlich ein Atom gewogen?
Die klassische Methode zur Bestimmung der
Masse wurde von J. J. Thomson 1910 ent-
wickelt. Da die spiteren verbesserten Me-
thoden im Prinzip &dhnlich arbeiten, soll
Thomsons sogenannte Parabelmethode aus-
fiihrlicher beschrieben werden.

Die zu untersuchenden Atome werden ioni-
siert, d. h., elektrisch ,,aufgeladen*, indem
aus der Elektronenhiille z. B. ein oder meh-
rere Elektronen entfernt werden. Das somit
positiv geladene Ion kann sowohl in einem
magnetischen als auch elektrischen Feld ent-
sprechend abgelenkt werden. Die Ionen wer-
den durch das homogene elektrische Feld
eines Plattenkondensators beschleunigt.

Kondensator - y

Spule(s) oiaten

AvHfongschirm

abgelenide Jeiichen

Es wirkt dabei die Kraft F:=¢ - E auf die
Ionen, wobei E die Feldstirke des angeleg-
ten Feldes und e die Ladung des lons ist. Die
Beschleunigung a, die das Ion im elektrischen
Feld erhilt, errechnet sich aus F=a - m. Dar-
aus folgt

a—:e"n—E (m = Masse des Ions)

m
Als nichstes miissen wir die Ablenkung in
y-Richtung bestimmen (siche Bild). Aus der
Weggleichung einer beschleunigten Bewe-
gung

s==1

@

ergibt sich in unserem Fall y =2 2.
2

(Beschleunigung erfolgt nur im Plattenkon-

densator!)

Aus (1) und (2) folgt ¥ —¢ £ .2
2m

Die Ablenkung in y-Richtung erfolgt in der

Zeit ¢, wenn das Ion den Plattenkondensator

der Lange / durchlduft. Aus der Geschwindig-

&)

keit v:-—l, die es in diesem Stiick hat, 1aBt
t

sich ¢ bestimmen. (3) erhilt damit die Form

_eE 0 @

2mr?
Wir errechnen jetzt die Ablenkung
in x-Richtung.
Dem elektrischen Feld iiberlagerte Thonson
ein magnetisches Feld, welches von den
Spulen (S) erzeugt wird, so daB die elek-
trischen und magnetischen Feldlinien parallel
verlaufen. Im Magnetfeld wirkt die soge-
nannte Lorentz-Kraft:

F=e - H -vaufdas lon

(H =Feldstirke des magn. Feldes).
Diese Kraft versucht das Ion auf eine Kreis-
bahn zu zwingen. Den Radius dieser Kreis-
bahn erhilt man, wenn die Lorenz-Kraft mit
der Zentrifugal-Kraft

¥

&)

m-v
e-H
Die Ablenkung durch das Magnetfeld erfolgt
in x-Richtung. Wir verfahren analog wie
bei (2):

x=-F=

2 20 s
die Beschleunigung ist a =L
r

(6)

L2
=22 gleichgesetzt wird: r-=
r

a?

12

Dann erhalten wir fiir x=— )]
2r
(6) in (7) eingesetzt, ergibt schlieBlich
2, .
e 2e-H. ®)
2-m-v

Diese Gleichung quadriert, nach t? umge-
stellt und in (4) eingesetzt, bringt uns das
Endresultat

2Em .y ©)

PeH?
Das ist aber eine Parabelgleichung. Die (etwas
langatmige) Herleitung sollte verdeutlichen,
mit welch relativ einfachen physikalischen
und mathematischen Mitteln das Problem
der Massenbestimmung von lonen gelost
werden konnte. Im physikalischen Experi-
ment miiften z. B. auf einer Fotoplatte in der
x-y-Ebene Spuren von lonen zu finden sein,
die Parabeliste bilden. Tatsichlich konnte
Thomson dies 1910 mit seinem Massenspek-
trographen, wie die Anordnung genannt wird,
beobachten. Da die in der Gleichung (9) ste-
henden GréBen y, x, /, E und H direkt und e
durch andere Versuche gemessen werden kén-
nen, 1Pt sich dadurch die Masse der lonen
errechnen. Addiert man zu dieser lonenmasse
noch die Masse der durch den Ionisationspro-
zeB entfernten Elektronen, ergibt sich das
absolute Atomgewicht. (Ubrigens: von un-
serem Korpergewicht rund 20 g abgezogen,
ergibt das Gewicht aller Atomkerne des Kor-
pers. So leicht sind Elektronent!)
Wir miissen nochmals auf die Gleichung (9)
zuriickkommen. lonen unterschiedlicher
Masse ergeben auf der Fotoplatte auch un-
terschiedliche Parabeliste. Das fiihr: schlieB-
lich zur Bestimmung der Masse der Isotope.

y=



Thomson selbst konnte mit seiner Methode
eine Reihe von Isotopen entdecken.

Der Thomsonsche Massenspek trograph arbei-
tete noch ziemlich ungenau, jedoch wurde
das Prinzip der Ablenkung von Ionen im
magnetischen und elektrischen Feld bei den
Weiterentwicklungen beibehalten. Wesent-
liche Erkenntnisse der Atom- und Kernphy-
sik sind der Massenspektroskopie zu verdan-
ken. Aus der Fiille von Anwendungen und
neuen Erkenntnissen sollen nur einige her-
ausgegriffen werden, die besonders deutlich
zeigen, inwieweit die Physik auch andere
Gebiete der Naturwissenschaft beeinflufBt.
Die neuen Erkenntnisse beruhen vor allem
auch auf genauen Kenntnissen der physika-
lischen Eigenschaften von Isotopen, wie eben
gerade der Masse.

Aston konnte z. B. 1920 mit einer verbesser-
ten massenspektroskopischen Methode fest-
stellen, daB die Gesamtmasse eines lons
kleiner ist als die Summe der Masse der ein-
zelnen Teilchen. Mathematisch scheint diese
Tatsache vélliger Unsinn zu sein, denn stelle
dir bitte vor, du wiegst einen Apfel zu 60 g
und einen zweiten mit 55 g. Zusammen
wiirden die Apfel nicht 115, sondern 112 g
wiegen. — Ein nicht vorstellbares Ergebnis. —
Die MasseneinbuBe (der sogenannte Mas-
sendefekt) beruht bei den Atomen auf der
Tatsache, daB ein Teil der Masse der Kern-
teilchen in Bindungsenergie ,,umgewandelt*
wird. Gerade die Erkenntnis, daB Masse in
Energie und Energie in Masse umgewandelt
werden kann (besser miiBte es heiBen, daB
Masse und Energie dquivalent sind), hat die
Physik des 20. Jahrhunderts grundlegend
revolutioniert, z. B. basiert die Gewinnung
von Kernenergie auf dieser Tatsache.
GrofBe Bedeutung in Naturwissenschaft und
Technik haben die Isotope erlangt. Die mas-
senspektroskopische Untersuchung von Me-
teoriten hat z. B. ergeben, daB die Isotopen-
zusammensetzung - von Eisen, Tellur und
anderen Elementen die gleiche wie auf der
Erde ist. Die prozentuale Zusammensetzung
eines Isotopengemisches 148t somit den SchluB
zu, daB das Sonnensystem chemisch etwa
gleich aufgebaut ist.

Eine andere Moglichkeit der Anwendung fiir
die Massenspektroskopie fand sich in der
Geologie. Durch radioaktiven Zerfall von
in der Natur vorkommenden Elementen
kommt es zu einer starken Variation der
Isotopenzusammensetzung, da die einzelnen
Isotope eines Elements meist verschiedene
Zerfallszeiten (Halbwertszeiten) haben. Zer-
fillt z. B. Rhenium in einem Gestein in das
Isotop '#70Os (Osmium, 187 gibt die Anzahl
von Protonen und Neutronen im Kern an),
so wird sich bei der massenspektrographi-
schen Untersuchung dieses Isotop mengen-
mafig bestimmen lassen. Aus der Kenntnis
der Halbwertszeit von Rhenium (5 -10'°
Jahre) und der vorgefundenen Menge von
Osmium ldBt sich auf das Alter des Ge-

Die Schiiler-
akademie Leipzig

Auf der Grundlage von Vertragen zwischen
dem Rat der Stadt Leipzig und wissenschaft-
lichen Einrichtungen Leipzigs entstand nach
dem Vorbild seiner Partnerstadt Kiew die
Schiilerakademie Leipzig. In ihr vermitteln
Wissenschaftler verschiedenster Gebiete den
Jugendlichen neueste wissenschaftliche Er-
kenntnisse und leisten damit einen Beitrag
zur sinnvollen, anspruchsvollen Freizeitge-
staltung und zur Berufsvorbereitung.

Die Schiilerakademie Leipzig stellt sich die
Aufgabe

- ihre Mitglieder, leistungsstarke und ge-
sellschaftlich aktive Schiiler der Klassen 9
bis 12, mit Problemen der modernen Wissen-
schaftsentwicklung vertraut zu machen.

- ihren Mitgliedern Aufgaben und Ziele der
sozialistischen Integration am Forschungs-
gegenstand einzelner Institutionen (Akade-
mie der Wissenschaften der DDR und Karl-
Marx-Universitat Leipzig) aufzuzeigen,

- ihnen Methoden des wissenschaftlichen
Arbeitens zu erklaren,

steins schlieBen. Mit Hilfe der Isotopenhiu-
figkeitsuntersuchungen an irdischem Blei
konnte man auf dhnliche Weise das Alter der
Erde auf rund 4,54 Milliarden Jahre be-
stimmen.
Eine besonders genaue MeBmethode mit
einem Kohlenstoffisotop soll zum Schluff
genannt werden. Neben dem Kohlenstoff-
isotop '2C existiert in der Natur auch noch
das '3C- und das *C-Isotop (Kohlenstoff hat
6 Protonen, die Isotope 6, 7 oder 8 Neutro-
nen im Kern). Das Kohlenstoff-14-Isotop
wird bei der Reaktion der durch die kos-
mische Hohenstrahlung entstandenen Neu-
tronen mit Stickstoff-14 in der Atmosphire
stindig neu gebildet. Aus dem Kohlendioxyd
der Luft kann es durch Fotosynthese zum
organisch gebundenen Kohlenstoff werden.
Von | g aus Pflanzenmaterial aus dem 19.
Jahrhundert gewonnenem Kohlenstoff zerfal-
len 14 Atome pro Minute (Halbwertszeit von
14C — 5730 Jahre). Mit den besten MeB-
methoden kénnen noch Kohlenstoffisotope
nachgewiesen werden, die vor 40000 Jahren
entstanden sind. Damit 138t sich der Zeit-
punkt der Entstehung von Pflanzenmaterial
sehr lange und ziemlich genau zuriickverfol-
gen. Es konnten z. B. umfangreiche neue
Erkenntnisse iiber den zeitlichen Verlauf
von Eiszeiten und tiber das chronologische
Einordnen von Kulturepochen anhand von
Grabfunden gewonnen werden.

H.-D. Jihnig

— Maoglichkeiten zu schaffen, sie an Teilauf-
gaben von Vorhaben dieser Institutionen
zu beteiligen,
— sie im Geiste der Weltanschauung und
Moral der Arbeiterklasse zu erziehen.
Durch Vortrage (Vorlesungen), Experimen-
talzirkel, Besichtigungen, Exkursionen,
Kolloquien und Seminare werden den Mit-
gliedern, die von den Direktoren und der
GOL der FDJ ihrer Oberschule fiir die
Mitgliedschaft in der Schiilerak ademie Leip-
zig vorgeschlagen wurden und fiir die diese
Mitgliedschaft als FDJ-Auftrag gewertet
wird, aktuellste Probleme der Natur- und
Gesellschaftswissenschaften vermittelt.
Die Mitglieder erhalten beispielsweise den
Auftrag, durch Vortrige, Dia-Ton-Reihen
und Wandzeitungen die gewonnenen Erkennt-
nisse ihren Mitschiillern weiterzuvermitteln.
Dazu konnen sie u. a. die aufgezeichneten
Vortrige (Tonbdnder) und andere Materia-
lien ausleihen. Die Resonanz der Schiiler be-
ziiglich dieser Einrichtung ist groB. Inner-
halb eines Jahres erhohte sich die Zahl ihrer
Mitglieder von 140 auf iiber 900. Auch die
Wissenschaftler auBern, daB es ihnen Freude
béreitet, den aufgeschlossenen, interessierten
Jugendlichen ihr Wissen zu vermitteln.

H.-D. Sauer

Aus dem Programm des Schuljahres 1974/75,
Bereich Naturwissenschalten:
Geographische Landschaftsforschung und
ihr Beitrag zur sozialistischen Landeskultur -
Wie alt ist unsere Erde? - Gegenwirtige
Vorstellungen iiber die Entstehung fossiler
Brennstoffe — Einsteins Relativitdtstheorie —
Regulation des Stoffwechsels der Zelle - Ent-
wicklungsprobleme industrieller Ballungsge-
biete in der DDR - Die Rolle des Messens
zur Erkennung der objektiven Umwelt -
Energiereiche Strahlung zur Herstellung
neuer Werkstolfe - Wozu ist theoretische
Durchdringung der Forschung nétig? — Che-
mie im Haushalt - Waschmittel — Industrie-
abwisser-Nutzung und -Reinigung - Ver-
unreinigung der Luft - Chemie und Land-
wirtschaft — Mikrobielle Synthese von Zitro-
nensdure — Mikroorganismen in der Indu-
strie — Nahrung der Zukunfi — Anwendung
der Rechentechnik bei der Fiihrung che-
misch-technischer Prozesse — Was kann man
als Schiiler von der Relativititstheorie ver-
stehen? — Laser — ihre Anwendung und
Zukunft - Wie man den atomaren Aufbau
der Kristalle aus Rontgenstrahlinterferenzen
ermittelt — Experimentalzirkel in der Aka-
demie der Wissenschaften der DDR
Exkursionen: Das Zentralinstitut fiir I[so-
topen- und Strahlenforschung der Akademie
der Wissenschaften der DDR - Welche
Natursteine sind an Leipziger Bauwerken
verwendet worden? — Was ist das fir ein
Gestein? - Das Geophysikalische Obser-
vatorium Collm - Der Botanische Garten
der Karl-Marx-Universitat.
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Spieglein,
Spieglein
an der Wand. ..

Geometrische Optik,
speziell fiir Klasse 5/6

Sicherlich hast du dich schon einmal vor
einem Spiegel bewegt und dabei das merk-
wiirdige Verhalten deines Spiegelbildes be-
trachtet. Um den Sachverhalt genau durch-
denken zu kénnen, wollen wir uns eine kon-
krete Situation vorstellen:

Wir nehmen an, du kimmst dir vor dem
Spiegel deine Haare und willst dir gerade
links deinen Scheitel neu zichen (Bild 1).

Du fingst am Hinterkopf an und ziehst den
Kamm nach vorn. Was macht dein Spiegel-
bild? Dein Spiegelbild scheint sich rechts
den Scheitel zu ziechen. Dabei bewegt es
ebenfalls den Kamm zur Stirn hin.

Dein Freund steht schrig hinter dir und be-
obachtet euch beide, dich und dein Spiegel-
bild. Von seinem Standpunkt aus ziehen
beide den Scheitel links, aber wihrend der
Kamm bei dir von deinem Freund wegge-
zogen wird, nihert sich ihm der Kamm in
deinem Spiegelbild. Von seinem Standpunkt
aus erscheint der Richtungssinn (vorn und
hinten) der Kammbewegung vertauscht.

Die Entscheidung iiber links oder rechts,
vorn oder hinten filit also unterschiedlich
aus, je nachdem ob ein auBenstehender Be-
obachter urteilt oder ob man das Spiegel-
bild selbst sprechen laBt:

Bei einer Aussage ilber ein Spiegelbild muf
der Standpunkt des Beobachters angegeben
werden.

Bild 1: Du und dein Spiegelbild

Zur exakten Charakterisierung des Bildes
am Planspiegel wollen wir ein Experiment
durchfiihren:

Wir stellen einen Spiegel senkrecht auf den
Tisch. Davor legen wir einen Wiirfel, dessen
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Seitenflichen zur besseren Unterscheidung

mit verschiedenfarbigem Papier beklebt sind.

Wir betrachten den Wiirfel und sein Spiegel-

bild. Wir bewegen den Wiirfel nach links,

dann nach rechts.

- Von deinem Standpunkt aus bewegt sich
sein Spiegelbild ebenfalls zuerst nach links,
dann nach rechts.

Wir bewegen den Wirfel zum Spiegel hin,

vom Spiegel weg.

— Sein Spiegelbild bewegt sich ebenfalls zum
Spiegel hin, vom Spiegel weg.

— Gegenstand und Spiegelbild bewegen sich
in gleicher Weise.

Nun vergleichen wir die Lage entsprechender

Ecken, Kanten und Flichen von Gegenstand

und Bild miteinander (Bild 2).

PunktA’ liegt Punkt A gegeniiber, Punkt B’

liegt Punkt B gegeniiber, Punkt C’' liegt

Punkt C gegeniiber usw.

Wie verhiilt es sich mit den Kanten? Wir

fahren einmal mit dem Finger die Kante EH

von E nach H entlang und vergleichen die

Fingerbewegung am Gegenstand mit der im

Spiegelbild.

— Wir erkennen: Die dem Spiegel zulau-
fenden Kanten haben im Spiegelbild ent-
gegengesetzten Richtungssinn.

Wie verhilt es sich mit den Flichen? Die

dem Spiegel nachste Fliache des Wiirlels ist

auch im Spiegelbild die dem Spiegel nichste

Flache.

—
Spiegel I o
H, 6’
A B’
g T
H (]
E F
)’ A
4 g

Bild 2: Gegenstand und Bild in schriger
Parallelprojektion

Im Mathematikunterricht der Klasse 5 hat-
test du &dhnliche Betrachtungen, nimlich
die Spiegelung von Punkten, Strecken und
Figuren an der Geraden, der Symmetrie-
geraden, durchgefithrt und den Lehrsatz
erarbeitet :

,,Durch Spiegelung an einer Geraden kénnen
wir einer Figur (dem Original) das Spiegel-
bild dieser Figur zuordnen. Original und
Spiegelbild liegen beziiglich der Symmetrie-
achse symmetrisch zueinander. Entspre-
chende Strecken sind gleich lang, und ent-
sprechende Winkel sind gleich groB, ent-
sprechende Punkte haben gleichen Abstand
von der Symmetrieachse.**

Jetzt soll ein Korper an einer Ebene, der
Symmetrieebene, gespiegelt werden. Du sollst
also deine Kenntnisse aus der Planimetrie in
die Stereometrie Gibertragen.

Du wirst vermuten, daB der Gegenstand und
das Spiegelbild ebenfalls symmetrisch zur
Symmetrieebene, dem Spiegel, liegen. Da-
zu muBt du noch beweisen, daB der Ge-
genstand und sein Spiegelbild gleichgroB
sind und daB das Spiegelbild von der Symme-
triecebene die gleiche Entfernung wie der
Gegenstand hat. Schaust du dir deinen Wiir-
fel und sein Spiegelbild kritisch an, so
scheint das Bild kleiner als der Gegenstand
zu sein. Besonders deutlich wird der Gro-
Benunterschied bei groBen Gegenstandswei-
ten. Die Ursache fiir diese Erscheinung ist
in der Perspektive zu suchen (Bild 3).

/ Spiegel
) / / 5
Y A £ F
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‘ yal, vl
4 /a3
’/ ,/
/ // /
H (A
I3 A/
Fall v
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A B
Bild 3:

Gegenstand und Bild in Zentralprojektion

Im Experiment muB diese perspektivische
Verkleinerung des Bildes beriicksichtigt wer-
den. Man darf nicht direkt den Gegenstand
mit dem Bild vergleichen, sondern muf}
iiber eine BezugsgroBe, einen zweiten gleich-
beschaffenen Gegenstand, schlieBen. Dazu
machst du einen weiteren Versuch (Bild 4):
Auf deinem Lineal befestigst du in der Mitte
mit Knete senkrecht ein Diaglas oder eine
etwa gleichgroBe Glasscheibe. Du nimmst
dir zwei Kerzen oder zwei Halmapuppen,
die eine soll dein Gegenstand sein, die andere
soll der Lagekontrolle des Spiegelbildes die-
nen. Du stellst die eine Kerze bzw. Puppe in
Abstinden von 2 cm, 3 cm, 4 cm, 5 cm vor
dem Diaglas auf. Du schaust von der glei-
chen Seite in den Spiegel, und dort, wo sich
das Spiegelbild zu befinden scheint, stellst
du die Kontrollkerze oder -puppe hin. Du
vergleichst einmal die zusammengehérigen
Gegenstandsweiten und Bildweiten mitein-
ander und zum anderen die jeweilige GroBe
des Spiegelbildes mit der GroBe der Kon-
trollkerze bzw. -puppe. Du wirst zu folgenden
Erkenntnissen kommen:
- Bildweite und Gegenstandsweite
gleich.
— Gegenstand und Bild sind gleich groB.
Nun kannst du den Satz formulieren: Durch
Spiegelung eines Gegenstandes an einem
Planspiegel (Symmetrieebene) erhalten wir
ein zum Original symmetrisch gelegenes Spie-
gelbild dieses Gegenstandes. Das Spiegelbild
ist genau so groB wie der Gegenstand. Ent-
sprechende Punkte haben den gleichen Ab-
stand von der Symmetrieebene.
Wenn du also einen Gegenstand im Spiegel-

sind



bild fotografieren willst, muBt du zur Ent-
fernung Fotoapparat — Spiegel noch die Ent-
fernung Gegenstand — Spiegel hinzu addieren,
um ein scharfes Bild des Spiegelbildes zu
erhalten.

Glasscheibe
(ebener Spiegel)

Gegen - )
b stand Bild
T ey T
o 1 2 3 &% 5 &8
Bild 4: Ermittlung der Lage und der GréBe
des Spiegelbildes

Trotz vieler Ubereinstimmung der planime-
trischen und der stereometrischen Gegeben-
heit wird dir sicherlich auch ein prignanter
Unterschied zwischen beiden aufgefallen sein.

Wihrend nédmlich ebene Figuren durch Um-

klappen um die Faltgerade, die Symmetrie-

achse, zur Deckung gebracht werden kénnen

(Durchgang durch die dritte Dimension),

konnen bei Korpern Original und Spiegel-

bild durch Bewegung nicht in identische

Lage gebracht werden.

— Die rechte Hand vor dem Spiegel erscheint
im Spiegelbild als linke Hand. Es gelingt
dir nicht, beide Hande zur Deckung zu be-
kommen.

Wie erklart sich nun die Entstehung der Spie-

gelschrift?

Schreibe einmal vor dem Spiegel deinen

Namen in der Luft! Du kannst die Schrift-

ziige ohne weiteres auch im Spiegel richtig

lesen. Bei einem undurchsichtigen Blatt, z. B.

der Zeitung, aber erscheint die Schrift ,,spie-

gelbildlich**. Was ist geschehen? (Bild 5)

e
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L
Hans ungewendet 2npH gewendet
Bild 5: Schrift auf Klarsichtfolie

vor dem Spiegel

Schreibe deinen Namen auf ein Stiick un-
durchsichtiges Papier! Um es vor den Spie-
gel halten zu kénnen, muBt du es wenden.
Die Spiegelschrift sieht genau so aus, wie
ein Abdruck auf Loschpapier. Durch das
Wenden ist die Schrift zur Spiegelschrift ge-
worden!

Nun schreibst du deinen Namen auf Klar-
sichtfolie. Da diese durchsichtig ist, brauchst
du sie nicht zu wenden. Jetzt kannst du
deine Schrift ohne weiteres auch im Spiegel
richtig lesen. Ursula Manthei

A. KAUFFELD
Otto von Guericke

Schriftenreihe: Biographien
hervorragender Naturwissen-
schaftler, Techniker und Mediziner

In der Broschiire wird zunichst ein ausge-
zeichneter Uberblick iiber das private Leben
und iiber die berufliche Titigkeit des Rats-
herrn, Ingenieurs und Diplomaten Otto von
Guericke gegeben. Man erfihrt, daB Guericke
50 Jahre im Dienste seiner Vaterstadt Magde-
burg titig war, die letzten 30 Jahre davon
als Biirgermeister. In seine Amtszeit fiel der
30jdhrige Krieg, und zu seinen Aufgaben ge-
hérte der Wiederaufbau seiner. zerstorten
Vaterstadt.

Erst im Alter von 50 Jahren begann Guericke
mit seinen physikalischen Untersuchungen
und fithrte diese neben seiner anstrengenden
beruflichen Arbeit aus. Nach etwa 10 Jahren
schloB er seine wissenschaftlichen Arbeiten
mit der Veroffentlichung eines siebenbin-
digen Werkes ab.

In weiten Kreisen ist Guericke oft nur als
Erfinder der Luftpumpe und besonders durch
seine eindrucksvollen Versuche mit den Mag-
deburger Halbkugeln (s. Abb.) bekannt ge-
worden. Der Verfasser des Buches stellt fest,
daB diese Demonstrationsexperimente nur
abschlieBende Glieder einer planmiBigen
und umfassenden Untersuchung zur Erfor-
schung der Luft bzw. des gasférmigen Zu-
standes der Korper waren. Dariiber hinaus
beschiftigte sich Guericke aber auch mit

dem Problemkreis Schwere und Kraft sowie
mit anderen damals besonders aktuellen
physikalischen Erscheinungen.

Das Buch unterrichtet auch iiber den philo-
sophischen Standpunkt Guerickes, der im
Grunde materialistisch war, und iiber seine
Forschungsmethoden eingehend und ver-
standlich.

Auf den von ihm erforschten Gebieten hat
Guericke in seiner Zeit und mit den Mitteln
seiner Zeit Erkenntnisse gewonnen, die iiber
das Niveau seiner Zeit hinausfiihrten, und
deren ganze Bedeutung erst sehr viel spater
voll erfaBt werden konnte.

Es ist sehr aufschluBreich zu erfahren, welche
Rolle das Experiment und besonders das
eigene Experimentieren als Mittel der Er-
kenntnisgewinnung bei Guericke gespielt ha-
ben und daB Guericke neben Galilei u. a.
durch den Einsatz des Experiments als Frage
an die Natur wesentlich zur Uberwindung der
Scholastik und der Dogmen der aristoteli-
schen Lehre beigetragen hat. Er war somit
einer der Pioniere der modernen naturwissen-
schaftlichen Forschungsmethode.

Leipzig: BSB B. G. Teubner Verlags-
gesellschaft 2. Aufl. 1974,
111 Seiten, 6 Abbildungen, Preis 5,60 M
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XV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Abgabetermin (beim Mathematiklehrer): 10. Oktober 1975

Achtung: Bis aul solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften wohlbekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prazise formuliert und
bewiesen werden. Der Ldsungsweg (ein-
schlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktio-
nen, Hillslinien) mufl deutlich erkennbar
sein. Die Gedankenginge und Schliisse sind
in logisch und grammatisch einwandfreien
Sétzen darzulegen.

Die Losungen und Punktbewertungstabellen
werden ab 10. Oktober 1975 verdflentlicht.

Olympiadeklasse 5

1. Im Jahre 1974 erzielten 187 Schille der
DDR-Handelsflotte eine Transportleistung
von insgesamt 10800000 t.

Berechne zur Veranschaulichung dieser Lei-
stung, welche Linge ein Giiterzug bei gleicher
Transportleistung haben miiite! Dabei sei
angenommen, dal dieser Zug aus Giiter-
wapgen mit einer Tragfiahigkeit von je 25 t
besteht und daB jeder dieser Wagen (ein-
schlieBlich der Koppelvorrichtung) eine
Lange von 12 m besitzt.

Wieviel Giiterziige zu je 60 dieser Giiter-
wagen hitten 1974 tiglich [ahren miissen,
um die gleiche Transportleistung zu erzielen
(das Jahr sei zu 360 Tagen gerechnet)?

2. Ermittle alle positiven geraden Zahlen

u, p. g, die folgende Ungleichungen erfiillen:

a) 42> 5u >19

b) 11<(3p+3)<22

¢) 23>(3g—3)= 3 undfirdig(3g—3)eine
natiirliche Zahl ist!

Gib die Ldsungsmenge so an, daB die gera-

den Zahlen, die jeweils die betreffende Un-

gleichheit erfiillen, der GroBe nach geordnet

sind!

Beginne stets mit der kleinsten!

3. Eine Gruppe von Pionieren unternahm
eine Radwanderung. Sie starteten innerhalb
eines Ortes und erreichten nach 800 m Fahrt
den Ortsausgang. Nachdem sie danach das
Fiinffache dieser Strecke zuriickgelegt hatten,
rasteten sie. Nach weiteren 14 km machten
sie Mittagspause. Die Reststrecke bis zu
ihrem Fahrtziel betrug 2,5 km weniger als
die bisher zuriickgelegte Strecke.

Ermittle die Gesamtlinge der Strecke vom
Start bis zum Fahrtziel!
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4. An einem Waldlaul beteiligten sich ins-
gesamt 81 Personen. Von den teilnehmenden

Erwachsenen (18 Jahre oder ilter) war die

Anzahl der Minner doppelt so groB wie die
der Frauen. Die Anzahl der teilnehmenden
Kinder und Jugendlichen (unter 18 Jahren)
betrug die Hallte der Anzahl der teilnehmen-
den Erwachsenen. Dabei waren es halb so-
viel Kinder (unter 16 Jahren) wie Jugendliche
(16 Jahre oder élter, aber unter 18 Jahre).
Gib die Anzahlen der teilnehmenden erwach-
senen Mainner, Frauen sowie der teilneh-
menden Kinder und Jugendlichen an!

Olympiadeklasse 6

1. Die Volksrepublik Polen liclerte vom
6. Dezember 1974 (erster Liefertag) bis zum
18. Dezember 1974 (letzter Liefertag) eine
Gesamtmenge von 132000 t Steinkohle und
24000 t Koks auf dem Wasserwege in die
Hauptstadt der DDR. Die Lieferung erfolgte
auf Schleppkdhnen mit einem Fassungsver-
mogen von je 600 t.

Wieviel dieser Kahnladungen trafen im ange-
gebenen Zeitraum durchschnittlich an jedem
Tag in Berlin ein (wobei Sonntage als Lieler-
tage mitgerechnet seien)?

2. In dem abgebildeten Kryptogramm sind
in die Késtchen statt der Buchstaben Ziffern
so einzusetzen, daB alle fiinf angegebenen
Aufgaben richtig gelost sind.

Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche Zil-
fern, verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern bedeuten. Als LOsung geniigt nicht,
wie bei solchen ,,Zahlenritseln® sonst iiblich,
die Angabe von gesuchten Zahlen. Es muf3
nachgewiesen werden, daB die angegebenen
Zahlen alle gesteliten Forderungen erfiillen
und daB sie die einzigen Zahlen sind, die das

tun.
La] -

.
[e] -

3. Im Jahre 1770 gab der Schweizer Mathe-
matiker Leonard Euler ein Lehrbuch der
Algebra heraus, das mehr als 100 Jahre lang
zu den meistgelesenen Algebrabiichern ge-

[+

=] [5] [

horte. Eine Aufgabe aus diesem Lehrbuch
lautet:

Die Zahl 25 ist so in zwei Summanden zu
zerlegen, daB3 der groBere der beiden Sum-
manden 49 mal so groB ist wie der andere.
Untersuche, ob eine solche Zerlegung mog-
lich ist, und ermittle, wenn dies der Fall ist,
die beiden dabei auftretenden Summanden!

4. Eine Pioniergruppe sammelt Altpapier.
Bei der Abrechnung stellte sich heraus, daB
das Sammelergebnis der letzten beiden Tage
ein Viertel der insgesamt erreichten Menge
betrug, und zwar waren am letzten Tag
27 kg gesammelt worden und am vorletzten
Tag 6 kg weniger als am letzten Tag.
Wieviel Kilogramm betrug die insgesamt
gesammelte Menge Altpapier?

Olympiadeklasse 7

1. Zwei Mathematiker unterhalten sich iiber
ihre unterschiedlichen Telefonnummern. Da-
bei stellte sich folgendes heraus:

(1) Jede der beiden Telefonnummern ist eine
dreistellige Primzahl.

(2) Jede einzelne Zifler in den beiden Telefon-
nummern stellt, als einstellige Zahl aufgefaft,
ebenfalls eine Primzahl dar.

(3) Die Ziffern, die in den beiden Telefon-
nummern jeweils an der Zehnerstelle stehen,
stimmen miteinander iibercin. Die Ziffer der
Hunderterstelle der einen Telefonnummer
ist die Ziffer der Einerstelle der anderen und
umgekehrt.

Ermittle die Telelonnummern, und begriinde
das Ergebnis. ohne dabei eine Primzahlen-
tabelle als Beweismittel zu verwenden!

2. Zwei GeldaBe, A bzw. B genannt, haben
zusammen ein Fassungsvermdgen von genau
8 Litern. Auf beide GefidBe ist eine bestimmte
Wassermenge W so verteilt, daBl 4 zur Hillte
und B ganz gefiillt ist. GieBt man nun soviel
Wasser aus B in A4, daB A ganz gefiillt ist,
so ist B noch zu einem Sechstel gefiillt. Ge-
fragt wird

a) nach dem Fassungsvermédgen von jedem
der Gefifle A und B,

b) nach der Wassermenge W.

Ermittle alle in a) und b) erfragten Angaben,
die die genannten Eigenschaften haben!

3. Gegeben seien zwei Geraden g, und g,,
die einander in genau einem Punkt § schnei-
den.

Um § als Mittelpunkt sei ein Kreis geschla-
gen, er schneide g, in A und B sowie g, in
C und D.

Beweise, daB die Strecken AC und BD gleich

lang und parallel sind, dafB also AC=BD
und AC|BD gilt!

4. In der Ebene ¢ seien 50 verschiedene
Punkte so gelegen, daB keine Gerade existiert,
die drei dieser 50 Punkte enthalt.

Jeder dieser 50 Punkte soll nun mit jedem
anderen durch eine Strecke verbunden wer-
den.



a) Ermittle die Anzahl der Verbindungs-
strecken!

b) Angenommen, die 50 Punkte seien die
Eckpunkte eines konvexen 50-Ecks. Ermittle
die Anzahl der Diagonalen des 50-Ecks!

Olympiadeklasse 8

1. Peter kam vom Einkaufen zuriick. Er
kaufte in genau 4 Geschiften ein und hatte
daliir genau 35 M zur Verfigung Davon
bringt er der Mutter genau 2 M wieder und
berichtet: ., Im Gemiiseladen habe ich 4 M
und noch etwas, jedenfalls mehr als 10 Pl
bezahlt.

Im Schreibwarengeschift habe ich mehr als
im Gemiiseladen bezahlen miissen, es war
eine gerade Zahl von Pfennigen und kein
S-Plennig-Stiick dabei. Beim Bédcker war
es dann mehr als im Gemiiseladen und
Schreibwarengeschift zusammen, aber diese
Geldsumme war ungerade, und im Konsum
schlieBlich bezahlte ich mehr als in den drei
anderen Geschiften zusammen."

Welche Geldbetrige bezahlte Peter in den
vier genannten Geschiften?

2. a) Ermittle alle geordneten Paare (a. b)
natiirlicher Zahlen. fir die die [olgenden
Bedingungen e:fiillt sind:

(1) a<4. 2) a—b>0. (3) a+b>2
b) Beweise, daB es keine geordneten Paare
(a. b) ganzer Zahlen mit den Eigenschaften
(1), (2), (3) gibt. bei denen a <0 oder b <0 ist!

3. Man beweise: Wenn in einem Dreieck
ABC fiir die Gré8en f§. y der Winkel < ABC,
¥ BCA und fur einen Punkt D auf der Seite

BC der Winkel ¥ BDA die Groe 90°+%—§

hat, so liegt D auf der Winkelhalbierenden

von ¥BAC.
4. Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH mit
der Kantenldnge 5 cm.

H G

b1

\N©

A 8

Dieser Wiirfel ist in senkrechter Zweitafel-
projektion abzubilden. Dabei wird gefordert,
dafl die Raumdiagonale AG sowohl parallel
zur GrundriBtafel als auch parallel zur Auf-
riBtafel liegt. Im iibrigen kann, wenn diese
Forderung erfiillt wird, die Lage des Wiirfels
im Raum beliebig gewdhlt werden. Alle
Eckpunkte sind entsprechend des Bildes zu
benennen.

Beschreibe und begriinde die Konstruktion
einer derartigen Zweitafelprojektion des Wiir-
fels!

Hinweis: Es empfiehlt sich, eine giinstige
Lage der vier Punkte 4, E, G, C zu wihlen.

Olympiadeklasse 9

1. Ermitteln Sie alle im dekadischen Zahlen-
system geschriebenen vierstelligen natiirli-
chen Zahlen, die gleichzeitig folgende Bedin-
gungen erfiillen:

(1) Die Zahl wird mit vier Ziffern geschrie-
ben, die, einzeln fiir sich gelesen, vier unmittel-
bar aufeinanderfolgende Zahlen bezeichnen.
An die Reihenfolge dieser Ziffern werden hier
keine Anforderungen gestellt.

(2) Die Zahl ist durch 99 teilbar.

2. In HAUS

+HAUS

STADT
sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei sollen fiir gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und fiir verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziffern ein-
gesetzt werden.
Geben Sie alie Losungen dafiir an!

3. Gegeben seien zwei verschiedene zuein-
ander parallele Geraden g und h. AuBerhalb
des von ihnen eingeschlossenen' Streifens
seien ferner zwei voneinander verschiedene
Punkte A und B so gegeben, daf auch kein
Punkt der Strecke A3 in diesem Streifen
liegt und daB3 der Abstand von A zu g kleiner
ist, als der Abstand von 4 zu h. Fiir jeden
Punkt P auf h bezeichne A’ bzw. B’ den
Schnittpunkt von g mit PA bzw. PB.
Konstruieren Sie alle diejenigen Punkte P
aul h. [ir die mit diesen Bezeichnungen
A'P=B'P gilt!

Begriinden Sie die Konstruktion; diskutieren
Sie, ob alle Punkte P mit der genannten
Eigenschaft erhalten werden k6nnen und wie
viele solcher Punkte es je nach der Lage der
gegebenen g, h, A, B geben kann!

4. Als Herr T. am 30. 12. 1973 seinen Ge-
burtstag beging, sagte er zu seiner Frau:
»Jetzt bin ich genau 8mal so alt wie unser
Sohn, wenn ich als Altersangabe jeweils
nur die vollen (vollendeten) Lebensjahre
rechne.”

Darauf entgegnete seine Frau: ,Im Jahre
1974 wird der Fall eintreten, daB du 5mal
so alt bist wie unser Sohn, wenn auch ich
nur die volien Lebensjahre beriicksichtige.
Untersuchen Sie, ob es genau ein Datum gibt,
fir das — als Geburtsdatum des Sohnes -
alle diese Angaben zutreffen!.

Ist das der Fall, so geben sie das genaue
Geburisdatum des Sohnes an (Tag, Monat,
Jahr)!

Olympiadeklasse 10

1. Ermitteln Sie alle natiirlichen Zahlen
n21 jeweils mit folgender Eigenschalt:

a) Die Summe aller natiirlichen Zahlen von
1 bis n ist eine zweistellige Zahl, deren beide
Ziffern gleich sind.

b) Die Summe aller natiirlichen Zahlen von
1 bis n ist eine dreistellige Zahl, deren drei
Ziffern einander gleich sind.

Hinweis: In der Zaklentafel ist eine Gleichung
zur Berechnung der Summe natiirlicher Zah-
len zu finden.

2. Von einem rechtwinkligen Dreieck seien
die Lange ¢ der Hypotenuse und die Linge r
des Inkreisradius bekannt.

Ermitteln Sie den Umfang des Dreiecks!

3. Ermitteln Sie alle Maglichkeiten. den
Wert [ir das Verhiltnis  -h zweier positiver
reeller Zahlen a und b mit a <b so zu wahlen.
da8 folgendes gilt:

Das geometrische Mittel \/ab dieser Zahlen
betrigt 60°/. ihres arithmetischen Mitiels!

HAUS
+ HAUS

4. In

sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei sollen fiir gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und fiir verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziflern ein-
gesetzt werden.

Geben Sie alle Losungen an!

Olympiadeklasse 11,12

1. An einer Schule wird hiufig Tischtennis
gespielt. Man zeige. daB es stets unter sechs
beliebigen Schiilern dieser Schule entweder
drei gibt. die bereits jeder gegen jeden ge-
spielt haben, oder drei gibi, zwischen denen
noch kein Spiel ausgetragen worden ist.

2. Man beweise, daB es zu drei beliebig aus-
gewidhlten Punkten einer Kugeloberflache
stets eine Halbkugel gibt, aul der diese drei
Punkte liegen.

Bemerkung: Eine Halbkugel (-fliche) werde
stets einschlieBlich ihrer Randlinie verstan-
den.

3. Man ermittle alle Tripel (x. y. z) reeller
Zahlen, (ir die

1 1 7
—+ =— 1
x+y x+z 12 M

1 1 8
—_— =, 2
. x+y y+z 15 )
LN S AT 3)

x+z y+z 20

4. Essei M die Menge aller derjenigen sieben-
stelligen Zahlen (im dekadischen Positions-
system), in denen jede der sieben Ziflern
1,2, 3,4,5, 6, 7 einmal aultritt.

Man beweise, daB keine der Zahlen aus M
durch eine andere Zahl aus M teilbar ist.
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Spiel mit Dominosteinen

o123 ]|#|S5
6(6|6]6]|6]|6

Die Dominosteine
konnen so zu einem Rechteck gelegt werden, daB in
keiner Zeile und in keiner Spalte eine Zahl doppelt

vorkommt. 512 7
Eine mégliche Anordnung der Steine ist diese |4 [3

ol1]2]a 2 0|3
Beteiligt man auch die Steine [*1*1*1* ol

am Spiel, ist das Rechteck besonders einfach zu legen,
so daB in keiner Zeile und in keiner Spalte eine Zahl
doppelt vorkommt.

Etwas schwieriger wird es wieder, wenn auch noch die
Steine [o 112131«
S515|5|5(5

dazukommen und die 15 Steine zu einem Rechteck
gelegt werden, wobei die gleiche Vorschrift (wie oben)
gelten soll.

Zum Schluf} sollen noch folgende Steine am Spiel
teilnehmen, und auch jetzt soll die gleiche Vorschrift
gelten, daB in keiner Zeile und in keiner Spalte gleiche
Zahlen mehrfach vorkommen.

olo|ol1]2]3
2131213]3

Wer bereits bei den ersten 10 Steinen mit den Ziffern
von 0 bis 4 eine zweckmiBige Methode gefunden hat,
dem wird die letzte Aufgabe keine groBen Schwierig-
keiten machen. Heinz Krzikalle, Jacobsdorf

aus: Neues Leben 4/75,
Lothar Otto

84

Dreistellige Telefonnummern

Johannes wohnt in einer Kleinstadt, wo man bloQ3
dreistellige Telefonnummern benutzt. Einmal fragte
er seine Mitschiilerin Monika: ,,Kannst du mir
deine Telefonnummer nennen? Sie antwortete: ,,Die
erste Grundziffer heiBt acht, die anderen zwei sind
ungerade. Kannst du’s erraten?*
Wieviel solche Nummern gibt es in der Stadt?
Mathematikfachlehrer A. Halameisir, Moskau

Vierstellige Autonummern

Frank erzihlt:
Die vierziffrige Autonummer meines Mathe-Lehrers
ist sehr leicht zu merken. Sie ist symmetrisch und die
Quersumme ist so groB wie die vordere zweiziffrige
Zahl.
Ralph meint:
Die Autonummer (vierziffrige) meines Vaters ist auch
bemerkenswert. Die hintere zweiziffrige Zahl kann
nicht gréBer sein, und sie ist beinahe das Fiinffache
der vorderen zweiziffrigen Zahl.

Mathematikfachlehrer W. Zehrer, Netzschkau

Kryptarithmetik
EI NS PAAR VI ER
+ET1 NS +P AAR +VI ER
PAAR VI ER ACHT

Die Buchstaben sollen so durch Ziffern ersetzt werden,
daB die Addition zu einem richtigen Ergebnis fiihrt.
Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und
verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern bedeu-
ten. Untersuche, wieviel Losungen die Aufgabe hat!
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

o,

Schiilerin Monika Damisch, Gera



XIV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Losungen

Kreisolympiade

Klassenstufe 5§

1. Als Losung gilt jede (einwandfreie) Zeich-
nung, in der (1. Losungsweg) fiir mindestens
einen der Punkte A, B, C sein 1_3151 Ay
B, bzw. C, bei der Verschiebung PP, und
dann gleichsinnig parallel und gleichlang
—_— —— —>
zu AA,, BB, bz&’CIC2 der gesuchte
Verschiebungspfeil P,P, oder (2. Losungs-
weg) gleichsinnig parallel und g_l@i::hlin
zu einem der Verschiebungspleile A4,. BB,
bzw. C?; der Verschiebungspfeil PP, und
dann durch Verbindung von P, mit P,
der gesuchte\Verschiebungspfeil P,P, kon-

struiert wurde. _

AN

A
N
\
\
X

1

\

\

Pl

2. Anita und Peter bezahlten fir die 4 Fla-
schen Brause wegen 4-15=60 insgesamt
60 Pfennig mehr, als sie fir 4 Flaschen
Selters bezahlt hitten. Fiir diese 60 Pfennig
hitten sie genau 7—4=3 Flaschen Selters-
wasser kaufen konnen. Wegen 60:3=20
kostete mithin jede Flasche Selterswasser
20 Plennig. und folglich jede Flasche Brause
35 Pfennig Wegen 4-35=7-20=140 ko-
steten die 4 Flaschen Brause 1.40 Mark.

3. Laut Aufgabe legte der Zug, wihrend Uwe
schliel, eine Strecke zuriick. die doppelt so
lang wie 25 km war, also S0 km betrug,
Vom Zeitpunkt des Einschlafens an bis zum
Reiseziel muBte wegen 50+25=75 Uwe
folglich 75 km fahren. Das war laut Aufgabe

die Hilfte der Linge seiner Reisestrecke.
Daher war diese Reisestrecke 150 km lang.

4. Laut Aufgabe wurden wegen 14-6=284

.in diesem Turnier insgesamt 84 Spiele aus-

getragen. Diese Anzahl setzt sich additiv
zusammen aus der Anzahl der Spiele, die die
Maidchen gegeneinander durchfiihrten, und
der Anzahl der Spicle, an denen die Jungen
beteiligt waren. =

Bei n Spielern, von denen jeder gegen jeden
(n—1) der anderen Spieler genau zwei Spiele
austrdgt,” betrdgt die Anzahl aller Spiele
n(n—1). Damit 1dBt sich folgende Tabelle

aufstellen:

Anzahl Anzahl Ergénzung
der Spieler  der Spiele zu 84
2 2 82
3 6 78
4 12 72
5 20 64
6 30 54
7 42 42
8 56 28
9 72 12

210 =90 s

Da laut Aufgabe 84 Spiele insgesamt durch-
gefithrt wurden, kann die Anzahl der teil-
nehmenden Jungen bzw. die der Madchen
nicht groBer als 9 gewesen sein. Als Summan-
den konnen nur die in der Tabelle ermittelten
Zahlen auftreten, und zwar miissen es genau
zwei Summanden der Form n(n—1) sein.
deren Summe 84 betrigt. Das ist. wie ein
Vergleich der Zahlen der zweiten und dritten
Spalte der Tabelle zeigt. nur fir 42+42=284
und 12+72=84 moglich. Da die Anzahl
der teilnehmenden Jungen groBer war als
die der Madchen. kann die gesuchie Losung
nur lauten:

Es nahmen 4 Midchen und 9 Jungen an dem
in der Aufgabe erwihnten Turnier teil.

Klassenstufe 6

1. Als Losung gilt jede (einwandfreie) Zeich-
nung. in der (iir mindestens einen der Punkte
A,. B, bzw. C, bei der Spiegelung an g
und dann gleichsinnig parallel und gleich-
lang zu Zl_A; B_Eiz'w Cl_C; der gesuchte

. Verschiebungspfeil PQ konstruiert wurde.

a

2. Wenn es eine Zahl z der genannten Art
gibt, so gilt fiir sie und die Zahl z’:
) z'=198 + z sowie
2 z+2'=13776.
Aus (1) und (2) folgt:

z+ 198 +2=13776, woraus man
. 2z=13776—198=13578,
also. z= 6789 erhilt.
Also kann nur diese Zahl die genannten
Eigenschaften haben. In der Tat treflen nun
Klaus' Aussagen fiir diese Zahl und z'=
6789+ 198=6987 zu. da z' aus z dadurch
gewonnen werden kann. daB in z die Zil-
fern'7 und 9 miteinander vertauscht werden.
Daher hat genau die Zahl z=6789 die von
Klaus genannten Eigenschalten.

3. Angenommen, in Aussage (1) wire Bri-
gittes Plazierung richtig angegeben. dann
wiren die Plidtze von Anita in (2) und Dana
in (3) falsch angegeben. und demnach miiBte
Christa den dritten und zugleich den vierten
Platz belegt haben. was nicht mdéglich ist.
Folglich ist in (1) die Plazierung von Anita
richtig und die von Brigitte falsch angege-
ben. Daraus folgt, daB in (3) der Platz Christas
falsch und der Danas richtig angegeben
wurde. Mithin belegte Anita den ersten.
Dana den zweiten. Christa den dritten und
Brigitte den vierten Platz.

4. Der erste Radfahrer war um 8.00 Uhr genau
zwei Stunden gefahren und hatte dabei
eine Strecke von 28 km zuriickgelegt. Von
diesem Zeitpunkt an legte der zweite Rad-
fahrer in jeder Stunde genau 7 km mehr zu-
riick als der erste. Da sie sich genau am
Mittelpunkt der Strecke von A4 nach B
trafen. geschah das wegen 28:7=4 genau
4 Stunden nach Ablahrt des zweiten Rad-
fahrers, also um 12.00 Uhr.

Bis zu diesem Zeitpunkt hatte wegen
6-14=84 bzw. 4-21=84 jeder von beiden
genau 84 km zuriickgelegt. Die Linge der
Strecke von A nach B betragt wegen
2-84=168 mithin 168 km.



Klassenstufe 7

1. Aus (6), (3) und (2) folgt, daB weder die
Schiilerin Miiller noch die Schiilerin Rich-
ter am besten abschnitt. Folglich lautet der
Zuname der erfolgreichsten Schiilerin Nau-
mann. Wegen (4) lautet ihr Vorname nicht
Angelika und wegen (1) sowie (5) auch nicht
Beate. Folglich heiBt sie Christine. Die er-
folgreichste der drei Schiilerinnen heiBt Chri-
stine Naumann.

2. Wegen (1) ist das Dreieck ABC gleich-
seitig. Jeder seiner Innenwinkel ist mithin
60° groB.

Aus (1) folgt ferner, da D der Mittelpunkt von
AB ist, AD (=DB)=CD. Also ist AADC
gleichschenklig. Als Nebenwinkel des Win-
kels £BDC hat der Winkel ¥xADC eine
GroBe von 120°

Folglich hat der Winkel ¥ ACD als einer der
Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck
ADC eine GroBe von 30°. Da die GréBe des
Winkels ¥ ACB gleich der Summe der Gro-
Ben der Winkel ¥BCD und ¥ ACD ist,
betrdgt diese 60°+30°=90° das Dreieck
ABC ist also rechtwinklig, w. z b. w.

3. (I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck,
wie es laut Aufgabenstellung konstruiert wer-
den soll. 4D sei die Winkelhalbierende von
XBAC, wobei D auf BC liegt. Dann sind
von dem Teildreieck ABD die Stiicke AD = Wes

{BAD=—;— und ¥ ABD = f bekannt. Punkt C

liegt erstens auf dem f[reien Schenkel des in
A an AB nach derselben Seite der Geraden
durch 4 und B wie D angetragenen Winkels
der GroBe « und zweitens aul dem Strahl
aus B durch D.

Daraus folgt, dal ein Dreieck nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn
es durch [olgende Konstruktion erhalten
werden kann:

(II) (1) Wir konstruieren das Dreieck ABD
aus 15:5,5 cm, ¥BAD=30° und < ABD
=135°.

(2) Wir tragen in A an AB einen Winkel
der GroBe 60° nach derselben Seite der
Geraden durch 4 und B an, auf der D liegt.
(3) Wir zeichnen den Strahl aus B durch D.
Schneidet er den freien Schenkel des in (2)
konstruierten Winkels, so sei dieser Schnitt-
punkt C genannt.

(IIT) Jedes so konstruierte Dreieck ABC
entspricht den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Nach Konstruktion hat der Winkel
¥BAC die GroBe 60°. Ebenso hat nach

Konstruktion der Winkel ¥« ABC die GréBe
35°. SchlieBlich ist nach Konstruktion AD
Halbierende des Winkels ¥ BAC und hat
die Ldnge 5,5 cm.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist bis auf
Kongruenz eindeutig ausfiihrbar. Ebenso
sind die Konstruktionsschritte (2) und (3)
eindeutig ausfiihrbar. Da sowohl %BAC
als auch ¥ ABD spitze Winkel sind. gibt es
genéu einen Schnittpunkt C. Mithin ist
AABC durch die gegebenen Stiicke bis aufl
Kongruenz eindeutig bestimmt.

4. Angenommen, die Angaben treffen zu,
wenn das Buch x Seiten hat. Von ihnen las

Fritz am ersten Tag li Seiten, an den fol-

genden 4 Tagen zusammen 4. g Seiten. das
sind zusammen %x Seiten. Fiir den letzten

Tag verblieben daher noch 15—2)( Seiten. Das
waren laut Aufgabe 20 Seiten weniger als

lx Seiten. Daraus folgt —2—x=20 und
12 12

somit x=6-20=120.

Somit kénnen nur fiir die Antwort, das Buch
habe 120 Seiten, die Angaben von Fritz zu-
treffen. In der Tat treffen sie hierfiir zu;
denn hat das Buch 120 Seiten, so las Fritz
am ersten Tag 10 Seiten, an den folgenden
4 Tagen je 15 Seiten, bis dahin also zusam-
men 70 Seiten; und liest er noch (20 Seiten
weniger), d. h. 50 Seiten, so ergibt sich genau
die Seitenzahl des Buches, 120 Seiten.

Klassenstufe 8

1. Die Anzahl aller von den Schiilern der
Stadt B bei dieser Kreisspartakiade errun-
genen Goldmedaillen sei g, die der Silber-
medaillen s und die der Bronzemedaillen b.
Dann gilt laut Aulgabe:

g+s+b=42, (1)
63

s=—=21, 2
3 (2)

10<b<12. 3

Daraus folgt, da b ganzzahlig ist, b=11
und somit wegen (1) und (2) g=42-21—11
=10.

Die Schiiler der Stadt B errangen 10 Gold-,
21 Silber- und 11 Bronzemedaillen.

2. Angenommen, 4 habe die in der Aufgabe
genannte Strecke in ¢t Stunden zuriickgelegt.
Dann benétigte B fiir dieselbe Strecke (t+2)
Stunden. Daher gilt 56t=40 (t+2), woraus
man t=35 erhilt.

A legte mithin die Strecke mit einer Durch-

schnittsgeschwindigkeit von 56kTm in 5 Stun-

den zuriick. Die Strecke war daher 280 km
lang. Wegen 280:35=8 wiirde D fiir diese
Strecke bei einer Durchschnittsgeschwindig-

keit von 35kTm genau 8 Stunden brauchen.

Da C erst 4 Stunden spiter als D abfahren

soll, miiBte er die gesamte Strecke in genau
4 Stunden zuriicklegen, wenn er gleichzeitig
mit D am Ziel eintreffen will. Wegen 280:4
=70 miiBte er dabei eine Durchschnittsge-

schwindigkeit von 701%n einhalten.

3. Es sei ¥ ABC=pf. Dann hat der Auflen-
winkel bei 4 laut Aufgabe die GroBe 4p.
Nach dem Satz iiber den AuBenwinkel am
Dreieck betrdgt die GroBe des Winkels
¥ ACB somit 3 8. also gilt ¥x ACB> x ABC.
Daraus folgt, da im Dreieck dem groBeren
von zwei Winkeln jeweils die ldngere Seite
gegeniiberliegt. AB> AC. Daher gibt es aufl
AB ecinen Punkt D. fiir den AD=AC gilt.
Mithin sind A4, D, C die Ecken eines gleich-
schenkligen Dreiecks. Daraus und aus dem
AuBenwinkelsatz folgt
X ADC= X ACD=28.

SchlieBlich erhidlt man fiir jeden Punkt D
der genannten Art £DCB= XACB-
XACD=3§-2p=F=«DBC, also st
ACDB gléichschenklig mit DB= DC,w.z b.w.

N

48 28 B
A I 8

4. (I) Angenommen, k sei ein Kreis, wie er
laut Aulgabenstellung konstruiert werden
soll. Sein Mittelpunkt sei M. Dann ist nach
dem Satz des Thales xAPB ein rechter
Winkel und als sein Nebenwinkel ¥ BPQ
ebenlalls ein rechter Winkel. Folglich liegt P

eerstens auf dem Halbkreis iiber BQ und zwei-

tens auf dem Kreis um Q mit dem Radius PQ.
Punkt A liegt erstens auf dem Strahl aus Q
durch P und zweitens auf der Senkrechten
zu BQ durch B.

4

Daraus [olgt. daf ein Kreis nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn
er durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann:

(II) (1) Wir zeichnen die Strecke BQ der
Ldnge 6 cm.

(2) Wir schlagen iiber BQ einen Halbkreis.
{3) Wir schlagen um @ mit dem Radius der
Léange 3 cm einen Kreis. Schneidet er den in
(2) gezeichnetcn Halbkreis in einem Punkt.
so sei dieser P genannt.

(4) Wir errichten in B die Senkrechte zu g.
(5) Wir zeichnen den Strahl aus Q durch P.
Schneidet er die in (4) konstruierte Senkrechte.
so sei der Schnittpunkt 4 genannt.

(6) Wir zeichnen den Kreis k mit dem Durch-
messer AB.



(ITT) Jeder so konstruierte Kreis k entspricht
den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion gilt @:6 cm
und @=3 cm. Der Kreis k beriihrt die Ge-
rade g laut Konstruktion in B. da ABlg
ist. Ferner liegt laut Konstruktion P auf
AQ (und zwar ist P+ A). Wegen BP L PQ
(nach dem Satz von Thales) und damit
BP | AP liegt P nach der Umkehrung des
Satzes des Thales auf dem Kreis k mit dem
Durchmesser AB sowie laut Konstruktion
aul AQ.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist bis auf
Kongruenz eindeutig ausfiihrbar. Ebenso
ist (2) bis aul Kongruenz eindeutig ausfiihr-
bar. (3) liefert bei den gegebenen Langen
fiir BQ und PQ genau einen Schnittpunkt P.
(4) ist eindeutig ausliihrbar. ebenso (5). und
es gibt, da der in (5) konstruierte Strahl einen
spitzen Winkel mit dem Strahl aus Q durch B
bildet, genau einen Schnittpunkt 4 des in
(5) konstruierten Strahles mit der in (4)
konstruierten Senkrechten. SchlieBlich ist
auch (6) eindeutig ausfiihrbar. Der Kreis k
ist durch die gegebenen Stiicke mithin bis
aul Kongruenz eindeutig bestimmt.

]
h

Klassenstufe 9

1. Fiir jeden Spieltag in der Zeit dieser Halb-
serie sei n die Anzahl derjenigen Mannschaf-
ten der Oberliga. die nach diesem Spieltag
mindestens ein Spiel ausgetragen haben.
Fiir jede dieser n Mannschaften ist die Zahl
der ausgetragenen Spiele hdchstens n— 1.
da jede hochstens gegen jede der n—1
anderen Mannschaften genau ein Spiel aus-
getragen haben kann. Nun gibt es unter den
natiirlichen Zahlen von 1 bis n—1 keine n
paarweise verschiedenen. Daher stimmen
mindestens zwei dieser Zahle iiberein,
w.z b w.

2. Da das Dreieck ABC spitzwinklig ist.
liegen D, E und F auf den Dreieckseiten. und
H liegt im Innern des Dreiecks. Nach dem
Hauptihnlichkeitssatz sind die Dreiecke
AEH und BDH i&hnlich, da sie in den Schei-
telwinkeln bei H und in den rechten Winkeln

[

bei E bzw. D iibereinstimmen. Folglich gilt:
AH:HE=BH :HD und damit
AH-HD=BH - HE.

Analog ergibt sich, daB auch
BH-HE=CH - HF gilt.

3. Hat eine ganze Zahl z ein ganzzahliges
Vielfaches von 588 als dritte Potenz. so gibt
es eine ganze Zahl g mit z* = 588a=22-3-7-a.
Daraus folgt, daB z* und folglich auch z
durch jede der Primzahlen 2, 3, 7 teilbar ist;
hiernach gibt es eine ganze Zahl x, mit der
z von der Form z=2 -3 - 7 x ist. Hat umge-
kehrt z diese Form, so ist z2=2%-3-72-2-3%-
7 - x? ein ganzzahliges Vielfaches von 588.
Daher hat eine ganze Zahi genau dann ein
ganzzahliges Vielfaches von 588 als dritte
Potenz, wenn sie ein ganzzahliges Viellaches
von 2-3-7=42 ist Unter allen positiven
ganzzahligen Vielfachen von 42 ist 42 die
kleinste und somit die gesuchte Zahl.

4. a) Der Mittelpunkt von CD sei M. Aus
s L e folgt BD 1L BC sowie BD 1 AC; hier-
nach und wegen AB L AC ist_die Ebene
durch A4, B, C senkrecht zu AC, demnach
ist AD 1 AC. Also gilt XxCBD = £ CAD=90".
Nach der Umkehrung des Satzes des Thales
liegt daher jeder der Punkte A4 und B aufl
einem Kreis um M mit dem Durchmesser
CD. Folglich liegen die Punkte 4. B, C und D
auf der Kugel um M mit dem Durchmesser
CD.

b) Nach dem Lehrsatz des Pythagoras erhilt
man aus CA=a,/2 und AB=a fir CB die
Linge C—B=a\/§ und daraus sowie aus
B—D=a\/§ fiir die Liange des Durchmessers
der Kugel CD=a,/6. Der Radius der Kugel

betrigt in diesem Falle also % \/6

Klassenstufe 10

1. Die Zahl z, ist vierstellig, da sonst wegen
z,>z, die Summe z;+2,<2000 wire.
Bezeichnet man die erste der benutzten Zif-
fern mit a und die zweite mit b, so gilt a=1
oder a=2. Die Zahl z; hat hiermit die Form
abab, z, ist entweder

(1) vierstellig, dann hat sie die Form abab
oder (2) dreistellig, dann hat sie die Form
aba oder (3) zweistellig, dann hat sie die
Form ab oder (4) einstellig, dann hat sie die
Form a.

Im Falle (1) und (3) stehen an den Einerstellen
beider Zahlen gleiche Ziflern, folglich wire
ihre Summe eine gerade Zahl. im Widerspruch
dazu, daB 2555 ungerade ist.

Im Falle (4) widre a=2, was auf b=13 [iihren
wiirde. Da aber 2323+2=232542555 ist,
ist auch dieser Fall nicht méglich.

Im Falle (2) muB g=2 sein. Daraus erhilt
man b=3. Tatsichlich erfiillen diese Anga-

ben alle Bedingungen der Aufgabe; denn
es ist 2323 4+ 232=2555.
Die beiden Ziffern lauten 2 und 3, und es ist
z,=2323 und z,=232.

2. Angenommen, (x. ). z) sei ein Tripel mit
den verlangten Eigenschaften.
Aus (1) und (2) folgt dann (4) x>y>z.
Nach (3) gilt x=a?, y=b? z=c?, wobeia, b, ¢
natiirliche Zahlen sind.
Aus (4) folgt dann (5) a>b>c.
Wegen (1) und (2) gilt schlieBlich
a®>—b*=96 sowie b —¢?=96 und damit
(a+b)(a—b)=(b+c)(b—c)=96.
Hieraus ergibt sich unter Beriicksichtigung
von (4), daB hochstens die lolgenden Mog-
lichkeiten bestehen:

a+b 96 48 32 24 16 12
bzw.

b+c

a—b 1 2 3 4 6 %
bzw.

b—c
Hiervon scheiden die Fille mit ungeraden
(a+b)+(a—b)=2a aus. und in den iibrigen
Fiéllen flolgt
bzw. (a. b) (25,23) (14.10) (11,5) (10.2)

(a,c)
Die einzige Zahl, die sowohl erste als auch
zweite Zahl in je einem dieser Paare ist, ist 10.
Damit verbleibt nur die Moglichkeit a= 14,
b=10,¢=2.
Das fiihrt auf x=196. y =100, z=4..
Umgekehrt hat das Tripel (x, y. z) aus diesen
Zahlen die verlangten Eigenschaften; denn
esist 196—100=100—4=96.

‘Das Tripel (196, 100. 4) ist daher die einzige

Losung der Aufgabe.

3. Wegen ¥AED=90" und xACD=90°
liegen E und C nach der Umkehrung des
Lehrsatzes des Thales aul dem Kreis mit dem
Durchmesser AD. Daher ist nach dem Peri-
pheriewinkelsatz ‘X CDE entweder gleich
¥ CAE (<90° oder gleich 180°— xCAE
(>90°).
Der zweite Fall kann nicht eintreten, weil mit
B auch AB und insbesondere E als Punkt von
AB aul der anderen Seite der Geraden durch
A und C liegt wie D und daher X ECD>90°,
also &£ CDE <90° ausfdllt.
Es sei jetzt R der Punkt auf DE, fir den

" DR=AB m
gilt (wegen AB < AC=DC < DE existiert tat-
sichlich genau ein solcher Punkt R).
Dann ist ADRC=AABC (nach sws).
Folglich ist ¥ DRC =90° und somit £ ERC=
90°. Daher ist BERC ein Rechteck, so daB

RE=BC ist. @

. o
Aus (1) und (2) folgt (da R auf DE liegt)
durch Addition die zu beweisende Behaup-
tung.



4. a) Nach dem Satz des Thales ist das Drei-
eck ABD rechtwinklig mit D als Scheitel
des rechten Winkels. Daher gilt:
AD=/4r —x? und somit fiir das Volumen
der Pyramide

V=%xh Jart—x2,

b) Wegen AC Le ist AC L BD. [erner gilt
AD L BD. Daher steht die Ebene durch
A, C, D senkrecht aul BD. woraus die Be-
hauptung CD L BD folgt.

Anderer Beweis [iir b):
Nach Voraussetzung ist AC L AD. Daher
gilt nach dem Lehrsatz des Pythagoras

CD*=4r*—x* + 12
und wegen AC 1 AB

BC?=4r? 4+ i?

=CD*+BD?

Dabher ist nach der Umkehrung des Lehrsatzes
von Pythagoras £ CDB ein rechter Winkel,
w. z. b. w.

Bezirksolympiade
Klassenstuie 7

1. Es gibt verschiedene Losungswege:
Verlangt werden (zur Vergabe der vollen
Punktzahl) solite eine Begriindung min-
destens folgenden Umfangs:

Wegen (1) ist Ulrich nicht Schiiler der Klasse
7, wegen (3) sind Hans und Werner nicht
Schiiler der Klasse 7. Also ist Fritz der
Schiiler der Klasse 7. Von den restlichen
Schiilern gehdren wegen (3) Hans und Wer-
ner nicht der Klasse 8 an. Also ist Ulrich
Schiiler der Klasse 8. Von den nun noch ver-
bleibenden zwei Schiilern ist Hans wegen
(2) nicht Schiiler der Klasse 6. Also gehort
Werner der Klasse 6 an, und [folglich ist
Hans der Schiiler der Klasse 5.

2. Fiir jede natiirliche Zahl gilt:

Bei ihrer Division durch 3 tritt als Rest
einer der Werte 0, 1, 2 auf. Unter diesen
Werten beflinden sich keine vier verschiede-
nen. Daher gibt es unter je vier beliebigen
natiirlichen Zahlen zwei, die bei Division
durch 3 denselben Rest lassen. Ist r dieser
Rest, so sind diese beiden Zahlen von der
Form 3p+r und 34 +r mit natiirlichen Zah-
len p, q. Ihre Differenz ist demnach
Bp+r)—(3g+r)=3p—q), also durch 3 teil-
bar.

v

3. (I) Angenommen. AABC sei ein Dreieck,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.
Dann ist b>c. Daher gibt es einen Punkt D
auf AC, fir den AD=c. also DC=b—c
gilt.
Sodann ist nach dem Winkelsummensatz
XDCB= ¥ ACB=180°—(a + f).
Ferner ist AABD gleichschenklig mit AB
=AD=c. also gilt
X ABD= ¥ ADB.
Wegen X ABD+ £ ADB +« = 180° folgt hier-

aus ¥ ABD = {ADB=%(180°—a). Daher

o
>
Punkt A liegt erstens aul dem Strahl aus C
durch D und zweitens auf dem freien Schen-
kel des in B an CB nach der Seite der Geraden
durch B und C, auf der D liegt, angetragenen
Winkels der GroBe f.

Daraus folgt, daB ein Dreieck ABC nur dann
den Bedir.gungen der Aufgabe geniigt, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann:

(II) (1) Man konstruiert ein Dreieck BDC,
in dem die Seite DC die Linge b—c, der

Winkel xCDB die GroBe 90°+5 und der

Winkel ¥DCB die GréBe 180°—(a+ f) ha-
ben.

(2) Man zeichnet den Strahl aus C durch D.
(3) Man trdgt in B an BC nach der Seite
der Geraden durch B und C, aufl der D liegt,
einen Winkel der GroBe f§ an.

(4) Schneidet sein freier Schenkel den in (2)
gezeichneten Strahl in einem Punkt auBerhalb
von CD. so sei dieser 4 genannt.

(III) Beweis. daB jedes so konstruierte Drei-
eck ABC den Bedingungen der Aufgabe ent-

spricht: 3

gilt <):CDB=180°—%(180°—a)=90°+

Nach Konstruktion hat ¥« ABC die verlangte-
GroBe B. Ferner hat £ BAC nach dem Win-
kelsummensatz und nach Konstruktion die
Grobe

180°— £ ABC— £ DCB=180°—f—(180°—
—a—f)=ua.

Weiterhin ist nach Konstruktion

¥ ADB=180°— xCDB=180°—(90° +§)
=90° —% und somit

¥ ABD=180°— £BAD— ¥ ADB

= 180‘5—a—(90°—§) =90°—%= ¥ ADB.

Also ist AABD gleichschenklig mit AB=AD,
und somit gilt auch, wie verlangt, AC— AB
=AC-AD=CD=b—c

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist bis aul Kon-
gruenz eindeutig ausfiihrbar, da fiir die ge-
gebenen GroBen a, § die Beziehung 180° —a

—p>0und (90°+%)+(180“—a—,8)<180°

gelten.
Danach sind die Konstruktionsschritte (2)
und (3) eindeutig ausfihrbar und wegen

(180° —o — p)+ B < 180° und 90°+%>aauch

Konstruktionsschritt (4). Durch die gege-
benen Stiicke ist ein Dreieck mithin bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt.

4. In A, produzierte nach Durchfiihrung der

Rationalisierung jeder der 53 Arbeiter %

und in A, jeder der 62 Arbeiter %des

ProduktionsausstoBes seiner Abteilung vor
den RationalisierungsmaBnahmen. Da in 4,
die Produktion auf eine groBere Menge ge-
wachsen war als in A4,, muBten Arbeiter
von A, nach A, iiberwechseln. Ihre Anzahl
sei x. Danach betrug in A, die Produktion
I;—?(SB—x) der friiheren Produktion, in
1,24
62
duktionsausstoBe gleich waren, gilt

159 124
o (53-0)="2(62+x),d h

A, aber (62 +x). Da diese beiden Pro-

3(53—x)=2(62+x), also
159 —3x=124+2x und damit
35="5x
x=17.
Es wechselten somit 7 Arbeiter von 4, nach
A, iiber. Der neue ProduktionsausstoB in
jeder Abteilung betrug dann

L9 46(=12% 69)=1,38

53 62
d. h., er stieg auf 138 °/, des [ritheren Produk-
tionsausstoBes.

5. Esgilt
a:b =3:8
b:c =8:6 (Erweiterungvon4:3

mit 2), daraus [olgt

a:b:c=3:8:6,
d. h, a, b und ¢ sind der Reihe nach das
3-, 8-, bzw. 6lache ein und derselben Lange.
Wegen 3+8+6=17 und wegen des gege-
benen Umfangs von 34 cm betrdgt diese
Linge 2 cm.
Die gesuchten Seitenlingen betragen daher
a=6 cm, b=16 cm, c=12 cm.
Weitere Losungsmoglichkeit:
Gegeben:a :b=3:8

b:c=4:3
a+b+c=34cm

daraus folgt

b=§a
3, 38
(—Zb—z 50-—20

a+§a+20=34cm

ga=34cm
3

a=6cm,b=16cm,c=12cm.



6. Sei S der genannte Schnittpunkt, E der
Mittelpunkt der Seite AB und F FuBpunkt
der Héhe auf BC.
Weil die Gerade durch B und S den Winkel
¥ ABC halbiert. gilt dann

¥ FBS>~ ¥SBA n
Da S auBlerdem auf der Mittelsenkrechten
von AB liegt, sind A, B, S die Ecken cines
gleichschenkligen Dreiecks mit AS =BS, und
deshalb ist

¥SAB= xSBA (2)
Aus (1) und (2) lolgt:

¥FBS= £SAB= £SBA 3)
Weiter sind A, B, F die Ecken eines recht-
winkligen Dreiecks. Die Summe der GréBe
der in (3) genannten untereinander gleich
groBen Winkel betrigt somit nach dem
Winkelsummensatz 90°.
Jeder von ihnen hat daher die GréBe 30°.
Sabines Behauptung ist also richtig Die
GroBe des Winkels £ ABC betrigt 60°.

Klassenstufe 8

1. Das Alter eines jeden Schiilers sei mit dem
Anfangsbuchstaben seines Vornamens be-
zeichnet.

Angenommen, (5) wire wahr. Dann folgte
erstens, daB (1) und (4) nicht beide wahr sein
konnten; zweitens [olgte auch, daB (7) und
(3) nicht beide wahr sein konnten. Es gibe
also unter den Aussagen (1) bis (7) mehr als
eine falsche. Damit ist die Annahme, (5) wire
wahr, widerlegt; d h. (5) ist die [alsche Aus-
sage, und (1), (2), (3), (4), (6) und (7) sind wahr.
Aus (2) folgt B<C, aus (7) folgt C<D, aus
(6) folgt D<E, aus (1) folgt E<A. Die ver-
langte Reihenflolge der Schiiler lautet mithin:
Berta, Christine, Dieter, Elvira, Anton.

2. Angenommen, zwei Primzahlen P, ,
haben die verlangten Eigenschaften. Eine der
Primzahlen P, und P, muB wegen (a) 2 sein,
da die Summe ungerade Primzahlen stets
groBer als 2 und durch 2 teilbar ist Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit sei P, =2.
Wegen b) gibt es eine natiirliche Zahl n, so
daB (2+P,)-2P,=10"n,

also (2+P,)P, = 5-'n ist

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung einer
natiirlichen Zahl in Primfaktoren gilt ent-
weder 2+ P,=5, d h. P,=3 oder P,=5.
Also erfiillen hichstens die Primzahlen (2; 3)
und (2; 5) die Bedingungen.

In der Tat haben sie die verlangten Eigen-
schaften; denn ihre Summen P,+ P, sind
5 bzw. 7, jeweils also eine Primzahl. Die

Produkte (P, +P,) PP, sind 30 bzw. 70,
jewetls also durch 10 teilbar.

3.(I) Angenommen, k sei ein Kreis, der den
Bedingungen der Aufgabe geniigt. A4 sei
sein Beriihrungspunkt mit SP, B der mit SR
und C der mit dem Bogen PR. Der Mittel-
punkt M des Kreises k liegt dann auf dem
Strahl s aus S durch C; lerner ist ASAM
=ASBM wegen m=§ﬁ, MA=MB (Ra-
dius von k) und xMAS= ¥ MBS=90°".

Daher ist ¥MSA= xMSB, so daBl s den
Winkel ¥ PSR halbiert. Wegen MA=MC
ist weiter AACM gleichschenklig und somit

XACM= <):CAM=% ¥ AMS, letzteres nach

dem AuBenwinkelsatz, der hier anwendbar
ist, weil wegen der vorausgesetzten Beriih-
rung von innen M zwischen S und C liegt.
Sind jetzt M’ ein beliebiger von S verschie-
dener Punkt aul s. A" der FuBpunkt des
Lotes von M’ aul die Gerade durch S und P
und C’ der Schnittpunkt von s mit dem
Kreis um M’ mit dem Radius M '4". so ist
XA'M'S=¥AMS. weill AAMSZAA'M'S
ist. Es gilt nimlich ¥ ASM= % A'SM' und
KSAM=XSA'M =90°.

Daher geniigt ein Kreis k& nur dann den
Bedingungen der Aufgabe. wenn er durch
folgende Konstruktion erhalten werden
kann:

(II) (1) Man konstruiert die Halbierende des
Winkels « PSR, in dessen Innerem der
Bogen PR verlduft. Ihr Schnittpunkt mit
dem Bogen PR sei C.

(2) Man wihlt einen beliebigen Punkt M’
auf SC. Von M’ fillt man das Lot M'A4’ aul
SP. .

.(3) Man schligt um M’ den Kreis k' mit
dem Radius M'A". Der Schnittpunkt von &’
mit der Verlingerung von SM’ iiber M’
hinaus sei C'.

(4) Man zeichnet die Parallele zu A'C" durch
C. Ihr Schnittpunkt mit SP sei A.
(5) Man errichtet aul SP in 4 die Senkrechte.
Ihr Schnittpunkt mit SC sei M.
(6) Man schldgt den Kreis k um M mit dem
Radius MA.
(II1) Jeder so konstruierte Kreis k geniigt
den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Da gemiB (5) ¥ MAS=90° ist und
gemiB (4) A auf SP liegt, beriihrt k die
Strecke SP, und zwar in 4. Aus Symmetrie-
griinden beriihrt daher k auch die Strecke
SR. Wegen CA|C’'A’ (nach (4)) gilt
£SCA=xSC'A’ und wegen MA|M'A’
(nach (2) und (5)) und, da M auf SC liegt
(nach (5)).

XCMA=¥C'M'A".
Daher gilt ACMA~AC'M’A’, und wegen
M'A’=M'C’ ist MA=MC. Daher beriihrt k
den Bogen PR in C, dem gemeinsamen
Punkt von k, PR und der Zentralen durch
M und S.
(IV) Die Konstruktionen in (II) sind alle
(eindeutig) ausfithrbar. Das ist fiir (1), (3)

und (6) bekannt und ergibt sich fiir (2), (4)
und (5) folgendermaBen:

(2): Fir den FuBpunkt A’ des Lotes von
M’ aul die Gerade durch S und P gilt
SA'<SM'<SC=5P, also liegt 4’ aul SP
wegen ¥ CSP <90°.

(4): Weil M’ auf SC’ liegt, gilt SA'<SC’
und folglich nach dem Strahlensatz fir den
Schnittpunkt 4 mit der Geraden durch S
und P

SA<SC=SP, also liegt wegen ¥ CSP<90°
der Punkt 4 auf SP.

(5): Fiir den Schnittpunkt M mit der Geraden,
durch 'S und C gilt nach dem Strahlensatz
und wiil_M’ auf SC’ liegt,

W=s§%. SC <SC, woraus. weil 4 auf SP
liegt und ¥ CSP <90° ist, folgt. daB M auf
SC liegt.

Bemerkungen: Zu dieser Konstruktion fiihrt
auch folgende Uberlegung: Einerseits hat -
nach Konstruktion von M’. A". C’ wie in (I)
bzw. (II) (1) bis (3) - die Figur aus k' und dem
Zentriwinkel £ PSR gehorenden Bogén des
Kreises aus § durch C’ die gelorderten Be-
rithrungseigenschaften (mit diesem Bogen
statt PR).

Andererseits muB diese Figur durch eine
zentrische Streckung mit dem Zentrum S
in die Figur um den gesuchten Kreis und
den Bogen PR iibergehen, da bei zentrischen
Streckungen Kreise in Kreise iibergehen.
Geraden durch das Zentrum in sich selbst,
und da Beriihrungen erhalten bleiben.

4. Es wurden genau 2 Spiele der folgenden
Zusammenstellung gespielt: AB. AC. AD.
BC, CD. Daher wurden insgesamt 12 Partien
gespielt und mithin 12 Punkte vergeben.
Wenn nun bei einer Punkteverteilung. die
den Angaben entspricht. Achim. Bernd,
Christian und Detlef in dieser Reihenfolge
a, b, ¢. d Punkte erzielten. so gilt:
a+d+1=b+c.

c+d=17 2)

b+d=a+c+5. 3)
Weil 12 Punkte insgesamt vergeben wurden.
d 'h a+b+c+d=12 gilt. kann man aus
dem entstandenen Gleichungssystem von
4 Gleichungen der Reihe nach die Unbe-
kannten zu.eliminieren und dann der Reihe
nach zu ermitteln versuchen.
So lolgt z B. aus (1)

1

a+d=55. 4)
und b+c=65. (5)
Analog schlieBt man aus (3)
auf b+d=85 (6)
und a+c=3.5. (@]

\



AuBerdem folgt aus (2)

a+b=>5. (8)
Durch Addition erhilt man aus (7) und (8)

2a+b+c =85 und daraus sowie
aus (5) 2a+6,5=8.5, also a=1.
Damit ergibt sich aus (4) d=4.5.
aus (6) b=4
und aus (7) c=25.
Daher kann nur die Antwort. Achim erhielt
1 Punkt, Bernd 4 Punkte. Christian 2,5 Punkte
und Detlef 4.5 Punkte. den Angaben ent-
sprechen.
In der Tat erfiillt diese Antwort alle Bedin-
gungen der Aufgabe. Denn wie die folgende
Tabelle zeigt. gibt es Beispiele fiir eine Ver-
teilung der Partieausginge, bei der die in der
Antwort genannte Punkteverteilung entsteht.
Ferner erhielten bei ihr Bernd und Christian
zusammen 6.5 Punkte, also genau einen
Punkt mehr als die 5,5 Punkte von Achim
und Detlel. Weiterhin erhielten Christian
und Detlef zusammen genau 7 Punkte.
SchlieBlich erreichten Achim und Christian
zusammen 3.5 Punkte, also genau 5 Punkte
weniger als die 8.5 Punkte von Bernd und
Detlef.

Al ] ¢
A 1 0 0 1
p |1 2| 1 ||
c | 2] o 0,5 ([2,5
p | 2f 1]1,5 4,5

In jedem Feld steht die Anzahl der Punkte,
die der in der jeweiligen Zeile stehende
Spieler beim Spiel gegen den in der entspre-
chenden Spalte stehenden Spieler erzielte.

S. Es seien 4, B, C und D Eckpunkte des
Trapezes. und es sei 4B | CD. Weiterhin
seien E der Mittelpunkt der Seite BC. F der
Mittelpunkt der Seite AD sowie G der Mit-
telpunkt der Diagonalen AC und H der
Mittelpunkt der Diagonalen BD. Dann liegen
nach der Umkehrung eines Teiles des Strah-
lensatzes und dem Satz iiber die Mittelpar-
allele im Trapez ABCD die Punkte G und H
auf FE. Man wihle die Bezeichnung so.
daB AB2 CD ist.

Behauptung : GH =% (ZE —CD).

8 3

Beweis: Aus dem Satz, daB in jedem Dreieck
die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte
zweier Seiten parallel zur dritten verlduft
und halb so lang wie diese ist, oder nach der
Umkehrung eines Teiles des Strahlensatzes

folgt I-T=%A_B_ )

F =%c‘5. Aus (1) und (2) folgt (2)
m_ﬁ%@_ea):aﬁ. w.2 b. w.

v

sowie

Vi

6. a) In x kg der 25prozentigen Lésung befin-

den sich %kg des gelosten Stoffes. in y kg

der 60prozentigen Losung entsprechend

60y
@ kg.
Somit hat x:y genau dann den gesuchten
Wert. wenn sich in den durch Zusammen-
gieBen erhaltenen (x + y) kg genau —35(1);3' Y )k g
des geldsten Stofles befinden, d. h. genau dann.
25x + 60y _ 35(x+y)
100 100
Reihe nach dquivalent
mit  25x+60y=235x+35y.
25y =10x,
5 x

2y'

wenn gilt. Dies ist der

Das gesuchte

Mischungsverhiltnis betrigt somit 5: 2.

b) Mit analoger Begriindung wie in a) hat
x:y genau dann den gesuchten Wert. wenn

P1 P2 P ;
Lx+y="(x+y)gilt.
100 100y 100 b+e
Dies ist der Reihe nach dquivalent mit
Pix+p2y=px+py,

(p2—p)y =(P—py)x,

b _X
p—p y )
Das gesuchte Mischungsverhiltnis lautet:
1P
P—D
Klassenstufe 9

1. Genau dann ist x die gesuchte Zahl, wenn
x die kleinste natiirliche Zahl ist. zu der eine
natiirlicheZahln22mit83x=3-10"+10x+8
oder, dquivalent hierzu, mit 73x=3-10"+8
existiert.

Untersucht man die Zahlen 308, 3008, 30008,
300008, 3000008 der Reihe nach auf Teil-
barkeit durch 73, so ergibt sich. daBl von
thnen nur die Zahl 3000008=73-41096
teilbar ist. Daher ist x=41096 die gesuchte
Zahl, und es gilt

83-41096=13410968.

2. Genaudann ist(a,, a,. a,, a,) ein derartiges
Quadrupel, wenn es eine ganze Zahl n mit
a,=n, a,=n+1, ay=n+2, a,=n+3 gibt,
fiir die
P +n+1)P2=(n+3>-(n+2)>? 1)
gilt. Gleichung (1) ist dquivalent mit
n+n*+3n243n4+1=n*+9n%+27n+27—
(n*+6n%+12n+38)
und dies mit n*—6n=9, d. h. mit
n(n*—6)=9. )
Da fiir ganzzahliges n die beiden Faktoren
des linken Terms der Gleichung (2) ganze
Zahlen sind, kann (2) nur erfiillt sein, wenn
n eine der Zahlen 1, — 1,3, —3,9, —9ist.
Wie die folgende Tabelle zeigt, erfiillt von die-
sen Zahlen genau die Zahl n=3 die Glei-
chung (2) und damit die Gleichung (1).

n n? n?—6) n-(n*-6)
1 1 -5 - 5
-1 1 -5 5
3 9 3 9
-3 9 3 - 9
9 81 75 675
—9 g4 75 —675

Damit erfiillt das Quadrupel (3, 4, 5, 6) als
einziges alle Bedingungen der Aulgabe.

3. Es seien E der FuBpunkt des Lotes von S
auf die Gerade durch 4 und B sowie F der
des Lotes von S auf die Gerade durch C und
D. Dann gilt EF=h. Setzt man ES=x. so
folgt FS=h—x.

a e £ 2

Nun gilt nach einem Teil des Strahlensatzes:
x:(h—x)=8SA:8C=a:c, also cx=ah—ax.
woraus man

x=-2_ (1) sowie h— x =" (2) erhilt.
a+c¢ a+t+c

Folglich gilt:
2
F =lax= a’h sowie F =1¢-(h——x)=
t2 2Aa+c) - 32
__¢*h
2a+ c)'

Die Dreiecke ABC und ABD haben den glei-
chen Fldcheninhalt, da sie in einer Seite
und der zugehérigen Hohenldnge iiberein-
stimmen. Fiir ihren Fldcheninhalt F gilt:

F=%a-h. Hiernach gilt fiir die Flichen-

inhalte F, bzw. Fy:

1 a*h
=F =F—F =-gh—
i T
_a2h+ahc—azh= ahc
2Aa+¢) Aa+c)

4, Wegen (x — y)2 20 gilt x2 + y? > 2xy. wobei
Gleichheit genau fir x=y gilt. und entspre-
chend x?+ 222> 2xz, wobei Gleichheit
genau fiir x =z gilt, sowie
y*+22 = 2yz, wobei Gleichheit
genau fir y=z gilt. Durch Addition und
Division mit 2 folgt:
Es gilt stets
x2+y?+ 222 xy+xz+ yz. und darin
das Gleichheitszeichen genau dann, wenn
x=y=z gilt.

5.a)Esgilt ¥ ACPy= XxACPund £BCP,=
¥ BCP, da der jeweils zuerst genannte Winkel
Bild des anderen Winkels bei einer Spiege-
lung an der Geraden durch A und C bzw.
an der durch B und C ist. Da die Winkel
X ACP und ¥ BCP zusammen einen rech-
ten Winkel ergeben, bilden alle vier genann-
ten Winkel zusammen einen gestreckten.
Also gilt ¥P,CP,=180° d. h., C liegt auf
der Geraden g durch P;und P,.

b) Aus a) [olgt: Genau dann ist g die Tangente
tin C an k, wenn P, auf ¢ liegt. Dies ist genau



dann der Fall, wenn P auf dem Spieg"elbild s
von ¢ bei Spiegelung an der Geraden durch 4
und C liegt. Somit ist b} bewiesen, wenn man
nachweist, daB s L AB gilt. Dies kann [ol-
gendermalen geschehen:

Der Winkel, den t mit AC bildet, erginzt
den Winkel £ BAC zu 90° (denn ist M der
Mittelpunkt von AB, also von k. so erginzt
der Winkel zwischen ¢ und AC den Winkel
¥ACM zu 90°, und da AACM gleich-
schenklig ist, gilt ¥ ACM= £BAC). Also
ergianzt auch der Winkel, der s mit AC bildet,
¥ BAC zu 90°. Daher gilt s L AB.

6. Die Grundfliche der betrachteten Pyra-
mide ist die des gleichseitigen Dreiecks

KLM. Es hat die Seitenliinge gﬁ (Pytha-
goras). Folglich betrigt sein Flicheninhalt
(laut Tafel) %zﬁ' Es sei N der Mittelpunkt
von LM. Dann liegen die Punkte K, N so
aul dem Rechteck ACGE, wie es die Abb.
zeigt; und zwar ist G_K=2£ und G—N=§\/§
(als halbe Linge der Hypotenuse des gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreiecks MGL mit
G—M=G—L=§). Daraus folgt:

__ 2 4 a -~
NK= [—4+—=-./6
\/4 8 4\/
|ﬂd v&iter (da AGPK ~ANGK ist)
GP:GN=NG:NK.

also GP=2.2 /3.2 /6=2/3,
2 4\/ 4\/ 6.\/'

also E:E_cﬁ=ga¢§.

) ' c
E
b
X
A a 8

Weiter gilt wegen GN : G_I?=§\/§=6C: :CA

AACG~AKGN und daher AACG ~AGPK,
so daB fiir den Schnittpunkt P von AG mit NK
¥ GPK= X ACG=90° ausfillt.

Aus Symmetriegriinden gilt auch

X GPL=90".

Dabher steht GP auf der Ebene durch L. M. N
senkrecht, so daB AP Hohe der Pyramide
AKLM ist.

Mithin erhilt man fiir das Volumen V der
Pyramide mit den Eckpunkten 4. K. L. M
den Wert

I R
y=13, 3-—\/3=iu3.
36 8 48

Klassenstufe 10

1. Angenommen, es gibt eine Losung, dann
muB A=1 sein, da die finfstellige Summe
zweier vierstelliger Zahlen kleiner als 20000
ist.
Sei die aus den drei Ziffern R, Z und T ge-
bildete (moglicherweise mit 0 beginnende)
dreistellige Zahl mit x bezeichnet. so muB
gelten:
2(10004 + x)=10000+ 10x + E. also
20004 +2x—10000— 10x=E und damit
8(250 A — 1250 —x)=E. also 8 | E.
Da E eine einstellige natiirliche Zahl ist.
kommen nur E=0 oder E=8 in Frage.
Fiir E=0 folgt sofort
2504 —1250=x.
also 10(254—-125)=x
und somit 10| x.
Das aber ist nur moglich fiir T=0. was auf
den Widerspruch T=E fiihren wiirde.
Also ist eine Losung nur méglich fiir E=8.
In diesem Falle erhélt man
2504—-1250—x=1

250A-5)=x+1 -
A=54XF1
250

Da A eine einstellige natiirliche Zahl ist,
folgt, daB der Quotient %1—(>0) eine

natiirliche Zahl kleiner als 5 sein muf.
Ister 1, 2, 3 bzw. 4 so ergibt sich jeweils

x =249,

x=499,

x=749 bzw. x=999.
Da nach den Bedingungen der Aufgabe x
aus drei verschiedenen Zilfern bestehen mug,
kommen hochstens 749 und 249 in Frage.
Fiir x =749 erhilt man A =8, was im Wider-
spruch zu E=8 steht. Fir x=249 erhilt
man A=6. Die somit als einzige verbliebene
Maoglichkeit
A=1,E=8 R=2Z=4T=9, A=6
erfillt alle Bedingungen der Aufgabe, da
diese Ziffern sdamtlich verschieden sind und
da 6249

+ 6249

12498 gilt.

Hinweis: Sollte die Losung durch systema-
tisches Probieren gefunden worden sein,
so ist nur dann volle Punktzahl zu geben,
wenn die Losung mit ausreichendem Text
versehen ist. Insbesondere muB nachgewie-
sen worden sein, daB es genau eine Losung
gibt.

2. Wegen AB=AD und BC=DC ist ABCD
symmetrisch zu AC, so daB BM =DM aus-
fallt.

Daher ist die zu beweisende Behauptung
mit E=f_ﬂ_ dquivalent.

b CM

Bezeichnen nun r den Inkreisradius und im
Dreieck ABC h die Linge der Hohe auf
die Gerade durch 4 und C sowie I (AXYZ)
den Flicheninhalt des Dreiecks X Y Z. so gilt

XIV. Olympiade
Junger Mathe-
matiker der DDR

(DDR-Olympiade)

Aufgaben der Olympiadeklasse 11/12

1. Man beweise, daB fiir alle reellen Zahlen

a. b. ¢, d mit

0<asb=c=d
a,biepdybicidiaig (1)
b ¢ d aab ¢ d

Man gebe notwendige und hinreichende Be-
dingungen dalfiir an, daB in (1) das Gleich-
heitszeichen gilt.

‘2. Von einem Dreieck seien die Innenwinkel

gemessen worden. Die Summe der dabei
(als Ndherungswerte der wahren Innenwin-
kelgroBen) erhaltenen MeBwerte u. ©v. w
sei 180°+4 mit 4+0° Durch drei Korrek-
turwerte x, y. z sollen die MeBwerte so ver-
andert werden. daB die Summe der dann ent-
stehenden Werte u+x. v+y. w+z gleich
180° ist.

Es ist zu beweisen. daB [iir alle unter diesen
Bedingungen moglichen Korrekturwerte x.
y, z der Wert S=x?+y2+2z2 genau dann

am kleinsten ist, wenn x=y=z= —g gilt.

3. In einem Mathematikzirkel. in dem Eigen-
schaften von Funktionen f bei Kehrwert-
bildung untersucht werden. vermutet ein
Zirkelteilnehmer, allgemein gelte fiir Funk-
tionen f, die in einem Intervall J definiert
sind und nur positive Funktionswerte haben.
der lolgende Satz:

(A) Ist fin J streng konkav so ist 1 in J

streng konvex. Ein anderer Zirkelteilnehmer

meint, es gelte auch der folgende Satz:
(B) Ist fin J streng konvex. so ist 1 in

J streng konkav. Man untersuche jeden die-
ser Sitze auf seine Richtigkeit.

Hinweise:
1) Genau dann heiBt f(x) in J streng
konvex , wenn [ur je drei Zahlen x, .
konkav "
lar lh AM
a 2" _1@amp 2" "7 am
b lbr I(ACMB) th_M M
2 2
w.2 b.ow.

( Fortsetzung siehe Heft 5/75.)

Vil



x* x, aus J mit x, <x* <x, der auf der von
den Punkten (x,; [(x,)) (x;; f(x;)) begrenz-
ten Sehne gelegene Punkt dessen Abszisse x*
ist, eine Ordinate hat, die {ill'c).ﬂer} als
Sx*yist. SINEX

2) Mit L ist die durch die Festsetzung

g(x)=L fiir alle Zahlen x des Intervalls J
J(x) '

definierte Funktion g bezeichnet.

4. Man ermittle alle Paare (x; y) reeller Zah-

len x und y, fiir die die Gleichungen

24x%—25xy—T3x+25y—35=0 (1) und
x2—~ y*— 2x— 2y— 7=0 gelten. (2)

S. Ist P ein Punkt im Innern eines regelmaBi-
gen Tetraeders A,4,A43A,, so seien die Ab-
stinde, die P von den vier Seitenflichen des
‘Tetraeders hat. mit x,, x,. x;. x, bezeichnet.
Mit h sei der Abstand bezeichnet. den A, von
der Flidche des Dreiecks A4,A4,4; hat.

a) Man beweise, daB es genau einen Punkt P*
im Innern von A,A4,A4,A, gibt, fir den alle
vier Abstinde x;. x; x; x, den Wert

h
- haben.
4

b) Man beweise. daB fiir alle Punkte P im
Innern des Tetraeders das Produkt x,x,x;3x,
genau dann seinen groBten Wert annimmt,
wenn P mit dem in a) genannten Punkt P*
zusammenfillt. *

Von den nachstchenden Aufgaben 6A und
6B ist genau eine auszuwihlen und zu 16sen:
6A. Es sei n eine natiirliche Zahl mit n>2.
Jemand schreibt n Briefe, von denen jeder
fir genau einen unter n verschiedenen Adres-
santen vorgesehen ist, und steckt in jeden
von n Umschldgen genau einen dieser Briele,
ohne vorher die Adressen auf die Umschlige
zu schreiben. Da er nun nicht mehr weilB,
in welchem Umschlag sich welcher Brief
befindet, schreibt er willkiirlich die n Adres-
sen auf die n Umschlédge (auf jeden Umschlag
genau eine Adresse).
Man beweise: Die Wahrscheinlichkeit g,
daliir, daB bei keinem der Adressaten der an
ihn gerichtete Umschlag den fir thn vor-
geschenen Brief enthilt, hat den Wert

2. 1 3. 1 -
q,=(=1) -z+(—1) -§+...+(—l) o
Hinweis: Man bezeichne jede iiberhaupt
mogliche Verteilung der Briefle an die Adres-
saten (jeder Brief an genau einen der Adres-
saten) als einen .moglichen Fall*. Unter
diesen bezeichne man jede Verteilung. bei
der fiir keinen Adressaten der an ihn gerich-
tete Umschlag den [iir ihn vorgesehenen Briefl
enthilt, als einen ,giinstigen Fall“. Die An-
zah] aller méglichen Fille sei a, genannt,
die Anzahl aller ,giinstigen Fille" g,. Dann
ist die genannte Wahrscheinlichkeit g, defi-
niert als

VIl

6B. In der Ebene sei der ..Abstand" zwi-
schen zwei Punkten wie folgt definiert:
Sind P; und P, zwei beliebige Punkte. die in
einem rechtwinkligen Koordinatensystem die
Koordinaten (x,;y,) bzw. (x,; y,) haben
(Xy. X3. y,. y, seien reelle Zahlen). so sei ihr
.Abstand*

d(P,; P;)=max{ |"1__Xz|~ [y1—»21}-

Man ermittle die Menge M aller Punkte der
Ebene. die beziiglich des so definierten Ab-
standes von den Punkten 4 (0; 2) und B(1; 4)
gleichweit entfernt sind.

Preistriger stellen Aufgaben

Harry Reimann: Es seien m=3

k=1 natiirliche Zahlen. Im Raum seien n
verschiedene m-Ecke gegeben. die paarweise
genau einen Eckpunkt gemeinsam haben.
Jeder der Eckpunkte der n m-Ecke sei der
gemeinsame Eckpunkt von genau k m-Ecken.
Es ist zu zeigen, daBl dann stets k<m gelten
mubB.

Ralph Lehmann: In der Ebene seien ein Kreis
vom Radius 1 sowie n beliebige Punkte P,.
P,. ..., P, gegeben.

a) Man zeige, daB auf der Peripherie des
Kreises ein Punkt P mit };[;1 +... +l’ﬁ,;n
existiert.

b) Man zeige. daB auf dem Rand eines belie-
bigen dem Kreis umbeschriecbénen Dreiecks
ein Punkt Q mit QT ..TQFTnglln exi-
stiert.

Uwe Schifer: Gegeben sei ein Kreis k mit

dem Radius r und dem Mittelpunkt M sowie
mit A € k. Auf der Tangente Z
B mit

ein Punkt 4
durch den Punkt A4
AB=a gegeben. Man konstruiere auf der

sei ein Punkt

Parallele p zu t durch M einen Punkt C.

b des Kreises k
Wenn

in einem zweiten Punkt

liegt, mit

der nicht inn

die Gerade

folgender Eigenschaft:
AC Kreis k
D =+ A schneidet, so gilt AB=CD.

Thomas Maiwald: Es sind alle reellen Zahlen

den

x zu ermitteln, fir die die Gleichung

3 13
.\'“‘—-14,\'3 +12x2——x+1=0
2 2

erfiillt ist.

Preistrager der XIV. Olympiade
Junger Mathematiker des DDR

Einen ersten Preis erhielten:

obere Reihe, von links:

(aus’KL 9);

links:

KL 10: Uwe Schdfer, EOs ..Dr. Th. Neubauer". Cottbus

K1 10: Werner Hoffmann, EOS Miihlhausen;

K|. 10: Thomas Maiwald, EOS Zittau (aus KI. 9);

" mittlere Reihe. von links:

" KI. 12: Harry Reimann. EOS ..Heinrich Hertz". Berlin:
K1 12: Ralph Lehmann. EOS ..Diesterweg™. Strausberg;
K\. 12: Bernd Zaddach. Spezialkl. der Humboldt-Univ.;

Kl 12: Helmut Rofmann. EOS .Friedrich Engels™. Neubr.



Beruf gesucht

Fachlehrer Dieter Knape, Jessen

Vor-, Nach- und Beinamen

Im folgenden sind die Vor-, Nach- oder Beinamen von
beriihmten Mathematikern und Physikern genannt,
dazu die zugehorigen Lebensdaten. Es sind die jeweils
fehlenden Namen (also zum Vor- der Nachname
usw.) zu finden; die Anfangsbuchstaben der zu erra-
tenden Namen ergeben den Namen eines beriihmten
Mathematikers, der von 1601 bis 1655 lebte.
Giuseppe (1858 bis 1932), Newton (1643 bis 1727),
Albert (1879 bis 1955), Dedekind (1831 bis 1916),
Johannes (1436 bis 1476), Noether (1882 bis 1935),
René (1596 bis 1650), Galois (1811 bis 1832), Jean
Baptiste Joseph de (1768 bis 1830), Cartan (1869
bis 1951), Bernhard (1826 bis 1866), Planck (1858
bis 1947), Niels Henrik (1802 bis 1829), von Milet
(um 624 bis 547 v. u. Z.).

Dipl.-Math. Ch. Pollmer,z. Z. NVA

Silbenritsel

Aus den Silben ‘

bel - ber - de - ein - ent - ep - funk - ge - gen - gramm -
heits - ka - ko - kreis - kreis - l4n - li - lon - me - mil -
nus - on - pa - quO - ra - si - sym - tan - te - ter - ti -
trie - ur - wahr - wert

sind 14 dreisilbige Worter nachstehender Bedeutung
zu bilden und in die Figur einzutragen. Dabei haben je
zwei Worter eine gemeinsame Mittelsilbe, die unter
den angegebenen Silben jeweils nur einmal aufgefiihrt
ist. Aus den Anfangsbuchstaben dieser Mittelsilben
erhilt man einen in Klasse 9 eingefithrten mathema-
tischen Begriff, wenn man in dje mit 4, B, C und D
gekennzeichneten Felder noch je einen der Vokale
a, i, o und u einfiigt.

Die Worter bedeuten:

Einheit der Masse

Durchmesser eines Geschosses

Gerade, die eine Kurve beriihrt

Teil eines Koordinatensystems auf der Erdkugel
Graph einer quadratischen Funktion
unbegrenzte gerade Linie

eindeutige Abbildung

Ergebnis einer Division

0 3 O La i Wi =

9. Kreis mit dem Radius r=1
10. Merkmal einer Aussage
11. bei der Spiegelung entstehende geometrische
Verwandtschaft
12. Gerit zur Eichung von Léngen
(aufbewahrt in Paris)
13. eine Winkelfunktion
14. griechischer Buchstabe
Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLdV, Berlin

In einem Zug

Die Figur soll ohne abzusetzen nachgezeichnet werden.
Dabei darf keine Verbindung zweier Punkte zweimal
benutzt werden; auch diirfen sich keine Schnittpunkte
mit schon benutzten Verbindungsstrecken ergeben.

- Oberlehrer Dipl.-Mathematiklehrer K. Becker, Liibtheen

Mathematische Begriffe

Die Buchstaben von 9 der 12 mathematischen Begriffe
Bild, Term, neun, Wert, Ecke, wahr, Zahl, zweli,
plus, Satz, Stab und zehn sind so in das folgende
Schema einzusetzen, daB in jedem Feld ein Buchstabe
steht und daB in den vier Feldern um einen mit
Nummern versehenen Kreis beim Lesen in zyklischer
Reihenfolge jeweils das Wortbild eines der 9 gewihl-
ten mathematischen Begriffe steht.

Mathematikfachlehrer W. Triger, Débeln

Kreuzwortritsel

Erginze das folgende Schema! Die Buchstaben in
den Feldern 1 bis 7 ergeben einen Ausruf des bekann-
ten Mathematikers Archimedes.

Waagerecht: 1. bekannter Mathematiker (1862 bis
1943); 2. Begriff aus der Mengenlehre; 3. gleichmiBig
gekriimmte Linie (existiert fiir jedes Dreieck); 4. eng-
lischer Friedensnobelpreistriger, Mathematiker; 5.
Kegelschnitt; 6. Winkelfunktion; 7. Teilgebiet der
Mathematik Mathematikfachlehrer M. Linde, Damme
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Der Abakus

1. Der Abakus als Urahn vieler
Generationen von Rechengeriten

Im Heft 4/1972 unserer Zeitschrift ist die
,-CH4ETHI yyeHuueckue* beschrieben worden.
Sie ist als ,,Russische Rechenmaschine' in
der Rechentechnik schon seit 1812 bekannt.
Noch heute gibt es nahe Verwandte von ihr,
der chinesische Suan-phan und der japani-
sche Soro-ban. Sie sind in Ostasien im Ge-
brauch und werden dort in Schule und Wirt-
schaft verwendet.

Gehen wir zuriick bis auf die kulturelle Friih-
zeit der Volker, so treffen wir auf den Urahn
dieser drei Rechengerite. Es ist der Abakus,
das Rechenbrett. Er war eine Stein-, Metall-
oder Holztafel, auf der in Spalten zwischen
eingeritzten Linien Rechensteine als Ziffern-
symbole eingesetzt wurden. Dieser Abakus
hat sich in mancherlei Abwandlungen der
Gestalt und Handhabung bis in unsere Zeit
erhalten.

Wir wollen nicht jede Station des Entwick-
lungsweges dieser frithen Rechentechnik un-
tersuchen, sondern uns nur mit den beiden
bekanntesten Vertretern des klassischen Re-
chenbretts, dem griechischen und dem rémi-
schen Abakus, befassen. Im wesentlichen sol-
len die Grundelemente des Aufbaus der ein-
zelnen Gerite und die Regeln ihrer Hand-
habung gezeigt werden. Es wird in der uns
vertrauten Art von rechts nach links gerech-
net, und zwar meist nach dem Dezimalsy-
stem. Jede Spalte entspricht einer Zehner-
stelle und die Symbole darin, seien es nun
Steinchen oder andere Dinge, einer Einheit.
Neu wird die sogenannte ,,Fiinferbiindelung**
sein. Das ist das Zusammenfassen von je
5 Einheiten zu einer besonderen Einheit
unter einem eigenen Symbol oder in einer
eigenen Spalte.

2. Der ,,Griechische Abakus*,
auch ,,Salaminische Tafel* genannt

Er ist das Musterbeispiel eines klassischen
Abakus. Seinen anderen Namen hat er von
der griechischen Insel Salamis, wo 1846 ein
Exemplar aufgefunden wurde. Dies ist eine
Marmortafel, 1,50 m mal 0,75 m groB, also
von der GroBe einer Tischplatte. Wahr-
scheinlich wurde er auch mit einem FuB als
Rechentisch benutzt.
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Denkt man sich nun als Rechner an der un-
teren Langsseite stehend, dann fallen in jeder
Halfte eine Gruppe von senkrechten, paral-
lelen Linien auf, die in den Marmor einge-
ritzt sind. Links sind 10, rechts 4 Spalten ge-
bildet, in die die Rechensteine als Ziffern-
symbole eingesetzt wurden. Dann sind noch
unten, links und oben Zeilen von griechi-
schen Schriftzeichen. Es sind Buchstaben, die
Zahlen und Miinzwerte darstellen, ein Be-
weis dafiir, daB die Tafel fir geschiftliche
Zwecke geschaffen wurde (Bild 1). Diese
Zeichen sind entweder Gedichtnishilfen ge-
wesen wie die Gebiihrentabellen auf unseren
Postanweisungen, oder man hat an ihnen
zur Erleichterung der Rechnung die Steine
dafiir abgezihlt bereitgehalten.
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x
(3 ]
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2
o
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Bild 1

Die linken, lingeren Spalten waren fiir die
Miinzwerte, deren Einheit die Drachme, ein
Silberstiick, war. Von der ersten Spalte
rechts beginnend, haben wir nach links: 1, §,
10, 50, 100, 500, 1000, 5000 Drachmen und
1 Talent, das 6000 Drachmen galt, fiir die es
aber kein Miinzstiick gab. Die Reihenfolge
der Spalten war nicht rein dekadisch, also
in Zehnerpotenzen, sondern dazwischen lag
jeweils deren Fiinffaches (Bild 2).

Die rechten, kiirzeren Spalten waren fiir das
Kleingeld, die Kupfermiinzen, die Bruch-
teile der Drachme waren, bestimmt. 1 Obo-

los = l Drachme, l Obolos = i Drachme,
6 2 12

lObolos = 4 Drachme und 1 Chalkos = 1
4 24 8
Obolos = 4 Drachme.
48 Bild 2
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Die Rechenregeln lernt man am besten beim
Loésen von Aufgaben. Rechenbrett sei ein
Bogen Papier, den man mit 9 Spalten ver-
sieht (Bild 2). An den Kopf jeder Spalte
setzt man die Zahlenwerte wie angegeben.
Als Rechensteine dienen Miihle- oder Dame-
steine.

Wir wollen die Aufgabe l6sen: 770+ 7777.
Man setzt erst — noch ohne Beriicksichtigung
der Ser-Spalten — die Steine fiir beide Zah-
len nacheinander ein. Dann entsteht fol-
gende Lage: In einer Einer-Spalte 7 Steine,
in der 10er-Spalte 14 Steine, in der 100er-
Spalte 14 Steine und in der 1000er-Spalte
7 Steine. Nun kommt die Vereinfachung durch
Umsetzen der Steine.

In der Einer-Spalte nehmen wir von den
7 Steinen 5 weg und setzen dafiir einen Stein
in die Ser-Spalte, 2 Steine bleiben in der
Einer-Spalte. In der Zehner-Spalte nehmen
wir 10 Steine weg und setzen dafiir einen Stein
in die 100er-Spalte. In der 10er-Spalte sind
es dann noch 4 Steine. Nun kommen von
den 15 Steinen (14+1) in der 100er-Spalte
10 weg, dafiir ein Stein in die 1000-Spalte und
statt der restlichen 5 Steine ein Stein in die
500er-Spalte. Jetzt sind 8 Steine in der 1000er-
Spalte. Davon 6 Steine weg und ein Stein in
die Talent-Spalte, bleiben 2 Steine in der
1000er-Spalte. Das Resultat ist: 1 Talent
2547 Drachmen.

Bei der an sich einfachen Rechnung ist groBte
Aufmerksamkeit nétig. Die ,,Salaminische
Tafel* war bis um das 4. Jh. v.u.Z. in Ge-
brauch. Dann kam mehr und mehr das
schriftliche Rechnen auf.

3. Der ,,Rémische Handabakus*‘,
der Taschenrechner der Antike

Auch die Rémer benutzten den griechischen
Abakus. Aber fiir den Gebrauch in Schule,
Haushalt und kleinen Geschiften haben sie
ein kleines handliches Gerit erfunden, den
,,Romischen Handabakus*‘. Im Bild 3 sieht
man eine kleine Bronzetafel, nur 9 cm mal
12,5 cm groB, also knapp Postkartenformat.
Im Bau und Handhabung bestehen Ahnlich-
keiten mit der ,,Salaminischen Tafel*. Er ist
aber schon eine Weiterentwicklung des alten
Abakus, zwar noch keine Rechenmaschine,
aber schon ein mechanisches Gerit. In die
Bronzeplatte sind zwei Reihen Schlitze ein-
geschnitten, in denen sich verschiebbare

Bild 3




Knopfchen befinden. Dieser Abakus war
wieder zunichst fiir Geschifte bestimmt;
denn er ist fiilr Geldrechnung eingerichtet.

In der unteren Reihe der lingeren Schlitze
beginnt die Reihenfolge und damit der Stel-
lenwert im Dezimalsystem vom 3. Schlitz
rechts mit der Einheit der rémischen Wah-
rung | As. Dann folgen nach links 10 As,
100 As usw. bis zu | Million As. Die Fiin-
ferbiindelung wird hier durch die kiirze-
ren oberen Schlitze ersetzt. Unten sind
4 Knoépfchen, oben ist nur 1 Knopf, der das
Fiinffache der unteren Einheit gilt mit Aus-
nahme des ersten Schlitzes von rechts, bei
dem ein Knopf das Sechsfache zdhlt. Man
kann so in jeder Dezimale Ziffern bis zu
9 Einheiten (4-+5) darstellen.

Die Knopfchen zdhlen nur, wenn sie zur
Mitte hingezogen sind. In der Randstellung
sind sie stumm. Die beiden Schlitze ganz
rechts unten sind wieder fiir das Kleingeld
bestimmt. Die zweite Spalte von rechts gilt

eine UnciaT%Ax und hat als einzige 5

Knépfchen. Die erste Spalte gilt abschnitts-
weise [iir l U. :—l— As, l uU. :L As und
2 24 4 48

1 |

5 U. ‘3_6‘ As.

Zwischen den oberen und unteren Schlitz-
reihen sind die Zeichen fiir die Stellenwerte
in altromischen Symbolen angebracht (Bild
4). Zur Erlduterung stehen unsere heutigen
arabischen Ziffern darunter in Klammer.

® & 0 O ®
o o °
M ¢w » ¢ ¢ x 1 O ¢
00000 towm) (DN Kol (D) HO) (4 (4
® 0 ¢
Bild 4 : ®
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Um das Rechnen auf einem wirklichen Aba-
kus zu iiben, basteln wir dazu ein Modell.
Man nimmt am besten starken Karteikarton
im Format AS (14,8 cm mal 21 cm) und
macht dazu erst eine Vorzeichnung auf Milli-
meterpapier. Das erspart unnotige Arbeit
mit Zirkel und Malstab. Die 8 oberen
Schlitze werden 3 c¢m, die 9 unteren 6 cm
lang. Die Abstidnde zwischen den einzelnen
Schlitzen und den beiden Schlitzreihen be-
tragen je 3 cm. Die Zeichnung wird auf den
Karton geheftet und durchgepaust. Man kann
auch durch die Zeichnung hindurch die
Schlitze mit einem scharfen Messer ein-
schneiden. Dann werden am zweckmaBigsten
BriefverschluBklammern als Knépfchen in
der nétigen Anzahl (45 Stick) durch die
Schlitze gesteckt. Um ein gegenseitiges Be-

hindern beim Verschieben zu vermeiden,
diirfen die Stiele nicht linger als 1 cm sein.
Zwischen die beiden Schlitzreihen wird ein
Streifen mit den entsprechenden Zahlen-
zeichen geklebt.

Nun rechnen wir die gleiche Aufgabe wie
vorhin: 770+ 7777.

Verliert dabei nicht die Geduld! Sagt nicht:
,»,Das kann man doch schneller auf dem
Papier rechnen! Das konnten die Romer
eben nicht, genauso wenig wie die Griechen.
Mit den romischen Zahlen war das sehr
schwierig. Also nochmal: Konzentrierte Auf-
merksamkeit und genaues Kopfrechnen!
Jetzt zur Aufgabe. Wir legen das Schema
(Bild 4) daneben. Fiir die Zahl 770 bleibt
der Einer-Schlitz leer. Dann schieben wir
im 10er-Schlitz 2 untere Knople zur Mitte,
ebenfalls den oberen Knopf. Dasselbe erfolgt
im 100er-Schlitz. Nun nehmen wir die Zahl
7777 dazu. Im Einer-Schlitz unten 2 Knépfe
zur Mitte, den oberen ebenfalls. Im 10er-
Schlitz soll nun die Zahl 140 erscheinen
(70+70). Also unten 4 Knopfe zur Mitte.

Bild 5

770 + 7777 = 8547
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Fiir die restlichen 100 kommt | unterer

Knopf im 100er-Schlitz zur Mitte. Im 100er-
Schlitz soll jetzt 1500 ausgedriickt werden
(100+ 700+ 700). Es kommen also der obere
Knopf zur Mitte, die 4 Kndpfe unten wieder
in Ruhestellung und im 1000er-Schlitz 1
Knopf unten zur Mitte. SchlieBlich muB im
1 000er-Schlitz 8000 erscheinen
(1000+7000). So kommen noch 2 Knopfe
unten zur Mitte, im ganzen also 3, und der
obere Knopf auch zur Mitte. Dann haben wir
das Resultat 8 547. Bei dieser ersten Aufgabe
werden am besten auBer dem Schema noch
Papier und ein Stift benutzt. Fiir alle Phasen
der Rechnung laBt sich diese Aufgabe nicht
skizzieren. Im Bild 5 sind deshalb nur die
Zahl 770 und das Endresultat dargestellt.
Die Zwischenrechnungen miissen im Kopf
oder auf dem Papier gemacht werden. Wei-
tere Aufgaben konnen selbst ausgedacht
werden. M. Detlefsen
Literaturhinweis :

Wer sich weiter mit der Mathematik des
Altertums beschiftigen mochte, dem sei das
Lehrbuch von Prof. H. WuBling empfohlen:
Mathematik der Antike, Verlag B. G. Teub-
ner, Leipzig, 1964.

15 Jahre
Mathe - LVZ

® 15 Jahre Mathe-Olympiaden in Leipzig.
—~ Am 13. Juni 1960 ging die erste Olympiade
Junger Mathematiker zu Ende. Ein Kollek-
tiv von Mathematiklehrern wihlte aus iber
200 interessierten Schiilern die Besten aus,
iiberreichte Urkunden und gab damit den
StarischuB fiir eine intensive Forderung der
Jugend.

® 15 Jahre aktive Unterstiitzung der auBer-
unterrichtlichen Arbeit im Fach Mathematik
durch die Leipziger Volkszeitung. In unun-
terbrochener Folge gab die LVZ jeweils zu
Ehren des Geburtstages der Pionierorgani-
sation ,,Ernst Thalmann* am 13. Dezember
die nunmehr zur Tradition gewordene
,,Mathe-LVZ* heraus  (Gesamtauflage
1 000 000): Mit Zirkel und Rechenstab —
Mathe - international - Mathe-Olympia-
den (I) — Mathe - heiter - Mathe - Rechen-
vorteile — Mathe - unterhaltsam - Mathe
und Sport - Mathe - Astronautik und Aero-
nautik — Mathe und Bauwesen - Mathe und
Verkehrserziehung — Mathe und Fachunter-
richt — Mathe - Olympiaden (II) — Mathe -
modern

Die neue Mathe-LVZ (13. 12. 1975) lautet:
Geometrie - (k) ein Stiefkind.

® Seit 12 Jahren erscheint monatlich auf
der Jugendseite der LVZ eine Aufgabe unter
dem Motto: Mathe-Quiz. Weit iiber 100 #00
Einsendungen zeugen vom Interesse vor
allem junger Leser fiir die Mathematik.

® Jedes Jahr sind rund 2 000 Pioniere und
Jugendfreunde Giste der ,,WissensstraBe
Mathematik* zum Pressefest der LVZ. Sie
werden vom alpha-Club der 29. OS Leipzig
(Leitung : StR J. Lehmann, VLAV, Chefred.
der alpha) betreut.

Zu unseren beiden alpha-Wandzeitungen
(Seite 88/89):

In diesem Jahr werden (wie in jedem Jahr)
Arbeitsblitter (gestaffelt nach Klassenstu-
fen 1 bis 8/10) ausgegeben: An Tischen ha-
ben die interessierten Schiller die Moglich-
keit zum Rechnen, d. h. ithr Wissen und
Konnen zu erproben. Die Mitglieder des
alpha-Clubs korrigieren die Arbeitsblitter
{Format A3). Bei gutem bzw. sehr gutem Ab-
schneiden wird die Urkunde (siche Abb.)
ausgefiillt und dem Teilnehmer iberreicht.
AuBerdem stellt die LVZ jedes Jahr Preise
zur Verfigung. Punktspiegel fiir Klasse 5:
Aufgabe 1: 3 Punkte, 2/2 P, 3/2 P, 4/4 P.,
5/2P,6/3P,7/2P.,8/2P; 20 bis 18 P. -
sehr gut, 17 bis 13 P. — gut. (Jedes Jahr wer-
den Arbeitsblitier mit neuem Inhalt bereit-
gestellt.)
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Losungen

Losungen zu ,,Lineare Systeme und ihre Be-
schreibung durch Operatoren Heft 3/75

1. (A(BC))x=A(BCx)=A(B(Cx)),
((AB)Cx))=(AB)(Cx)=A(B(Cx)).

2. Das kommutative und assoziative Gesetz
gelten fiir die Operatoraddition. da diese
Gesetze [ir die gewohnliche Addition gelten
und sich unmittelbar iibertragen. Die Klam-
mern sind iiberfliissig, da das Ergebnis von
der Art der Zusammenfassung unabhingig
ist.

3. A(a,x,+a,x,)=(da additiv) A(a,x,)+
A(a;x,)=a,Ax, +a,A(x,) da homogen).
Umgekehrt folgt aus der Definitionsgleichung
fur die Linearitdt im Fall g, =a,=1. daB A
additiv ist, und im Fall a,=0, daB A homo-
gen ist.

4. AB(a,x, +a,x,)=A(a,Bx, +a,Bx,)=
a,ABx, +a,AB,.

(A+B)(ayx, +a3x;)=Ala,x; +azx;)+
Bla,x; +a,x,)=a,Ax; +a,Ax,+

a;Bx, +a,Bx,;=a,(Ax, +Bx,)+
a,(Ax,+Bx,)=a,(A+B)x, +a,(A + Bx,.

5. A=(1+2V)(1+3V). B=1+V(5+6V).
A=B=1+5V+6V%

6. Ax+ ABf=f oder auch Ax=(1 - AB)f.

7. At=(1+a, +a,)t—(a; +2a,)und

At=0 fir a,=—-2.a,=1.

8 Az'=(z2+a,z+ay)z'"2und Az'=0

fir z=%(—al +Ja? ~4a,)

. 1 ="
sowie fiir z=5(—al _‘/”1 —4a,).,

Losungen zu ,,Kombinatorische Probleme beim
Aufstellen einer FuBballmannschaft‘ Heft 1/75

aAla Fir die Wahl des Torwarts besteht
genau eine Moglichkeit. Fiir das Aufstellen
der Verteidigerreihe gibt es 24 Moglichkeiten:
Denn zunichst gibt es vier Moglichkeiten
fir die Wahl des Verteidigers mit der Riicken-
nummer 2, ndmlich (B, 2), (C, 2), (D, 2) und
(E, 2). In jedem dieser 4 Fille gibt es drei
Maoglichkeiten fiir die Wahl des Verteidigers
mit der Riickennummer 3. In jeder der damit
gegebenen 4 -3 Moglichkeiten bestehen wie-
derum 2 Moglichkeiten fiir die Wahl des
Verteidigers mit der Riickennummer 4. Da-
mit bestehen 4-3-2=24 Moglichkeiten fur
das Aufstellen der Verteidigerreihe.

Fiir die Wahl des Liufers mit der Riicken-
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nummer 5 gibt es 6 Moglichkeiten. In jedem
dieser 6 Fille gibt es 5 Moglichkeiten fiir
die Wahl des Laulers mit der Riickennum-
mer 6. In jeder dieser 6 - 5=30 Moglichkeiten
gibt es 4 Moglichkeiten fiir die Wahl des
Léufers mit der Riickennummer 7. In jedem
dieser 6-5-4=120 Fille gibt es 3 Moglich-
keiten fiir die Wahl des Liufers mit der
Riickennummer 8. Fiir das Aufstellen der
Léuferreihe gibt es also 6+ 5 -4 - 3=360 Mog-
lichkeiten.

Da der Stiirmer N nur die Riickennummer 11
tragen darf, gibt es fiir die Wahl des Stiir-
mers mit der Riickennummer 9 zwei Mdg-
lichkeiten. In beiden Fillen gibt es [iir die
Wahl des Stiirmers mit der Riickennummer
10 nur eine Moglichkeit. Fiir das Aufstellen
der Stiirmerreihe gibt es also 2-1=2 Mog-
lichkeiten. Da das Aufstellen der vier Spieler-
reihen (Torwart-Verteidigerreihe-Léiuferreihe
-Stiirmerreihe) voneinander unabhingig ist,
gibt es 1-24-360-2=17280 Méoglichkeiten
fir das Aufstellen der FuBballmannschalt.
A24a Fir den Einsatz des Spielers 4 gibt
es 3 Moglichkeiten.

1. Fall: A wird nicht eingesetzt. Dann gibt
es 5-4-3-2=120 Moglichkeiten fiir das
Aufstellen der Lauferreihe.

2. Fall: A wird aul Position 6 eingesetzt.
Dann gibt es 5-4-3=60 Moglichkeiten fiir
das Aufstellen der Laulerreihe.

3. Fall: A wird auf Position 7 eingesetzt.
Dann gibt es ebenlalls wie im 2. Fall 60 Mog-
lichkeiten fiir das Aulstellen der Liulerreihe.
In allen drei moglichen Fillen gibt es, da
alle Aufstellungen voneinander verschieden
sind, insgesamt 120+ 60+ 60=240 Mdglich-
keiten fiir das Aufstellen der Liuferreihe.

A3 a Fir den Einsatz der Spieler A und B
gibt es 6 Moglichkeiten:
1. Fall: (A, 5), (B, 6) 4. Fall: (B, 5),(A, 6)
2. Fall: (A,6),(B,7) 5. Fall: (B, 6),(A,7)
3. Fall: (A,7),(B,8) 6. Fall: (B, 7),(A,8)
In jedem dieser 6 Fille gibt es fiir das Be-
setzen der iibrigen Positionen der Liufer-
reihe jeweils 3-2=6 Maoglichkeiten. Ins-
gesamt gibt es also 6 - 6=36 Mdoglichkeiten
fiir das Aulstellen der Liuferreihe.

A4a Fiir das Aufstellen des Torwarts gibt
es zwei Moglichkeiten. Fiir das Aufstellen
der Verteidigerreihe 3-2-1=6 Mbglichkei-
ten. Die Méglichkeit fiir das Aufstéllen der
Lédufer- und Stiirmerreihe iiberblicken wir
mit einer Fallunterscheidung:

1. Fall: Der Spieler M wird nicht eingesetzt.
Dann gibt es fiir das Aulstellen der Laufer-
reihe 4-3-2-1=24 Mbglichkeiten, fiir das
Aulfstellen der Stiirmerreihe 3-2-1=6 Mog-
lichkeiten. Im 1. Fall gibt es [ir das Aufstel-
len der Mannschaft

2-6-24-6=1728 Maoglichkeiten.

2. Fall: Der Spieler M wird als Léufer ein-
gesetzt. Er kann entweder die Riickennum-
mer 5, 6, 7 oder 8 tragen. Fiir seinen Einsatz
gibt es vier Moglichkeiten. Bei jeder dieser
vier Méglichkeiten gibt es 4-3 - 2=24 Mog-

lichkeiten fiir das Besetzen der anderen
Positionen der Laduferreihe. Es gibt also
4-24=96 Moglichkeiten fiir das Aufstellen
der Liulerreihe. Fiir das Aufstellen der
Stiirmerreihe gibt es 3-2-1=6 Mdéglich-
keiten. Im 2 Fall gibt es 2-6-96-6=6912
Maoglichkeiten fiir das Aufstellen der Mann-
schalft.

3. Fall: Der Spieler M wird als Stiirmer ein-
gesetzt. Fiir das Aulfstellen der Liuferreihe
gibt es 4-3-2-1=24 Maglichkeiten. Der
Stiirmer M kann entweder die Riickennum-
mem 9, 10 oder 11 tragen. Fiir seinen Einsatz
gibt es also 3 Moglichkeiten. Fiir jede dieser
Maéglichkeiten gibt es fiir das Besetzen der
beiden anderen Stiirmerpositionen 3-2=6
Maéglichkeiten. Es gibt also 3-6=18 Maog-
lichkeiten fiir das Aufstellen der Stiirmerreihe.
Im 3. Fall gibt es 2-6-24-18=5184 Mog-
lichkeiten fiir das Aufstellen der Mann-
schatt.

Insgesamt gibt es also 1728 +6912+5184
=13824 Moglichkeiten fir das Aufstellen
der Mannschaft.

Lisungen zum alpha-Wettbewerb Heft 2/75

541353 Wirrechnen 3-24=72,72:4=18,
120—(72+18+24)=120—114=6.

Inge besitzt 24 Ansichtskarten aus Finnland,
72 aus der Sowjetunion, 18 aus der CSSR
und 6 aus der Volksrepublik Bulgarien.

541354 Angenommen a Zaunfelder haben
keine Latten mehr und weitere b Zaunfelder
besitzen noch alle Latten. Dann wiirden we-
gen a=b) die vorhandenen Latten der b Felder
ausreichen, um alle (a+b) Felder mit der
halben Anzahl der erforderlichen Latten aus-
zuriisten. Da in den restlichen ¢ Feldern
ebenfalls nur die Hillte der Latten vorhan-
den ist, miissen wegen a+b+c=32 somit
11-32 Latten, also 352 Latten, erneuert
werden.

W 5« 1355 Der rote Stoff sei x Meter lang;
dann hat der griine Stoff eine Linge von
(x—200) Metern, und der weiBe Stofl ist
(x—150) Meter lang. Nun gilt

x +(x—200) + (x — 150)= 3250,

3x—350=3250,
3x=3600,
x=1200.

Die Bahnen des roten, griinen und weillen
Stoffes sind 1200 m, 1000 m und 1050 m lang,

W5ae1356 Wir losen diese Aulgabe mit
Hilfe einer Tabelle.

n S5n 5-n-2

1 5 3 Primzahl
2 10 8

3 15 13 Primzahl
4 20 18

5 25 23 Primzahl
6 30 28

7 35 33

8 40 38

9 45 43 Primzahl



Nur die natiirlichen Zahlen 1, 3, 5 und 9
erfiillen die Bedingung der Aulfgabe.

W 5*1357 Zunichst lassen sich genau drei
einstellige Zilfern 1, 2 und 3 bilden, und es
gilt s, =1+2+3=6. Ferner konnen folgende
zweistellige Ziffern gebildet werden; 11,12, 13,
21,22,23,31,32,33. Esgilts, =11+ 12+ 13+
+214+...4+33=198

SchlieBlich lassen sich folgende dreistellige
Zillern bilden:

111, 112, 113, 121, 122, 123, 131, 132, 133,
211, 212, 213, 221, 222, 223, 231, 232, 233,
311, 312, 313, 321, 322, 323, 33, 332, 333.
Hiefiir giit s;=111+112+...+333=5994.
Es lassen sich genau drei einstellige, neun
zweistellige und 27 dreistellige Ziffern bilden,
und es gilt s=5,+5,+5;=6+198+5994=
6198.

W 5*1358 Wir rechnen 30: 6=5; fiinf Schii-
ler erhielten die Note 1. 30—5—-16=9; neun
Schiiler erhielten die Noten 4 oder S. Ange-
nommen x Schiiler erhielten die Note 3,
dann erhielten 2-x Schiiler die Note 4.
Deshalb gilt x+2-x=9,3-x=9, x=13. Drei
Schiiler erhielten die Note 5, sechs Schiiler
die Note 4. Angenommen y Schiiler erhielten
die Note 3; dann gilt 3< y<6, also y=4 oder
y=35. Nach e) entfillt y=5. Somit erhielten
4 Schiiler die Note 3 und 12 Schiiler die Note 2.

641359 Aus 100<n<200 und 7|n folgt
n=105, 112, 119, 126, ..., 182, 189, 196.
Von diesen Zahlen haben die Quersumme 11
genau zwei Zahlen, ndmlich 119 und 182.

4641360 Aus AB|CD||PQ und AD|
BC || MN folgt, daB die Vierecke AMSP
und SQCN ebenlalls Parallelogramme sind.
Jedes Parallelogramm wird durch eine seiner
Diagonalen in zwei kongruente Dreiecke
zerlegt. Deshalb gilt A,=A4,, A;=A4, und
A, +A;+Ay=A,+ As+ A5 Durch Einset-
zen erhalten wir A, + A, + A;=A,; + A5+ A4,.
Daraus folgt 4,=A;, w. z b. w..

] N [
Ag
A;s A_;
A M 8

W 6. 1361 Die Diagonalen eines Rhom-
bus halbieren seine Winkel. Nachdem das
Dreieck ABC konstruiert worden ist, zeich-
nen wir die Winkelhalbierende des Winkels
¥ ACB=v; ihr Schnittpunkt mit AB sei D.

CF

Nun zeichnen wir durch D die Parallele
zu AC und die Parallele zu BC. Sie mdgen
BC in E bzw. AC in G schneiden. Das Vier-
eck DEFG ist dann der dem Dreieck ABC
einzubeschreibende Rhombus.

W 6m1362 Es-sei x die Anzahl der Schiiler,
welche die Mathematikarbeit mitgeschrieben
haben.

1 1 4 4 5 .

Wegen ~ +-=—- 1-2=2

egen9+3 9und 5 9gllt
1. 152 51
=X+ = il -z =
9x 3x+9 5x+9 2x+2 X,
%x+2=x,
1
—x=2, x=36.
18

Es haben 36 Schiiler die Mathematikarbeit

mitgeschrieben. $~36=4 Schiiler erhielten
die Note 1; g-36=8 Schiiler erhielten die
Note 2; %-36=12 Schiiler erhielten die

Note 3 und 1—58--36= 10 Schiiler erhielten die
Note 4.

W 6*1363 Es seien q, b, c, d, e jeweils das
Lebensalter von Alfred, Berta, Christa. Dorit
und Ernst; dann gilt

a+b+c+d+e=33 (1)
b=2c+d), (2)
a=2e. 3)

Wir multiplizieren Gleichung (1) mit 2 und
erhalten
2a+2b+2c+d)+2e=66.
Mit Hilfe von (2) und (3) gewinen wir daraus
durch Einsetzen
2a+2b+b+a=66,
3a+3b=66,
a+b=22
Aus (2) folgt: b ist eine gerade natiirliche Zahl;
aus (3) folgt: a ist eine gerade natiirliche Zahl.
Angenommen Dorit, die Jiingste, sei 1 Jahr
alt; dann ist Christa wenigstens 3 Jahre alt.
Deshalb gilt b=2(1+3)=8. Also ist b=8
oder b=10. Denn b ist eine gerade natiirliche
Zahl und kann nicht groBer als 10 sein, weil
sonst wegen a+bh =22 a kleiner als b wire.
Fiir b=8 gilt a=14 und somit e=7. Das
ist wegen bZe+2=9 nicht méglich. Fiir
b=10gilta=12 und somite=6und c+d=>5.
Wegen c=d+2 gibt es genau eine Losung,
nimlich d=1 und c=4.
Dorit ist 1 Jahr, Christa 4 Jahre, Ernst 6 Jahre,
Berta 10 Jahre und Alfred 12 Jahre alt.

W 6*1364 Angenommen, die Schiiler der
5. Klasse haben x kg Altstofle gesammelt.
In der nachstehenden Tabelle sind die Sam-
melergebnisse von den Schiilern der 5. bis
10. Klasse zusammengestellt:

Klasse Sammelergebnis Altstolfe
inkg inkg
5 x 202
6 x+20 222

7 x+20 222
8 1,5x+15 318
9 1,75x +17,5 3N
10 © 2x+420 424
8,25x+92,5 = 1759
8,25x = 1666.5

x =166650: 825

x = 202

A741365 Aus 10*=10000<32760 und
20* = 160000 > 32760 folgt, daB die gesuchten
Zahlen groBer als 10, aber kleiner als 20 sein
miissen. Da das Produkt 32760 auf die Zif-
fer O endet, also durch 5 teilbar ist. muB eine
der gesuchten Zahlen ebenlalls durch 5 teil-
bar sein. Das triflt im angegebenen Intervall
nur fir die Zahl 15 zu. Wegen 15*=50625
>32760 miissen die iibrigen drei Zahlen
saimtlich kleiner als 15 sein. Wegen
nn+1)(n+2)(n+3)=32760 und n+3=15
gilt somit n=12.

Die gesuchten Zahlen lauten 12, 13, 14 und
15, und es gilt 12-13-14- 15=32760.

A741366 Die zweistelligen natiirlichen
Zahlen, die auf die Ziffer 5 enden. lassen sich
in der Form 10n+5 darstellen mit n=1, 2, 3,
..., 9. Nun gilt (10n + 5)>=100n? + 100n + 25
=n(n+1)-100+52%

Dieses Verfahren gilt somit fiir die Berech-
nung des Quadrats aller zweistelligen natiir-
lichen Zahlen, die aul die Ziffer 5 enden.

W 781367 Angenommen, es waren x Min-

ner anwesend; dann beteiligten sich

1. 2 . .
x—3x=—x Frauen an der Familienfeier.

Nun gilt
x—6=3<2x-6).
3
x—6=2x—18,

x=12.
Somit waren 12 Minner und 8 Frauen an-
wesend.

W 7m1368 Nach Konstruktion gilt ¥ BCP
=45°. Wegen £ PBC=90° gilt dann auch
XBPC=45"

Daraus folgt BC=BP=b, also AP=a—b.
Nach Konstruktion gilt £ ADQ =45°. Wegen
¥ QAD=90° gilt dann auch £AQD=45°

D c

a-b \ust w7
A P a 8

Daraus folgt ¥ PEQ=90° und somit auch
¥ HEF = £ PEQ =90° als Scheitelwinkel. Aus
analogen Uberlegungen flolgt, daB simtliche
Innenwinkel des Vierecks EFGH rechte Win-
kel sind, Wegen AD=AQ=BC=b gilt fer-
ner @=a—b. Fillen wir von P das Lot PR
auf AH und von Q das Lot Q_S aul BF,
dann folgt aus der Kongruenz der Dreiecke
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AAPR und AQBS schlieBlich PR=0S, d. h.,
das Viereck EFGH ist ein Quadrat. Fiir den
Fldcheninhalt dieses Quadrates gilt

1 — =— 1
A =—-HF-EG==-(a—b)-(a—b)=
5 S (@=b)-@-b)
1
==-(a—b)?,
5 (a—b)
_1 2 2 __ 2
AQ_E (8—5)*cm*=4,5cm?*.

W 7*1369 Ein Spielwiirfel besitzt insgesamt
1+2+3+4+5+6=21 Augen. Nun gilt fiir
die Oberfliche eines Wiirfels A, =6a%, fir

die Fliche cines Kreises A, = nd’ fir
die Oberfliche einer Halbkugel A3=%1rd1.

Fiir die Oberfliche des Spielwiirfels gilt
scmit

Ay =6a> =21 - Lnd*+21 -2 nd?
21
=6a+=— nd>.
a 2 T

Fiir unser Zahlenbeispiel erhalten wir

A, =<6- 152+%-n - 22> mm? =~ 1416 mm?2.

W 7*1370 Es sei s die MaBzahl der Ent-
fernung (in km) von A nach B; dann gilt

St s L
wegen ¢ == fiir unser Beispiel
v

S8 49 By s,

5 15 15
d. h., die Orte 4 und B sind 15 km vonein-
ander entfernt. Fir das Durchfahren der

halben Wegstrecke von 7,5 km benétigt
der Radfahrer % h. Fiir den Umweg benotigte

T | ;
er somit 2§h. Darum gilt s,=v,"t,

15"T"‘~§h=37,5 km. Der Radfahrer hatte

einen Umweg von 37,5 km zu bewiltigen.

W 8 1371 Wir fiihren den Beweis indirekt,
nehmen also an, daB die in der Aufgabe auf-
gestellte Behauptung falsch ist Dann wird
keine der angegebenen Fremdsprachen von
mindestens 12 Teilnehmern beherrscht. Also
kann jede Fremdsprache nur von héochstens
11 Teilnehmern beherrscht werden. Da es
sich um 6 Fremdsprachen handelt, wire also
die Anzahl n der Fremdsprachen, die ins-
gesamt beherrscht werden,

n<6-11=66.
Das steht aber im Widerspruch zu der Vor-
aussetzung, wonach jeder der 70 Teilnehmer
genau eine Fremdsprache beherrscht, also
die Anzahl der Fremdsprachen, die insge-
samt beherrscht werden, gleich

n="70ist.
Daher ist die Annahme falsch, und die auf-
gestellte Behauptung ist richtig, d. h., es
gibt wenigstens eine Fremdsprache, die von
mindestens 12 Teilnehmern beherrscht wird,
w.z b w.

92

W8m1372 Wegen AB | CD gilt nach den
Strahlensitzen
D_E:E=W:m=1:3,
EC:FB=EN :lﬁ:l::&,
also CD | MN und daher AB | MN.
Daraus folgt weiter

AB_EA_EM+AM_  AM
MN EM EM EM
_ =1+3=4

also M—_N=1, MN=lE=—a.
AB 4 4 4

Die Linge der Strecke MN ist also gleich ia.

W 8*1373 a) Der ExpreBzug ,,Aurora“ legt
auf der Fahrt von Moskau nach Bologoje
eine Strecke von 331 km in 2h 28 min=
148 min zuriick. Seine mittlere Geschwindig-
keit betrdgt daher auf dieser Strecke

o =k min=1 =310 -
1148
=1342km-h" L

Auf der Fahrt von Bologoje nach Leningrad
legt er eine Strecke von 319 kmin2h 23 min=
143 min zuriick. Seine mittlere Geschwindig-
keit betrdgt daher auf dieser Strecke

319 . ;1 _319-60
v =—km- -min~'=

2 143
=1338km-h~%.

b) Die beiden Ziige mdgen sich x min nach
der Abfahrt des ersten Zuges von Moskau
also um 13 h 43 min+ x min treffen. Dann

km-h~!

hat der erste Zug eine Strecke von
x~%km zuriickgelegt, da er in 1 Minute
o3l km zuriicklegt.

148

Der zweite Zug [dhrt um 15.58 Uhr von
Bologoje ab, also 135 min spiter, als der
erstc Zug von Moskau abgefahren ist und
noch vor dem Eintreflen des ersten Zuges
in Bologoje. Bis zur Begegnung mit dem
ersten Zug fihrt er daher (x —135) min und
legt eine Strecke von (x—135)-—:::%km zu-

riick, weil er in 175 min 331 km, also in 1 min

33 km zuriicklegt.
175
den beiden Ziigen gefahrenen Strecke gleich

331 km ist, erhilt man die Gleichung

2Bl e—135)- 32 331, also
148 175

Da die Summe der von

x 1754 (x—135)- 148=148 - 175.
Daraus folgt

175x+ 148x—135- 148=148 - 175,

323x=148-175+ 148 - 135,

323x=148-310,

x=188310_ 100,
323

Der erste Zug begegnet also dem zweiten
Zug 142 min, d. s 2h 22 min nach seiner
Abfahrt von Moskau, also um 16.05 Uhr.
Er hat dabei eine Strecke von 142 - % km=
317,6 km zuriickgelegt. Die beiden Ziige
begegnen sich also in einer Entfernung von
rund 318 km von Moskau.
Die Abbildung zeigt die graphische Losung
dieser Aufgabe. Auf der Abszissen-Achse
sind, wie bei graphischen Eisenbahnfahr-
pldnen iiblich, die Entfernungen von Moskau
abgetragen, auf der Ordinaten-Achse die
Uhrzeiten. Der von links unten nach rechts
oben verlaufende Streckenzug zeigt den Weg
des ersten Zuges, der von rechts unten nach
links oben verlaufende Streckenzug den Weg
des zweiten Zuges. Beide Streckenziige schnei-
den sich in einem Punkt, der der Entfernung
318 km (von Moskau) und der Uhrzeit
16.05 Uhr entspricht.
Die Abbildung zeigt den gesamten Abschnitt
von Moskau bis Leningrad, damit die Fahrt
der beiden Ziige gut veranschaulicht wird.
Fiir die graphische Losung der Aulgabe
hitte es: auch geniigt, nur den Abschnitt
von Moskau bis Bologoje darzustellen, da
die beiden Ziige sich in diesem Abschnitt
begegnen.

W 8*1374 a) Wir bezeichnen die gesuchte
Linge der Strecke AE mit x (siehe Bild).

£ N [3

A18%2 ’




Nun gilt AB=a, AD=BC=b und nach dem
Satz des Pythagoras BD=,/a” + b*.
Aus ¥ BEA= ¥DAB=90°, xABE= ¥ ABD

folgt nun
AABE~A_ABD.,
also  x:a=b:/a*+b%
___ab
Jat+b?

b) Setzt man a=4 cm, b=}_cm, so wird
Ja*+b*=/16+9cm=,/25cm="5cm,
x =% cm= 24cm,

also noch nicht ganzzahlig. Da aber das
5-fache von 2,4 ganzzahlig ist, braucht man
fir a und b jeweils nur fiinfmal so groBe
Werte zu wihlen, um auch einen ganzzah-
ligen Wert fiir x zu erreichen. Man erhilt
ndmlich fiir a=20cm, b=15cm

__2:-15 _2015
J2I 152 Jezs

_20-15
25
ganzzahligen Wert, wie es verlangt wurde.

cm=12cm, also einen

W9m1375 Esseienn,n+1, n+2, n+3 mit
n >0 vier aufeinanderfolgende natiirliche Zah-
len; dann ist die Summe der vier Potenzen
entsprechend der Aufgabe gleich
s=2n+2n+l +2n+2+2n+3
=212°421 422429
=2"1+2+4+38)
=15-2"mitn=1. Daraus [olgt
s=15-2-2""1=30-2""1!
Nun ist 2"~ ! wegen n— 120 eine natiirliche
Zahl, also ist die Summe s durch 30 teilbar,
w. z. b w

W9 w1376 Fir alle natiirlichen Zahlen k
mit k>0 gilt ’
k+1>k
Durch Multiplikation auf beiden Seiten die-
ser Ungleichung mit der positiven Zahl
folgt l>—1— also auch—> !
k(k+1) k k+1 Jk Jk+1
Setzt man der Reihe nach k=1, 2, ..., n—1,
so erhilt man die fortlaufende Ungleichung
1 1 1 1 1
—_—>—>—>..> >—.
J1 J2 /3 Jn—1 n
Daraus folgt insbesondere
1 1 1 1 1
— >, —=>——, —=>——, ..
JU Jn 2 yn Y3 n
1 1
>—.

Jn=1 /n
1 1 1 1 1
s=—+—+—+...

Ji V2 \/3

t 1 11.1—

s> —+—+
«/n J"

Fiir die Summe gilt daher

Jn Jn J"

Dabher gilt s> /n. w. z b. w.

WO9*1377 Aus 9y<1000 folgt y<£9°°=

lllé, also y< 111 und hieraus wegen y=>>
z
100000000 100000 1 1y, -
900 909 901

~mit o, §,

100

X - 100000000 _ ()()90()11_l

11— 111
>900900 und z2<900909 folgt, da an der
letzten Stelle von z die Grundzifler 9 steht,
z=900909,
also  x=yz=100000899.

Die Divisionsaufgabe lautet daher
100000899 : 111 =900909
999
71008
999
999
999

W 9*1378 Man zeichnet das Rechteck
ABB | A, das auBerhalb des Vierecks ABCD
liegt, dessen eine Seite mit 4B zusammenfillt
und dessen Seiten A4, und BB, die Linge r
haben. Ferner zeichnet man zu den anderen
Viereckseiten die entsprechenden Rechtecke
BCC\B,, CDDC, und DAA,D,.
Ferner zeichnet man um die Eckpunkte
A, B, C, D Kreisbogen mit dem Radius r,
die jeweils durch die Punkte 4,, A, bzw.
B,, B, bzw. C,, C, bzw. D,, D, begrenzt
sind.
Dann ist das Gebiet G dasjenige Gebiet,
das durch diese vier Kreisbogen sowie durch
die vier Strecken A4,B,, B,C,, C,D,. D,4,
begrenzt wird. Denn jeder Punkt des Gebie-
tes G ist entweder ein Punkt des Vierecks
ABCD oder ein Punkt einer der vier Recht-
ecksflichen oder ein Punkt einer der vier
zu den Kreisbogen gehorenden Kreissektoren
und umgekehrt.
Bezeichnet man nun die WinkelgroBen des
Vierecks mit «, 8. y, 0 und die zu den vier
Kreissektoren gehdrenden WinkelgréBen
y’, & so gilt, da die Winkel der
Rechtecke bei 4, B, C, D jeweils gleich 90°
sind,
ata'=f+p =y+y=0+6=180°
also wegen a+ f+vy+6=360°
auch o'+ f'+7 +6'=360°.
Daraus folgt, daB die vier Kreissektoren
sich so aneinander legen lassen, daB sie
zusammen eine Kreisfliche mit dem Radius
r bilden, daB also ihr Gesamt(licheninhalt
gleich nr’ und der Gesamtumfang der ent-
sprechenden Kreisbogen gleich 2xr ist.
Ferner gilt
A,B,+B,C, +£,D,+D,A,=AB+BC
+CD+ DA=uqy Daher ist die Summe der
Flicheninhalte der vier Rechtecke gleich
"AB,+B,C,+CD, +D,A;)=ru,.
Der Flicheninhalt des Gebietes G ist also
gleich A=Ag+nr +ruy;

Aus z=

. der Umfang des Gebietes G ist gleich

u=tg+2mr.
W 10/12a 1379 Die positive reelle Zahl a
sei in zwei Summanden x und y zerlegt.
Dann gilt

x+y=a. also y=ag—x.

a
Setzt man nun x=—+1,

so wird y=a—x=g—t. Die Summe

der dritten Potenzen von x und y ist dann_

3 3
s=x3 4y =(24e) +(2-1),
2 2

3 2 3
s=2 43 L y3. 824048 3.2
8 4 2 8 4

a .»_ .3
+3-=-1% =17,
2

3
a
=—+3-a-%
s 2 +3-a
Nun gilt a>0 und fiir alle reellen ¢

1220, also 3-a-¢t2=0.
Daraus folgt

a’ a’

s;; fur alle reellen ¢ und s=7 fiir ¢=0.
Damit ist bewiesen, daB die Summe s der
dritten Potenzen der beiden Summanden
3
einen kleinsten Wert besitzt, nimlich a:.
Dieser Wert wird angenommen, wenn ¢ =0,

wenn also

x=g+0=2 und y=g—0=2,
2 2 2 2

d. h., wenn beide Summanden gleich, und

zwar gleich g sind.

W10/12m 1380 a) Es seien M, und M,
die Mittelpunkte der Kreise k, und k,,
T, und T, die Beriihrungspunkte dieser
Kreise mit einem der Schenkel des gegebenen
Winkels (siehe Bild). Dann liegen die Punkte
M, und M, aul der Winkelhalbierenden die-
ses Winkels; es gilt also

M ST, = £ M,ST, =§. Ferner gilt
*xST,M, = £ST,M,=90°. Daraus
folgt wegen 0 <a < 180°, d. h. sin §>0,

sin %= sM =11 (1)
2 SM, sins
2

sin E=_z_, S =12 2)
2 SM, : sin®
2

Da die Kreise k; und k, einander von auBen
beriihren, gllt

SM, - (3

SMl—M Mz—r +r,.

Aus (1), (2) und (3) folgt
i_’_l=,l +r,.

.o . a
sin=  sin=
2 2

.o N
r —r =r_Sin—-+4r_sin-,
2 1 1 2 2 2

. a . a
r <l—sm—>=r (1+sm—>
2 2 ! 2

. .o
und hieraus wegen sin = < |
2
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.o
l+sm§
1= 2 @
ry .
1—sin~
Sll'l2
- o Ca |
b) Fiir a=60° gllt5=30 ,d. h smi=—,also
142
1="2-_“_3 Fira=90° gih§=45°,d. h.

r 1_1
2 1 =
+-4/2 -
sin%:l\/Z,also A=Q=#=2+ z
2 r 1_%\/5 2—\/2
=3+2/22583.

W 10/12*1381
der Gleichung

(\/x JxE—
(Jx+xT— 14 =2x. (1)

Dann gilt x=20, weil die Summe aul der
linken Seite von (1) nicht negativ ist, und
sogar x>1, weil x2—1>0.
Setzt man z=\/x+\/ﬁ, so gilt
z>0 und daher wegen x—,/x*—1>0
1_ 1 x—x*~-1
\/x+\/x -1 \/x—\/xz—l
__x=x"—1 x2— l \/x Jx -1
Jx
Die Glexchung (1) ist also genau dann erfiillt.
wenn 1
Faln +z" ry
z278 _2x -4 4 1=0.
(ZF *—x)’=x2-1,d. h, wenn
a) " *—x=/x*—1oderb) 7 *—x
=~ /%=1 Im Falle a) gilt 7*~*
=x+.,/x%—1. also wegen (2)
4=
Da Potenzen mit gleicher Basis nur dann
gleich sind. wenn die Basis gleich 1 ist oder
wenn die Exponenten gleich sind. gilt also
z=1 oder x—4=2.
Nun gilt z=1 genau dann. wenn x+\/x2——f
=1, was wegen x=1 nur fir x=1 moglich

Es sei x eine reelle Lésung

):4

)

=2x,

3

ist.

Damit haben wir die erste Losung x,=1
der Gleichung (1) erhalten; denn es gilt
W1=0 3 +(/1+0) 3 =1+1=2=2-1. Ist
aber x—4=2, so gilt x=6. Damit haben wir
die zweite Losung x, =6 der Gleichung (1)
erhalten; denn es gilt

(/6= 351 +(/6+ 357

=6— J35+6+J35 2-6.

Im Falle b) gilt

z‘_4=x—\/x2—1=1—2=z'2.
z

Das gilt wie im Falle a) nur. wenn z=1 oder
x—4= —2. Da z=1 schon unter a) behandelt
wurde, erhalten wir nur noch eine dritte
Losung aus x—4= -2, d. h. x3;=2; denn

es gilt _ _
(Jz—\/3)'2+(\/z+\/3r2=

2\/32+\/3
M422
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Die Gleichung (1) hat also genau drei reelle
Losungen, namlich
xy=1, x;=6, xy=2.

W 10/12*%1382 Ist T der _Beriihrungspunkt
der Tangente, so gilt MT=r. Bezeichnet
man zur Abkiirzung CT=x, TD= y. so er-
gibt sich aus dem Hohensatz in dem recht-
winkligen Dreieck CMD die Gleichung

2
2 r
r*=xy, also y=—.

x

Bezeichnet man die Linge der Strecke CD
mit f (x), so gilt

fx)=x+y=x+""mit x>0.
X

Um nun lestzustellen, fiir welchen Wert von x
ein Minimum von f(x) angenommen wird,
beachten wir, daB fiir alle positiven reellen
Zahlen a und b gilt:
a+b= Ja —2\/ab+(\/b)2+2\/ab

—(\/a Vb +2./ab

> 2\/ab
Insbesonderegilta + b= 2\/;1—b, wenn \/c_:= \/E
also wenn a=b. Daher gilt

2
f(x)=x+r—22 x-Z=or
x -\ x

P
2
fx=2rfalls x=_ d. h, x2 =12,
X
D
also x=r. P y
r
s x
\ 1 Al ¢
S~

Die Linge der Strecke CD nimmt also den

“kleinsten Wert 2r an, wenn x=y=r. wenn

also TC=TM=r ist. Dann liegt T auf der
Winkelhalbierenden des rechten Winkels
X BMA.

W 10/12 @ 1383 Angenommen, es sei x eine
reelle Zahl, fir die die Gleichungen (1) und
(2) erfiillt sind. Dann erhdlt man. indem man
(2) von (1) subtrahiert,

12x3 +28x% + 6x + 14 =0.
also  6x*+14x2+3x+ 7=0. (3)
Andererseits erhdlt man aus (1) und (2)
durch Addition
6x*+14x3 + 12x2 + 28x =0,
x(6x3+14x>+12x+28)=0 und, da
x=0 nicht Losung von (1) bzw. (2)
ist.  6x3+14x%+12x+28=0. )
Aus (4) und (3) erhidlt man weiter durch
Subtraktion

21 7

9x+21=0,als0 x=—-""=__,
* =TT

Wenn also das Gileichungssystem (1). (2)
liberhaupt eine Losung hat. so kann es nur

also

die Losung x= —% sein. Nun gilt fir x= -%

Ixt+13x3 42062+ 17x+7
_2401 M55 980 119

T 27 279 3
Ixt+x3—8x2+11x—7

d. h. die Gleichungen (1) und (2) sind erfiillt.

Lisungen zu ,,Rekursionsformeln als spezielle

Operatorgleichungen* (von S. 73)

Uy _Up 20, ,

Uy Up_ 1 +Un_y

Xpoa+2 w1

m’ 1 vy 1

ist x, eindeutig bestimmt.

b} Elimination von v,_, ergibt u,=u,_,

+2(v,—u,_ )= —u,_, +2v, Ersetzung von

ndurchn—1lergibtu, ,=—u,_ ,+2v,_,,er-

neute Elimination von v,_, ergibt u,_,

==ty +(u,—u,,) also u,=2u,_,

+u,_,

Die zweite Gleichung entsteht analog.

¢) Durch Quadrieren entsteht u,2=u?_,

U (Va1 F A5 U =10+ 22U, Uy +

+v2_,, durch Elimination des gemischten

Gliedes u,2—2v,2=—u_,+202_,, d. h. y,

=—Yn-1» y1=—1 mit der Abkiirzung y,

=u,?—2v,% Nach Satz 1 folgt y,=(—1)"

(wegen y,=1).

2. Auflosung nach x,,, ergibt x,,,;=2x,

—X,-1, jetzt n durch n—1 ersetzen.

3. Man setze x,=a"yo+ "z, in x,—ax,_,

—bx,_, ein, klammere a"" 2y, bzw. " 2z,

aus und benutze a’~aa—b=0. f*—afi—b

=0.

4. Nach Satz 3 gilt x,=x,+ny, Fiir n=0

ist xo=1, fir n=N folgt 1—Ny,=0, also
1

Vo= "N

5. Aus 12— —1=0 folgt a=%+3zé.

la) Durch x =

—=1

ﬂ=%—%5, und aus Satz 4 folgt

2= @t a2

° J5 5 ° s \/5

6. Aus A2—21-1=0 I'olgta-l+J2
-1—\/2 aus Satz 4 im ersten Fall
N

Yo=3 /272 %

-1 1 . .
=5 und im zweiten

1
22

1 1
Fall y,= 2\/—2, z,=

_2\/_2.
7. Nach Satz 3 ist x,=a"(xq+ny,). und fiir
n=1 folgt aus x,=axq,+ay, sofort
Yo=L—x,

° «

8. Wegen cos 0=1, sin 0=0 stimmt die L6-
sung fiir n=0 und wegen cos——sm—=

& £ 2 \/2
auch fiir n= 1. Beim Einsetzen von x,cos” T
+x* sin%"(mit x*=x1 J2-xy) in x, -
N/ ,+)€, » heben sich unter Beachtung

von cos (¢ — —)——(cos @ +sin @) und

V2
cos (¢ —E)= sin @ sowie sin (0-1)
2 T4
=é(sin @ —cos ¢) und sin (¢—E)= —cos'zp
2 2

alle Glieder weg.



Losungen zu: alpha-heiter 4/75

Spiel mit Dominosteinen

Maégliche Anordnungen:

olr|2|3|#|lo]112(3 s]||e|7]2]|3]4|5]|¢6
1l2]|3|4|o|]|1]|215[¢ 0 1234560
213 4lof1||2|3|9|5 1 ]|2(3]|4|5|6]|0|1
4lol7]e]|3]||3]4|1]0 2 41516 |0|112|3
#15]0(13 3|4 |516|o|1(2
510|132 & 6lo|112]3]|%|5

Dreistellige Telefonnummern

Die Nummer heiBt 8—~x—y. Es gibt 5 un-
gerade Grundziffern, und zwar: 1, 3, 5, 7, 9.
Also fir x kann man 5 verschiedene Grund-
ziffern nennen und ebensoviel fiir y. Das
kann man als eine Tabelle darstelien:

A Y11 3 s 1 9
tloos 1719
3031 33 35 37 39
s|s1 53 55 57 59
7071 1315 1 79
9191 93 905 97 99

Ergebnis: 5 - 5§ =25.

Vierstellige Autonummern

Die Autonummer lautet: 1881

Aufbau der Zahl: a b b u

Gleichung: 2(a+5)=10a+b
b-=8a

Kleines Mathematik-
Sprachlexikon Teil 4

Gleichungen -
VYpabHenus - Equations - Equations
Beispiel zur Losung einer Gleichung
[Ipumep pelueHUs ypaBHEHHUs
Example for solving an equation
Exemple (modéle) pour solutionner
une équation

Tx=2) 1 73
(n 7 ts =15
2 35(x—2)+3=73
(3) 35x-70+3=73

35x—67 =73
4 35x =140
(3 x= 4

(1) Multiplizieren Sie beide Seiten

(jedes Glied) mit dem Hauptnenner!
VMHOXUTL 06¢ 4acTH ypaBHEHMA (KaX bl
4JieH) Ha obumil 3HaMeHaTeb !

Multiply both sides (each term) by the
least common denominator!

Multipliez les deux cotes (chaque terme)
par le dénominateur commun!

"(2) Losen Sie die (runden) Klammern auf!
PackpbITh cko6ku!

Remove the parantheses!

Ouvrez les paranthéses!

Die Losung a=5b==0 entfillt, da die Auto-
nummer 0000 nicht existiert.
Die Zweite Autonummer lautet: 2099.

Vor-, Nach- und Beinamen

Peano, Isaac, Einstein, Richard, Regiomon-
tanus, Emmy, Descartes, Evariste, Fourier,
Elie, Riemann, Max, Abel, Thales: Pierre de
Fermat.

In einem Zug

Zur Angabe einer Losung numerieren wir
die Punkte von 1 bis 16. Um ohne abzusetzen
die Figur nachzeichnen zu kénnen, muf3 der
Streckenzug im Punkt 6 beginnen und im
Punkt 11 enden oder umgekehrt, da in diesen
beiden Punkten jeweils eine ungerade An-
zahl von Strecken aufeinandertreffen. .

Eine der moglichen Losungen ist
6,2,51,2,3,7,6,59, 10, 6, 11, 10, 14, 9,
13, 14, 15,11, 12, 15, 16, 12, 8, 3, 4, 8, 7, 11.

1 3 P
<4
101 +-22..123 L) VA LI s
- + - [} 10 1 ;1
25 - 2= 23
76424 =100 3 14 15 16
Mathematische Begriffe

Eine mogliche Losung:

1 H 3 ¢ |5 6 ? a 9 10 1 ” ] %
LHIL | KA lTAN]lAN] PA | GE lFl/Nll GUO[ EIN ]WAHR[SYM' LR l () ]EP]

Kryptarithmetik
a) 3614 3941 4831
+3614 +3941 + 4831
7228 7882 9662
b) 1770 1880 2880
+1770 + 1880 + 2880
3540 3760 5760
4660 4880
+4660 +4880
9320 9760
c) 4513 4531
+4513 +4531
9026

962 oo wls [l 1] o oo [o]

Beruf gesucht — Mathematiker Iamnl senl e ’stl ml 0 l on IENT II(REISIWEN[TRIE[ e !NUSILLWI

Silbenriitsel - LOGARITHMUS

(3) Addieren Sie 67 aul beiden Seiten'!
ITpn6GaBuTh kK 06EMM 4YacTAM ypaBHeHHA 67
Add 67 to both sides!

Additionnez (ajoutez) 67 aux deux c6tés!

(4) Teilen Sie beide Seiten durch den
Koeflizienten von x!

Pa3penuTh 06e 4acTH ypaBHEHHSA Ha

K03 PULUMEHT NpK X

Divide both sides by the coelficient of x!
Divisez les deux cOtés par le coefficient de x!

Diskutieren Sie das Ergebnis aus der Sicht
der Mengenlehre!

XapaxkTepu3yidTe pe3ysibTaT ¢ TOUKA
3IpEHMA TEOPHH MHOXECTB!

Discuss the result from the standpoint

of the thory of stees!

Discutez le résultat par le point de vue

de la théorie des ensembles!

Im Variablenbereich X ist x=4 das einzige
Element, das die gegebene Gleichung zu
einer wahren Aussage macht. (Die LSsungs-
menge S besteht aus einem einzigen
Element: S={4}.)

B o6nacTy nepeMeHHOMR X eQMHCTBEHHbIM
3IEMEHTOM, KOTOPBIIl fesaeT JaHHOe
YPaBHEHMe HCTHHHBIM, SABJIAETCH X =4.
(MHOXeCTBO KOpHEH COCTOHT TOJILKO U3
onHOro 3MemenTa:S={4})

DO R

Kreuzwortratsel

1. Hilbert 5. Ellipse

2. Element 6. Kosinus
3. Umkreis 7. Algebra
4. Russell HEUREKA

In the range X of variables, x=4 is the

only element making the given equation

a true statement. (The solution set S consists
of only one element: S={4}.)

Dans la zone X des variables, x=4 est le
seul élément qui {ait I'équation donnée

4 une vraie proposition. (L'ensemble S des
solutions se compose d’un seul élément:
S=1{4})

Dreiecke

Tpeyronbuukn - Triangles - Triangles
Schiefwinkliges Dreieck

Tpou3BoNbHbLIA TPEYrOJLHAK
oblique or scalene triangle - triangle scaléne

Seiten g, b, ¢ - cTOpoHbl 4, b, ¢

sides - cotés

Innenwinkel a, 8, y - BHyTpeHHHE YIJIbI
interior angles - angles intérieurs

AuBenwinkel § - BHELLUHHH yron
exterior angle - angle extérieur
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Textgleichungen

1968 Fiir die Bearbeitung von Werkstiicken
stehen zwei Drehmaschinen zur Verfiigung.
Die erste Maschine muB3 zur Bearbeitung
20 Minuten vorbereitet werden und st6B8t
dann alle 14 Minuten ein Werkstiick aus.
Die zweite moderne Maschine muf 200 Minu-
ten vorbereitet werden und st6Bt dann alle
2 Minuten ein Werkstiick gleicher Art aus.
a) Wieviel Minuten werden bereits bei der
Herstellung von 100 Werkstiicken einge-
spart, wenn die modernere Maschine ein-
gesetzt wird?

b) Bestimmen Sie diejenige Stiickzahl, zu
deren Herstellung beide Maschinen die glei-
che Zeit benotigen!

1969 a) Konstruieren Sie ein gleichseitiges
Dreieck mit beliebiger Seitenlinge a, und
zeichnen Sie eine Héhe 4 ein!

b) Leiten Sie die Gleichung h=g\/3 " ohne

Benutzung trigonometrischer Beziehungen
her!

1970 Zwei Klassen planen eine Ferien-
wanderung. .
Fir gute Leistungen im polytechnischen

Rechtwinkliges Dreieck
[IpAMOYroNbHBIA TPEYroNBHUK
right triangle - triangle rectangle
Katheten a, b - xarteThl a,b

legs or cathetuses - cOtes
Hypotenuse ¢ - rTHRNOTeHY3a ¢
hypotenuse ¢ - hypoténuse ¢
spitze Winkel a, f - ocTpble yrabl
acute angles - angles aigus

rechter Winkel y - npamo# yron y
right angle - angle droit
pythagoreischer Lehrsatz: g% + b2 =2 -
teopema Iudaropa a2 +b2=c2
Pythagorean theorem: a2 + b2 =¢?
théoréme pythagoréen a2 + b2 =c?

Gleichschenkliges Dreieck
PaBHo6eapeHHbIH TPEYronbHUK
isosceles triangle - triangle isoctle

Basis AB - ocHOBaHue AB
base AB - base AB
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Unterricht erhalten sie dazu von ihrem Pa-
tenbetriecb 360 M. Dieser Betrag soll ent-
sprechend der Schiileranzahl auf beide Klas-
sen aufgeteilt werden. In der einen Klasse
sind 26, in der anderen 22 Schiiler.

a) Berechnen Sie den Teilbetrag, den jede
Klasse erhilt!

b) Wieviel Prozent der Gesamtsumme er-
hélt die Klasse mit 26 Schiilern?

1971 Zur optimalen Auslastung des Trans-
portraumes bei der Beforderung von Speise-
kartoffeln werden durch die Deutsche Reichs-
bahn Zielziige eingesetzt. In einem solchen
Zug laufen zwei Wagentypen mit einer Lade-
fahigkeit von 20 t bzw. 24 ( Speisekartoffeln.
Der Zug besteht aus 33 Waggons. Er befor-
dert insgesamt 720 t Speisekartoffeln.
Berechnen Sie, wieviel Waggons des jewei-
ligen Typs in diesem Zielzug eingesetzl
sind!

1972 Das Produkt aus der Differenz zweier
verschiedener Zahlen und einer dritten Zahl
sei gleich .

Geben Sie diesen mathematischen Sach-
verhalt in Form einer Gleichung mit Hilfe
von Variablen an!

1973 Die Differenz zweier natiirlicher Zah-
len betrigt 6. Das Produkt dieser beiden
Zahlen betrdgt 216. Ermitteln Sie diese bei-
den natiirlichen Zahlen!

Schenkel AC, BC
paBHble cTtopoHbl AC, BC
lateral sides AC, BC - cotés AC, BC
Basiswinkel a. § - yraiel npu ocHoBaHuy a,
base angles «. f - angles 4 la base «, f§
Winkel an der Spitze y - yron npu sepiunue y
vertex angle y - angle au sommet y

c

Gleichseitiges Dreieck mit drei
Symmetrieéchsen

PaBHOCTOPOHHHI TPEYrONILHUK C TPEMS
OCAMM CHMETpPHH

equilateral triangle with three axes

of symmetry

triangle équilatéral avec trois axes .

de symétrie

M Mittelpunkt des In- und Umkreises;
Schnittpunkt der Hohen, der Mittelsenk-
rechten sowie der Seiten- und Winkel-
halbierenden

1974 Im Stadtzentrum. Berlins erscheint
von einem Punkt P aus der Fernsehturm
hinter dem Hotel ,,Stadt Berlin* so, da8
die Punkte P, A und B auf einer Geraden
liegen.

a) Ermitteln Sie durch eine Zeichnung im
MaBstab 1 : 10000 die Héhe H-1 des Hotels!
Geben Sie das Ergebnis in Metern an!

b) Ermitteln Sie die Héhe des Hotels auch
rechnerisch! Formulieren Sie einen Antwort-
satz!

1975 Im Jahre 1973 wurden im Rahmen
des Wohnungsbauprogramms in der DDR
80700 Neubauwohnungen geschaffen.

a) Davon wurden 60 ¥, an Arbeiterfamilien
vergeben. Wieviel Wohnungen waren das?
b) Im Jahre 1972 wurden 69 500 Neubauwoh-
nungen geschaffen. Berechnen Sie, um wie-
viel Prozent die Anzahl der 1973 gebauten
Wohnungen héher lag als die der 1972 ge-
bauten!

M ueHTp BNHCaHHON OKPYXHOCTH M
ONHCAaHHOMN OKPYXHOCTH ; TOYKA MEPECEYEHUs
BBICOT, CPEIHHHBIX TIEPNIECHANKYIAPOB,
MeaMaH H BHuccekTpHUC yrios

M incentre and circumcentre; intersection’
point of the altitudes, the mid-perpendiculars,
the medians, ard the bisectors of the angles
M centre de cercle inscrit et cercle
circonscrit, point d’intersection des
altitudes, des perpendiculaires au milieu,

des médianes et des bissectrices

Dreieck ABC gleich Dreieck ABD
(AABC und AABD sind NMachengleich;
AABC=AABD)

Tpeyronbiuk ABC paBHOBENHK Tpey-
ronbHUKY ABD (AABCwu AABD
PaBHOBENMKNE; Sy, pc=Ss.8p)
Triangle ABC equals triangle ABD
(AABC and AABD are equal in area;
AABC=AABD)

Triangle

ABC égale triangle ABD.

¢ D



aus dem
Teubner-Verlag

J. KUCZERA
Heinrich Hertz
92 Seiten, 8 Abb., Preis: etwa 4,50 M

Heinrich Hertz als Entdecker der elektro-
magnetischen Wellen ist eine der markan-
testen PersGnlichkeiten der Physikge-
schichte.

Sein Leben und sein Werk sind angesichts
der Rolle, die die elektromagnetischen Wel-
len in unserem taglichen Leben spielen, von
allgemeinem Interesse.

Aus dem Inhalt: Elternhaus und Schule
(1857 bis 1875) - Technisches Studium,
Studienwechsel zur  Naturwissenschaft
(1875 bis 1878) — An der Berliner Univer-
sitdt und in Kiel (1878 bis 1885) — Die erfolg-
reiche Karlsruher Zeit (1885 bis 1889) —
Entdeckung der Radiowellen - Letzte Lebens-
jahre in Bonn — Zur weltanschaulichen Posi-
tion von H. Hertz

E. SCHMUTZER/W. SCHUTZ
Galileo Galilei
152 Seiten, 8 Abb., Preis: 6,90 M

Galilei gehdrt zu den hervorragendsten Na-
turwissenschaftlerm der  Menschheitsge-
schichte. Seine Leistung — erzwungen im
Kampf gegen ideologische Gegner, gegen
Boswilligkeit und Voreingenommenheit
wihrend einer Periode durchgreifender ge-
sellschaftlicher Neuorientierung - ist zum
Sinnbild der fortschrittlichen Haltung eines
Wissenschaftlers und seines Einsatzes fiir
eine dem Menschen helfende Verwendung
naturwissenschaftlicher Erkenntnisse gewor-
den.

Aus dem Inhalt: Kindheit und Jugendjahre
(1564 bis 1588) — Galileis Wirken in Pisa,
Padua und Florenz (1589 bis 1633) — Galileis
ideologischer Konflikt mit der kirchlichen
Obrigkeit — Galileis wissenschaftliches Ver-
machtnis in seinen beiden Hauptwerken —
Ausblick auf die Newtonsche und Einstein-
sche Physik

M. MILLER

Geloste und ungeliste
mathematische Aufgaben
96 Seiten, 7 Abb., Preis: 5,70 M

H. BELKNER
Reelle Vektorrdume
174 Seiten, 49 Abb., Preis: 9,50 M

GELFAND/GLAGOLEWA/SCHNOL
Funktionen und ihre

graphische Darstellung

127 Seiten, 132 Abb. u. 9 Tafeln, Preis 7,00 M

N. J. WILENKIN
Unterhaltsame Mengenlehre
184 Seiten, 82 Abb., Preis: 6,50 M

1. VYSIN

Methoden zur Lisung
mathematischer Aufgaben
146 Seiten, 41 Abb., Preis 9,60 M

GELFAND/GLAGOL@WA/KIRILLOW
Die Koordinatenmethode
75 Seiten, 6 Abb., Preis 3,40 M

ZICH/KOLMAN
Unterhaltsame Logik
84 Seiten, 15 Abb., Preis 4,40 M

Eine Aufgabe aus dem
BSBB. G. Teubner-Verlag

gestellt von

Dr. R. Thiele

Lektor fiir Mathematik

A 13864 A kennt das Produkt p=mn und
B die Summe s=m+n zweier natiirlicher
Zahlen m und n mit 1 <m<n. A weib, daB B
die Summe s kennt, und B weiB, daB A das
Produkt p kennt.

Es ergibt sich folgender Dialog.

A,: ,Ichkenne die Summe s nicht.

B,: ,Das wuBte ich Ich gebe dir den Hin-
weis, daB die Summe s kleiner als 14
ist.”.

A,:  ,Ich wubBte bereits, daB die Summe s
kleiner als 14 ist. Jedoch kenne ich
jetzt die Zahlen m und n.*

B,: ,Damit kenne ich auch m und n!*

Wie lauten die natiirlichen Zahlen m und n?

A. KOLMAN
Die vierte Dimension

Etwa 96 Seiten mit etwa 30 Abbildungen,
kartoniert, etwa 595 M, erscheint voraus-
sichtlich IV. Quartal 75

Aus der Geschichte des Verlages

Der BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft
stellt einen der dltesten Verlage in der DDR
dar. Durch B. G. Teubners Kauf einer Setze-
rei und Druckerei wurde 1811 der Grund-
stock fiir die 1824 erdffnete und bald weit-
hin bekannte Verlagsbuchhandlung gelegt.

Zunichst begann die verlegerische Tatigkeit
mit griechischen und lateinischen Textaus-
gaben, die noch nach 150 Jahren Bestandteil
des Verlagsprogramms sind. Die Entwick-
lung der kapitalistischen Wirtschaft in der
zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts und der
damit verbundene Aufschwung der Natur-
wissenschaften fiihrten zur Herausgabe ma-
thematischer Werke. Der Anfang wurde
1849 gemacht. Bald schloB sich die Heraus-
gabe der noch heute ecxistierenden Zeit-
schrift ,,Mathematische Annalen* an, in
der bereits die namhaftesten deutschen Ma-

thematiker jener Zeit verdffentlichten. Um
die Jahrhundertwende gehorte der Teubner
Verlag zu den fiihrenden Wissenschaftsver-
lagen der Welt, so daB z B. die beriihmten
Mathematiker O. Hesse, J. Steiner, J. Plicker,
H. GraBmann, H. Minkowski, B. Riemann,
F. Klein, D. Hilbert und C. Carathéodory
Autoren des Verlages waren.

Im Jahre 1911 wurde die Mathematische
Bibliothek begriindet, die spater zur Mathe-
matisch-Physikalischen Bibliothek erweitert
wurde und in der bis 1964 etwa 100 Binde
erschienen.

Der Beitrag des Teubner-Verlages zur Ver-
wirklichung des ,,Mathematikbeschlusses**
bestand in der Mitarbeit beim planmaBigen
Aufbau und der zielstrebigen Entwicklung
einer Mathematischen Schiilerbiicherei, deren
erster Band im Teubner-Verlag erschien und
deren vorliegende Bande seit iiber zehn Jah-
ren verstindliche Einfihrungen in die wich-
tigsten mathematischen Disziplinen bilden.
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