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Zum 200. Todestag Leonhard Eulers

Bild 1
Gedenktafel am Haus Behrenstr. 21/22
in Berlin
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Bild 2
Leonhard Euler (nach einem Stich von
Christian Mechel 1783)

Am 18.September 1983 jdhrt sich zum
200. Male der Todestag Leonhard Eulers, des,
zeitlich gesehen, wohl groBten Mathemati-
kers seit Archimedes, Newton und Leibniz.
Sein Name lebt in rund 50 nach ihm benann-
ten Formeln, Gleichungen, Sdtzen, Zahlen
und anderen mathematischen Bezeichnungen
fort. Wenn Alexander von Humboldt vor
rund 160 Jahren, fast vier Jahrzehnte nach
Eulers Tod, keine bessere Empfehlung fiir
den jungen genialen Mathematiker Dirichlet
an GauB zu geben vermochte als die, daB sich
jener ,,auf den besten Eulerschen Wegen*
bewege, so ist in nicht geringerem Grade
auch heute noch der Name Leonhard Euler
lebendig. Er ist zu einem aus der Mathematik
wie aus der geistigen Kultur iiberhaupt nicht
wegzudenkenden Begriff geworden. Sein Wir-
ken spielt zudem in der Geschichte der Be-
gegnung der deutschen und der russischen
Wissenschaft eine herausragende Rolle; mit
seinem Namen ist die freundschaftliche Zu-
sammenarbeit von Mathematikern der DDR
und der UdSSR verkniipft. Als 1957 seines
250. Geburtstages gedacht wurde, gaben die
Akademie der Wissenschaften der DDR und
der UdSSR zwei koordinierte Festschriften

mit emnem gemeinsamen Serientitel heraus;
die Gedenkfeiern in Berlin und Leningrad er-
folgten in gegenseitiger Abstimmung und
unter wechselseitiger Beteiligung; zahlreiche
Belege, wie gemeinsame Editionen u.a. Ver-
6ffentlichungen, zeugen vom Zusammenwir-
ken von Mathematikhistorikern der DDR
und der UdSSR bei der Pflege des Eulerschen
Erbes. Das Gedenken an Eulers 200. Todes-
tag wird diese engen Bezichungen erneut
manifestieren. -

Der am 15.4.1707 in Basel in der Schweiz
geborene Euler erkannte frithzeitig seine Be-
stimmung: Dem Fortschritt der Mathematik
und ihrer Anwendung zu dienen. Urspriing-
lich dazu ausersehen, den Beruf seines Vaters,
das heiBit den eines Geistlichen, zu ergreifen,
wandte er sich unter dem Eindruck, den die
Vorlesungen Johann (I.) Bernoullis auf ihn
machten, der Mathematik zu. Da Euler in der
Heimat keine ihm gemiBe Stellung finden
konnte, ein Los, das er mit manchen talentier-
ten Landsleuten teilte, ging er 1727 an die

Bild 3

Petersburger Akademie der Wissenschaften,
die, kiirzlich gegriindet, vielen jungen begab-
ten Gelehrten aus Mittel- und Westeuropa
Schaffensmoglichkeiten bot. In Petersburg
wirkte Euler bis 1741 und spéter von 1766 bis
zu seinem Tode im Jahre 1783, also insge-
samt tiber 30 Jahre. In der ersten Petersburger
Periode entstanden diejenigen Arbeiten
Eulers, die seinen Namen bald in der Welt
bekannt und dann beriihmt werden lieBen.
Wihrend seines zweiten Petersburger Aufent-
haltes schuf Euler die reifen Alterswerke, die
noch fast 80 Jahre lang nach seinem Ableben
die Petersburger Akademie-Veréflentlichun-
gen zieren sollten. Zwischen 1741 und 1766
liegt Eulers Tatigkeit an der Berliner Akade-
mie der Wissenschaften, seit 1744 als Direktor
der mathematischen Klasse und spiter zeit-
weise als amtierender Prasident, wenn ihn
auch der PreuBenkonig nie als solchen be-
stitigte. Es waren dies Jahre erfolgreichsten
Schaflens; Euler wurde zum mathematischen
Lehrmeister Europas.

Der bekannte sowjetische Mathematiker V. 1. Smirnov im Gesprich mit Mitgliedern der
DDR-Delegation zu Eulers 250. Geburtstag am 15.4. 1957 im Turm des Akademie-
gebdudes in Leningrad, Eulers ehemaliger Wirkungsstitte.

Vordere Reihe von links: Akademiker Smirnov; der Verfasser; Prof. H. Grell, Berlin;
Prof. O.-H. Keller, Halle. Hintere Reihe von links: Dr. G. K. Michajlov, Moskau; Direktor

V. L. Cenakal, Leningrad




DaB Euler Petersburg verlieB, um einem Rufe
des Konigs Friedrich II. von PreuBen nach
Berlin zu folgen, hatte seine Ursachen in der
unsicheren Lage wihrend der Thronwirren in
RuBland und in dem Leiter der Petersburger
akademischen Kanzlei. In Berlin fiihlte sich
Euler zunichst sehr wohl. Des Kénigs Hoff-
nung, der Berliner Akademie durch die Mit-
gliedschaft und Mitarbeit beriithmter Gelehr-
ter Glanz und Geltung zu verleihen, die auf
ihn selbst zuriickstrahlen sollten, wurde von
Euler véllig erfiillt. Er widmete seine ganze
Kraft der Akademie. Nicht nur auf wissen-
schaftlichem, sondern auch auf wissenschafts-
organisatorischem und administrativem Ge-
biete war der auf der Hohe seiner Jahre ste-
hende, im Geist seines Zeitalters der Auf-
klirung wirkende Euler ohne UnterlaB erfolg-
reich tdtig. Aber im Laufe der Jahre traten
eine Reihe von sich mehr und mehr verstir-
kenden Unzutriglichkeiten ein, die schlieB3-
lich zu Eulers Riickkehr nach Petersburg
fithrten.

Es wiirde zu weit gehen, wollten wir an dieser
Stelle alle beabsichtigten und unbeabsichtig-
ten Krdankungen und Verstimmungen auf-
fithren, die Eulers Weggang bewirkten. Be-
gniigen wir uns mit der Feststellung, da
Euler, der in diesen Jahren profilierteste Ver-
treter einer Wissenschaft, die Friedrichimmer
fremd geblieben ist, alles andere als ein amii-
santer und unterhaltsamer Plauderer war,
wie sie der Konig in Gestalt der Franzosen,
die damals an der Berliner Akademie domi-
nierten, schétzte. Euler hat ibrigens beinahe
ohne Unterbrechung die Verbindung zur
Akademie in Petersburg von Berlin aus auf-
rechterhalten: Er korrespondierte mit M. W.
Lomonossow, dem ,,Vater der russischen
Wissenschaft‘, junge russische Gelehrte wur-

Bild 4

Nach der Einweihung einer Gedenktafel an
Eulers Wohnung in Leningrad an seinem
250. Geburtstag (15. 4. 1957):

(von rechts) Prof. Euler, UdSSR ; Prof. Kurt
Schréder, Berlin; Hauptingenieur Euler,
UdSSR ; der Verfasser

26

den in seinem Berliner Heim aulgenommen
(Euler beherrschte iibrigens die russische
Sprache), er veroffentlichte wihrend seiner
Berliner Zeit in den Abhandlungen der Peters-
burger fast die gleiche Anzahl Arbeiten wie in
den Schriften der Berliner Akademie. Nach
seiner Riickkehr nach Petersburg, wo ihm von
der Zarin Katharina II. glinzende materielle
Bedingungen geboten wurden, traf Euler ein
schreckliches Ungliick. War er 1735 bereits
auf einem Auge erblindet, so verlor er nun das
Augenlicht nahezu vollig. Seine wissenschaft-
liche Produktivitit wurde dadurch nicht be-
eintriachtigt. Diktierend schuf er weiterhin
Arbeit nach Arbeit. Allein durch seine der
Pariser Akademie eingereichten Preisschrif-
ten gewann Euler im Laufe der Zeit rund
30000 Livres (in heutiger Kaufkraft an die
300000 Mark). Am 18. September 1783 starb
er, ohne daB ihn ein lingeres Leiden gequilt
hitte.

Bei Leonhard Eulers Tod lebten noch drei
seiner S6hne: Johann Albrecht, der, wenn
auch in geringegem Umfange, die mathemati-
sche Begabung seines Vaters geerbt hatte,
Mitglied der Berliner Akademie und seit
1769 Bestdndiger Sekretir der Petersburger
Akademie der Wissenschaften, Karl, ein Arzt
und Mitglied der Petersburgur Akademie,
und Christoph, der sich dem Militardienst ge-
widmet hatte und den Rang eines russischen
Generals erreichte. Noch heute gibt es Nach-
fahren Eulers in der Sowjetunion, in denen
die mathematische Begabung ihres Ahnen
fortlebt.

Man rithmte an Euler einen ausgeglichenen
und heiteren Charakter. Ausgesprochener
Familiensinn, 6konomisches Denken und na-
tiirliches Benehmen waren ihm eigen. Wie
viele bedeutende Mathematiker war auch
Euler ein groBer Freund der Musik. Eine rie-
sige Arbeitskraft, ein erstaunliches Gedicht-
nis, eine phinomenale Konzentrationsfahig-
keit und ein beispielloser Ideenreichtum
zeichneten Euler aus.

Euler bereicherte die mathematischen Wis-
senschaften, begriindete ganze Disziplinen,
stieB in unerforschtes Neuland vor und
wirkte durch seine Lehrbiicher, in seinen
Schiilern und Nachfolgern fort. Eulers Gro3e
ist letzten Endes in der entscheidenden Be-
deutung der Mathematik fiir die exakten Na-
turwissenschafien, fiir die Technik und die
Wirtschaft, fiir die Nutzbarmachung der
Natur fiir menschliche Zwecke begriindet. Er-
wihnt sei das Ergebnis der Realisierung von
Vorschldgen Eulers fiir den Bau einer Wasser-
turbine: Thr Wirkungsgrad bleibt um keine
10", hinter dem einer modernen Turbine
zuriick. Indem Euler in der Mathematik her-
vorragende Entdeckungen machte, schuf er
Voraussetzungen fiir den Fortschritt der
Menschheit. Er fertigte nicht nur das mathe-
matische Werkzeug, mit dem die groBen
Naturforscher, Techniker und Mathematiker
des vorigen Jahrhunderts operierten, es stin-

dig vervollkommnend und erweiternd, an
Strenge der Beweisfithrung die genialen In-
duktionen Eulers bald iibertreffend, seine epi-
sche Breite durch konzentrierte Kiirze er-
setzend, sondern fiihlte sich selbst stets zu den
Anwendungen der Mathematik hingezogen.
Er gab der Praxis Impulse und empfing wieder
von ihr Anregungen. GauB, der wohl her-
vorragendste deutsche Mathematiker, cha-
rakterisierte 1847 diese Wechselwirkung, in-
dem er sagte, Euler habe in der Beschifti-
gung mit Problemen der reinen Mathematik
,eine Erholung von und eine Stirkung zu
anderen der unmittelbaren praktischen An-
wendung néher liegenden Arbeiten* gefun-
den.

Der fiihrende sowjetische Mathematikhisto-
riker A.P.JuSkevi¢, der bedeutendste Euler-
forscher unserer Tage, hat eine Klassifizie-
rung der Arbeiten Eulers vorgenommen, die
dies Bild ergibt:

4074 der Studien Eulers liegen auf den Gebie-
ten der Algebra, Zahlentheorie und Analysis,
18 % sind der Geometrie gewidmet, 28 7% be-
fassen sich mit Mechanik und Physik, 11%
beziehen sich auf astronomische Fragestellun-
gen. Der Rest verteilt sich auf die Ballistik, die
Kartographie, das Schiffs- und das Bauwesen,
auf Musiktheorie, Theologie und Philosophie.
Sogar landwirtschaftlichen Fragen wandte
Euler seine Aufmerksamkeit zu. Zahlreiche
Gutachten zeugen von Eulers Beschiftigung
mit technischen Aufgaben.

Leonhard Euler war ein beispiellos fruchtba-
rer Gelehrter. In seinem Heimatland werden
seit 1911 seine gesamten, franzosisch, latei-
nisch und deutsch abgefaBten Werke sowie
seine Briefe unter dem Titel ,,Leonhardi Eule-
ri Opera Omnia* herausgegeben. Die Aus-
gabe ist auf rund 85“Bidnde im Lexikon-
format mit etwa 40000 Druckseiten veran-
schlagt. Die Edition der Werke geht ihrem
Ende zu, wihrend die der Briefe noch einige
Jahre in Anspruch nehmen wird.

Diese Ausgabe, die die Schweizerische Natur-
forschende Gesellschaft durch ihre Euler-
Kommission fiir ihren groBen Landsmann
unter internationaler Beteiligung veranstaltet,
ist ein literarisches Denkmal, wiirdig der Be-
deutung des Genies Leonhard Eulers fiir die
mathematischen Wissenschaften, deren Nut-
zen dieser einst so charakterisierte: ,,Die ge-
samte Mathematik befaBt sich aber mit dem
Aufsuchen unbekannter GréBen. Zu diesem
Zwecke zeigt sie uns die Methoden oder
gleichsam die Wege, die zur Wahrheit fiihren;
sie macht die verborgensten Wahrheiten aus-
findig und setzt sie ins richtige Licht. So
schirft sie einerseits unsere Denkkraft, berei-
chert aber auch andererseits unsere Kennt- -
nisse. Beides sind Ziele, die gewiB der gréBten
Miihe wert sind. Die Wahrheit ist an sich eine
Kostbarkeit; da mehrere Wahrheiten, unter
sich verkniipft, hohere Zusammenhdnge erge-
ben, ist jede von Nutzen, selbst wenn dieser
zuerst nicht ersichtlich ist.**  K.-R. Biermann



Eine wenig
bekannte Aufgabe von

Leonhard Euler

Februar 1748

Euler schrieb im Februar 1748 aus Berlin an
seinen Freund Goldbach in Petersburg lol-
gende Zeilen: ,Ich bin neulich auf nachfolgen-
des theorema geometricum (geometrischer
Satz) gefallen, welches mir merkwiirdig zu
sein scheint. Ndmlich, gleich wie in einem
jeden parallelogrammo (Parallelogramm) die
summa quadratorum laterum (Summe der
Quadrate der Seiten) der summae quadra-
torum diagonalium (Summe der Quadrate der
Diagonalen) gleich ist, so ist in einem jeden
quadrilatero non parallelogrammo (Viereck,
das von einem Parallelogramm verschieden
ist) die summa quadratorum laterum (Summe
der Quadrate der Seiten) groBer als die
summa quadratorum diagonalium (Summe
der Quadrate der Diagonalen), und der ex-
cessus (UberschuBl) kann also konzinne (ge-
nau) angegeben werden:

A2321 A Man bisezire (halbiere) in dem tra-
pezio (Viereck) ABCD die diagonales (Dia-
gonalen) AC und BD in N et (und) M und
jungiere (verbinde) die Linie MN, so wird sein

AB*+BC?+CD*+DA?
=AC2 +BD?+4MN2*

]
Bild 1

Euler verallgemeinert mit diesem Satz das fiir
Parallelogramme bekannte Ergebnis. Fiir
Parallelogramme f&llt M mit N zusammen,
so daB der letzte Summand auf der rechten
Seite der Gleichung gleich null ist. Fiir belie-
bige Vierecke wird er im allgemeinen groBer
als null sein.

Bild 2 A 8

D c

Fir Parallelogramme gilt
2AB*+2BC*=AC*+BD?

Goldbach fand einen Beweis liir die von Euler
gestellte Aufgabe, der uns aber nicht erhalten
ist. Im Juni 1748 teilte Euler seinen eigenen
Beweis Goldbach mit, und dieser Brief Eulers
ist erhalten. Die entsprechende Stelle lautet
s0:

Losung: ,.Sit proposifum trapezium ABCD
cum diagoniis AC, BD; compleatur primo
parallelogrammum ABED, cujus diagonales
AE, BD se in G bisecabunt. Tum ducta CE
compleatur parall. ACEF cum diag. CF,
ductisque BF, DF erit quoque BCDF parall.
Jam cum in omni parallelogrammo summa
quadr. diag.=summae quadr. laterum ex
O ACEF erit AE*+CF?*=2AC?+2CE?,
ex [ BCDEerit BD*+CF*=2BC*+2CD?,
ergo 2AC* +2CE*> - AE*=2BC*+2CD*?
—BD?>=CF?* Porro 3 ABED dat AE?
+BD?=2A4B*+2AD?, quae aequatio ad pri-
orem addita dat

2AC*+2CE?+BD?
=2A4B*+2BC*+2CD*+2A4D*—BD?
AC?*4+CE*+BD?
=AB?>+BC?4+CD*+ AD2. &
Bild 3

At quia AE uti et BD bisecta est in G,
bisectur quoque AC in H, et ducta GH erit
parallela ipsi CE ejusque semissi aequalis,
ita ut sit CE>=4GH? quo substitutio erit
AB*+BC2+CD?*+ AD?
=AC?+BD?+4GH? Q.E.D.

Nun folgt die Ubersetzung des lateinischen
Textes. Es war damals iiblich, daB Gelehrte
untereinander lateinisch korrespondierten.
Wie die Aufgabenstellung zeigt, waren selbst
deutsch abgefaBte Briefe mit den lateinischen
Fachwortern durchsetzt. ,,Es sei ein Viereck
ABCD mit den Diagonalen AC, BD gegeben;
es werde zuerst zum Parallelogramm ABED
erginzt, so daB sich dessen Diagonalen AE,
BD in G halbieren. Danach ergiinze man CE
zum Parallelogramm ACEF mit der Dia-
gonalen CF, nachdem BF, DF erginzt wur-
den, ergibt sich das Parallelogramm BCDF.
Da jetzt in jedem Parallelogramm die Summe
der Quadrate der Diagonalen = Summe der
Quadrate der Seiten ist. ergibt sich aus

O ACEV

AE* + CF2=2AC*+2CE?,

O BCDF
BD?+CF?*=2BC?+2CD?,

aus

2AC?+2CE*— AE?
=2BC*+2CD*-BD*=CF>.
Danach ergibt &3 ABED
AE*4+BD*=2AB*+2AD?,
diese Gleichung zur ersten addiert ergibt
2AC*+2CE*+BD?
=2AB*+2BC?+2CD?+2AD*— BD?
AC?+CE?+BD*= AB*>+ BC*+CD?*+ AD>.

also

Aber weil AE sowie auch BD in G halbiert
ist, so wurde auch AC in H halbiert, und dabei
ist die Strecke GH parallel zu CE sowie halb
so groB, so daB CE*=4GH? ist, was durch
Ersetzen zu

AB*4+BC*+CD*+ AD?
=AC?*+BD?*+4GH? wird, wzb.w.*

(Zur Ubersetzung ist anzumerken, dall das
Wort trapezium im Sinn von allgemeines
Viereck benutzt wird, was sich manchmal in
dem heutigen Trapezoid fiir allgemeines Vier-
eck wiederfindet. Diese Begriffsbestimmung
geht aufl Euklids Elemente zuriick.}

Fiir die alpha-Leser aufbereiter von
Dr.R. Thiele

Titelseite der ,,Introductio in analysin in-
finitorum” (EinfGhrung in die Analysis des
Unendlichen) aus dem Jahre 1748. Euler
stellt an die Spitze des Buches den Begrifl
der Funktion, der ein zentraler Begriff der
Analysis ist. Euler schreibt, die Aufgabe der
mathematischen Analysis sei die Unter-
suchung verinderlicher GroBen und ihrer
Funktionen.



Leonhard Euler

und die Fermatsche Vermutung

Eine ungelgste Aufgabe

In einer Zeit, als in den islamischen Lindern
bereits ein Niedergang der mathematischen
Forschung einsetzte, verfaBte der aus Syrien
gebiirtige, spiter in Persien lebende und dort
der Sekte der Schiiten angehtrende Beha ad-
Din (1547 bis 1622) eine Abhandlung, die er
»Essenz der Rechenkunst* nannte. Die: Re-
chenkunst wire eine Wissenschalt, welche die
Auffindung unbekannter Zahlen vermoge
eigentiimlicher Kenntnisse lehre, und ihr
Objekt wire die Zahl. Der Verfasser hatte den
Stolf zu seinem Werk aus dlteren Biichern ge-
zogen. Seine Schr'ifl ist ,gewissermaBen der
letzte Blick, den ein Scheidender auf den
Glanz [ritherer Jahre zuriickwirft, um davon
dem Gedichtnis noch zu erhalten, was sich
retten JaBt“. (Dies schrieb der Mathematik-
historiker Georg H. F. Nesselmann (1811 bis
1881), der 1843 Beha ad-Din’s ,,Essenz der
Rechenkunst” arabisch und in deutscher
Ubersetzung herausgab. Es sei erwihnt, dal3
Alexander von Humboldt (1769 bis 1859)
diese Ausgabe 1846 bei seinen umfangreichen
Studien zum ,,Kosmos* gebrauchte.)

Das kleine Werk erfreute sich in Vorderasien
und Indien einer groBen Popularitit. Bis ins
19. Jahrhundert wurde es dort als Schulbuch
iiber-Algebra verwendet.

Am SchluB seiner Abhandlung fihrt Beha
ad-Din sieben Aulgaben an, deren Lsung
islamischen Gelehrten bis zu jener Zeit nicht
gelungen war: | .
-Es sind den Gelehrten, welche in dieser
Disciplin [est sind, Aufgaben begegnet, auf de-
ren Auflosung sie ihr Nachdenken gerichtet,
und auf deren Aufsuchung sie ihre Augen ge-
wandt haben; sie haben sich an die Aufhe-
bung ihres Schleiers mit allen Kunstgriflen
gemacht, und um die Enthiillung ihres Vor-
hanges durch jedes Mittel bemiiht; aber sie
konnten keinen Weg dahin eéntdecken und
fanden zu jhnen keinen Wegweiser und kei-
nen Fiihrer. Diese sind seit alter Zeit als un-
auflosbar iibrig, sich emporend gegen alle
Genies bis zu dieser Frist. Die Gelehrten von
Fach haben einige von ihnen in ihren Schrif-
ten erwihnt, und in ihren Sammlungen einen
Theil derselben vorgelegt, um darzuthun,
welche abschreckende Schwierigkeiten diese
Wissenschalt umfaBt, und um diejenigen, wel-
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che absolute Ausfihrbarkeit in Sachen des
Calculs sich anmaBen, zum Schweigen zu
bringen, um die Rechner zu warnen, daB sie
sich nicht um die Auflésung bemiihen, wenn
etwas dieser Art ihnen vorgelegt wird, und um
die mit glinzenden Fihigkeiten Begabten zu
ihrer Auflésung und Enthiillung anzuspor-
nen. Auch ich (ihre in dieser Abhandlung
sieben von ihnen als Muster auf, um den

Spuren Jener zu folgen und in ihre FuB-\

stapfen zu treten.”

Das vierte Beispiel lautet:

»Eine Kubikzahl soll in zwei Teile geteilt wer-
den, die auch Kubikzahlen sind.*

Probieren ohne Ende?

Betrachten wir die ersten zwdlf Kubikzahlen:
1, 8, 27, 64, 125, 343, 512, 729, 1000, 1331,
1728. Man kann leicht durch Probieren fest-
stellen, daB keine dieser Zahlen die Summe
zweier anderer Kubikzahlen ist. LieBe sich
beispielsweise 1728 als Summe zweier Kubik-
zahlen schreiben, so kimen dafiir hochstens
729 und 1000 oder 512 und 1331 bzw. 343
und 1331 in Frage, aber deren Summe ist
1729, 1853 bzw. 1674, also groBer bzw. kleiner
als 1728. Also ist 1728 =12* wirklich nicht
Summe zweier Kubikzahlen. So kénnte man
die Kubikzahlen weiter untersuchen. Da es
aber zu jeder gegebenen Kubikzahl k* eine
groBere (k+1)® gibt, kime man selbst mit
einem Computer nie zu einem Ende, es sei
denn, man findet drei Kubikzahlen a3, b3, ¢*
mit a®>+b>=c>.
Die Vermutung, daB es unmdglich ist, die
Gleichung

2=x3+y*
in natiirlichen Zahlen x, y, z zu 16sen! ist alt.
Den Versuch, diese Vermutung wirklich zu
beweisen, sollen schon vor iiber 1000 Jahren
islamische Mathematiker gemacht haben.

Die Fermatsche Vermutung

Im August 1659 formulierte Pierre de Fermat
(1601 bis 1665) in einem Brief an seinen
Freund Pierre de Carcavy (1600 bis 1684)
den Satz, daB die Gleichung x*+y3=7* in
natiirlichen Zahlen unldsbar ist.

Fermat, den man ,.einen Pionier der neuen
Mathematik* nennt, wurde von den Zeitge-
nossen als uniibertroffener Meister der Zah-
lentheorie angesehen und gilt als der bedeu-
tendste Zahlentheoretiker vor Leonhard
Euler (1707 bis 1783). Seine zahlentheoreti-
schen Kenntnisse sind das Resultat mehr-
jahriger fortgesetzter Studien der 1621 er-
schienenen von Claude Gaspar de Bachet de
Meéziriac (1581 bis 1639) bearbeiteten grie-
chisch-lateinischen Ausgabe der , Arithmetik*
des Diophant von Alexandria (um 250 u.Z.).
Seine neuartigen zahlentheoretischen Frage-
stellungen, Beweismethoden und Einzelergeb-
nisse formulierte Fermat vorwiegend in Brie-
fen, aber auch als Randnoten der in seinem
Besitz befindlichen Biicher. Die Anmerkun-
gen zur , Arithmetik“ wurden 1670 in der von
Fermats Sohn herausgegebenen Diophant-
ausgabe abgedruckt.

In der um 1637 geschriebenen Randglosse
Fermats zur Aufgabe I1.8 des Diophant, eine
gegebene Quadratzahl in die Summe zweier
Quadratzahlen zu zerlegen, wird erstmalig die
Behauptung ausgesprochen, dafl die Glei-
chung x"+)y"=2z" fir jede natiirliche Zahl
n>2 keine Lésung mit von Null verschiede-
nen ganzen Zahlen x, y, z besitzt (Fermat-
sche Vermutung). Fermat hitte einen wahr-
haft wunderbaren Beweis entdeckt; der Rand
wire nur zu schmal, um ihn darauf aufzu-
schreiben.

Die Gleichung x? +y? = z?

Fiir die Gleichung x" + y" = z" mit n=2 kannte
man schon im Altertum Losungen (x, y, z) in
natiirlichen Zahlen x, y, z; z.B. (3, 4, 5),
5, 12, 13), (8, 15, 17), (20, 21, 29). Diophafxt
machte in seiner ,Arithmetik“ oft von der
Losung (p? —q?, 2pq, p*+4q*) Gebrauch. In
der Tat, es gilt
(P> — 4 +(2pg)* =(p* +4*)*.

Die Erkenntnis, daB alle Losungen der Glei-
chung x2+y?=2z? in natiirlichen, teilerfrem-
den Zahlen x, y, z notwendig von der Form
(p?>—q? 2pq, p*+q*) mit natiirlichen, teiler-

_ fremden Zahlen p, g (p> q) sind, soll erstmalig

in einer anonymen arabischen Quelle im
10. Jahrhundert erwéhnt worden sein.

Fiir den Beweis dieser Aussage sei verwiesen
auf:

A. O. Gelfond: Die Auflésung von Gleichungen
in ganzen Zahlen (Diophantische Gleichungen).
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften.
Mathematische Schiilerbiicherei Band 22. (§3.)
H. Pieper: Die komplexen Zahlen. VEB Deut-
scher Verlag der Wissenschaften. Mathema-
tische Schiilerbiicherei Band 110. (9. Kapitel))
Die der quadratischen Gleichung x? + y? =22
so dhnliche kubische Diophantische Glei-
chung x? + y? =z konnte trotz angestrengter
Bemiihungen zunichst nicht bewiltigt wer-
den, bis schlieBlich Euler in seiner ,Voll-
stindigen Anleitung zur Algebra® (St. Peters-



burg 1770) — gestiitzt auf Sitze iiber die Form
x?+3y? aus dem Jahre 1763 — die Unmég-
lichkeit der Losung in ganzen Zahlen bewei-
sen konnte. C.F.GauBl (1777 bis 1855) gab
spiter einen anderen Beweis.

Der Fall n=4 wurde schon von Fermat be-
wiesen.

Euler als Zahlentheoretiker

Die meisten der zahlentheoretischen Studien
Eulers wurzeln in den Untersuchungen von
Fermat und Diophant.

Die erste zahlentheoretische Abhandlung leg-
te der 25jihrige Euler 1732 der Petersburger
Akademie vor. Hierin widerlegte er die Be-
hauptung Fermats, alle Zahlen der Form

2%* 41 seien Primzahlen. Mit dieser Aussage
hatte sich Euler aul Anregung von Christian
Goldbach (1690 bis 1764) schon seit 1729 be-
schiftigt. Goldbach, ein vielseitiger Gelehrter
mit groBem mathematischem Verstindnis
und Ideenreichtum, war der erste stindige Se-
kretir der 1725 gegriindeten Petersburger
Akademie der Wissenschaften. Euler war 1727
nach Petersburg gekommen. (Er ist 1741 nach
Berlin iibergesiedelt und 1766 nach Peters-
burg zuriickgekehrt) Das Zusammensein
Goldbachs mit Euler dauerte nur wenige
Jahre, da Goldbach seinen Wohnsitz nach
Moskau verlegte. Der nun einsetzende Brief-
wechsel, vorzugsweise iiber mathematische
Fragen, wurde fir beide Gelehrte von groBter
Bedeutung. Euler empfing von Goldbach viele
Anregungen. Beide stimmten darin iiberein
(wie Goldbach in einem Brief an Euler for-
mulierte), daB ,,es nicht fiir undienlich zu hal-
ten sei, daB man auch diejenigen propositio-
nes [Sitze] anmerke, welche sehr probabiles
[wahrscheinlich] sind, ohngeachtet es an
einer wirklichen Demonstration [ Beweis] feh-
let*.

In einer im Jahre 1738 verfaBten Abhandlung
bewies Euler die Fermatsche Vermutung fiir
n=4. (Es sei auf das oben angegebene Buch
von A. O. Gelfond verwiesen.)

Mitte des 19. Jahrhunderts wurde ein 1844 im
NachlaB Eulers aufgefundenes Manuskript
zur Zahlentheorie publiziert. Diese 16 Kapitel
liber Zahlentheorie stellen hochstwahrschein-
lich den Versuch eines Lehrbuches iiber den
Gegenstand dar, das aber unvollendet geblie-
ben ist. Euler hat das Manuskript in den
Jahren 1748 bis 1750 verfaBt, also in jenen
Jahren, in denen Euler andere groBe Lehrbii-
cher (zur Analysis) schrieb. Wahrscheinlich
hatte Euler die Abfassung eines Lehrbuches
iiber Zahlentheorie als verfriiht erkannt und
lieB das Manuskript liegen. Eine zusammen-
fassende Theorie dieser Disziplin gab es da-
mals iiberhaupt noch nicht. (Diese hitte erst
von ihm geschaffen werden miissen.) Erst
mubBten in Spezialarbeiten die fehlenden Be-
weise fiir zahlreiche zahlentheoretische Ver-
mutungen erbracht werden.

Eulers Arbeiten zur Zahlentheorie umfassen

'in der Werkausgabe allein 4 umfangreiche

Binde!

In einem Briel an Goldbach vom 4. August
1753 befindet sich der erste Hinweis, daB es
Euler gelungen war, die Fermatsche Vermu-
tung auch fir n=3 zu beweisen:

,,Bei Fermat findet sich noch ein sehr schones
theorema, dgssen Demonstration [Beweis] er
sagt, gefunden zu haben. Némlich bei AnlaB
der Diophantaeschen Aufgabe, zwei quadrata
zu finden, deren Summ ein Quadrat ist, sagt
er, daB es unmoglich sei, zwei cubos [ Kubik-
zahlen) zu finden, deren Summ ein Kubus sei,
und zwei biquadrata, deren Summ ein biqua-
dratum [a* + b*=c*], und generaliter [allge-
mein], daB diese Formul a"+5b"=c" allzeit
unmoglich sei, wann n> 2. Ich habe nun wohl
Demonstrationen gefunden, daB a®+5%+¢3
und a*+b*+c* wo + unmdglich gleich
bedeutet. Aber die Demonstrationen fiir diese
zwei casus [Fille] sind so voneinander unter-
schieden, daB ich keine Moglichkeit sehe,
daraus eine allgemeine Demonstration [ir
a"+b"+c" si [wenn] n> 2 herzuleiten."

Im Brief an Goldbach vom 17.Mai 1755
schreibt er noch einmal dariiber:

»Ew. Hochwohlgeb. ist der Beweis bekannt,
daB a® +b*+ p*. Neulich bin ich auch mit dem
Beweis zustande gekommen, daB a® + b3 + p*;
weiter kann ich aber auch nicht kommen.“
Ein 1759 gefundener Beweis [indet sich —
allerdings nur im Voriibergehen und unter
Verweis auf eine frithere, wahrscheinlich nicht
publizierte Mitteilung — in einer 1763 in der
Schriftenreihe ,,Novi commentarii der Pe-
tersburger Akademie gedruckten Abhand-
lung. Einige Jahre spiter (1770) bewies Euler
den Satz ausfiihrlich am Ende des 2. Teiles
seiner ,,Vollstindigen Anleitung zur Algebra“.

Die Beweismethode

Es sollen hier nur einige allgemeine Bemer-
kungen zu der von Euler verwendeten Be-
weismethode gemacht werden.

Es handeit sich um einen indirekten Beweis.
Es wird angenommen, daB es eine Losung der
Gleichung x>+ y* =23 in natiirlichen Zahlen
x=a, y=b, z=c gibt, und dann gezeigt, daB
man mit dieser Annahme zu einer Aussage
kommt, die falsch ist. Dies bedeutet, daB auch
die Annahme falsch gewesen sein muB, also
die Gleichung in Wahrheit gar nicht in natiir-
lichen Zahlen 16sbar ist. Genau das sollte be-
wiesen werden.

Dieser indirekte Beweis wird mit einer Me-
thode gefiihrt, die Fermat ,,Methode des un-
endlichen Abstiegs™ ([ranzdsisch: la descente
infinie) nannte. Die Uberlegung ist einfach.
Es sei A(k) eine Aussage fiir eine natiirliche
Zahl k. (A(k) kann z. B. die folgende Aussage
sein: ,,Die Kubikzahl k3 1Bt sich als Summe
zweier Kubikzahlen schreiben.) Es wird ge-
zeigt, daB aus der Richtigkeit von A(k) fir

irgendeine natiirliche Zahl k die Richtigkeit
von A(l) [ir eine gewisse kleinere natiirliche
Zahl I folgt. (Auch eine gewisse Kubikzahl I*
mit [ <k 1aBt sich als Summe zweier Kubik-
zahlen darstellen.) Dieser ,,Abstieg” von k auf
kann beliebig oft fortgesetzt werden: Aus der
Richtigkeit von A(/) folgt die Richtigkeit von
A(m) fiir eine gewisse kleinere natiirliche Zahl
m< I, usw. Das ist aber unmdéglich, da es eine
kleinste natiirliche Zahl gibt. A(k) muB also
falsch sein, fiir alle k. Der Grundgedanke der
Methode des unendlichen Abstiegs war schon
in der von Jaques Lefébre (1455 bis 1536)
1496 und 1514 edierten Ausgabe der , Arith-
metica“ des um 1260 lebenden Gelehrten Jor-
danus Nemorarius ausgesprochen. Die Be-
weismethode ist sogar in der Antike benutzt
worden, um zu beweisen, daB bei dem golde-
nen Schnitt die MaBzahlen der Teilstrecken
nicht rationale Zahlen sein kénnen.
Fermat hat die ,,descente infinie“ wiederent-
deckt und mit dieser Methode zahlreiche
zahlentheoretische Probleme in Angriff ge-
nommen. In Euler fand Fermat den groBen
Fortsetzer.
Fiir Eulers Beweis der Unmoglichkeit der
Losung der Gleichung x*+ y* =z in natiir-
lichen Zahlen sei aufl das [olgende alpha-
Heft 3/83 verwiesen, wo er in der Original-
form aus seiner ,,Vollstindigen Anleitung zur
Algebra* wiedergegeben wird.

H. Pieper

Schriftprobe Eulers:

Berechnung von [/; aus der Kettenbruch-
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Briefmarken
zum Thema Euler

Basel, im 4.Jh. von den Romern gegriindet,
Universitidtsstadt seit 1460, war im 15. und
16. Jahrhundert ein bedeutendes Zentrum der
Reformation und des Humanismus. Hier wur-
de Leonhard Euler am 15.4.1707 geboren,
hier studierte er ab 1720. Am 5. 4. 1727 verlieB
er seine Vaterstadt fiir immer. Die Schweizer
Briefmarke (1) aus dem Jahre 1960 zeigt das
Spalentor in Basel.
Die Schweizer Gedenkmarke (2) zum 250. Ge-
burtstag Eulers ist ebenso wie die aus glei-
chem Anlal erschienenen Marken (3) der
DDR und (4) der Sowjetunion nach einem
Bildnis Eulers von E.Handmann gestaltet,
das etwa zwischen 1753 und 1756 entstand.
Auf der sowjetischen Marke ist das Portrit
iibrigens seitenverkehrt wiedergegeben. Links
davon sieht man das Gebdude der Kunst-
kammer in Petersburg, das erste Domizil der
Petersburger Akademie. Die rechte Seite
symbolisiert Eulers Leistungen in der Astro-
nomie und Kartographie (vgl. hierzu den Ar-
tikel auf Seite 32/34). Am linken Rand der
Schweizer Marke liest man die Eulersche
Formel

e'*=cos¢ +isin¢.
Der in dieser Formel mittels komplexer Zah-
len ausgedriickte Zusammenhang zwischen
der Exponentialfunktion und trigonometri-
schen Funktionen hat in der Folge nicht
wenig zur schlieBlichen Anerkennung der
komplexen Zahlen beigetragen.
In der zehn Werte umfassenden DDR-Serie
zum 250. Geburtstag der Berliner Akademie
(1700 als Brandenburgische Sozietat der Wis-
senschaften gegriindet, heute Akademie der
Wissenschaften der DDR) war der 1-P[-Wert
(5) nach dem von J. d’Arbes gemalten Alters-
bildnis Eulers gestaltet. Euler wirkte von 1741
bis 1766 an der Berliner Akademie. Zu
Jubilden der Petersburger Akademie, aus der
die Akademie der Wissenschaften der UdSSR
hervorging und an der Euler von 1727 bis
1741 sowie von 1766 bis zu seinem Tode 1783
insgesamt rund 31 Jahre arbeitete, gab es in
der Sowjetunion Gedenkmarken zum 220.
Jahrestag der Griindung (1945) und zum 250.
Jahrestag (1974). Letztgenannte Marke (6)
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zeigt wiederum den Turm der Petersburger
Kunstkammer sowie Globus und Zirkel als
Symbol fiir die besonders gepflegten Wissen-
schalten Geographie und Mathematik. Aufl
der Marke (7) von 1945 sieht man das spitere
Leningrader Hauptgebiude der Akademie.
(Der Hauptsitz der Akademie wurde jedoch
1934 nach Moskau verlegt.) AuBerdem zeigt
die Marke ein kleines Portridt von Michail
Wassiljewitsch Lomonossow (1711 bis 1765),
womit wir bei berilhmten Zeitgenossen Eulers
angelangt sind, die in mehr oder weniger
direkten Beziehungen zu Euler standen.
Lomonossow, auf dessen Initiative 1755 die
heute nach ihm benannte Moskauer Univer-
sitdt gegriindet wurde, war der erste russi-
sche Universalgelehrte von européischem
Rang und das erste russische Mitglied der
Petersburger Akademie, der er seit 1745, also
gerade wihrend Eulers Berliner Jahren, ange-
hérte. Mit Euler, dessen Kontakte nach
Petersburg auch in dieser Zeit sehr intensiv
waren, verband ihn jedoch ein freundschaft-
licher Briefwechsel. Neben anderen Lomo-
nossow-Marken (u.a. auch in Rumaénien
1961) erschien in der Sowjetunion die Marke
(8) zum 250. Geburtstag.

Mit Johann Andreas Segner (1704 bis 1777),
Mediziner, Physiker, Mathematiker und
Astronom an den Universitaten Jena, Gottin-
gen und Halle, begegnet uns aufl der ungari-
schen Marke (9) aus dem Jahre 1974 ein
weiterer fleiBiger Briefpartner Eulers. Diese
Freundschaft wihrte liber 25 Jahre, und Euler
wurde durch die Erfindung des Segnerschen
Wasserrades zu einigen auch heute noch be-
merkenswerten Abhandlungen tiber Turbinen
angeregl. (Das Segnersche Wasserrad, auf
dem Nebenfeld der Marke dargestellt, ent-
spricht etwa dem Prinzip heute gebriduch-
licher Rasensprenger.) '

Die bedeutendsten Mathematiker unter den
Zeitgenossen Eulers waren Jean le Rond
d’Alembert (1717 bis 1783) in Paris und
Joseph Louis Lagrange (1736 bis 1813), Nach-
folger Eulers an der Berliner Akademie, je-
doch ab 1787 ebenfalls wieder in Paris, die wir
auf den [ranzdsischen Marken (10) und (11}
aus dem Jahre 1959 bzw. 1958 sehen. Wih-
rend jedoch Euler zu Lagrange ein recht gutes
Verhiltnis hatte, waren sowohl die weltan-
schaulichen Positionen als auch die Auffas-
sungen von wesentlichen Begrillen der Ma-
thematik, die d’Alembert, einer der Heraus-
geber der Encyklopédie, vertrat, von denen
Eulers allzu verschieden, um - bei aller ge-
genseitigen Achtung — einen engeren geisti-
gen Kontakt zu erméglichen.

Aus einer 1913 im zaristischen RuBiand er-
schienenen Serie entnahmen wir Katharina I1.
(12), die als deutsche Prinzessin mit Peter II1.
verheiratet, 1762 durch Beseitigung ihres Gat-
ten zur Alleinherrschaft gelangte und diese
bis zu ihrem Tode 1796 ausiibte. Unter ihrer
Regierung fand Euler bei seiner Riickkehr
1766 nach Petersburg wesentlich bessere Ar-

beits- und Lebensbedingungen als wihrend
seines durch hdufigen Thronwechsel ung poli-
tische Wirren gekennzeichneten ersten Peters-
burger Aufenthaltes.

Wir beschlieen unsere kleine Briefmarken-
galerie mit Voltaire (eigentlich Francois Ma-
rie Arouet, 1695 bis 1778), dem beriihmten
franzésischen streitbaren Aufkldrer, Philoso-
phen und Schriftsteller, der wie kaum ein
anderer das geistige Klima des 18. Jh. geprigt
hat. (Diese wertvolle Marke stellte Prof.
Dr. H. WuBing, Leipzig, freundlicherweise zur
Verfiigung.) Von 1750 bis 1753 lebte Voltaire
am Hole Friedrichs II., wo er 1753 in den
beriihmten Akademieskandal um Mauper-
tuis, Koenig und das Prinzip der kleinsten
Wirkung mit literarischen Mitteln eingriff.
Ein paar Tropfen seines dtzenden Spottes
fielen dabei verdientermaBen auch auf Euler,
der hier aus religiosen und anderen person-
lichen Griinden die [alsche Partei ergriffen
hatte. Die Voltairemarke (13) erschien 1949.

P.Schreiber

SCHWEIZERISCHE NATIONALBANK
BANCA NAZIUNALA SVIZRA 4k

In einer Banknoten-Serie der Schweiz wurde
1979 als letzter auch der 10-Franken-Schein
in Umlauf gebracht. Er ist dem Mathematiker
und Physiker Leonhard Euler gewidmet.

Das Hauptmotiv der Vorderseite ist ein Bild
Eulers. Links daneben erkennt man eine
Zeichnung des idealen ,,Zahl-Profils“ eines
Zahnrades — eine von Eulers Entdeckungen.
Den Hintergrund bilden Diagramme (Euler-
Diagramme), die Euler zur Darstellung logi-
scher Schliisse verwendete.

Die drei Motive der Riickseite sollen an Eulers
Beitrige zur Hydrodynamik, Optik und
Astronomie erinnern.

Im einzelnen handelt es sich

a) um eine von Euler entworfene Wasser-
turbine, die allerdings erst lange nach seinem
Tode technisch realisiert werden konnte;

b) um das Schema eines Strahlenganges durch
ein System von Linsen;

c) um eine Darstellung unseres Sonnen-
Systems in Zusammenhang mit Eulers Mond-
theorie, die es erlaubte, verbesserte Tafeln der
Mondbewegung (wichtig fir die Schillahrt)
herzustellen.

Die Tatsache, daB Euler bei der Vergabe der
sechs Wertstufen (10 sF bis 1000 sF) mit dem
niedrigsten Wert bedacht wurde, mag bewir-
ken, daB der Mathematiker unter den aus-
erwihlten GeistesgroBen die weiteste Verbrei-
tung findet.

Dr.Stark, Aachen
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Fuler und die Kartographie

Landkarten, vor allem solchen, die groBere
Teile der Erdoberfliche abbilden, liegen
heute selbstverstindlich stets mathematisch
exakt definierte Abbildungen der als kugel-
férmig angenommenen Erdoberflache in die
Kartenebene zugrunde. (In speziellen Zu-
sammenhingen wird sogar die geringe Ab-
weichung der Erde von der Kugelgestalt be-
riicksichtigt.) Betrachtet man dagegen alte
Landkarten, die sich gerade heute wegen ihres
kulturhistorischen und dekorativen Wertes
einer rasch wachsenden Beliebtheit erfreuen,
so sieht man sofort, daB diese Karten nicht
nur die eigentlichen geographischen Sachver-
halte recht phantasievoll und ungenau be-
handeln, sondern daB ihnen héufig keine ex-
akten Gradnetzentwiirfe zugrunde liegen. Da
Euler in der Entwicklung der geometrischen
Aspekte der Kartographie eine gewisse Rolle
gespielt hat, wollen wir diese Entwicklung
hier in groBen Ziigen skizzieren und Eulers
Leistung in den historischen Zusammenhang
einordnen.

Die Kugelgestalt der Erde galt schon im anti-

ken Griechenland als gesichert, und der alex-
andrinische Mathematiker Eratosthenes
(~276 bis ~ 195 v.u.Z.) hatte durch ein
scharfsinniges Experiment sogar den Erd-
radius anndhernd richtig bestimmt. Den
Griechen war auch spitestens seit Hipparch
(~ 190 bis 125 v.u.Z.) eine interessante,
heute als stereographische Projektion be-
zeichnete Abbildung der Kugeloberfliche in
die Ebene bekannt, die die folgenden beiden,
den griechischen Mathematikern ebenfalls be-
kannten Eigenschaften aufweist :

1. Die stereographische Projektion ist kreis-
verwandt, d. h., alle Kreise der Kugeloberfliche
werden in Kreise bzw. in Ausnahmefillen in
Geraden der Bildebene iiberfiihrt, und umge-
kehrt ist jeder Kreis und jede Gerade der Bild-
ebene Bild eines Kreises der Kugeloberfliche.
2. Die stereographische Projektion ist winkel-
treu, d.h., je zwei Kurven (insbesondere
Kreise) der Kugeloberfliche schneiden sich
unter dem gleichen Winkel wie die entspre-
chenden Bildkurven in der Bildebene.

(Die Definition der stereographischen Pro-

jektion ist in Bild 1 dargestellt.) Merkwiirdi-
gerweise scheinen die Griechen die stereo-
graphische Projektion nur fiir Himmelskarten

benutzt zu haben. Klaudios Ptolemaios
(~85 bis ~160 u.Z.), der als Vollender
sowohl der antiken Astronomie als auch der
antiken Geographie gilt, bewies ihre oben ge-
nannten Eigenschaften in der Abhandlung

. Planispaerium, fiir seine bis ins spéte Mittel-

alter immer wieder kopierte Weltkarte je-
doch verwendete er sie nicht. Vielleicht war
er sich der Ungenauigkeit der damals verfiig-
baren geographischen Informationen zu be-
wuBt. Es wiirde durchaus dem Geist der
Griechen entsprochen haben, eine so reine
Sache wie die Mathematik nicht mit der von
so vielen UnregelmiBigkeiten und Zufallig-
keiten beherrschten irdischen Geographie zu
vermengen.

Bild 1

D= f(D) f(P)

Als Projektionszentrum dient bei der stereo-
graphischen Projektion ein beliebiger Punkt
Z der abzubildenden Kugeloberfliche K, als
Bildebene e die Tangentialebene an K im zu Z
diametralen Punkt D der Kugel. Jedem von
Z verschiedenen Punkt P von K wird der
Schnittpunkt der Geraden PZ mit der Bild-
ebene e als Bildpunkt f(Z) zugeordnet. Nur Z
selbst hat keinen Bildpunkt. Genau die Kreise
der Kugeloberflache, die durch Z verlaufen,
werden in Geraden von e abgebildet. Warum?

Aus Platzgriinden miissen wir die vielen ge-
wichtigen Beitrédge der islamischen Gelehrten
des 9. bis 15.Jh. zur Geographie, Karto-
graphie und Vermessungskunde hier iiberge-
hen, zumal sie (im Gegensatz zu den astro-
nomischen und mathematischen Leistungen
der orientalischen Welt) die europiische Ent-
wicklung nicht wesentlich beeinfluBt haben.
Da wihrend des europdischen Mittelalters
sogar die Kugelgestalt der Erde wieder be-
zweifelt oder gar geleugnet wurde, waren in
dieser von der christlichen Kirche bestimmten
Zeit irgendwelche Fortschritte in Richtung

Die Berliner Akademie gab Kalender und
Landkarten heraus, um durch die damit ver-
bundenen Einnahmen die Finanzlage der
Akademie zu verbessern. 1760 erschien ein
von Leonhard Euler im Auftrage der Akade-
mie herausgegebener ,,Geographischer At-
las* aus 44 Landkarten. Unser Bild zeigt eine
Erdhalbkugel mit eingezeichneter Deklina-
tion der Magnetnadel. Euler hebt im Begleit-
text hervor, daB eine dhnliche K arte in keinem
anderen Atlas zu finden sei.



mathematischer Behandlung der Kartogra-
phie nicht zu erwarten. Das mit den groBen
geographischen Entdeckungen einsetzende
Zeitalter der Hochseeschiffahrt belebte je-
doch das Interesse an exakten Positionsbe-
stimmungen und genauen Karten auller-
ordentlich. Man kann sagen, dal} die Bedurf-
nisse der Navigation und der mit der Festi-
gung feudalabsolutistischer Nationalstaaten
aufbliihenden Landesvermessung vom Be-
ginn des 16. bis zum Ende des 18. Jh. eine der
wesentlichsten Triebkrifte fir die Entwick-
lung von Astronomie und Mathematik bil-
deten.

Ein erster Fortschritt wurde durch dié Ein-
fiihrung der Mercator-Projektion fiir Seekar-
ten erzielt, die dadurch ausgezeichnet ist, daB
sie alle loxodromen Kurven der Kugel-
(bzw. Erd-)oberfliche in Geraden der Kar-
tenebene iiberfithrt. Dabei versteht man un-
ter einer loxodromen Kurve eine solche, die
alle Liangen- (und damit auch alle Breiten-)
kreise unter einem festen konstanten Winkel
schneidet, die lolglich einem Schiffsweg kon-
stanten Kurses entspricht. Die Mercator-
projektion ist nach dem flimischen Geogra-
phen Gerhard Mercator (eigentlich: Kremer,
1512 bis 1594) benannt, der sie 1569 zur Dar-
stellung einer Weltkarte anwandte.
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Bilder von Meridianen

Mercator-Entwurf, im Prinzip nach oben und
unten unbegrenzt. Jede Loxodrome wird als
unendliche Folge paralleler Strecken zwi-
schen den die Karte begrenzenden Bildern des
180°-Meridians abgebildet. Auf der Kugel
nihert sie sich beiden Polen in einer unbe-
grenzten Spirale. Ausnahmen bilden nur die
zu den Kurswinkeln 0° (Breitenkreise) und
90° (Meridiane) gehorigen Loxodromen.

Das Prinzip wie auch die Begrifle loxodromer
Kurs und orthodromer (d. h. dem kiirzesten
Weg entsprechender) Kurs sind jedoch schon
vorher von dem portugiesischen Mathema-
tiker Pedro Nuifiez (1502 bis 1578) eingefiihrt
worden, der ibrigens auch die nach ihm als
Nonius (latinisierte Form von Nufiez) be-
nannte Ablesevorrichtung erfand. Sowohl
Nonius als auch Mercator konnten das sich
stetig dndernde Verhiltnis der Breitengrade

zu den konstant abgebildeten Langengraden,

das den ,,Mercatoreffek(** hervorruft, nur .

ndherungsweise empirisch bestimmen. Um es
exak{ formelmiBig zu beherrschen, mufl man
eine Differentialgleichung 16sen. Diese Aul-
gabe l3ste, ebenfalls mit noch nicht durch-
gebildeten Methoden, 1599 der englische Ma-
thematiker und Kartograph Edward Wright
(~ 1558 bis 1615).
Seit der ersten europdischen Gradmessung
durch den Franzosen Jean Fernel im Jahre
1525 wurden wiederholt groBangelegte Ver-
messungen zur immer genaueren Bestimmung
des Erdradius und schlieBlich auch des Ab-
plattungsfaktors durchgefiithrt, an denen
namhaflte Mathematiker wie W. Snellius
(1591 bis 1626), G. D. Cassini (1625 bis 1712),
“P.de Maupertuis (1698 bis 1759) und A.C.
Clairaut (1713 bis 1756) unmittelbar mitwirk-
ten. Die Verbesserung der Methoden zur geo-
graphischen Ortsbestimmung, teils durch
astronomische Beobachtungen, teils durch
Triangulation im Geldnde, vor allem aber
die genauere Bestimmung der geographischen
Linge mittels der Differenz der Ortszeiten
durch die von dem britischen Uhrmacher
J. Harrison (1693 bis 1776) zu hoher Pra-
zision entwickelten Chronometer, gestatteten
nun erstmals die Herstellung wirklich ge-

Bild 2

Bild des zur
Breite ¢ gehorigen
Breitenkreises

Aquator

nauer, an Gradnetzen orientierter Landkar-
ten.

Eine eigentlich mathematische Behandlung
des Problems, Abbildungen der Kugelober-
fliche auf eine Ebene so zu bestimmen, da3
dabei bestimmte Eigenschaften wie Winkel-

Bild 3

1

/ p
Beispiel einer flichentreuen kartographischen

Abbildung:
Lamberts flichentreuer Zylinder-Entwurf.

(9

Als Karte dient der Mantel des umbeschriebe-

nen Zylinders.

treue, Flichentreue o. 4. erfiillt sind, tritt erst
in den Anmerkungen und Zusdizen zur Ent-
werfung der Land- und Himmelscharten (1772)
von J. H. Lambert (1728 bis 1777) auf. Lam-
bert charakterisierte solche Eigenschaften der
kartographischen Abbildungen durch Diffe-
rentialgleichungen, fir die er allerdings noch
keine allgemein wirksamen Losungsmetho-
den angeben konnte. Dafiir bereicherte er in
dieser kleinen Schrift die Kartographie um
eine panze Palette spezieller Abbildungsver-
fahren, die bis heute zum eisernen Bestand der
praktischen Kartographie gehdren. So taucht
der Name Lambert in jedem Atlas dort auf,
wo die fiir die einzelnen Karten verwende-
ten Projektionen genannt werden. Weilere
Stationen der nun einsetzenden Entwicklung
sind durch die Namen von L. Euler (1707 bis
1783), J.-L. Lagrange (1736 bis 1813) und
C.F.GauB (1777 bis 1855) markiert. La-
grange gab 1779 die allgemeinste Loésung der
von Lambert aufgesteliten Differentialglei-
chungen an und verallgemeinerte das Problemn
auf die winkeltreue Abbildung beliebiger Ro-
tationsflichen in die Ebene. Bei GauB schlieB-
lich schlagt das konkrete Problem der karto-
graphischen Abbildung in eine neue Qualitét
um: Es werden allgemeine Prinzipien fiir die
Abbildung beliebiger gekriimmter Flichen in
die Ebene untersucht, und die innere Geo-
metrie_solcher Flachen (d. h. diejenige Geo-
metrie, die auf dem innerhalb der Flichen
gemessenen kiirzesten Weg zwischen zweien
ihrer Punkte beruht) wurde aus der Taufe ge-
hoben. GauB war aber zu sehr angewandter
Mathematiker, um die so gewonnenen tief-
liegenden Erkenntnisse nicht wieder in der
hoheren Geodisie anzuwenden, jenem Zweig
der Vermessungskunde, dessen Ziel die ge-
naue Vermessung der héchst unregelmiBigen
tatsichlichen Gestalt des Erdkorpers ist.

Wenden wir uns nun Euler zu. Seit dem Auf-
schwung des Russischen Reiches unter Pe-
ter 1. (1672 bis 1725) gehorte die genaue Er-
kundung und kartographische Erfassung des
riesigen Territoriums zu den besonders ge-
férderten staatlichen Aufgaben, woran je-
doch zwei voneinander unabhéngige und sich
gegenseitig die Zustandigkeit bestreitende In-
stanzen arbeiteten: der Senat unter Iwan
Kirilow (1689 bis 1737), dessen Atlas des All-
russischen Reiches schon 1734 erschien (als
. Koordinatensystem‘* war hier kurioserweise
das weitverzweigte System der russischen
Wasserldufe benutzt worden) und das Geo-
graphische Departement der Petersburger
Akademie unter der Leitung des franzosi-
schen Kartographen J. N. Delisle (oder de
I’Isle, 1688 bis 1768), der von 1726 bis 1747 in
Petersburg wirkte. 1735 gewann er Euler als
Mitarbeiter, der sich zuvor schon an den Vor-
bereitungen fiir die groBe Nordrussische oder
Kamtschatka-Expedition (1733 bis 1743) zur
Erkundung der russisch-sibirischen Nord-
kiiste beteiligt hatte. 1737 verfaBten beide
gemeinsam die erste auf wissenschaftlichen
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Grundlagen beruhende General-Instruktion
fitr die russischen Geoditen, um den Zulauf
zuverldssiger und nach einheitlichen Metho-
den gewonnener Detailkarten zu sichern. Der
Verarbeitung dieser Karten gab Euler selbst
die Schuld am Verlust der Sehkraft seines
rechten Auges 1738 (nicht 1735, wie auf
Grund einer falschen Information durch den
Mitarbeiter Eulers, N. FuB, meist zu lesen ist).
" In diesen Jahren soll Euler fast tiglich viele
Stunden im Biiro des Geographischen De-
partements gearbeitet haben. 1740 verfaSte
Euler einen Vorschlag zur Verfertigung einer
General-Charte von dem Russischen Reiche.
In dem 1745 von der Akademie endlich her-
ausgegebenen Atlas des Russischen Reiches
waren jedoch trotz vieler Verbesserungen
gegeniiber seinem Vorginger weder der Vor-
schlag Eulers noch die Ergebnisse der Kam-
tschatka-Expedition beriicksichtigt worden.
Euler selbst weilte ja zu dieser Zeit bereits
seit vier Jahren in Berlin.

Erst viel spéter, ndmlich 1777, sind in den Ab-
handlungen der Petersburger Akademie
die drei klassischen Abhandlungen Eulers
dber Kartenprojektionen gedruckt worden.
Die beiden ersten:

Uber die Abbildung einer Kugelfidche in einer
Ebene und Uber die Darstellung einer Kugel-
[fldche auf einer Karte sind rein mathemati-
schen Inhalts. Euler beweist hier zum ersten
Mal die anschaulich einleuchtende Tatsache,
daB eine lingentreue Abbildung der Kugel-
oberflache (oder auch nur eines beliebig klei-
nen Teils von ihr) in die Ebene nicht méglich
ist, auf Grund der vorangestellten Chagakte-
risierung solcher Abbildungen durch Diffe-
rentialgleichungen. Ebenfalls aus diesen Glei-
chungen entwickelt er die Spezialfille der
winkeltreuen und der flichentreuen Abbil-
dung und gibt Losungsmethoden fir diese
Fille an. Die dritte Abhandlung beschiftigte
sich nachtriglich mit der Frage, wie man die
frei wihlbaren Bestimmungsstiicke der fiir die
Gesamtkarte des Russischen Reiches gewihl-
ten Projektion hétte bestimmen miissen, um
die Abweichungen iiberall so gering wie
moglich zu halten. Es ist dies ein interessantes
frithes Beispiel einer ganz aus dem iiblichen
Rahmen fallenden Optimierungsaufgabe.
Eulers Abhandlungen 16sten, da in lateini-
scher Sprache geschrieben und in den Peters-
burger Akademieabhandlungen schwer zu-
ginglich, keine groBe historische Wirkung
aus. Man kann jedoch annehmen, daB sie
Lagrange bekannt waren, der in mehreren
Richtungen iiber Eulers Resultate hinaus-
gelangte. Um 1900 wurden die Abhandlun-
gen iiber Kartenprojektion von Lambert,
Euler, Lagrange und GauB von A. Wangerin
in deutscher Sprache in Ostwalds Klassikern
der exakten Wissenschaften herausgegeben.

P. Schreiber

Ein Maultier
und ein Esel

Im Jahre 1770 erschien in St. Petersburg
(dem heutigen Leningrad) Leonhard Eulers
Vollstindige Anleitung zur Algebra (in zwei
Teilen), ein spiéter in viele Sprachen iiber-
setztes Lehrbuch der Algebra fiir Anfdnger,
fiir Liebhaber, eine ,Anleitung zum GenuB
der Eigenschaften der Zahlen“. Das Buch
zeichnet sich durch eine auBerordentliche
Klarheit aus. Der erblindete Euler hatte es
seinem Diener, einem Schneidergesellen, der
nur geringe mathematische Kenntnisse be-
saB3, diktiert. Euler vermochte den Text so
einfach vorzutragen, daB sein Diener den teil-
weise recht schwierigen Stofl verarbeiten und
manche Rechnungen selbstindig ausliihren
konnte. Das weit verbreitete Buch ist sogar in
Reclams Universalbibliothek erschienen. Jeder
mathematisch interessierte Schiiler sollte
gleich jenem Schneidergesellen selbst einmal
Probleme daraus unter Eulers Anleitung
durchdenken! Im 1. Abschnitt des 2. Teils von
Eulers Buch beflindet sich unter Nr.50 die
folgende Aufgabe:

Ma8 ®2339 ,Ein Maulesel und ein Esel
tragen jeder etliche Pud. (Das damals in
RubBland iibliche Gewicht Pud betrigt 20kg.)
Der Esel beschwert sich iiber seine Last und
sagt zum Maulesel, wenn du mir ein Pud von
deiner Last gibest, so hitte ich zweimal soviel
als du. Darauf antwortete der Maulesel, wenn
du mir ein Pud von deiner Last gibest, so
hitte ich dreimal soviel als du. Wieviel Pud
hat jeder getragen?*

Eine dhnliche Aufgabe kommt schon in einer
Sammlung griechischer Epigramme (4. oder
6.Jh. u. Z) als sogenanntes Euklidisches Pro-
blem vor. Beispiele von Aufgaben, in welchen
verlangt wird, durch gegenseitiges Abgeben
an einander ein gewisses Verhiltnis herzu-
stellen, sind im tibrigen zahireich iiberliefert.

H. Pieper

Ala B 1982 roay xsagpat Bo3pacta Mat-
“e6a coBMma ¢ YHCIIOM, o6pa3oBaHHBIM Nep-
BbIMH TpeMsi LH(bPaMHU €ro roja poxacHUS.
B xaxom roay poanncs Matne6?

A2a B 1982 rony | ausaps u 31 gexabps
ObUIM ONHMM M TEM XX€ HHEM Helenu. A
6yner nm Tak B 3toMm roay? U poobuwe,
xoraa | aHpapsa OyJeT TeM e OHEM HemesH,
yto 1 31 gekabpsa?

A3 a Mark, Paul and Boris are married to
Anne, Mary and Susan, not necessarily
respectively. Each couple has a pet and the
pets are a cat, a guineapig and a pony. Use
the following information to match up the
husbands, wives and pets:

Paul’s and Anne’s pets were fighting.

Mary’s husband’s name has four letters.

Susan went round to feed Mark’s pet when

he was away.

Mark never goes to town.

Boris’s pet is either the cat or the pony.

Susan’s pet is not the cat.

The cat’s male owner took him to the vet in
town.

The guineapig hides when Anne visits its
house.

Mary’s pet sleeps in a shoe box.

A44a Un journal comporte 36 pages et tire
a 600000 exemplaires par jour. Chaque page
est un rectangle dont les dimensions sont
50 cm et 33 cmn. Autour de chaque page existe
une marge non imprimée de largeur égale
a2em.

a) Quelle est I'aire de la surface imprimée?
b) Quelle est I’aire du papier nécessaire au

tirage quotidien du journal?

A5a Lalongueurd’un fil téléphonique qui
relie deux localités est égale a 72,8km.
Quand la température s’¢léve de 1 degré,
chaque métre de ce fil s’allonge de 18 um.
Calculer, en centimétres, I’allongement de ce
fil quand la température passe de 12° 4 36°.

Zusammenstellung: H. Begander, Dr. C. P.
Helmholz, J. Lehmann (alle Leipzig)



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Euler-Wettbewerb
in Kothen

An einem Nachmittag im April 1982 war der
groBe Horsaal unserer Hochschule, in dem
sonst kiinftige Mathematik- und Chemieleh-
rer aufmerksam den Vorlesungen der Hoch-
schullehrer und Wissenschaftler [olgen, ganz
den Jungen Mathematikern aus Stadt und
Kreis Kothen vorbehalten. AnldBlich der
275. Wiederkehr des Geburtstages von Leon-
hard Euler gestalteten Studenten des 3. Stu-
dienjahres einen besonderen Hohepunkt, den
,Euler-Wettbewerb“. 126 Schiiler aus den
Klassenstufen 5 bis 10 rangen in einer Klau-
sur um Hochstleistungen. In jeder Klassen-
stufe waren jeweils drei Aufgaben zu l6sen,
die erste Aulgabe kniipfte an den Schulstoff
an, die zweite hatte Beweischarakter, und die
dritte war eine historische Aufgabe, die von
Leonhard Euler stammt. Nach der Klausur
wurden die Losungen sofort von Studenten
korrigiert. Wihrend der Korrektur hielten
zwei Studentinnen einen interessanten” Vor-
trag iiber Leben und Werk Eulers. In der an-
schlieBenden Siegerehrung konnten die er-
folgreichsten Jungen Mathematiker stolz die
Urkunden mit ihrer Plazierung und kleine
Geschenke in Empfang nehmen. Eine Wand-
zeitung erinnert in unserem Hause an diesen
fir Studenten und Schiiler erlebnisreichen
Nachmittag,

Vielleicht wollt ihr an eurer Schule einmal
etwas Ahnliches versuchen? Am 18.9.1983
jahrt sich zum 200. Male der Todestag von
Leonhard Euler. Pionierleiter, AG-Leiter und
Mathematiklehrer werden euch gewiB dabei
helfen.

Hier sind vier Aulgaben aus unserem Euler-
Wettbewerb. Sie sind Eulers ,,Algebra® ent-
nommen.

Ala Siche alpha-Wettbewerb, Aufgabe
Ma7 ®2336. )

A2a Das Konigsberger Briickenproblem:
Siehe alpha-heiter (S. 38)! Zusatzlrage: Ist das
Problem l6sbar, wenn Briicke 8 gebaut wird?

A3 A DieZahl25ist soinzwei Summanden
zu zerlegen, daB der groBte Summand 48mal
so groB ist wie der zweite.

Ad4a Ein Amtsmann kauft Pferde und
Ochsen fiir insgesamt 1770 Taler. Er zahlt fiir
ein Pferd 31 Taler, fir einen Ochsen aber
21 Taler.

Wieviel Pferde und wieviel Ochsen sind es
gewesen? Hat diese Aufgabe mehrere Losun-
gen?

Mathe-AGs
in Kothen

Seit 1976 wird an der Padagogischen Hoch-
schule Wolfgang Ratke Ké‘)th'en eine zielge-
richtete auBerunterrichtliche Férderung be-
gabter Schiiler in Mathematik betrieben.
Schrittweise wurden Arbeitsgemeinschaften
Junge Mathematiker ab Klassenstufe 6 gebil-
det. Zur Zeit bestehen an unserer Einrichtung
je eine Arbeitsgemeinschaft in den Klassen-
stufen 5 bis 8. Die Teilnehmer dieser Arbeits-
gemeinschaften kommen aus Stadt und Kreis
Kothen. Sie wurden aus den erfolgreichsten
Teilnehmern der Kreisolympiaden ermittelt.
Alle 14 Tage kommen die Jungen Mathema-
tiker zu den AG-Nachmittagen in die Riume
der Hochschule. Hier werden sie von Studen-
ten des 2. und 3. Studienjahres betreut. In den
Nachmittagen werden Trainingsaufgaben mit
dem Niveau der Kreisolympiaden geldst
und auch Kurse zu ausgewdhlten Kapiteln
der Mathematik durchgefiihrt. Dabei ist uns
die alpha eine wertvolle Hilfe. Besondere
Hoéhepunkte gestalten wir zur Halbzeit zwi-
schen den Kreisolympiaden im Frihjahr.
Hier finden mathematische Kreiswettbewerbe
statt, in denen die Jungen Mathematiker ihre
Krifte messen. Foren mit Wissenschaftlern
unserer Hochschule und der Besuch der Re-
chenstation stehen dabei auf dem Programm.
Mit den ehemaligen Teilnehmern der Arbeits-
gemeinschaften, die inzwischen in den oberen
Klassen der POS und EOS sind, haben wir in
Korrespondenzzirkeln Kontakt. Hier erhal-
ten die interessierten Schiiler monatlich Auf-
gaben zugeschickt. Sie schicken die Losungen
zu uns ein und erhalten die Lésungen korri-
giert zuriick. Der Rektor der Hochschule hat
den FDJ-Studenten die Forderung begabter
Schiiler als Jugendobjekt iibertragen.

Den alpha-Lesern iiberreichen wir drei Auf-
gaben und wiinschen viel Erfolg beim Kno-
bein!

K. Meier

Rollftdndige
Anicitung

Hrn. Leonbard Culer.
= = ==
Crficr Tocil
Pen den vevichiedenen Redmunag = Hrten ,
Verbalmipen und Proparticnen,
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&t Petersburg.
sedruds bey der Kanf. cad. der Wifferfhaften 1+~c

Ala Von drei aufeinanderfolgenden na-
tirlichen Zahlen multiplizieren wir die erste
mit der zweiten und die zweite mit der dritten.
Beweise, daB dann die Summe der beiden
Produkte gleich dem doppelten Quadrat der
zweiten Zahl ist!

A2A Zaunmaterial mit einer Linge von
400 m soll verwendet werden, um ein recht-
eckiges Stiick Land einzuziunen, das an einer
Seite an eine lange Mauer grenzt. Dabei soll
das Stiick Land moglichst groB sein.
Bestimme die Lage der beiden Eckpfosten des
Zauns, und bestimme den Flicheninhalt des
Rechtecks!

A3a In einem Kaufhaus kann man mit
einer Rolltreppe von einer Etage zur anderen
fahren. Die Rolltreppe bewegt sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit. Steht ein Kunde auf
der sich bewegenden Rolltreppe still, so be-
notigt er bis zur ndchsten Etage genau 30s.
Bei stehender Rolltreppe durchlduft der Kun-
de die gleiche Strecke in 90s.

In welcher Zeit wiirde er bei sich bewegender
Rolltreppe die gleiche Strecke zuriicklegen,
wenn er selbst auch in Fahrtrichtung geht?

Junge Mathematiker bei der Klausur am
Ende des ersten Lehrgangs der Mathemati-
schen Schiilergesellschalt (MSG) der Univer-
sitat Greifswald (siche Heft 1/83).
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

L. Euler - Basreliel von M. Pawlow, 1777

Letzter Einsendetermin: 12, Juni 1983

Vor 200 Jahren, am 18.September 1783,
starb in St. Petersburg der groBe Mathemati-
ker Leonhard Euler. Dieser aus Basel stam-
mende Gelehrte, ein Schiiler Johann Ber-
noullis, entwickelte sich im Verlaule seines
schaflensreichen Lebens zum bedeutendsten
Mathematiker des 18. Jahrhunderts. [hm ver-
danken wir die nahezu unglaubliche Anzahl
von mehr als 860 Originalabhandlungen und
eine groBe Anzahl pddagogisch hervorragen-
der zusammenfassender Darstellungen von
Gebieten der Mathematik und ihren An-
wendungsbereichen.

In Wiirdigung Leonhard Eulers stellen wir
unseren alpha-Lesern Aufgaben aus dessen
Buch ,,Vollstindige Anleitung zur Algebra®
vor. Der Originaltext einiger dieser Aufgaben
wurde leicht verdndert, um sie lesbarer bzw.
verstandlicher zu machen. Wir wiinschen viel
SpaB beim Losen der Aufgaben.

Mathematik

Ma5 w2322 Ein Vater hinterlidBt seinen drei
So6hnen ein Vermogen von 1600 Talern. Nach
seinem Testament soll der ilteste Sohn
200 Taler mehr erhalten als der zweite, dieser
aber 100 Taler mehr als der dritte. Wieviel
Taler erhilt jeder der drei Sohne?

Ma5 82323 Die Zahl 32 ist in zwei Sum-
manden zu zerlegen. Dabei soll die Summe
aus dem sechsten Teil des kleineren Sum-.
manden und dem fiinften Teil des groBeren
Summanden 6 ergeben.

Ma5 82324 Gesucht ist eine Zahl, die fol-
gende Bedingung erfillt: Multipliziert man
diese Zahl mit 5, so ist das Produkt um
soviel kleiner als 40, wie diese Zahl selbst
kleiner als 12 ist.

Ma5 #2325 Suche zwei natiirliche Zahlen,
deren Summe 15 und deren Differenz 7 be-
tragt!

Ma5 82326 Zerlege 7 derart in zwei Sum-
manden, daB der eine um 3 groBer ist als der
andere!

Ma5 w2327 Die Zahl 25 ist in zwei Sum-
manden zu zerlegen. Der eine Summand soll
ein Vielfaches von 2, der andere ein Vielfaches
von 3 sein. Es sind alle Losungen anzugeben.

Ma6 82328 Zerlege 48 so in neun Summan-

. . | R
den, daB immer einer um 3 groBer ist als der

vorhergehende!

Ma6 #2329 Suche eine Zahl, die so beschaf-
fen ist, daB, wenn man zu ihr ihre Hilfte
addiert, so viel iiber 60 herauskommt, als die
Zabhl selbst unter 65 ist!

Ma6 #2330 Ein Maurer verdient tiglich 10
Groschen. Wieviel Taler zu 24 Groschen er-
halten 12 Maurer, die 50 Tage lang gearbeitet
haben?

Ma6 82331 Zerlege 25 so in zwei Sum-
manden, daB der eine 49mal so groB ist wie
der andere!

Maé6 #2332 Es wird eine Zahl gesucht, de-
ren Hallte mit ihrem Drittel multipliziert 24
ergibt.

Ma7 #2333 Es wird die kleinste natiirliche

* Zahl gesucht, die bei Division durch 11 den

Rest 3, bei Division durch 19 den Rest 5
148t.

Ma7 #2334 Insgesamt 20 Minner und
Frauen besuchten ein Gasthaus. Jeder Mann
gibt 8 Groschen, jede Frau 7 Groschen aus,
und die ganze Zeche beldult sich auf 6 Taler.
Wieviel Minner bzw. wieviel Frauen sind es
gewesen? (1 Taler wurde damals mit 24 Gro-
schen berechnet.)

Ma7 #2335 Ich habe einige Ellen Tuch ge-
kauft und fiir 5 Ellen 7 Taler bezahlt, davon
wieder 7 Ellen fiir 11 Taler verkauft und
dabei 100 Taler gewonnen. Wieviel Ellen
Tuch sind es gewesen?

Whias LuAbar, 2600 Gantrow, Werdersér 22
Kersémg -0S, Klawe 7
150
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Weltlbewerb koénnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Zifler, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet). )

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollsidndige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,.sehr
gut gelost™, ,.gut geldost” oder ,.geldst .
Schiiler, welche nur einen Schlufisatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gel6st™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1982/83 liuft
von Heft 5/1982 bis Heft 2/1983. Zwischen
dem 1. und 10.September 1983 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/82 bis 2/83 erworbenen Karten ge-
schlossen an die Redaktion einzusenden. Ein-
gesandte Antwortkarten werden nur dann
zuriickgesandt, wenn ein Riickumschlag mit
ausreichender Frankatur beiliegt.

Die Preistriager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/83 verdifentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/82
bis 2/83) erhalten hat und diese einsendet,
erhdlt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1982/83 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daf3alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen

wird. Redaktion alpha



Ma7 2336 ZweiBiuerinnen haben zusam-
men 100 Eier. Die erste sagt: ,,Wenn ich die
Anzahl meiner Eier immer zu 8 Stiick ab-
zdhle, so bleiben 7 iibrig.“ Die zweite sagt:
~Wenn ich die Anzahl meiner Eier immer
zu 10 Stiick abzihle, so bleiben mir auch
7 iibrig.“ Wie viele Eier hat jede der beiden
Béuerinnen?

Mag 2337 Jemand hat zwei silberne Be-
cher nebst einem Deckel dazu. Der erste
Becher wiegt 12 Lot. Legt man den Deckel
darauf, so wiegt er zweimal soviel wie der
andere Becher. Legt man aber den Deckel auf
den anderen Becher, so wiegt dieser dreimal
soviel wie der erste. Wieviel Lot wiegt der
zweite Becher, wieviel der Deckel?

Ma8 #2338 Ein Wechsler hat zweierlei
Miinzen. Von der ersten Sorte gelten 10
Stiick, von der zweiten Sorte 20 Stiick einen
Taler. Jemand verlangt 17 Miinzen fiir einen
Taler. Wieviel Miinzen jeder Sorte bekommt
er?

Ma8 #2339 Text siehe: Historische Auf-
gabe, S.34!

Mat #2340 Ein Vater hinterldiBt seinen
vier Sohnen eine Erbschaft, die sic wie [olgt
unter sich aufteilen: Der erste Sohn -nimmt
3000 Taler weniger als die Hilfte der Erb-
schalt. Der zweite nimmt 1000 Taler weniger

als % der Erbschaft. Der dritte nimmt % der
ganzen Erbschaft. Der vierte nimmt 600 Ta-

ler und % der Erbschaft. Wie grofl war die

Erbschafl, und wieviel Taler hat jeder Sohn
bekommen?

Ma9 #2341 Eine Bauerin vertauschte Kise
gegen Hithner. Sie gibt je zwei Kise fiir je drei
Hiihner. Die Hiihner legen Eier; jedes % so-
viel wie es Hiihner sind. Mit den Eiern geht
sie auf den Markt. Sie gibt je neun Eier fiir
soviel Pfennig, wie ein Huhn Eier gelegt hat.
Der Erlos betrigt 72 Plennig. Wieviel Kise
hat die Biuerin gegen Hiihner eingetauscht?

Ma9 #2342 Jemand kauft eine gewisse An-
zahl Tiicher, das erste fiir 2 Taler, das zweite
fUr 4 Taler, das dritte fir 6 Taler, immer
2 Taler mehr fur das folgende. Er bezahlt fur
alle Tiicher 110 Taler. Wieviel Tiicher sind
es gewesen?

Ma9 #2343 Insgesamt 20 Mainner und
Frauen sind in einem Gasthaus. Die Mianner
geben zusammen 24 Gulden, die Frauen ge-
ben zusammen ebenfalls 24 Gulden aus. Es
stellt sich heraus, daB jeder der Ménner einen
Gulden mehr als jede der Frauen hat zahlen
miissen. Wieviel Ménner bzw. Frauen waren
es?

Ma9 #2344 Gesucht sind die drei kleinsten
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen mit
folgender Eigenschalt: Die Summe ihrer Ku-
bikzahlen ergibt eine weitere Kubikzahl.

Ma 10/12 #2345 Jemand kault ein Plerd fiir
einige Taler. Er verkault es wieder fiir 119 Ta-
ler upd gewinnt daran soviel Prozent, wie das
Pflerd anfangs gekostet hat. Wie teuer wurde
das Pferd eingekauft?

Ma10/12 m2346 Zwei Personen haben zu-
sammen 29 Rubel Schulden. Nun hat zwar
jeder Geld, doch nicht soviel, daB er diese ge-
meinsamen Schulden allein bezahlen kdnnte.
Darum sagt der erste zum anderen: ,,Gibst du

mir % deines Geldes, so konnte ich die Schul-

den sogleich allein bezahlen.” Der andere ant-
wortete:

,,Gibst du mir % deines Geldes, so kann ich

die Schulden allein bezahlen.* Wieviel Geld
hat jeder gehabt?

Ma10/12 #2347 Drei Personen betreiben
miteinander ein Gliicksspiel. Im ersten Spiel
verliert der erste an jeden der beiden anderen
soviel Geld, wie jeder der zwei anderen Geld
bei sich hat.

Im zweiten Spiel verliert der zweite an den
ersten und dritten soviel Geld, wie jeder nun-
mehr hat. Im dritten Spiel verliert der dritte an
den ersten und zweiten soviel Geld, wie jeder
bis dahin hat. Nach Beendigung der drei Spie-
le hat jeder von ihnen 24 Gulden. Wieviel
Gulden hat jeder anfangs gehabt?

Ma10/12 w2348 Man suche zwei positive
reelle Zahlen, deren Summe, deren Produkt
und deren Differenz ihrer Qua-rate einander
gleich sind.

Physik

In alten Biichern geblittert
Physikaufgaben aus den 20er Jahren

Ph6 @136 In friitheren Jahren zeigten sich in
kleinen Stédten Schnelldufer, die eine gewisse
Strecke abliefen und fiir diese Leistung bei
den Bewohnern Geld sammelten. Eines Tages
lief ein solcher Liufer 43,2km, und zwar

sek\ " s
Schnellau{? Wieviel Sprungschritte hatte er
machen miissen, wenn er in der Sekunde
3 Spriinge machte? '

Jrt (3 E). Wie lange brauchte er fiir diesen

Ph7 137 Wenn aufl einem Ozeandampfer
die Geschwindigkeit vermehrt werden soll,
muB die Leistung der Damplmaschine erhsht
werden. Nun aber wichst erfahrungsgemiB
die Leistung proportional der dritten Potenz
der Geschwindigkeit. Wie hoch muB die Lei-
stung erhdht werden, wenn die entsprechen-
den MeBapparate bei 15 Knoten Stunden-
geschwindigkeit 2700 PS zeigen und wenn die
Geschwindigkeit auf 20 Knoten erhdht wer-
den soll?

Ph8 ®138 Nach Angabe des romischen
Baumeisters Vitruv um 100 n.Chr. wog die

Krone des Konigs Hiero, in”heutigem Ge-
wichtsmaB ausgedriickt, 10 kg (kp) und verlor,
in Wasser gewogen 0,625 kg (kp). Aus wieviel
Gold und Silber bestand sie, wenn auBer
diesen Metallen kein anderer Stolf in der

Krone war und das Gold im Wasser 11—9 das

Silber 1-16 seines Gewichts verliert?

Ph9 =139 Regnault hat festgestellt, dall sich
der Rauminhalt, den 1 cm® Quecksilber von
0° (°C) nach der Erwarmung aufl 1 ("C) ein-
nimmt, nach der Formel
0,00000003 2 +0,0002¢ + 1

berechnen lasse. Wie hoch muB die Tem-
peratur werden, um den Rauminhalt auf
1,01 cm?® zu bringen?

Ph10/12 w140 Wie groB ist der Steigungs-
winkel einer Schraubenlinie, wenn A= 15mm
und r=6,2 mm ist? Wie lang ist die Schrau-
benbahn bei einer Windung?

Chemie

Ch7 109 Die Hochdfen des Hiittenkombi-

nats Magnitogorsk produzieren nach Re-

konstruktion am Ende der siebziger Jahre
pro Jahr etwa 14,8 Mill. t Roheisen. Der

Transport des Roheisens erfolgt in Eisenbahn-

waggons mit einem Fassungsvermogen von

20t und einer Linge von 8 m.

a) Wieviel Tonnen Roteisenstein mit einem
Eisen(III)-oxidgehalt von 569, miissen
jahrlich verarbeitet werden?

b) Wieviel Eisenbahnwaggons sind fir den
Transport notwendig?

c) Welche Linge ergeben alle Eisenbahn-
waggons zusammen ?

Ch8 @110 Zur Herstellung von 100kg Na-
triumsulfat mit einem Reinheitsgrad von 97/
verwendet man 81,7kg Natriumchlorid und
74,5kg Schwefelsdure. Berechne a) mengen-
miBig und b) prozentmiBig den Unterschied
zwischen den verschiedenen Mengen an Aus-
gangsstoffen gegeniiber den stochiometri-
schen Mengen'!

Ch9 =111 Im VEB StickstolTwerk Piesteritz
wird Harnstoll durch Synthese von Ammo-
niak und Kohlendioxid hergestellt. Wieviel
Kubikmeter der beiden Ausgangsstolle miis-
sen zur Reaktion gebracht werden (Norm-
zustand), damit 150 kg Harnstoll mit einem
Reinheitsgrad von 959/ entstehen?

Ch10/12 m112 Beim starken Erhitzen von
1 kg eines Gemisches aus Kalziumkarbonat
und Magnesiumkarbonat bleibt ein Riick-
stand von 514 g. Wieviel Prozent der beiden
Karbonate sind im Gemisch enthalten?
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In freien Stunden - alpha-heiter

Das Konigsberger Briickenproblem

Euler schreibt: ,,Zu Konigsberg in PreuBlen ist eine
Insel A, genannt Der Kneiphof, und der FluB, der sie
umflieB3t, teilt sich in zwei Arme, wie das aus dem Bild
ersichtlich ist. Uber die Arme dieses Flusses fiihren
sieben Briicken q, b, ¢, d, e, f und g. Nun wurde gefragt,
ob jemand seinen Spaziergang so einrichten konne,
daB er jede dieser Briicken einmal und nicht mehr
als einmal iiberschreitet... Hieraus bildete ich mir fol-
gendes hochst allgemeines Problem: Wie auch die Ge-
stalt des Flusses und seine Verteilung der Arme sowie
die Anzahl der Briicken ist, zu finden, ob es moglich
sei, jede Briicke genau einmal zu iiberschreiten oder
nicht.“

Titelvignette: Gruppenbild Petersburger Akademiemitglieder der
math./phys. Klasse, die feierlich eine Eulerbiiste auf ein Postament
stellen (Schattenri3, 1784).

Die Leningrader Briicken

Im Mathematiksaal des Hauses der unterhaltsamen
Wissenschaft finden wir ein interessantes Bild. Die
Aufgabe besteht darin, iiber 17 Briicken, die das ab-
gebildete Territorium der Stadt Leningrad miteinander
verbinden, nur einmal zu gehen.
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Das Problem der vertauschten Briefe

Euler Ioste ein von Nikolaus Bernoulli gestelltes
Problem unabhingig von diesem, das in einer alltig-
lichen Interpretation (Auslegung) das Problem der ver-
tauschten Briefe betrifft.
Jemand schreibt n Briefe und auf n Umschlige die zu-
gehdrigen Adressen. Auf wie viele Arten kann er die
Briefe simtlich in falsche Umschlige stecken?
Die Losung lautet:
(L 1,1 =l
G VTR TR T

Lose das Problem mit n=4!

Euler an Goldbach
Euler stellte Goldbach 1751 die folgende Aufgabe:

Auf wie viele Arten ldft sich ein konvexes n-Eck durch
Diagonalen in Dreiecke zerlegen?
Zunichst sieht das Problem recht einfach aus, aber mit
der Eckenzahl steigt die Schwierigkeit zunehmend an,
so daB} Euler merkt: ,,Die Induktion (lat. Hinfihrung)
aber, so ich gebraucht, war ziemlich miihsam.*
Die gesuchte Zahl ist

2:6-10-...- (4n—10)

(n—D)!

Arbeite mit n=9!




Streit

Eine merkwiirdige Geschichte ereignete sich zur Zeit
von Eulers Aufenthalt in Berlin. Euler war mit seinem
Nachbarn in Streit dariiber geraten, wer einen beide
Grundstiicke trennenden Graben zuschiitten solle.
Beide Kontrahenten vertraten ihre Ansicht mit groler
Hartnickigkeit, so daf3 die Sache gerichtlich entschie-
den werden muBte, was die erheblichen Kosten von
100 Talern verursachte. Die Kosten fur das Zuschiitten
des Grabens hitten etwa 5 Taler betragen.

Schwieriges Problem

Euler schrieb 1749 an Goldbach, daB neulich in den
»Braunschweiger Anzeigen* die Frage:
»Wieviel Kapital von 1000 Rth. in 640 Jahren zu 5 pro
cento (Prozent), Zins auf Zins gerechnet, betragen
werde 7
aufgegeben worden sei und der Auftraggeber verlange,
die Antwort in einer halben Stunde zu finden. Euler
»hat aber dieselbe wohl eine ganze Stunde gekostet;
und ich sehe nicht, wie die Arbeit verkiirzt werden
konne.“
Euler gesteht offen, daB die Auflosung des iibersicht-
lichen Gleichungssystems

X+y+z =u?

xy+xz+yz=0v?

xXyz =w?
in ganzen Zahlen ihn bald zur Verzweiflung brachte,
so viel Miihe habe die Losung gekostet. Es erstaunt
daher auch nicht, dafl die kleinsten ganzzahligen LG-
sungen folgende sind:

x=1633780814400,

y= 252782198228,

z=3474741058973.
Spiter hat Euler noch weitaus schwierigere dieser
Art bewiltigt.

Limerick um Euler Lyt
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Leonhard Euler var produktiv man
sjuhundra skrifter han utgav minsann!
Men han syssla pa natten

¢j enbart med matten

for tretton ungar skaffade han.

SinngemédBe Ubersetzung:

L. Euler war fleiBig, man merke:

Schrieb 700 mathematische Werke;

denn zur Nacht galt sein Flei

nicht nur Trank und Speis’.

So hatt’ er fiir 13 die Stirke.

Text. Bengt Klefsjo; Bild: Andrejs Dunkels;
aus: Elemente, Uppsala

Schweizer Kiise

Eulers Schaffenskraft war zeit seines Lebens enorm.
Seine Ideen hitten ausgereicht, um mehrere Institute

" mit Arbeit zu versorgen. So ist es kein Wunder, daB

man mit dem Druck seiner Arbeiten einfach nicht
nachkam. Noch Jahrzehnte nach seinem Tode konnte
man unveroffentlichte Manuskripte Eulers publizie-
ren, was Euler prophezeit hatte. Ein Lehrbuch der
hoheren Mathematik war von Euler 1763 druckfertig
gemacht worden, aber nach mehreren Jahren noch
nicht erschienen. Das hatte sich herumgesprochen, bis
zu einém in der Schweiz lebenden wohlhabenden
Kiirschner, der ein begeisterter Amateur-Mathemati-
ker war. Er bat Euler um die Erlaubnis, ihn in Berlin
besuchen zu diirfen, um das Manuskript fiir sich abzu-
schreiben. Euler gewihrte ithm diese Bitte gern. Als
Dank sandte der wieder in die Schweiz zuriickgekehrte
Kiirschner Euler ein Paket Schweizer Kise.

Griechische magische Quadrate

Euler befaBte sich auch mit magischen Quadraten, von
denen gegen Ende des 18. Jh. eine neue Art groBe Be-
achtung fand, die sogenannten griechischen Quadrate.
Hierzu eine Aufgabe aus dem Buch Wunder der
Rechenkunst von J. Ch. Schifer (Weimar, 1832):
Zauberquadrat von 16 Feldern:

Wie werden die sechszehn Zahlen von 1 bis 16 so’'in das
obige Qudrat vertheilt, daB, wenn man die Zahlen
addirt, welche in den vier Veldern in einer und dersel-
ben Reihe stehen, die Summe immer 34 betrigt ?

Im Jahre 1750. ..

Wie alt waren im Jahre 1750 Bach, Voltaire, Euler und
Lomonossow? Die ersten drei zihlten damals zusam-
men 164 Jahre, wihrend die letzten drei 138 Jahre ins-
gesamt aufwiesen. Bach, Voltaire und Lomonossow
waren zusammen 160 Jahre alt; Bach, Euler und
Lomonossow hingegen 147 Jahre.

39
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speziell
fiir Klasse 5.6

Uber den Résselsprung
von Euler

Euler war ein guter Schachspieler. In Berlin,
das Euler als sehr schachfreudig kennzeich-
nete, hat er bei einem Juden das Spiel erlernt,
und er sagt: ,Ich habe ... es so weit ge-
bracht, daB ich ihm (dem Lehrer) die meisten
Partien abgewinne.*

Wie wir einem Brief aus dem Jahre 1751 ent-
nehmen kdnnen, bedauerte er die wegen einer
Affaire notwendige plotzliche Abreise des
Schachmeisters Philidor aus Potsdam, ,,sonst
wiirde ich wohl Gelegenheit gefunden haben,
mit ihm zu sprechen. Philidors Bauern-
fiihrung (,,Der Bauer ist die Seele des
Schachs‘‘) hat die Spiglweise im Schach stark
beeinfluBt. Euler besaB 1751 bereits Philidors
1749 in London erschienenes Buch ,,Analyse
des Schachspiels*‘.

In den Memoires der Berliner Akademie von
1759 findet sich eine 22seitige Abhandlung
iiber den Rosselsprung:

,,Eines Tages befand ich mich in einer Gesell-
schaft, als bei Gelegenheit des Schachspiels
jemand die Frage aufwarf, mit einem Springer,
bei gegebenem Anfangsfeld alle Felder des
Schachbretts der Reihe nach, jedes nur einmal
zu passieren. .. Diejenigen, die die Aufgabe
fiir ziemlich leicht hielten, machten mehrere
nutzlose Versuche, ohne zum Ziel zu gelan-
gen. Hierauf gab derjenige, der die Frage auf-
geworfen hatte, eine Route so an, daB eine
vollstandige Losung entstand. Die Menge der
Felder lieB indessen nicht zu, die gewihlte
Route dem Gedéchtnis einzupragen, und erst
nach mehreren Versuchen gelang es mir, eine
der Aufgabe geniligende Route zu finden, sie
galt auch nur fiir ein bestimmtes Anfangs-
feld.*

Vermutlich ist die Rosselsprungaufgabe so alt
wie das Schachspiel selbst, aber erst Euler gab
ihr, wenn auch nicht eine Theorie, so doch
ein praktikables Losungsverfahren. Er geht
dabei zunidchst aufs Geratewohl voran, bis der
Rosselsprung sich nicht weiter ausfithren
14B8t. Dann wird der Rosselsprung in zwei
Teile zerlegt sowie aul neue Art miteinander
wieder verbunden, so daf} alle friitheren Felder
wieder besetzt sind, aber ein neuer Endpunkt
zustande kommt, von dem méglicherweise
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eines der freien Felder erreichbar ist. Die ge-
schickten Zerlegungen Eulers in den Beispie-
len machen es glaubhaft, daBl man stets zum
Ziel kommen konne, bewiesen wird es nicht.
Jean Paul schreibt im Hesperus: ,,Gegen den
Eulerschen Rosselsprung der Ratten zog er
nur mit einem Schlédgel zu Felde*, woraus zu-
mindest hervorgeht, daB auch Euler den
Rosselsprung populgr gemacht hatte. Das
Bild zeigt einen in sich geschlossenen Rossel-
sprung Eulers, der zweiteilig genannt wird, da
er zuerst auf der einen und dann auf der
anderen Hilfte des Bretts ausgefiihrt wird.
Von dieser Art gibt es iibrigens 31054 144 Lo-
sungen, wie die Mathematiker katalogisie-
rend ermitteit haben.

Euler untersuchte auch rechteckige und an-
dersartige Bretter in bezug auf den Rossel-
sprung. Er zeigte z. B., daB es auf Brettern
vom Format 3 X 5 keine Rosselspriinge gibt,
auf dem Format 3 % 7 sind keine geschlosse-
nen Rsselspriinge moglich.
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Zweiteiliger geschlossener Résselsprung von
Euler

Unser Schachexperte, Herr H. Riidiger,
Griinheide, schreibt zum Résselsprung :

Ein Résselsprung setzt sich aus mehreren
Springerziigen zusammen. Die Anzahl der
mdoglichen geschlossenen (der Rsselsprung
fiihrt zum Ausgangspunkt wieder zuriick) und
offenen Rosselspriinge ist sehr groB, und die
Methoden, einen solchen aufzubauen, sind
mannigfaltig. Am bekanntesten ist der Ros-
selsprung als Ritsel, bei dem die auf die
Felder eines Schachbrettes oder einer belie-
bigen Figur in der Gangart des Springers
verteilten Silben, Woérter oder Buchstaben
eines Gedichts oder Sinnspruchs zusammen-
gesetzt sind.

Bild | zeigt uns einen offenen R&sselsprung
auf dem Schachbrett, der auf dem Feld d8
oder €8 beginnt und dementsprechend auf e8
bzw. d8 endet. In seiner grafischen Darstel-
lung 14Bt sich mit etwas Phantasie eine Blu-
menbliite erkennen!

Fiir die Blume wird eine Vase gesucht! Ver-
suche mittels einem geschlossenen Rossel-
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sprung, der auf dem Feld al des Schach-
brettes beginnt und endet, eine phantasie-
volle Vase darzustellen! Nutze dazu das leere
Diagramm (Bild 2)!

Als Hilfe seien einige Punkte des gesuchten
Rsselsprungs vorgegeben:

Im 3. Zug wird das Feld b7, im 8. —e7, im 14. -
e3, im 22, - f4, im 29. - hl, im 37. - d7, im
45. — f3 und im 52. - h4 beriihrt.
Anmerkung :

Kein Feld des Brettes darf zweimal durch den
Rsselsprung beriihrt werden!

Bild 3
Ein offener Résselsprung von Euler aul dem

halben Schachbrett.
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Die Eulersche
Polyederformel
und einiges mehr

Es war einmal vor 777 Jahren, da lebten
hinter den 7 Bergen, den 7 Fliissen und den
7 Wildern nicht 7, sondern 5 Einsiedler. Und
well sie so zinkisch waren, liebten sie es nicht,
auf ihren Spaziergingen (einander) zu begeg-
nen. Doch eines Tages wurden sie es miide, in
ihren Hausern zu sitzen, und sie begannen,
sich gegenseitig Besuche abzustatten. So will-
kommen dies auch war, wollten sie sich trotz-
dem unterwegs nicht begegnen. Und so stelite
sich fur sie die Frage:

Ist es moglich, daB wir zwischen je zwei unserer
Hiuser einen Weg anlegen, ohne daf diese
Wege sich kreuzen?

Wir wollen uns im [olgenden diesem und
anderen Problemen zuwenden, die alle durch
eine Gemeinsambkeit verbunden sind: Zu ihrer
Losung nutzen wir die

Eulersche Polyederformel

Dazu bendtigen wir aber einige Begrille aus
der Graphentheorie: Zeichnen wir auf ein
Blatt Papier 5 Punkte, die die Hauser der
Einsiedler bezeichnen sollen, und verbinden
wir jedes Paar von Punkten durch eine Linie
(den Weg), so erhalten wir das Bild 1.

1

Bild 1

3 4

Eine solche Abbildung nennen wir einen
Graph. Wir erhalten einen Graph, indem wir
einige Punkte zeichnen und gewisse Paare von
ihnen (nicht notwendig alle) durch Linien ver-
binden. Die zuerst gezeichneten Punkte nen-
nen wir Knoten, die Verbindungslinien heiBen
Kanten. Dabei spielt es keine Rolle, auf wel-
che Weise Knoten und Kanten gezeichnet
werden. Wichtig ist nur, welche Knotenpaare
verbunden sind. Bild 2 zeigt 3 Graphen.
Dabei ist der Graph 2a) der gleiche wie der
Graph 2b).

Bild 2a b) c)
1 L3 6
Wir betrachten nur ,zusammenhiingende"
Graphen, d.h. solche, die es gestatten, von
einem beliebigen Knoten ausgehend entlang
der Kanten zu jedem anderen Knoten zu ge-
langen. Der Graph 2a) ist zusammenhingend,
2c¢) nicht.

Das Problem der zidnkischen Nachbarn be-
steht also in der Frage, ob man den in Bild 1

dargestellten Graphen auch so zeichnen kann,
daB sich keine Kanten schneiden. Einen zu-
sammenhingenden Graphen, [iir den das
moglich ist, nennen wir ,eben“. Der Graph
2b) ist eben, weil er wie in 2a) gezeichnet
werden kann. st es aber auch der in Bild 1
dargestellte ,Graph der zinkischen Nach-
barn*? Das zu iiberpriifen ist nicht einfach,
und wir miissen uns ein starkes Hillsmittel
bereitstellen, das uns die Lésung erleichtert:
Sei e die Knotenzahl, k die Zahl der Kanten
und (f— 1) die Zahl der bei der ,ebenen* Dar-
stellung eingeschlossenen Flachen. (Zihlen
wir die ,duflere” Fliche mit, so ist f die
Flichenzahl) Zum Beispiel ist in Bild 2a:
e=6,f=2,k=6.

Fir ebene Graphen gilt dann die nach
Leonhard Euler benannte Formel,

" die Eulersche Polyederformel: e+f=k+2.

Aul den Beweis wollen wir hier verzichten.
Er wird in einem spateren Beitrag gefiihrt.
Eine unterhaltsame Version davon kann man
in dem Buch der mathem. Schiilerbiichcrei
(MSB Nr.102) finden: E. Hodi: Mathemati-
sches Mosaik. Urania-Verlag Leipzig (S.200/
201).

Das Problem der zinkischen Nachbarn

Kommen wir zur Losung des eingangs ge-
schilderten Problems, d. h. zur Frage, ob der
in Bild 1 dargestelite Graph eben ist. Nehmen
wir an, das wire so und wir hitten eine solche
Skizze gefunden, in der sich keine Kanten
schneiden. Dann wollen wir uns jedes Fla-
chenstiick (auch das ,duBere”) als ein Land
vorstellen und die Kanten als Landergrenzen.
Die Zahl der Grenzen ist k =10, die der Lin-
der f=k+2—e=10+2-5=7. Jedes Land
stellt nun an jeder seiner Grenzen genau
einen Posten auf. Die Gesamtzahl der Posten
sei p. Weil an jeder Grenze von jeder Seite
genau ein Posten steht, ist dann p=2k=20.
Andererseits hat aber jedes Land mindestens
3 Grenzen, weil es zwischen zwei Hiusern
der Einsiedler immer genau einen direkten
Weg gibt. Folglich ist p2 3f=21.

Aus dem so erhaltenen Widerspruch kénnen
wir schlieBen, daB die Annahme, der Graph
sei eben, falsch ist. Es ist also nicht mdglich,
die Wege so anzulegen, daB sie sich nicht
schneiden.

Ein dhnliches Problem, dessen Lésung jeder
selbst finden kann, ist das [olgende:

a (m) )

1 2 3

& B 6
Drei Hiuser sollen jeweils direkte Zuleitungen
zum Gaswerk, Wasserwerk und zum Kraftwerk
erhalten (Bild 3). Die Frage ist, ob das moglich

ist, ohne daB irgendwelche Leitungen sich im
Bilde kreuzen, ob also der Graph eben ist.

Lost dieses Problem unter Zuhilfenahme dhn-
licher Uberlegungen wie beim ,,Problem der
zankischen Nachbarn*!

Weitere Aufgaben

Es gibt viele dhnliche Probleme, die sich mit
Hilfe der Eulerschen Polyederformel 16sen
lassen. Aus der Beschiftigung mit Problemen
der Firbung politischer Landkarten entstand
z. B. die Frage:

Kann es eine Landkarte geben, auf der 5 Liin-
der paarweise aneinandergrenzen?

(Gefordert ist dabei eine gemeinsame Grenze
von einer Ldnge groBer als Null, um die
Frage nicht trivial 16sbar zu machen.)

Fiir 3 bzw. 4 Linder kann man solche Karten
leicht angeben (Bild 4), fiir S stoB3t man auf
Schwierigkeiten.

Bild 4

Lost dieses Problem unter Zuhilfenahme der
Eulerschen Polyederformel! Verwendet dazu
folgende Uberlegungen: Angenommen, die
gelgrderte Karte ist gezeichnet. Dann kann
man in jedem Land die Hauptstadt einzeich-
nen und jegliche 2 Hauptstddte iiber die ge-
meinsame Grenze durch eine Eisenbahnlinie
verbinden. Der erhaltene Graph ist eben.
Und noch eine Aufgabe wollen wir stellen:

n Geraden mogen in der Ebene so liegen, dafi
keine zwei von ihnen parallel sind und keine 3
sich in einem Punkt schneiden. In wieviel Teil-
fldchen zerlegen diese Geraden die Ebene?
Hinweis: Schneidet ausreichend weit ,drau-
Ben* mit einem Kreis ab, und studiert den er-
haltenen ebenen Graphen! Er hat eine Flache
mehr (ndmlich die ,,duBere* Fliche) als die
zerlegte Ebene.

Regelmifige Korper

Sicher habt ihr schon bemerkt, daB wir stin-
dig von einer Polyederformel, aber nie von
einem Polyeder (Korper, dessen Oberfliche
aus Ebenenstiicken besteht) sprachen. Das
soll sich nun dndern. Wir beschrinken uns
dabei aul konvexe Polyeder, d.h. solche, bei
denen mit 2 Punkten auch stets die Verbin-
dungsstrecke zum Polyeder gehort.

Stellen wir uns vor, ein konvexes Polyeder
wire aus Gummituch hergestellt. Wir schnei-
den eine Seitenflache heraus und spannen den
Rest aul die Ebene. So erhalten wir einen
ebenen Graphen. Das herausgeschnittene
Stiick geht dabei in die ,duBere™ Fliche tiber,
die Ecken in Knoten, die Kanten in Kanten
des Graphen usw. Hat das Polyeder e Ecken,
f Flichen und k Kanten, so gilt folglich
e+f=k+2. Diese Formel gilt fiir jedes kon-
vexe Polyeder.

Wir wollen im folgenden nur die sogenannten
regelmdfigen Korper (auch platonische Kor-
per genannt) betrachten. Das sind konvexe
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Polyeder hochster RegelmiBigkeit: Alle Sei-
tenflachen sind paarweise kongruente regel-
miBige Vielecke. Ein Beispiel hierfir ist der
Wiirfel mit 6 paarweise kongruenten regel-
méiBigen Vierecken (Quadraten) als Seiten-
flichen.

Aber welche regelmidBigen Korper gibt es
noch? Wir wollen versuchen, sie alle zu fin-
den.

Dazu betrachten wir eine fixierte Ecke .des
Korpers. Um diese Ecke ,lalzbar* zu ma-
chen, konnen 3, 4 oder 5 gleichseitige Drei-
ecke, 3 Quadrate oder 3 regelméBige Fiinf-
ecke an der Ecke anliegen. Andere Moglich-
keiten gibt es nicht.

Nehmen wir also zunichst einmal an, daB an
jeder.Ecke 3 gleichseitige Dreiecke anliegen.
Wiirden wir nun schluBfolgern, daB es drei-
mal soviel Seitenflichen wie Ecken gibt
(f=3e), so hitten wir jede Fliche dreimal ge-
zdhlt (ndmlich von jeder ihrer Ecken aus).

Es ist also f=;e=e. Da von jeder Ecke
3 Kanten ausgehen und wir diese nur doppelt

. . . . 3
zidhlen, ermitteln wir weiter: k=§e. Aus e+f

3 . .
=k+2 bzw. e+e=§e+2 ergibt sich e=4

und folglich f=4, k=6.

Der Korper mit 4 gleichseitigen Dreiecken
als Seitenfldchen ist das Tetraeder, uns allen
vertraut durch die Kondensmilchverpackun-
gen.

Analog konnen wir nun in den anderen Fillen
vorgehen. Bei 4 gleichseitigen Dreiecken pro
Ecke ist f=§e, k=;
Polyederformel ermitteln wir e=6, f=8§,
k=12 (Oktaeder).

In der Tabelle sind die Ergebnisse fir alle
regelmdBigen Korper zusammengefaBt:

e=2e, und aus der

Leseprobe
R.THIELE

Leonhard Euler

Biographien hervorragender
Naturwissenschaftler, Techniker
und Mediziner, Band 56

102 Seiten mit 33 Abbildungen
Bestell-Nr. 6660450

BSB B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig

Preis: 9,60 M

Aus dem Inhalt ( Auszug) .

Euler und seine Zeit - die Aufklarung - Basel
(Herkunft und Kindheit, Lehrjahre, erste
Schritte in der Wissenschaft) — Petersburg
(Akademie der Wissenschaften in P., auf dem
Wege zum Ruhm, erste Meisterwerke) — Ber-
lin (Berufung an die Akademie, Tragweite der
Mechanik, eines der schénsten mathemati-
schen Werke: Die Variationsrechnung, bahn-
brechende Resultate, Beitrige zur Analysis,
Zerwiirfnis mit Friedrich 11.) — Petersburg
(Riickkehr nach P., ein erblindetes Genie,
jeder Mensch ist sterblich) — Der Mann und
sein Werk — Chronologie

...Die Untersuchungen iiber die Reste, die
Potenzen beim Dividieren lassen, bilden eine
wichtige Leistung der Mathematik zur Zeit
Eulers. Hier sind bereits die Keime der Grup-
pentheorie enthalten. Das Zahlenrechnen
tritt in den Hintergrund zugunsten struktu-
rellen Denkens, was Mathematiker gern als
»Eleganz‘‘ bezeichnen. Euler hat maBgeblich
hierzu beigetragen. Wir geben als Leseprobe
einen Satz nebst Eulers Kommentar:

Seitenflachen Seitenfl. f= ] k= e f k Name
pro Ecke
. 3 3
Dreiecke 3 3¢ 3¢ 4 4 6 Tetraeder (1)
4 4
4 3€ ¢ 6 8 12 Oktaeder (2)
5 5
5 3¢ ¢ 12 20 30 Ikosaeder (3)
Vierecke 3 Se | 3| 8 | 6 | 12 | Hexaeder
4 2 (Wiirfel) (4)
Fiinfecke 3 %e %e 20 | 12 | 30 | Pentagon-
dodekaeder (5)
M @ @)

Gy D NE
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R.Schulze

,,Wenn p Primzahl und a eine nicht durch p
teilbare Zahl ist, dann 148t sich kein Term der
geometrischen Folge
1,a d, a, a*, a°, d& usw.

durch p teilen.

Ich habe mir vorgenommen, die Reste, welche
bei der Division der Terme dieser geometri-
schen Reihe durch p entstehen, aufmerksam
zu betrachten. Zunichst sind diese einzelnen
Reste, wie sich aus der Natur des Divisions-
verfahrens ergibt, kleiner als p; kein Rest
wird aber =0 sein, weil kein Term durch p
teilbar ist. Wenn im Verlauf der Untersu-
chungen Reste vorkommen, die gréBer als p
sind, so weiB man aus der Arithmetik, wie
man sie zu reduzieren hat. So ist der Rest
p +rgleichbedeutend mit dem Rest r, und all-
gemein fithrt der Rest np +r zuriick auf den
Rest r, wenn r groBer ist als p, so fiihrt man
diesen Rest zuriick auf r—p oder r—2p
oder r—3p usw., bis man zu einer Zahl
kommt, die kleiner als p ist. Daher sollen alle
Reste r + np als ein und derselbe Rest r an-
gesehen werden. Genau zu reden sind alle Re-
ste positive Zahlen kleiner als p, trotzdem ist
es aber bequem, negative Reste zu betrach-
ten, wenn r ein Rest ist kleiner als p, so wird
duch r—p, was eine negative Zahl ist, Rest
sein, so daB also der positive Rest r gleich-
bedeutend mit dem negativen Rest r — p ist.*

Kurzbiographie

Riidiger Thiele, geboren 1943 in Polepp (jetzt
Polepy, CSSR). 1957 bis 1961 Besuch der
O.-v.-Guericke-OS Magdeburg,"Studium der
Mathematik mit Zweitfach Physik 1962 bis
1967 an der Martin-Luther-Universitdt Halle-
Wittenberg, Promotion 1975 iiber ein Thema
der Variationsrechnung, 1967 bis 1973 Mit-
arbeiter der Sektion Mathematik der Uni-
versitit Halle, Leiter von mathematischen
Schiilerarbeitsgemeinschaften, langjahriger
Vorsitzender des Klubs Junger Mathematiker
des Saalkreises, gegenwirtig Verlagslektor
im S.Hirzel-Verlag, Leipzig. Neben zahl-
reichen Beitrigen fir die alpha veroffentlichte
er: Mathematische Beweise (MSB-Band), Bio-
graphie Leonhard Euler und das Spielebuch
Die gefesselte Zeit (erscheint Ende 1983).

C.F. GauB iiber L. Euler

,,Das Studium der Werke Eulers bleibt die
beste Schule in den verschiedenen Gebieten
der Mathematik und kann durch nichts an-
deres ersetzt werden.*



XXII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

Olympiadeklasse 5

220521 Sieben Kugeln sind so aul drei Be-
cher 4, B und C zu verteilen, da im Becher C
nicht weniger Kugeln als im Becher B und im
Becher B nicht weniger als im Becher A liegen.
Es diirfen auch Bechér leer bleiben.

0000O0OO0O

Gib alle verschiedenen Moglichkeiten einer
solchen Verteilung an!

220522 Das Bild zeigt ein 50cm langes,
30cm breites und 20cm hohes verschniirtes
Paket. Die Schnur wurde moglichst sparsam
verwendet, also von Knoten zu Knoten iiber-
all nur einfach gelegt. Zum Verknoten wur-
den noch zusitzlich 10 cm Schnur gebraucht.

50 cm
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Wieviel Zentimeter Schnur wurden daher
zum Verschniiren dieses Paketes insgesamt
verwendet ?

220523 Uber die 650 Schiiler einer Schule
liegen folgende Angaben vor: 500 Schiiler sind
Mitglied einer Sport-Arbeitsgemeinschaft.
400 Schiiler sind Mitglied einer anderen Ar-
beitsgemeinschaft. 100 Schiiler sind nicht Mit-
glied einer Arbeitsgemeinschalt. Aus diesen
Angaben soll ermittelt werden, wieviel der
650 Schiiler sowohl Mitglied einer Sport-
Arbeitsgemeinschalt als auch Mitglied einer
anderen Arbeitsgemeinschaft sind. Erklére,
wie man diese Anzahl finden kann!

220524 Ein Schiiler kauft 5 gleiche Hefte
und 7 gleiche Bleistifte, woflir er insgesamt
3,80 M bezahlt.

Wie teuer ist ein derartiges Heft und wie
teuer ein derartiger Bleistift, wenn ein Blei-
stift doppelt soviel kostet wie ein Heft?

Olympiadeklasse 6 -

220621 Das Bild zeigt den Grundri3 eines
Zimmers. Alle Mafle sind in Zentimeter an-
gegeben. Das Zimmer ist 280cm hoch. In
diesem Zimmer ist ein alter Tapetenbelag von
den Winden und von der Decke zu entlernen.
Danach sind Winde und Decke mit Makula-
tur zu streichen und zu tapezieren.

350 -
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Errechne fiir diese Arbeiten mit Hilfe der fol-
genden Tabelle die insgesamt erforderlichen
Lohnkosten! Dabei ist jede Wand vollstindig
zu beriicksichtigen, auch wenn Fenster und
Tiiren vorhanden sind. (Es wird also ange-
nommen, daB sich die Einsparung an Fliche
wieder durch den komplizierten Arbeits-
aufwand ausgleicht.) Das Ergebnis ist auf vol-
len Markbetrag zu runden.

Leistung Lohnkosten pro m?

Alte Tapezierung entfernen 28 Pf
Makulatur streichen 26 P
Wandtapezierung 83Pf
Deckentapezierung 112 Pf

220622 Der Punkt B’ auf dem Arbeitsblatt
sei das Bild von B bei der Spiegelung an einer

Geraden g. Arbeitsblatt
D C
A B

XBI

Konstruiere diese Gerade g und die Bilder
A', C', D' der Punkte A, C, D bei der Spiege-
lung an g! Eine Beschreibung und Begriin-
dung der Konstruktion wird nicht verlangt.

220623 Die Zahl 32 soll in eine Summe aus
vier natiirlichen Zahlen zerlegt werden, von
denen folgende Eigenschaft gelordert wird:
Wenn man zum ersten Summanden 3 addiert,
vom zweiten 3 subtrahiert, den dritten mit 3
multipliziert und den vierten durch 3 divi-
diert, dann sind die vier Ergebnisse, die man
erhilt, alle gleich groB.

Nenne vier derartige Summanden! Uber-
priife, daB sie alle Forderungen erfiillen! Be-
weise, daB die Forderungen durch keine
anderen Summanden erfiillt werden konnen!

220624 An fiinf voneinander und von 0 ver-

schiedene natiirliche Zahlen u, b, ¢, d, e werden

folgende acht Forderungen gestellt:

(1) a ist ein [ganzzahliges] Vielfaches
von e,

2) b ist ein Teiler von ¢,

(3) ¢ ist ein [ganzzahliges] Vielfaches
von e,

4) d ist ein Teiler von e,

(5)  a ist ein [ganzzahliges] Vielfaches
von b,

(6) b ist ein Teiler von d,

(7) ¢ ist ein [ganzzahliges] Vielfaches
von a,

(8)  a ist ein [ganzzahliges] Vielfaches
von d.

Untersuche, ob diese acht Forderungen erfiill-

bar sind und ob sich aus ihnen die Anord-

nung der finf Zahlen ihrer GroBe nach ergibt!

Wenn dies der Fall ist, so nenne diese An-

ordnung; beginne dabei mit der groBten der

finf Zahlen!

Olympiadeklasse 7

220721 Ermittle alle geraden natiirlichen
Zahlen z mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Zahl z ist funfstellig, keine ihrer fUnf
Ziffern ist eine 0.

(2) Die aus den ersten drei Ziflern von z in
dieser Reihenfolge gebildete dreistellige Zahl
ist eine Quadratzahl.

(3) Die aus den letzten drei Zillern von z in
dieser Reihenlolge gebildete dreistellige Zahl
ist eine Kubikzahl.

(Hinweis: Ist u eine natiirliche Zahl, so heil3t
a? ihre Quadratzahl und «® ihre Kubikzahl.)

220722 In einer Diskussion iiber Dreiecke

ABC wird fiir diese vorausgesetzt:

(1) . Esgilt AC=BC.

2) Die Halbierende des Winkels ¥ BAC
steht senkrecht aul BC.

In dieser Diskussion behauptet Ursel: ,,Dann

muBl das Dreieck ABC rechtwinklig sein.”

Vera behauptet: ,Nein, dann muB es gleich-

seitig sein.” Werner behauptet: ,Nein, dann

braucht das Dreieck ABC weder rechtwink-

lig noch gleichseitig zu sein.”

Untersuche fir jede dieser drei Behauptun-

gen, ob sie wahr oder falsch ist!
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220723 Auf einer Kreislinie k seien vier
Punkte A4, B, C, D so gelegen, daBl ABCD ein
Rechteck ist. Der Radius des Kreises k sei r
genannt, die Mittelpunkte der Strecken AB,
BC, CD und DA seien in dieser Reihenfolge
mit E, F, G bzw. H bezeichnet.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzungen
der Umfang des Vierecks EFGH stets 4r be-
tragen muB!

220724 Fiir drei natiirliche Zahlen q, b, ¢
werden die folgenden Eigenschaften (1) und
(2) gefordert:

(I} Esgilta<b<ec.

(2) Wenn a, b, c die MaBzahlen der in Zenti-
meter gemessenen Kantenldngen eines Qua-
ders sind, so hat der Quader das Volumen
270cm?, und die Summe der Lingen aller
zwoOll Kanten des Quaders betridgt 80 cm.
Untersuche, ob es natiirliche Zahlen gibt,
die diese Forderungen erfiillen, und ob diese
Zahlen durch die Forderungen (1) und (2) ein-
deutig bestimmt sind! Ist dies der Fall, so
nenne diese Zahlen!

Olympiadeklasse 8

220821 Vor zwei Jahren unterhielten sich
Anke, Birgit und Christine {iber ihre Reise-
ziele in den Sommerferien 1981 und 1982.
In jedem Jahr wollte eine von ihnen an die
Ostsee fahren, die andere in die Sdchsische
Schweiz und die dritte in den Thiiringer
Wald. Fiir beide Jahre wurden folgende Aus-
sagen gemacht:

" (1) Anke féhrt an die Ostsee.
(2) Christine [dhrt in den Thiiringer Wald,
oder Anke fahrt in die Sdchsische Schweiz.
Spiter stellte sich heraus: Fiir das Jahr 1981
ist Aussage (1) wahr und Aussage (2) falsch;
fir das Jahr 1982 ist Aussage (1) falsch und
Aussage (2) wahr.
Untersuche a) fir das Jahr 1981,

b) (lir das Jahr 1982,

fur welche der drei Schiilerinnen sich damit
das Reiseziel eindeutig ermitteln 1d8t und fir
welche nicht! Nenne alle dabei eindeutig zu
ermittelnden Reiseziele!
Hinweis: Eine Aussage der Form ,,A oder B*
ist genau dann falsch, wenn sowohl A als auch
B falsche Aussagen sind.

220822 In einer Umlrage beantworteten 50
Pioniere einer Schule die folgenden Fragen
auf einer Fragenliste:
Ja Nein

(A) Hast du in diesem Sommer an

einem Betriebslerienlager

teilgenommen? O O
(B) Hast du in diesem Sommer an

der Feriengestaltung der

Schule teilgenommen? O O
(C) Warst du in diesem Sommer
mit deinen Eltern verreist? O (@)

AnschlieBend wurden die Antworten mehr-
fach ausgezdhlt. In einer ersten Zahlung wur-
de bei allen Fragenlisten nur auf die Frage
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(A) geachtet. Diese hatten genau 20 Pioniere
mit Ja beantwortet. Dann wurde in einer
zweiten Zihlung bei allen 50 Listen nur auf
Frage (B) geachtet, usw., wie in der folgenden
Tabelle angegeben:

Zihlung Gezdhlte Antworten Erhaltene
Nr. Anzahl
1 (A) Ja 20
2 (B) Ja 25
3 Q) Ja 30
4 (A) Ja und (B) Ja 8
5 (B) Ja und (C) Ja 12
6 (A)Ja und (C) Ja 10
7 {A) Ja und (B) Ja
und (C) Ja 3

Aus diesen Zihlungsergebnissen soll die An-
zahl derjenigen Pioniere ermittelt werden,
die

a) an keiner der drei Arten der Feriengestal-
tung teilnahmen,

b) an genau einer dieser Arten teilnahmen,
c) an einem Betriebsferienlager, aber nicht an
der Feriengestaltung der Schule teilnahmen,
d) mindestens eine der Moglichkeiten nutzten,
an einem Betriebslerienlager teilzunehmen
oder mit den Eltern zu verreisen. Trage die
gesuchten Antworten in folgende Tabelle ein!
Nenne die Rechnungen oder Uberlegungen,
mit denen du deine Antworten begriindest!

Aulgabe Gesuchte Antworten  Erhaltene
Anzahl
a) Keinmal Ja
b) Genau einmal Ja
c) (A) Ja und (B) Nein
d) (A) Ja oder (C) Ja
oder beides

220823 Beweise die folgende Aussage!
Wenn F der Flacheninhalt, u der Umfang und
g der Inkreisradius eines Dreiecks sind, dann

ilt —2—F
gite=—-.

220824 Von einem Parallelogramm werden
die folgenden Eigenschalten (1) und (2) ge-
fordert:

(1) Der Umfang des Parallelogramms betréagt
36cm.

(2) Die Halbierende des Winkels % BAD
schneidet die Verlingerung der Seite BC iiber
C hinaus in einem Punkt E, fiir den CE=3cm
gilt.

Beweise, daB die Seitenlingen a= AB, b=BC
des Parallelogramms durch die Forderungen
(1), (2) eindeutig bestimmt sind! Ermittle
diese Seitenlingen!

Olympiadeklasse 9

220921 Man ermittle alle diejenigen natiirli-
chen Zahlen n, die den folgenden Bedingun-
gen (1) und (2) geniigen:

1) n—9 ist eine Primzahl.

(2)  n%—1ist durch 10 teilbar.

220922 Beweisen Sie folgende Aussage!
Wenn x, y und z von 0 verschiedene natiir-
liche Zahlen sind, dann sind

o I/ H /2P
5 ,
b=(x+yl/;)2—(x—yl/;)’
; :

c=a’—(x2—y?z)?
natiirliche Zahlen, und b ist ein Teiler von c.

220923 Von einem Quadrat ABCD und vier
Punkten P, Q, R, S wird folgendes vorausge-
setzt:
) P liegt auf der Strecke AB

zwischen A und B,
2) Q liegt auf der Strecke BC

zwischen B und C,
3) R liegt auf der Strecke CD

zwischen C und D,
4 S liegt auf der Strecke DA

zwischen D und A4,
5) es gilt PRLQS.
Untersuchen Sie, ob fiir jede Lage der Punkte,
bei der die Voraussetzungen (1) bis (5) erfiillt
sind, stets dieselbe der drei Aussagen PR < S,
PR=0S, PR> QS gilt! Wenn das der Fall ist,
nennen Sie diese Aussage!

220924 Das Bild zeigt ein Quadrat, das in
25 zueinander kongruente quadratische Fel-
der al, a2, a3, a4, ..., el, €2, e3, ed, e5, zer-
legt ist. Von diesen Feldern sollen genau fiinf
so durch Schwarzfirbung markiert werden,
daB in jeder Zzile, in jeder Spalte und in jeder
der beiden Diagorialen genau ein markiertes
Feld auftritt.

- N W b0

abcde

Ermitteln Sie alle voneinander verschiedenen
Markierungen, die diese Bedingungen erfiil-
len! Dabei gelten zwei Markierungen genau
dann als nicht verschieden, wenn sie ausein-
ander durch eine Drehung, eine Spiegelung
oder mehrere solcher Abbildungen hervor-
gehen.

Olympiadeklasse 10

221021 Man ermittle alle diejenigen Paare
(x;y) panzer Zahlen, die die Gleichung
2x3 4+ xy—T7=0erflillen!

221022 Es seien 64 paarweise verschiedene
Zahlen beliebig gewidhlt und dann so auf die
Felder eines Schachbretts verteilt, daBl in
jedem Feld genau eine dieser Zahlen steht.
Fiir jede derartige Zahlenverteilung werden
nun folgende Delinitionen gegeben:

1. Man suche zunidchst in jeder (waagerech-
ten) Zeile des Schachbretts die grofte Zahl
auf. Unter den so aufgesuchten acht Zahlen
werde die kleinste mit a bezeichnet.

2. Man suche zunichst in jeder (senkrechten)
Spalte des Schachbretts die kleinste Zahl auf.



Unter den so aufgesuchten acht Zahlen werde
die groBte mit b bezeichnet.

Axel behauptet iiber die so definierten Zahlen
a und b: ,Wenn a+b ist, dann muB} sogar
stets a>b gelten.” Untersuchen Sie, ob dies
zutrifft oder nicht!

221023 Von einem rechtwinkligen Dreieck
wird gefordert:

(1) Der Umfang des Dreiecks betrigt 132 cm.
(2) Die Summe der Flicheninhalte der Qua-
drate iiber den drei Seiten des Dreiecks be-
tragt 6050 cm?.

Beweisen Sie, daB es rechtwinklige Dreiecke
gibt, die die Forderungen (1) und (2) erfiillen,

und daf} die Lingen der Dreieckseiten durch _

diese Forderungen eindeutig bestimmt sind.
Geben Sie diese Seitenldngen an!

221024 Es sei ABCDEF ein regelmiBiges
Sechseck, sein Flicheninhalt F,. Mit F, sei
der Flicheninhalt des (gleichseitigen) Drei-
ecks ACE und mit Fj der Flacheninhalt des
(gleichseitigen) Dreiecks M M,;M, bezeich-
net, wobei M, M, M3 in dieser Reihenfolge
die Mittelpunkte der Seiten AB, CD bzw. EF
seien.

Berechnen Sie das Verhiltnis F, : F, :F3!
(Das Verhailtnis soll durch drei moglichst klei-
ne natiirliche Zahlen ausgedriickt werden.)

Olympiadeklassen 11/12

221221 Man ermittle alle Tripel (x, y, z) reel-
ler Zahlen, die das Gleichungssystem

xy+z)=5 (8)]

Wx+2z)=8 )

2x+y)=9 (3}
erfiillen! -

221222 Man untersiiche, ob es unter allen
Dreiecken, bei denen fiir die Seitenlingen g,
b, ¢ die Beziehungen

aslcm=b=Z2cm=c<3cm 1)
gelten, ein Dreieck mit groBtmoglichem Fla-
cheninhalt gibt. Ist das der Fall, so ermittle
man diesen Flicheninhalt.

221223 Man beweise:
Sind a und b von Null verschiedene natiir-
liche Zahlen, d ihr groBter gemeinsamer Tei-
ler und v ihr kleinstes gemeinsames Viel-
faches, so gilt

at+b=d+v. 1
Man untersuche, fiir welches a, b in (1) das
Gleichheitszeichen gilt.

221224 Es sei n+0 eine natiirliche Zahl.
Auf einer Kreislinie seien 2n paarweise ver-
schiedene Punkte P;, P, ..., P, gegeben.
Gesucht wird die Anzahl A, aller verschiede-
nen Moglichkeiten, eine Menge von n Sehnen
so zu zeichnen, daB [olgende Forderungen er-
fiillt sind:

Jede Sehne verbindet einen der Punkte P,
P, ..., P3, mit einem anderen dieser Punkte,
und keine zwei dieser Sehnen haben im Innern
oder auf dem Rand des Kreises einen gemein-
samen Punkt. Zwei Moglichkeiten gelten ge-

nau dann als verschieden, wenn es mindestens
ein Punktepaar P;, P; gibt, das bei der einen
der beiden Moglichkeiten durch eine Sehne
verbunden ist, bei der anderen Moglichkeit
dagegen nicht.

a) Ermitteln Sie die Anzahl A3, indem Sie zu
sechs Punkten Py, P,, ..., P, mehrere ver-
schiedene Moglichkeiten [iir drei Sehnen an-
geben und nachweisen, dal damit alle ver-
schiedenen Méglichkeiten der geforderten Art
erfaBt sind!

b) Ermitteln Sie eine Formel, mit der man fir
beliebiges n>2 die Anzahl A, aus den An-
zahlen A4y, ..., A, berechnen kann!

c) Ermitteln Sie die Anzahl 45!

Die Losungen zu den Aufgaben der Olym-
piadeklassen 5 bis 10" verolfentlichen wir im
Innenteil des Heftes 3/83, d. Red.

,»Im Jahre 1783 verloren wir
Herrn Leonhard Euler . . .*¢

Abel Burja (1752 bis 1816) war ein Pfarrer
und Mathematiklehrer, der 1785 ein Buch in
Berlin mit dem Titel ,,Observations d’un
voyageur. ..** (Beobachtungen eines Rei-
senden. . .) erscheinen lieB. Burja hatte 1783
auch Euler in Petersburg besucht und dariiber
einen Bericht gegeben, der auch Eulers letzte
Stunde einschlieBt:

,,Ich sah ihn an seinem vorletzten Lebenstag
{rohlich, [reundlich, wie immer: er beklagte
sich nur iiber Schwindel. Er sagte auch,
wenn er iiber seine Lage nachdenke, scheine es
ihm seit kurzem, daB er fremd in seiner

« Familie sei und sich selbst nicht kenne.

Am folgenden Tag nach dem Mittagessen
unterhielt er sich mit den Herren Lexell und
FuB iiber verschiedene mathematische, physi-
kalische und astronomische Gegenstinde,
insbesondere iiber den neuen Planeten und
dber Luftballons, iiber die man damals ge-
rade zu sprechen begann. (Gemeint ist der
Planet Uranus, der 1771 entdeckt worden
war, sowie die im Juni 1773 erfolgreich ge-
startete erste Montgolfiére.)

Gegen 5 Uhr abends ging er zu seinem Enkel,
begann mit ihm zu scherzen, rauchte auf dem
Sofa sitzend Tabak. Plétzlich entfiel ihm seine
Pfeife. Er rief laut: ,Meine Pfeife!*“ und
biickte sich, um sie aufzuheben, danach stand
er auf, ohne die Pfeife, schlug mit seinen
Handen an die Stirn und sagte: ,,Ich sterbe.*
Nach diesen Worten sagte er nichts mehr und
befand sich bis 11 Uhr abends im Zustand
der Agonie, als er verschied.

Aber am gleichen Tage morgens hatte er sei-
nem Enkel, von dem ich gerade sprach, noch
Mathematikunterricht gegeben. Er schlof
einige vonihm begonnene Berechnungen iiber
Luftballons ab und schrieb sie auf, wie ge-
wohnlich, mit Kreide in groBen Buchstaben
auf zwei Schiefertafeln — denn das war alles,
was er bei seinem schwachen Sehvermégen,
das er besaB, noch tun konnte.**

Losungen

Lidsungen zu: Fiir den Sprachfreund

Ala Im Jahre 1982 war das Quadrat der
Zahl, die Matlebs Alter angab, gleich der
Zahl, die aus den ersten drei Ziffern seines
Geburtsjahres gebildet wird. In welchem Jahr
wurde Matleb geboren?

Lésung: Die einzige in Frage kommende
Quadratzahl ist 196, also war 1982 Matleb
14 Jahre alt; er wurde 1968 geboren.

A2a ImlJahre 1982 fielen der 1. Januar und
der 31. Dezember auf genau denselben Wo-
chentag. Ist das in diesem Jahr auch so? Uber-
haupt: Wann [illt der 1. Januar auf denselben
Wochentag wie der 31. Dezember?

Ldsung: AuBer in Schaltjahren ist das immer
so, denn es ist 365=7-52+ 1.

A3 A Mark, Paul und Boris sind mit Anne,
Mary und Susan verheiratet, nicht notwen-
digerweise in dieser Reihenfolge. Jedes Paar
hat ein’ Lieblingstier, und die Lieblingstiere
sind eine Katze, ein Meerschweinchen und
ein Pony. Benutze die folgenden Angaben,
um die Zusammengehorigkeit von Ehemin-
nern, Ehefrauen und Lieblingstieren festzu-
stellen!

Pauls und Annes Lieblingstiere kimpften mit-
einander. Der Name von Marys Ehemann
hat vier Buchstaben. Susan ging hiniiber, um
Marks Lieblingstier zu [iittern, wenn er fort
war. Mark geht niemals in die Stadt. Boris’
Lieblingstier ist entweder die Katze oder das
Pony. Susans Lieblingstier ist nicht die
Katze. Der minnliche Besitzer der Katze
brachte diese zum Tierarzt in die Stadt. Das
Meerschweinchen versteckt sich, wenn Anne
zu Besuch kommt. Marys Lieblingstier schlaft
in einem Schuhkarton.

Lésung: Mark und Mary haben das Meer-
schweinchen. Paul und Susan haben das
Pony. Boris und Anne haben die Katze.

A4a Eine Zeitung umfaBt 36 Seiten und
hat eine tigliche Auflage von 600000 Exem-
plaren. Jede Seite ist ein Rechteck, dessen
AusmaBe 50 cm und 33 cm betragen. Um jede
Seite gibt es einen unbedruckten Rand von
2cm Breite. )

a) Wie groB ist die bedruckte Fliche?

b) Wie groB ist die Fliche des Papiers, das
fir die tdgliche Aullage der Zeitung notwen-
dig ist?
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Losung: a) Die bedruckte Fliche betrigt
0,46 m- 0,29 m - 36 - 600000 = 2881440 m?.

b) Die benétigte Fliche des Papiers betrigt
0,5m - 0,33 m - 36 - 600000 =3 564000 m>.

A5A Die Linge eines Telelonkabels, das
zwei Orte verbindet, ist gleich 72,8 km. Wenn
die Temperatur um | Grad steigt, verldngert
sich jeder Meter dieses Kabels um 18 um. Be-
rechne die Ausdehnung dieses Kabels in cm,
wenn die Temperatur von 12° aufl 36° steigt!
Lésung: Bei 1 K Temperaturunterschied be-
trigt die Ausdehnung des Kabels 72800-
0,000018 m~1,31 m. Bei36°C—12°C=24K
Temperaturunterschied betrigt die Ausdeh-
nung 1,31m-24=3144m=3144cm.

Ldsungen zu:
Mathe-AGs im Kreis Kothen

Al A Vor.:a, b, c sind natiirliche Zahlen

mit a=b-1
c=b+1
Beh.: ab+bc=2b?
Bew.: ab+bc=bla+c)=bb—1+b+1)

ab+bc=b-2b=2h% w.z.b.w.

A2a Hat die der Mauer parallele Recht-
eckseite dic Ldnge ¢ und haben dig beiden
iibrigen Begrenzungen die Linge b, so gilt

a+2b=400 (1
und fiir den Flicheninhalt

A=a-b. (2)
Ersetzt man « in (2} durch (1), so erhilt man

A=(400-2b)- b (3)

A= —2b%+400b.

Das Bild der Funktion 4 =f(b) ist in ecinem
rechtwinkligen b-A-Koordinatensystem ecine
nach ,unten* ged{lnete Parabel. Sie schneidet
die Abszissen-(h-) Achse in

b, =0 und b, =200; 4)
denn fiir

A =0 gilt wegen (3)

0=(400—2b) b

mit den in (4) angegebenen Losungen.
Den groBten Fliacheninhalt gibt die Ordinate
A, des Scheitels der Parabel an. Fiir die
dazugehorige Abszisse b, gilt wegen der
Symmetrieeigenschalten der Parabel
by +b; 200+0
B S 100.
Die Eckpfihle miissen in einem Abstand von
100 m von der Mauer und wegen (1) 200m
voneinander entfernt stehen. Der grofBtmog-
liche  Flicheninhalt betrigt demnach
20000 m? wegen
A=(400-2-100)- 100
=20000.

Al.la Die Geschwindigkeit des Kunden
sei v, die der Rolltreppe vy. Aul der fahrenden
Rolltreppe bewegte sich der Kunde mit der
Geschwindigkeit v, fir die gilt:

Uy=0,+0,.
Der Weg von einer Etage zur anderen sei s.
Da alle Bewegungen als gleich[ormig ange-

by=

. s
sehen werden, gilt wegen u=;-
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s_S5.s
ts b >
1 1 1
—=—+—, und man erhilt
t3 £y I3
[ZER Y
ty= ;
Tt
30s-90s
Einsetzen liefert t;=——"——
*~ 120
t3=225s.

Bei fahrender Rolltreppe bendtigt der Kunde
22,5s.

A32.a Zum gleichen Ergebnis kann man
aber viel leichter kommen, wenn man eine
einfache Uberlegung anstellt:

Wir denken uns eine Rolltreppe, die ohne an-
zuhalten, durch mehrere Etagen [dhrt. In der
Zeit von 90 s, die der (laufende) Kunde bis zur
ersten Etage bendtigt, konnte der (stehende)
Kunde aufl der (gedachten) Rolltreppe die
dritte Etage erreichen, das bedeutet, daB in
90s zusammen vier Etagen erreicht werden.
Fiir eine Etage bendtigt man dann 90s:4
=225s.

Ldsungen zu: -
In freien Stunden - alpha-heiter

Das Konigsberger Briickenproblem

Es ist nicht moglich, jede Briicke genau einmal
zu tiberschreiten. (Bei 8 Briicken wiire es mog-
lich.)

Die Leningrader Briicken

2

R

ATER T
Das Problem der vertauschten Briefe
[Flir n=4 aul 9 Arten.

Euler an Goldbach
Fiir n=9 ist die gesuchte Anzahl 9.

Griechische magische Quadrate

15 14 4
12 6 7 9
g 10 Il 5
133 2 16

Im Jahre 1750. . .

Jede der vier Personen wird in den vier
Altersangaben 164, 138, 160 und 147 genau
dreimal beriicksichtigt. Damit erscheint in der
Summe 164 + 138+ 160+ 147 =609 jedes ge-
suchte Alter genau dreimal. Mithin ist die
Zahl 609 das Dreifache der Summe der Alter
aller vier gesuchten Personen. Die gesuchten
Personen waren 1750 also zusammen 203

Jahre alt. Bach, Voltaire und Euler waren
1750 insgesamt 164 Jahre alt, womit Lomo-
nossow 203 — 164 =139 Jahre alt war. Entspre-
chend folgt fir Bach, Euler und Voltaire
203 -138=65, 203—160=43 und 203 —147
=56. Die Lebensdaten der vier Personen
lauten iibrigens: Bach 1685 bis 1750; Voltaire
1694 bis 1778; Lomonossow 1711 bis 1765;
Euler 1707 bis 1783.

Lésung zu:
Der Springer wird zum Rassel
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Losung zu:
Die historische Mathematikaufgabe, Heft 1/82

Das Lebensalter Diophants

Die Formulierung der Aulgabe ist nicht ein-
deutig. Die Angabe iiber den Tod des Sohnes
erlaubt zwei Deutungen. (Im folgenden be-
zeichne x das unbekannte Lebensalter Dio-
phants.)

1) Er starb, als er die Hilfte des Lebensalters

. . X
Diophants erreicht hatte, als er also 5 Jahre

alt war.

2) Er starb, als er gerade halb so alt wie der
Vater war. Da der Vater noch 4 weitere Jahre
lebte, war er x —4 Jahre alt, der Sohn somit
\%4 Jahre alt.

Hieraus ergeben sich die folgenden zwei
Losungen:

1) Das Gedicht [ihrt auf die Gleichung

1 | 1. x
Ex+ﬁx+7x+3+—2+4=x oder
(Multiplikation mit 84)

14x+ 7x+ [2x +420+42x + 336 =84,

also 9x =756, x =84. Aul die Kindheit fielen
14 Jahre, Diophant bekam mit 21 Jahren
einen’ Bart, mit 33 Jahren eine Frau, mit
38 Jahren einen Sohn. Dieser starb mit
42 Jahren (als der Vater 80 war); Diophant
starb mit 84 Jahren.

2) Es ergibt sich die Gleichung

éx + é\+ %.\' +5+ Y—g—4 +4=x oder

14x +7x+ 12x +420+42x — 168 + 336 =84x,

also 9x =588, x= 65%.

8
Aul die Kindheit [ielen 109— Jahre. Nach



4 . 1
56 Jahren (also mit 16»3— Jahren) bekam er

einen Bart, nach 9% Jahren (also mit 25% Jah-

ren) heiratete er, nach 5 Jahren (also mit

30% Jahren) wurde Diophant Vater eines

Sohnes. Dieser starb mit 30% Jahren, als der

Vater 6l% Jahre alt war. Nach 4 Jahren (mit
1

653

Jahren) starb Diophant.

Losungen zu:
alpha-Wettbewerb des Heftes 5/82
(Fortsetzung)

Ma7 w2251

Ma7 #2252

a) l b) 9]

Ma8 ®2253 Angenommen, Schwester A hat
x Jungen und y Médchen, dann hat Schwester
B auch y Midchen, aber 2x Jungen. Da beide
zusammen 7 Kinder haben, gilt 3x+2y=7.
Diese Gleichung hat nur [ir y=2 eine fiir
unser Problem sinnvolle Losung. Es folgt
dann x=1.

Schwester 4 hat 3 Kinder, und zwar 2 Mid-
chen und 1 Jungen; Schwester B hat 4 Kinder,
und zwar 2 Middchen und 2 Jungen.

Ma8 #2254 Es seien a, b, ¢, d die vier
Grundziffern der Jahreszahl. Dann gilt fiir die
Bedingung der Aulgabe
a+10b+c+d=10a+b+10c +d,

9b=9a +9c,

b=a+ec.

Da nun ¢#0 (wegen der Bedingung, daB ¢d
eine zweistellige natiirliche Zahl ist) gilt, kann
die geforderte Bedingung erst fiir b=3, c=1,
a=2 und d =0 wieder erfiilit werden.
Das heiBlt, nach 321 Jahren, im Jahre 2310,
gilt dann zum ersten Mal wieder obige Glei-
chung.

Ma@8 ®2255 Es seien a, b, ¢ die Langen der
Seiten eines beliebigen Dreiecks, dann gilt
nach der Dreiecksungleichung ohne Ein-
schriinkung der Allgemeinheit

a<b+c.
Nach dem Monotoniegesetz der Addition be-
ziiglich der Kleiner-Relation folgt

a+a<a+b+c bzw.
2a<a+b+oc,

[
a< i(a +b+c¢) bzw.

1
a<§u, w.z.b.w.

Ma8 82256 Die Lange der Quadratseite sei
mit a bezeichnet. Dann ist die Liénge des
Durchmessers d; des Umkreises d,=ua- [/5
und die Linge des Durchmessers d, des [r\l-
kreises d; =a. Nun gilt flir den Flacheninhalt
des Umkreises

b
<
I
2
~

I
FNIE I I N
R
[~
(%]
P
[¥)

Fiir den Flacheninhalt des Inkreises gilt
1
Al =Z ) dzz

: az.

PR

Es folgt sofort die Behauptung.

Ma9 w2257 Aus (1) folgt y*>=(x + 20)*. Das
setzt man in (2) ein und erhilt

(x+20)* +x? =1882,
x2 +40x +400 + x> = 1882,
2x2 +40x+400 =1882,
x24+20x—741 =0,
X3.2 =—-10+]|/841,
X1,2 =—10+29.
Es folgt x,=19 und y, =39 oder x,=—39
und y,=—19.

Es gibt also genau zwei ganzzahlige Losun-
gen, und die Lésungsmenge ist
L={[19;39],[—39: —19]}.

Ma9 82258 Die beiden Zahlen seien mit x
bzw. y bezeichnet, und es gelte x>y. Nach
der Aufgabenstellung folgt nun

x+y+x—y+xy+';=243,

2x+xy+iv(} =243,
2xy+xy*+x =243y,
x(2y+y2+1) =243y,
x(y+ 1y =243y,
_ 243y
S+

Da x eine natiirliche Zahl ist, muB (y+1)*
ein Teiler von 243 = 3% sein, namlich 32 oder
3*. Daraus folgt y=2 oder y=8.

Wenn y=2, so ist x=2—439.-2 bzw. x=54;

. 24
wenn y=_§,so ist x = 3 8 bzw. x =24,

81
Die gesuchten Zahlen sind 24 und 8 oder
54 und 2.

24+8+24—8+24~8+28—4=243,

48+ 192+ 3=243,
243=243;

54
54+2+54-2+54-2+ 42—=243,
108 + 108 + 27 =243,
243=243,

Ma9 ®2259 Durch Zerlegung erhilt man
{(a—b)(a+b)(a*+b%)=>5p.

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktoren-

zerlegung gilt dies nur fUr

a—b=1 n,
at+b=5 (2),
und  a®+b%=p (3).
Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt
a=3
und b=2.

Setzt man das in die Gleichung (3) ein, so er-
hilt man

p=13.
Da 13 tatsichlich Primzahl ist, ist 13 auch die
einzige Primzahl, die den Bedingungen der
Aufgabe geniigt. .

Ma9 #2260 Wegen der Anstiege | bzw. — |
sind die GroBen der Winkel ¥ BAC und
¥ ABC jeweils 45°; £ ACB hat demzulolge
die GroBe 90°. Das Dreieck ABC ist also
gleichschenklig-rechtwinklig. Wir bezeichnen
die Linge von AC=CB mit a. Fiir den Fli-
cheninhalt A des Dreiecks ABC gilt dann

2
A= %. Nach dem Satz des Pythagoras gilt
weiter:
a’+a*=(5cm)?
2a2=25cm?
2
a_ 2
3 6,25 cm?.
y
N
(1
[
(2)
/ x
/A By

Der Flidcheninhalt des Dreiecks 4 BC betrigt
6,25cm?. -

Mal0/12 m2261 Das Dreieck ABM st
gleichschenklig (4M und BM sind Radien des
Umkreises). Nun gilt fiir die GroBe des Win-
kels x MAB= ¥ ABM jeweils 72,5°.

Nach dem Sinussatz gilt im Dreieck 4 BM

4 AB bzw.

Sin72,5°  sin 35°
AB-sin72,5° 3-sin72,5°
" sin3s°

cm=5cm.

sin 35°

Der Umkreisradius des Dreiecks ABC ist fast
Scm lang. Es gibt beliebig viele Dreiecke
ABC,, ABC,, ABC,, ..., die diese Bedingun-
gen erfiillen.
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Ma10/12 #2262 Es seien x, y bzw. z die
Langen der Strecken GP, HK bzw. PD. We-
gen GP~AH und PD~KB gilt x+y+z=c.
Nun verhalten sich die Fldcheninhalte #hn-
licher Dreiecke wie die Quadrate entsprechen-
der Seitenlingen. Darum gilt

Al Xz I/A—l
= also x=c- ﬂ,
A; Z2 I/A—z
i also z=c- I/Z
%—y—z alsoy c: I/A—a

Daraus folgt weiter

VAL VA

Elye-

R lf
VAi+)/ A2+ 4s=)/A.

Ma10/12 #2263 Als Grundflichen der Py-
ramiden wihlen wir die sechs Quadratflichen
des Wiirfels. Damit hat jede Pyramide eine
gleich groBe Grundfliche. Da fir das Volu-

35

=c, also

. . 1 .
men einer Pyramide V=§G-h gilt, stehen

die Volumina dieser Pyramiden im gleichen
Verhiltnis zueinander wie die entspréchenden
Hohen, Weil die Summe aller natiirlichen
Zahlen von | bis 6 gleich 21 ist, miissen die
emzelnen Pyramldenvolumma gleich dem
-, 3-, 4-, 5- bzw. 6fachen des durch 21
dividierten Wiirfelvolumens sein. Auf jeder
Lineardimension entfallen somit 21:3=7
Einheiten. Das ist dann der Fall, wenn sich
die Hohen jeweils gegeniiberliegender Pyra-
miden wie 1:6, 2:5 bzw. 3:4 verhalten.
Die gemeinsame Spitze aller sechs Pyramiden
ist daher der Punkt, der von den Quadrat-

Mlichen des Wiirfels ~den Abstand h,=n ;
mit n=1, 2, ..., 6 hat.

Ma 10/12 #2264

?

4 1 3 1]

=

Ph6 ®[21 Geg.: Die Kanten des Quaders
mit a=2,5cm, b=4cm, ¢=9,5cm, die Masse
m=256g

Ges.: die Dichte ¢

Man rechnet mit def Gleichung Q=’li/1. Fiir

das Volumen V setzt man V =a- b- ¢, also
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256¢g

Dann st 0= 35 om 9.5em’

g
Q32,7 —3.

Der quaderformige Korper besteht aus Alu-
minium.

Ph7 #122 Geg.: h=1,50m
G=25kp
1=0,35

Nach der Gleichung fir die geneigte Ebene

Ges.: |

git F-l=G-hmitF=pu-G,
1=Gh
u-G
it
u
| L30m
035"
. [=4,28 m.
Das Brett muB eine Linge von 4,28 m haben.
Ph8 8123 Geg.: p, =760 Torr Ges.: 0,
p2=T745Torr
=273K
=300K

01=0,00129 &
cm

Nach der Zustandsgleichung der Gase gilt
pi _P2a V2 Vz
' Ty Tz

Da V=" und ;=" ist, gilt
[43] Q2

P

T a1

P2
T, 02
_p:Ti-a
T
745Torr- 273K - 0,00129 ¢
760 Torr - 300K c¢cm®

Q22

Q2=
02=0,00115 2.
’ cm’

Die Dichte der Luft betrigt 0,00115 ij.

Ph9 =124

Geg.: D=80mm, d=0,078 mm, h=20mm,
A3=50K, f=18,0-10"6K !

Ges.: |

1. Das Quecksilbervolumen Vg bei 9o =0°C

4 (D\* d’n
V0=—3—ﬂ<5> +Th

V0=%(ZD3+3d2h) ()
2. Das Quecksilbervolumen V, bei 3, =50°C
V= 1’12(203 +3d%h,) @)
Vi=Voll + 8- A9) @)

3. Der Abstand ! der 50-°C-Marke von der

0-°C-Marke
I=h,—h

Mit (1) in (3) folgt

2 2D +3d%h) (1+ B~ A9).

bzw.

4

b= )

"Mit (2) und (5) folgt

(2D +3d%h)=(2D>+3d*h) (1 + - AS)
und hieraus

3 2
h,_h=p-A3<2D_3';z3d_h>_

Mit (4) folgt weiter
2D3

l=ﬂ~A3(§7+h>,
1=18,0-107¢K"!'-50K

2-8,03mm?
(3 0,078 mm? * 20 ""“)
1=50,5mm.
Der Skalenabstand betrigt 50,5 mm.

Ph10/12 w125 '
Geg.: g=9.81 SEZ’

% der Fallstrecke in 1s

Ges.: s,t
Die gesamte Fallstrecke ist nach der Glei-
chung ftr den freien Fall

g

S=ilz. (0]

Der Korper legt dann ein Viertel des Weges
in (t — 1) Sekunden zuriick, also

912
=5{t=1),
s=2g(t—1)2

(1) in (2) eingesetzt, ergibt

9. .2_% 132
> t*=2g(t — 1)

2)

Diese Gleichung ist nach  aulzulGsen, also

2=4(2-2t+1),
8 4
0=3t"—8t+4=1 3t+3,
B8, (64 48
ha=gt 3% 36
fo=a 2
l,2—3_3~

Die zweite Lsung entfillt, deshalb gilt 1 =2.
t=2 in (1) eingesetzt, ergibt dann schlieBlich
2
s=19,6m.
Der Korper [Ellt aus einer Hohe von 19,6 m
und [llt insgesamt 2 Sekunden.

Ch7 =97
1 min2301 Lult
xmin2 15600000001 Luft

1 min - 156000000017

301
x = 52000000 min
1 Tag£ 1440 min
x£ 52000000 min
_ 52000000 min - | Tag
~ 7 1#40min

x=36111Tage

Ein Mensch konnte etwa 36111 Tage oder 99
Jahre leben.

Ch8 ®98 a) Das Kalksteinmehl enthilt
45,4 kg Kalziumoxid. b) 60,0 kg des Kalzium-
hydroxides haben den gleichen Kalziumoxid-
gehalt wie das Kalksteinmehl.

Ch9 899 5200 ml Leitungswasser enthalten
0,572 g Kalziumoxid.

Ch10/12 =100 50,7%; des Wassers werden
nicht gebunden.
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Leonhard Euler —
Chronologie

1707 Leonhard Euler in Basel geboren
(15. April).

1708 Umzug der Familic nach Riehen bei
Basel.

1713 Nachdem Euler zunachst bei seinem
Vater Unterricht erhalten hatte, besucht er
die Lateinschule in Basel.

1720 Euler immatrikuliert sich an der
Universitat in Basel (20. Oktober).

1723 Studium der Theologie, danach der
Mathematik bei Johann Bernoulli.

1724 Euler erhilt die Magisterwiirde.
1725 Erste wissenschaftliche Arbeit.

1726 Die Versuche Eulers scheitern, in
Basel eine Professur zu erhalten.

1727 Abreise aus Basel (5. April) und
Ankunft in St. Petersburg (24. Mai).

1731 Nach anfanglichen Schwierigkeiten,
die durch den Tod der Zarin Katharina II.
entstanden waren, wird Euler Professor fiir
Physik an der Akademie in Petersburg. Eine
bereits 1731 geschriebene Musiktheorie
erscheint erst 1739,

1733  Euler wird als Nachfolger Daniel

Bernoullis Professor fiir Mathematik an der

Petersburger Akademie.

1734  Euler heiratet (17. Januar, nach dem’
alten Kalenderstil am 27. 12. 1732) Katha-
rina Gsell. Sohn Johann Albrecht geboren.
1736 Eulers ,,Mechanik* erscheint. In ithr
wird erstmals die Mechanik mit der neuen
Analysis behandelt.

1738  Euler verliert als Folge einer Infek-
tion das rechte Auge. -

1740 bis 1742 1. Schlesischer Krieg.

1740 Sohn Karl geboren.

1741 Euler verlaBt Petersburg (19. Juni),
da die Machtkampfe im Zarenreich seine
Zukunft unsicher erscheinen lassen. An-
kunft in Berlin (25. Juli). Tochter Helene
geboren. '

1743 Sohn Christoph geboren.

1744 bis 1745 . 2. Schlesischer Krieg.

1744 Die Biicher iiber Himmelsmechanik
und Variationsrechnung erscheinen.

1746 Nachdem sich durch die Schlesischen
Kriege die Neugrindung der Akademie
immer wieder verzogert hatte, wird Euler
Direktor der mathematischen Klasse der
Berliner Akademie.

1748 | Einfihrung in die Analysis des Un-
endlichen* erscheint. .

1749 Ein von der Petersburger Akademie
in Auftrag gegebenes Buch ber Schiffbau
wird verdffentlicht.

1750 In einer Arbeit veroffentlicht Euler
den Impulsdnderungssatz.

1751 Die erste Mondtheorie wird publi-
ziert.

1753 Wichtige hydrodynamische Arbeiten
von Euler verfaBt, u. a. auch iiber Turbinen-
bau.

1755 Die 1748 geschriebene Differential-
rechnung erscheint.

1756 bis 1763  Siebenjéhriger Krieg

(3. Schlesischer Krieg).

1758 Euler findet die spater nach ihm be-
nannten Kreiselgleichungen.

1765 Euler verffentlicht ein weiteres
Mechanikbuch. )
1766 Ubersiedlung nach Petersburg

(1. Juni bis 17. Juli) infolge eines Zerwiirf-
nisses mit Friedrich II. Selischwiche.

1768 ,,Briefe an eine deutsche Prinzessin*
erscheinen. Dieses Buch war einer der
groBten Buchhandelserfolge des 18. Jahr-
hunderts und ist bis heute eines der besten
populdrwissenschaftlichen Biicher. Die 1763
beendete Integralrechnung erscheint.

1770 ,,Vollstindige Anleitung zur Al-
gebra‘ veroffentlicht.

1771 Staroperation miBlungen, Eplers
Wohnhaus abgebrannt. '

1772 Die zweite Mondtheorie wird publi-
ziert.

1773 Eulers Frau gestorben. N. Full

' kommt aus Basel nach Petersburg, um dem

blinden Euler bei seiner wissenschaftlichen
Arbeit zu helfen.

1775 Drehimpulssatz von Euler gefunden.
Jetzt lassen sich alle Aufgaben der klassi-
schen Mechanik mathematisch behandeln.
1776 Wiederverheiratung Eulers mit
Salome Gsell.

1783  Euler gestorben (18. September).
1911 Der erste Band der ,,Gesammelten

Werke‘* Eulers erscheint im Teubner-Verlag.

Das monumentale Werk wird in diesem
Jahrhundert vollendet werden. Zur Zeit
sind 71 Binde erschienen.

Leningrad. Blick iiber die Newa auf die
Wassili-Insel. Am linken Bildrand ist die
Kunstkammer zu sehen, der Arbeitsplatz
Eulers bei seinemn zweiten Petersburger
Aufenthalt. Bei beiden Petersburger Aufent-
halten befand sich Eulers Wohnung auf der
Wassili-Insel.
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Beginn des Bewerbungsschreibens Eulers an -
den Prisidenten der Petersburger Akademie
aus dem Jahre 1726.

Zusammensleliung : R. Thiele

Basel. Blick auf die mittlere Rheinbriicke aus unseren Tagen. Das erste Haus von links am
Ufer ist die alte Universitat. Dahinter befindet sich die Taufkirche Eulers. Diese Kirche

gibt den wohl sichersten Hinweis auf die Lage des unbekannten Geburtshauses von Euler:
es muB ‘in der Nihe der Kirche sein. Weil dort aber fast keine Hauser aus der Zeit vor 1707
vorhanden sind, diirfte Eulers Geburtshaus nicht mehr stehen.
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