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Wie dhnlich konnen

sich Briuder sein?

Ein Brief mit einer kombinatorischen Fragestellung

Vor einiger Zeit erhielt ich folgendes
Schreiben:

Sehr geehrter Herr G.

Bei der Bearbeitung einer genetischen Aufgabe
stehe ich vor einem Problem. Es besteht darin,
daf zwei Briider in k= 0; ...; 2m Chromoso-
men ibereinstimmen kdnnen. Fiir Briider, bei
denen unterstellt wird, daf sie beispielsweise in
9 Chromosomen identisch sind, gibt es -

23 Chromosomenpaare vorausgesetzt — (43)

Moglichkeiten der Kombination von Chromo-
somen. Dabei kénnen r=0; 1; 2; 3 oder 4
Chromosomenpaare enthalten sein. Wie hdufig
treten bei vorgegebenen 2m und k die Kombi-

. , k
nationen firr=0,r=1, ..., r= 7 auf?

Sicher werden Sie mir helfen kénnen.
Mit bestem Dank W.K.
Sektion Tierproduktion — Veterindrmedizin

Erldutern wir zunichst die biologische Fra-
gestellung:

In den Chromosomen liegen die gesamten
erblichen Eigenschaften, iiber die ein Le-
bewesen verfligen wird. Die Chromosomen-
struktur und die Umwelt sind also die bei-
den dominierenden Faktoren, welche die
Entwicklung eines Lebewesens bestimmen.
Der Kern jeder Zelle enthidlt beim Men-
schen 23 Paare von je zwei Chromosomen.
Bei der Befruchtung schlieBen sich Chro-
mosomen der Eizelle mit Chromosomen
der Samenzelle zu 23 neuen Paaren zu-
sammen. Die Ahnlichkeit zwischen Brii-
dern und auch zwischen deren Nachkom-
men wird auch von der Zahl der iiberein-
stimmenden  Chromosomenpaare  be-
stimmt.

Formulieren wir nun ein mathematisches
Problem, welches es gestattet, auch die bio-
logische Fragestellung zu beantworten.
Wir gehen aus von einer Menge

M= {335 Xm3 V153 Vm)

von n=2-m Elementen. Jedes der Ele-
mente x; kann mit dem Element y; zu
einem Chromosomenpaar (x;;y;) zusam-
mengefallt werden. DaB zwei Briider in &
Chromosomen identisch sind, ist gleichbe-
deutend mit einer Auswahl von k Elemen-
ten aus der Menge M. Unter diesen k Ele-
menten konnen nun auch Chromosomen-
paare auftreten. Unsere Aufgabe ist es, zu
ermitteln, wie oft bei einer Auswahl von k
Elementen aus M genau r Paare der Form
(x;; y;) auftreten. Diese zu ermittelnde An-

zahl A:i ist also von drei vorgegebenen na-

tiirlichen Zahlen, nimlich n (der Zahl der
Elemente von M), k (der Zahl der aus M
ausgewihlten Elemente) und r (der Zahl
der dabei auftretenden Chromosomenpaare)
abhingig.

Zunichst erkennt man: Es geht um ein
spezielles Problem der Auswahl von Ele-
menten aus einer endlichen Menge, also
um eine Fragestellung der Kombinatorik.
Wenden wir uns zunéchst dem naheliegen-
den Gedanken zu, der bereits zur Losung
des Problems fiihren kénnte, ndmlich in
geeigneter mathematischer Literatur nach-
zuschlagen. Schreiben wir einige Bezie-
hungen, die im Zusammenhang zur Aus-
wahlproblematik stehen, heraus:

Wir finder z. B. eine Formel zur Berech-
nung der Anzahl der voneinander verschie-
denen Moglichkeiten, aus einer Menge von
n Elementen k Elemente auszuwihlen -
jede solche Auswahlmoglichkeit heiBt
Kombination:

o nn=-1D-(n—-2)-...-(n—k+1)
Ci= 1-2:3- ... (k=1 k 0
Aus der Menge {a; b; ¢} kann man also ge-
3-2
1-2
dene Zweiermengen, ndmlich {a; b}; {a; c}
und {b; c}, auswihlen. Wir entdecken wei-
ter, daB (1) auch kiirzer geschrieben wer-
den kann, wenn man n!'=1-2-3-...- nbe-
nutzt und (zusédtzlich) 0! = 1 festlegt. Dann
ergibt sich aus (1) durch Erweitern mit
(n—k)!

nau C}= =3 voneinander verschie-

n!

e @
Fiir (2) schreibt man auch kurz
" n! _(n

C == ‘(k) @

Dabei ist das Symbol (Z) fir n =z k durch

(3) definiert, fiir n < k soll (;)

(Z) heiBt Binomialkoeffi-
zient, er tritt ndmlich bei der Berechnung

der Potenz eines Binoms auf:

(a+b) = (6’) a"b? + (;’) an1p!

n n-2p2 ny opn
c(D)armore o (B)aos @
Diese Beziehung ist uns zumindest fir
n =2 und n =3 nicht unbekannt.

Die Formel (Z) = (" " k)’ (5)

die unmittelbar aus (3) folgt, garantiert,
daB die Summe in (4) beziiglich der Koef-
fizienten symmetrisch aufgebaut ist, wie

=0 gelten.

Der Ausdruck

dies ja auch im Pascalschen Dreieck deut-
lich wird.

Eine Formel, die unmittelbar zur Ldsung
unseres Problems beitrigt, suchen wir je-
doch vergeblich. Also stiirzen wir uns in
das Abenteuer, selbst eine solche herzulei-
ten. Wir gehen dabei so vor, wie man es
meist in solchen Fillen tut: Zunichst un-
tersuchen wir eine Reihe einfacher Bei-
spiele, um eine Vermutung zur Berech-

nung der gesuchten Anzahl AE aufzustel-

len. Und dann werden wir versuchen,

unsere Vermutung zu beweisen.

Sei n=2m=4; d. h., es liegen 2 mal 2

Chromosomen x.;x,,y,;y, vor. Dabei soll

(x;;y;) ein Paar iibereinstimmender Chro-

mosomen bilden. Wih!t man von den 4 Ele-

menten aus der Menge M = {xi; X3;); 2}
. . . {4 4!

nur eines aus — es gibt dabei (1) =1

=4 Moglichkeiten — so kann natiirlich

kein Paar iibereinstimmender Elemente

vorkommen.

Also ergibt sich fuirn =4 und k= 1:

Ist 7 =0, d.h., es existiert kein Paar iiber-

einstimmender Elemente, so gibt es 4 Még-

lichkeiten; A} .

Ist r= 1, d. h.,, es existiert mindestens ein

Paar {ibereinstimmender Elemente, so gibt

es keine Auswahlméglichkeit;

A ; =4 2 =0.

Wihlen wir aus M zwei Elemente aus, so

ergeben sich

Ci= —2|2'—' = 6 Auswahlmoglichkeiten:

X3 X2 X Y1 X301 X392

XnY2 YiYa-

Wir erhalten fir r =0 (es tritt kein Paar
auf): 4 z =4,

fur r=1 (es tritt genau ein Paar auf):
A % =2,

fir r > 1 (es treten mindestens zwej Paare
auf): 43=0.

Wir wihlen k = 3. Es ergeben sich 4 Kom-
binationen. Wir erhalten

A§=0, A§=4 und A‘§=0.

Man iiberpriife dies!

SchlieBlich erhalten wir fir k =4 nur die
Auswahlméglichkeit x;x,y,y,, in der zwei
Paare auftreten.

Die gewonnenen Ergebnisse werden in Ta-
belle 1 zusammengestellt (Seite 50).

Wir deuten die 1. Spalte:

Wenn kein Element aus M ausgewihlt
wird, so kénnen weder 0 noch 1 noch 2
noch mehr als 2 Paare auftreten. Der Fall
k=0 kann also kiinftig ausgeschlossen
werden. Wir streichen die 1. Spalte.

Wir deuten die 2. Zeile:

Ein Paar x;y; kann erst dann vorkommen,
wenn wenigstens 2 Elemente aus der
Menge M ausgewihlt werden.

Wir deuten die 4. Zeile:

Wenn man nur die 4 Elemente x;x,¥ y,
zur Verfigung hat, so konnen nie mehr als
2 Paare auftreten.

Wir haben aus der Untersuchung dieser er-
sten Beispiele schon einiges gelernt, was

alpha, Berlin 21 (1987) 3 - 49
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man miihelos auf den ,allgemeinen Fall“
ibertragen kann: A;#O kann nur dann

k
auftreten, wenn r =< 5

ausgewihlten Elementen kOnnen nicht

gilt, denn unter k

mehr als -25 Paare sein.

In dem Teil der Tabelle, der unterhalb der
von links oben nach rechts unten verlau-
fenden Diagonalen liegt, miissen also fol-
gerichtig nur Nullen auftreten.

Offenbar gilt auch stets C} = A? (Warum?)
Berechnet man (mit Hilfe von (2)) einen
beliebigen der 5 Werte C} (0s k=4), so
erkennt man, daB die Summe der Ele-
mente in der k-ten Spalte gerade Cp be-
trigt. Auch diese Erkenntnis kdnnen wir
verallgemeinem: Die Summe der Fille des

k
Auftretens von genau 0;1;...;7 Paaren

muB mit C; iibereinstimmen, denn jede
Kombination liefert genau eine Zahl vor-
kommender Paare.
Ehe wir uns an die Losung des allgemeinen
Problems heranwagen, untersuchen wir
weitere Beispiele:
" Die Werte A; sind in Tabelle 2 zusammen-
gestellt.
Wir erldutern die 3. Spalte:
Es gibt C% =20 voneinander verschiedene
Moglichkeiten, aus der Menge
{13 %25 X33 Y13 23 ¥3}
genau 3 Elemente auszuwihlen. Offen-
sichtlich kann bei keiner dieser Moglich-
keiten der Fall eintreten, daB 2 oder mehr
als 2 Paare vorkommen,
also ist A§=0 und A§=O.

Unter den 20 Auswahlméglichkeiten treten
folgende zwei Fille auf:

1. Die Kombination enthilt nur Elemente
aus der Teilmenge der x; oder nur Ele-
mente aus der Teilmenge der y;.

2. Die Kombination enthélt ein Element
aus der Teilmenge der x; und zwei Ele-
mente aus der Teilmenge der y; oder umge-
kehrt.

Beim Fall 1 treten 2 C} =2 Kombinatio-
nen auf, in denen kein Paar vorkommen
kann, also ist A% =2.

Beim Fall 2 beschrinken wir uns auf die
Untersuchung der Kombinationen der
Form x;y;y, fur die Kombinationen xx;y,
gelten analoge Uberlegungen.

Nur in den Kombinationen

X1¥2¥3; Xay1ys und x;y;y, tritt kein Paar
auf. Damit haben wir gefunden:

A§=2+3+3=s.

Da in den anderen Auswahlmoglichkeiten
der Form x;y;y, nicht mehr als ein Paar
auftreten kann, ergibt sich:

A? =20-8=12.

Um die Ergebnisse der 4. Spalte der Ta-
belle 2 iiberpriifen zu koénnen, benutzen
wir zusitzlich die folgende Ubersicht (Ta-
belle 3), in ihrer Eingangszeile ist der mog-
liche Charakter der Kombinationen von
vier Elementen aus der Menge

{15 x25 X35 ¥15 92, 3} dargestellt:

Im Feid I muB die Zahl 0 stehen, da x; zu
einem der y; bzw. y; zu einem der x; geho-
ren muB. Es tritt also mindestens ein Paar
auf, d. h., die Anzahl der Fille, in denen
kein Paar auftritt, ist Null.

Auch im Feld II, muB die Zahl 0 auftreten,

Tabelle 2
=6 C8=15 | C8=20 | Ci=15 Ci=6 =1
Ag 6 12 8 0 0 0
A 0 3 12 12 0 0
A 0 0 0 3 6 0
A 0 0 0 0 0 1
Tabelle 3
XiY1Y2Y3; ViX1XaX3 xixiyey iFj k*l
r=0 Io 10 A3=0+0
r=1 I, 1, A‘; =6+6
r=2 I, I, A3=0+3

50 - alpha, Berlin 21 (1987) 3

denn fur die vier Indizes i; j; k; I stehen
nur 1; 2 und 3 zur Verfiigung. Ist nimlich
i* k und i * /, so muB wegen j + i entwe-

der j=k oder j=1 gelten. Da Ag die
Summe der in I, und II; eingetragenen
Zahlen ist, haben wir Ag = 0 gefunden.

Offenbar kann in x;y,y,y; (bzw. y;x;x;X3)
nicht mehr als ein Paar auftreten. Also tritt
in jeder dieser Kombinationen genau ein
Paar auf. Es gibt dabei soviel Moéglichkei-
ten, wie man Elemente fiir x; (bzw. y;) fin-
den kann, also 23 =6 (Feld L,).
Untersuchen wir nun den Fall II;:

Es gibt C}=3 Mboglichkeiten, aus der
Menge der Elemente y;;y,;y; genau zwei
Elemente auszuwihlen. Zu jeder von ihnen
existieren C? = 2 Méglichkeiten, den Index
i von x; so festzulegen, daB entweder i = k
oder i = [ gilt. Fiir die Wahl von j gibt es
dann noch genau eine Mdglichkeit, so daB
Jj ¥ k und j # I gilt. Damit muB in Feld II,
die Zahl

ci-c3-c3i=1-2-3=6

eingetragen werden. Fiir A; ergibt sich aus

I, und II, somit 6 + 6 = 12.

SchlieBlich wenden wir uns noch den Fel-
dern I, und II, zu. Offensichtlich kénnen
im Fall I, nicht zwei Paare auftreten.

Im Fall II, existieren zunichst C3 Méglich-
keiten, die- Elemente x;x; festzulegen, of-
fenbar treten aber nur dann zwei Paare auf,
wenn k=i und /=j gilt. Dies bedeutet,
daB im Feld II, die Zahl

C3-C2=3'1=13 einzutragen ist.

Aus I, und II, folgt AE =0+3=3.

Damit haben wir unsere Ubersicht abgear-
beitet, die Ergebnisse stimmen mit denen
der Spalte 4 in Tabelle 2 iiberein.

Wir sind nun hinreichend geriistet, das
Problem in seiner allgemeinen Form ldsen
zu konnen. Bei der Ermittlung einer For-

mel zur Berechnung von Ak wollen wir so
r

vorgehen, wie dies bei der Behandlung der
letzten Beispiele angedeutet wurde.

Wir betrachten zunichst den Fall, daB &k
eine gerade Zahl ist:

In der Tabelle 4 sind in der Eingangszeile
alle moglichen Typen der Kombinationen
von k Elementen aus der Menge

{x1;...; Xms 15 --.; ¥m} angegeben.
Dabei ist n =2m, k =2m und rg%.

Wir begriinden die in der 1. Zeile eingetra-
genen Ergebnisse fiir r = 0 (Zahl der Fille,
in denen kein Paar auftritt):

Ip: Da in den Kombinationen entweder nur
Elemente x; oder nur Elemente y; auftre-
ten, gibt es so viele Fille, in denen kein
Paar (x;; ;) auftritt, wie es méglich ist, aus
m Elementen x; (bzw. y;) k Elemente aus-
zuwiiblen, also 2 C7 Kombinationen.

Ily: Es gibt Cy_, Méglichkeiten, aus der
Menge {x;;...; xn} k — 1 Elemente auszu-
wihlen. Nun muB y; so festgelegt werden,
daB es zu keinem der Elemente x;,...x; ,
einer Auswahl geh6rt. Dabei hat man
CP-*k=1 =y — (k - 1) Moglichkeiten. Da
fir den zweitgenannten Auswahltyp

x; (¥, .- ¥;,.,) analoge Uberlegungen gel-



Tabelle 4

Kiyoon Koy YpXiy o Xig YinYiXiy -+ Xiy _, Yir i Vi Xiy -+« Xig 5 i oo YigXiy oo X, yJ'l“'yllxh"'xlA
bzw. bzw. bzw. bzw. bzw. bzw. : :
YoV X¥i---Yigy XX Yiye - Yig 2 X5, Xy X3 Vig- - Yig 3 Xjyoo o X Vi Yig Xjye - Xig Vi Yig
2 2
L, 1, 11, IV, S \/) -
k
ok
r=0)2Ccp 2-Ccp%-v.cp, 2-CpT%-d.Cp, 2.CPTRY.Cr, 2-Cp-%-9.cp_, c, -t A:E"'=
7 7
L II, 11, v, s, \'A
& k
mok X
r=1}0 2:CP%D.Cp 2-CpeTACR.CP, 2-CPdN.CRCp, p XY ol L T oL SLRY o/ SO cl_l’cfc; A" =
2 2
I, 11, I, 1v, S, v,
_k ok
r=21]o0 0 2-Ck2cr, 2.Cr-t-n.ckiom 2-croftea.checp, .. C, PcloCh A=
' 372 7 2
0 ] 0

ten, erhilt man 2- C7~%~D.Cp_, Fille,

in welchem kein Paar auftritt.

III: Es gibt C7_, Moglichkeiten, aus der

Menge {x;;...;xn} genau k —2 Elemente

auszuwidhlen. Eine solche Auswahl ist z. B.

Xy} ...; Xk 2. Damit kein Paar auftritt, miis-

sen die Elemente y; und y;, aus der Menge

{¥k-1; %5 -- s ym} gewihlt werden.

Dabei existieren CJ~%*~? Méglichkeiten.

Also erhiilt man 2- CP~%~?.CF_, Fille,

in denen kein Paar auftritt.

IV,: Man iiberlege sich selbst, warum bei

diesemn ,Auswahltyp“ genau

2-Cp~%-3.cm . Kombinationen existie-

ren, in denen kein Paar (x;;y;) vorkommt.

Vo: Zunichst existieren C ': Moglichkeiten-
2

der Auswahl der Elemente x;...x; . Die

2

k .
Zuordnung der 5 Elemente y; muB nun so

erfolgen, daB kein Paar auftritt, dazu hat
k

e
. ? Moglichkeiten.

2
Um AE zu charakterisieren, miissen die in
Zeile 1 eingetragenen Werte addiert wer-
den., Wir wollen uns jedoch vorher noch
vergewissern, daB die zwischen IV, und V,
auftretenden Summanden den gleichen
Aufbau wie die unter II,; I1Iy; IV, genann-
ten besitzen:
So: Wir ermitteln die Zahl der Kombinatio-
nen der Form
Xi,... %, .- ¥,_,), in denen kein Paar
(x;; ;) auftritt.
Aus den Elementen y; wihit man k—s
Elemente aus, dafiir gibt es Cy_, Moglich-
keiten. In jeder dieser Kombinationen
miissen die Elemente x; so gewidhlt werden,
daB keines dieser s Elemente mit einem
der k — s Elemente y; ein Paar bildet; die
Elemente x; muB man also stets aus einer
m — (k —s) elementigen Teilmenge von
{x, ... x,} auswihlen. Es gibt C™~*~9 der-
artige Kombinationen. Unter Beriicksichti-
gung analoger Uberlegungen fiir den Aus-
wahltyp
Vjy-- 9, (0. x,, ) folgt:

In2-Cr~%-9.CP__Fillen tritt kein Paar
auf.

Dieser Ausdruck ordnet sich also in die
bisher gewonnenen Ergebnisse ein.

Nun miissen wir rechnen. Wir benétigen
dazu lediglich die Beziehungen (1) bis (5)
und Kenntnisse aus der Bruchrechnung.
A= 4" =2-Cpr-Cp

+2- C;"‘("'l)- C;("-l +2- C;ﬂ-(k—Z). CT—z
+2-CpG-D.cm o+

+2.Cr G-9.cm 4+ .

[STE

+C ¢ )

X
2 2
Die Summe (6) schreiben wir mit Hilfe der
Beziehungen (1) und (2) um:
2m_ 2m'
8 T kl-(m—k)!
2-(m—(k—1)!-m!
W-(m-k))-(k-1)-(m-(k—-1)
2-(m—(k=2))!" m!
20-(m—k)-(k—2)!-(m—(k—=2))!
2-(m— (k=3 m!

+

I m ol (k-3 - (m— (k=3

2-(m—(k—s))!-m! +
st-(m=—Kk)!-(k—s)-(m—(k—s))!

(m—%)!-m!
k

k k

2!-(m k)!- 2! (m 2)!
Zunichst sieht man sofort, daB sich alle
Briiche (mit Ausnahme des ersten) kiirzen
lassen. Mit etwas Geschick 1dBt sich der

2m!
kt(m — k)!
muB man allerdings den 2. Bruch mit k,
den 3. Bruch mit k(k — 1) und schlieBlich
den letzten Bruch mit k(k—1)- ...

(—k-+ l) erweitern. Man erhilt:

+

Faktor ausklammern; dazu

7
o aml_( k k(k—1)
A = (1+1!+ 71
k(k - 1) (k — 2)
+T+...
NUCCI IS T

+

lk(k_l)...<k—(—§-—1)>)

2 k!
Dieser Ausdruck 1dB8t sich unter Nutzung
von (3) giinstig umformen:

A =2(7) () + () () ()
+(§)+...+;.<§)

Erinnern wir uns an die Beziehung (4), set-
zen dabei ¢ = b =1 und nutzen (5), so er-
hilt man {iberraschend

2m m 1

A[k’ =2.(k).?.2k
2m m

4 = i -2k O]

Wir miiBten nun Zeile 2 der Tabelle 4 ab-
arbeiten. Der interessierte Leser kann dies
einmal tun.
Behandelt man die Summe

2m - m m = (k - - m
47 =2ck 1 204 Act ey,

- (k- k-~
+...+2CPk-ack-ser

bzw.

k 1k

wie oben, so erhilt man

gm_ (k=1 ( m \ k-2

4 ( . )(k—l) 2 ®
Fiir r = 2 ergibt sich

2m_ (k—=2\ ( m\ 5i-q

A= (*5) ()2 ©

Uberlegt man sich, daB man
2m _[(m nk K - .
Ag = ( k) 2k wegen (O) 1 auch in
K m

(0):(0)22

schreiben kann, so 1dBt sich dieses Ergeb-
nis gut einordnen und man vermutet, da8
allgemein gilt:

) . 2k -2r

2m _(k—r\ ( m
A= () ("

der Form AZ‘"' =

10

Fortsetzung auf Seite 67
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Der Vier-
Quadrate-Satz
Teil 1

Aus Anlaf} des 250. Geburtstages von
Joseph Louis Lagrange (1736 bis 1813)

Der 25. Januar 1986 war der 250. Jahrestag
der Geburt von Joseph Louis Lagrange
(1736 bis 1813), der neben Leonhard Euler
(1707 bis 1783) zu den beriihmtesten Ma-
thematikern des 18.Jahrhunderts gehort.
Durch mathematisch-astronomische Schrif-
ten des englischen Astronomen Edmund
Halley (1656 bis 1742) war der junge La-
grange mit der Mathematik in Beriihrung
gekommen, die ihn dann sein Leben lang
fesseln sollte. Seine erste wissenschaftliche
Arbeit erschien 1754, Bereits mit 19 Jahren
war er Professor an der Artillerie-Schule
seiner Geburtsstadt Turin (Oberitalien).
Zusammen mit anderen jungen Wissen-
schaftlern griindete er dort eine wissen-
schaftliche Gesellschaft, aus der die Turi-
ner Akademie hervorging. Auf Empfehlung
Eulers und Jean d’Alemberts (1717 bis
1783) wurde ihm vom preuBischen Konig
Friedrich II. (1712 bis 1786) die Stelle
eines Direktors der mathematischen Klasse
der Berliner Akademie der Wissenschaften
angeboten. Lagrange nahm das Angebot
an. Euler siedelte 1766 nach Petersburg
iber; der 30jdhrige Lagrange wurde sein
Nachfolger in Berlin. Als Mathematiker
waren an der Berliner Akademie damals
auBerdem Johann Heinrich Lambert (1728
bis 1777) als Mitglied der physikalischen
Klasse, Johann (III) Bernoulli (1744 bis
1807) als Direktor der Berliner Sternwarte
und Jean de Castillon (1708 bis 1791), der
1787 Nachfolger Lagranges im Amt des Di-
rektors der mathematischen Klasse wurde,
tatig. .

Im Alter von 51 Jahren siedelte Lagrange
nach Paris iiber, wo er an der Akademie
wirkte. Von der Revolutionsregierung
wurde er in das Komitee berufen, welches
das Miinzwesen neu ordnen und das me-
trische System einfithren sollte. Ende 1795
wurde er Direktor der physikalisch-mathe-
matischen Klasse des Institut National
(das an die Stelle der 1793 geschlossenen
Académie des sciences getreten war). Meh-
rere Jahre unterrichtete Lagrange an der
1794 gegriindeten Pariser Polytechnischen
Schule.

Die Gebiete, in welchen die Wissenschaft
Lagrange bedeutende Fortschritte zu ver-
danken hat, sind: Mathematik (Analysis,
Algebra, Zahlentheorie u. a.), Mechanik
und Astronomie.

Der Zahlentheoretiker Edmund Landau
(1877 bis 1938) schrieb im Jahre 1913 an-
1aBlich des 100. Todestages von Lagrange:
Zu den bedeutendsten Leistungen Lagranges
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gehort der Beweis des Satzes, daf jede positive
ganze Zahl als Summe von vier Quadraten
dargestellt werden kann, also als Summe von
héchstens vier positiven Quadraten.

Uber diesen Satz soll im folgenden sach-
lich und historisch berichtet werden.
Zwei-Quadrate- und Drei-Quadrate-Sitze
Eine ungerade Primzahl p 1dBt sich genau
dann in die Summe zweier Quadratzahlen
zerlegen, wenn sie die Form p=4k+1
hat. Sind zwei ungerade Primzahlen jeweils
die Summe zweier Quadratzahlen
hy=a%+b?

(z.B. a ungerade, b gerade),

hy=c*+ d?

(z.B. ¢ ungerade, d gerade), so ist auch

h h, = (ad + bc)? + (ab — bd)?

(worin ac — bd ungerade, also 0, ist)

die Summe zweier Quadratzahlen.
Hieraus folgt der

Satz 1:

Eine natiirliche Zahl A ist genau dann die
Summe zweier Quadratzahlen h = a2 + b2,
wenn gilt:

(1) Entweder enthilt h keine Primfaktoren
der Form 4k +3 oder Primzahlen der
Form 4k + 3 kommen in gerader Potenz in
der Primzahlzerlegung von h vor.

(2) Die gerade Primzahl 2 tritt in ungera-
der Potenz in der Primzahlzerlegung von h
auf oder h enthilt wenigstens einen Prim-
faktor der Form 4k + 1.

Beispiele: 8 =23 =22+ 22,
90=2-32-5=92+32  111=3-37

ist nicht Summe zweier Quadratzahlen,
212=441=32.72

ist nicht Summe zweier Quadratzahlen,
882=2-32-71=21%2+212,

Der folgende Satz gibt eine Ubersicht iiber
die natiirlichen Zahlen, die als Summe von
hochstens drei Quadratzahlen darstellbar
sind. Eine Quadratzahl 148t bei der Divi-
sion durch 8 den Rest 0 oder den Rest 1
oder den Rest 4. Die Summe hochstens
dreier Quadratzahlen 1aBt daher bei der Di-
vision durch 8 niemals den Rest 7, d.h., sie
kann nicht von der Form 8k + 7 sein.
Allgemein gilt der

Satz 2:

Eine natiirliche Zahl ist genau dann als
Summe von hochstens drei Quadratzahlen
darstellbar, wenn sie nicht die Form
48k +7) (120, k =0 ganze Zahlen) hat.
Aus diesem Satz folgt nun leicht, daB sich
jede natiirliche Zahl (ohne Ausnahme) als
Summe von hdchstens vier Quadratzahlen
darstellen 14Bt.

Vier-Quadrate-Siitze

Satz 3 (Vier-Quadrate-Satz A):

Jede natiirliche Zahl ist als Summe von
héchstens vier Quadratzahlen darstellbar.
Aufgabe 1: Zeige, daB Satz 3 aus Satz 2
folgt!

DaB es Zahlen gibt, die keine Quadratsum-
mendarstellung mit weniger als vier Qua-
dratzahlen besitzen, folgt aus dem Satz 2.
Beispiele: 7=2*+12+ 12+ 12,
15=32+22+ 12+ 12,
124=48-3+7)=112+12+12+ 12
=924+ 52+32+22,

Es gibt aber auch Zahlen, die als Summe

von hochstens drei Quadratzahlen, jedoch
nicht als Summe von vier Quadratzahlen
darstellbar sind, z. B.
1=1%2,3=12+12+12,

5=22+1%, 9=32+22+22+ 12,
11=32+12+1%, 17=42+12,
29=52+22=42+32+22,

41 =52+42=62+2+ 12,

Satz 4:

Die natiirlichen Zahlen

1,3,5,9, 11,17, 29, 41, 4 -2,

4k.6 4k.14 (worin k=0, 1,2, ..)

sind nicht als Summe von vier Quadratzah-
len darstellbar. Alle anderen natiirlichen
Zahlen sind als Summe von vier Quadrat-
zahlen darstellbar. Insbesondere ist also
jede ungerade Zahl >41 als Summe von
genau vier Quadratzahlen darstellbar.

Die Zahlen 3, 9, 11, 17, 29, 41 und

4k. 6 = (252 + (252 + 2%+ 12,

4k-14 = (2F)2 + (2k+ 12 + (2k. 3)2

(far k=0, 1, 2, ...) sind jeweils Summen
dreier Quadratzahlen. Es gilt

Satz 5:

Alle natiirlichen Zahlen, auBer 1, 5, 4%-2
(k=0,1, 2, ...) sind als Summe von drei
oder vier Quadratzahlen darstellbar.

Die Zahlen

§5=12+422 2=12+12 22=2%+122
25=42-2=42+ 42,

22k+1 = 4k 2= (2k)2 + (2k)2

lassen nur die Darstellung als Summe
zweier Quadratzahlen zu.

Aus dem Vier-Quadrate-Satz A folgt leicht
der Satz 6.

Aufgabe 2: Wie?

Satz 6: (Vier-Quadrate-Satz B)

Jede gebrochene Zahl ist Summe von vier
Quadraten gebrochener Zahlen.

Und als Spezialfall

Satz 7: (Vier-Quadrate-Satz C)
Jede natiirliche Zahl ist Summe von vier
Quadraten gebrochener Zahlen.

Diophant

Dieser Vier-Quadrate-Satz C wurde schon
vom griechischen Gelehrten Diophant in
seinem Werk Arithmetische Probleme -
allerdings stillschweigend — benutzt.
Diophant soll — wahrscheinlich im 1. Jahr-
hundert — in Alexandrien gelebt haben,
vielleicht betrieb er im dortigen Museion —
einem Forschungsinstitut mit umfangrei-
cher Bibliothek - mathematische, eventu-
ell auch astronomische Forschungen. Von
seinen Schriften kennt man - fragmenta-
risch — zwei: eine Arithmetische Probleme
betitelte Sammlung von algebraischen und
zahlentheoretischen Aufgaben mit Ldsun-
gen und eine Abhandlung iiber Polygon-
zahlen. Von den 13 Kapiteln der Arithmeti-
schen Probleme sind zehn erhalten: sechs in
griechischen Handschriften (Kapitel I bis
III und wahrscheinlich VIII bis X) und vier
in arabischer Ubersetzung (Kapitel IV bis
VII). -

Zu den Aufgaben, bei deren LOsung der
Vier-Quadrate-Satz C vorausgesetzt wird,
gehort die folgende (Kapitel VIII,
Aufg. 29):

Es sind vier Quadrate (r*, 5%, 1%, u?, wobei r. s,
t, u Briiche oder natiirliche Zatlen sein sollen)



zu finden, so daB ihre Summe (r*+ s+ ¢
+ u?) zu der Summe ihrer Wurzeln (r + s + ¢
+ u) addiert eine gegebene Zahl (a) gibt:
r’r+s2+12+ul+r+s+ttu=a. 1)
Die Losungsmethode erkliart Diophant am
Zahlenbeispiel a = 12:

Die gegebene Zahl sei a=12. Stets
kommt, wenn man zu der Summe eines
1

2 addiert, ein

Quadrats und seiner Wurzel

1 . .
Quadrat heraus, (x4 x +-4— ist stets ein

Quadrat), dessen Wurzel, wenn man % da-

von subtrahiert, die Wurzel des urspriingli-
chen Quadrats gibt

(Jc2+x+l=y2 y—-1—=X'

4 ’ 2 ’
namlich (x + L)2 =x2+x+ l)

2 4/

Nun mufBl die Summe der vier gesuchten
Quadrate, wenn man die Summe ihrer
Wurzeln addiert, die gegebene Zahl
(@=)12(r*+s2+ 2+ ul+r+s+t+u
= a =12) ergeben.
Addiert man noch die vier Viertel, so er-
hilt man vier Quadrate, deren Summe 13
ist:

(r2+r+%)+(sz+s+%>+(t2+t+%)
+ u2+u+l)
4
1\? 1\? 1\?
—(""f’?) +(S+7) +<t+7)
1\2
+(u+7>=a+1=13.

Man muB also a2 + 1 =13 in vier Quadrate
zerlegen (allgemein nach dem Vier-Qua-
drate-Satz C moglich!), und wenn man
2
subtrahiert, so erhilt man die Wurzeln der
vier gesuchten Quadrate. Die Zahl 13 be-
steht aber aus den beiden Quadraten 22
und 3?%; jedes von diesen 148t sich wieder in
zwei Quadrate zerlegen, nimlich

64 36 144 81

und :

25 W55 s 25

8\?2 6\? 12 \2 9\2
n=(3 (5 +(3)+(3)
Wenn man die Wurzel eines jeden Qua-

. . .. 8 6 12 9
drats nimmt, nimlich 5 5 50 und

dann von der Wurzel jeder derselben

von jeder % subtrahiert, so erhilt man die

Wurzeln der gesuchten Quadrate:

11 7 19 13 .

10° 10’ 10’ 10° die Quadrate selbst
121 49

Iso sing 121 49 361 169
210 SIn¢ 750> 100 * 100 * 100 °
Allgemein hat man ¢ + 1 (nach dem Vier-
Quadrate-Satz C) in vier Quadrate zu zer-
legen:
at+1=k>+P+m?+n?
Dann gilt mit

T SR S §
r=k 7 § ! 2 t m 2°
u=n—% in der Tat

rr+s2+ 2+ ul+r+s+t+tu=a.
Im Jahre 1621 publizierte Claude G. Ba-

chet de Méziriac (1581 bis 1638), Mathe-
matiker und Philosoph in Paris, die sechs
griechisch iiberlieferten Kapitel der Dio-
phantischen Arithmetischen Probleme in
griechischem Original und mit einer latei-
nischen Ubersetzung. Zu den Aufgaben
Diophants gab er ausfiihrliche Erlauterun-
gen. In der Anmerkung zu der Aufgabe
VIII, 29 (bei Bachet IV, 31) bemerkte er,
daB Diophant hier und in einigen weiteren
Aufgaben den Vier-Quadrate-Satz C vor-
ausgesetzt habe. Bachet vermutete die
Richtigkeit des Vier-Quadrate-Satzes A. Er
hiitte ihn fir alle natiirlichen Zahlen bis
325 gepriift. Fiir die Zahlen bis zu 120
(nicht ganz vollstindig) gab er Vier-Qua-
drate-Zerlegungen an.

Bachets Landsmann Pierre de Fermat
(1601 bis 1665), Jurist, Koéniglicher Rat am
Parlament von Toulouse, befaBte sich aus
Liebhaberei mit mathematischen Studien.
(Heute gilt er als Begriinder der modernen
Zahlentheorie.)

Gewissenhaft studierte Fermat die grie-
chisch-lateinische Ausgabe des Diophant
von Bachet. Auf freien Stellen und am
Rande notierte er zahlreiche Erginzungen,
unter denen sich tiefsinnige zahlentheore-
tische Sidtze und Vermutungen befinden.
Nach Fermats Tod gab sein Sohn Samuel
die Bachetsche Diophantausgabe zusam-
men mit den Randbemerkungen seines Va-
ters neu heraus (1670).

Bachets Kommentar zur Aufgabe VIII, 29
(Bachet: IV, 31) veranlaBte Fermat zu fol-
gender Anmerkung: Ich habe sogar den scho-
nen und ganz allgemeinen Satz entdeckt, daf3
Jede Zahl entweder eine Dreieckzahl oder die
Summe von zwei oder drei Dreieckzahlen; ent-
weder eine Quadratzahl oder die Summe von
zwei oder drei oder vier Quadratzahlen; entwe-
der eine Fiinfeckzahl oder die Summe von zwei
oder drei oder vier oder fiinf Fiinfeckzahlen ist,
und daf} weiter derselbe allgemeine und wun-
derbare Satz fir Sechseckzahlen, Siebeneck-
zahlen, iiberhaupt beliebige Polygonalzahlen
gilt. Den Beweis desselben, der aus vielen man-
nigfaltigen und ganz verborgenen Geheimnis-
sen der Zahlen hergenommen wird, kann ich
hier nicht beifiigen. Ich habe ndmlich vor, ein
besonderes Werk diesem Gegenstande zu wid-
men und die Arithmetik in diesem Teil iiber
die alten und bekannten Grenzen hinaus in
wunderbarer Weise zu erweitern.

Fermat hat sein Vorhaben leider nicht ver-
wirklicht. Den Vier-Quadrate-Satz A
sprach Fermat auch in Briefen aus, erst-
mals im Herbst 1636 an Mersenne. Hierin

betonte Fermat ebenfalls stets, daB er-

einen Beweis flir diesen Satz hitte, und
forderte iiberdies verschiedene Mathemati-
ker auf, ihn auch zu beweisen.

Es folgt ein Teil 2. H. Pieper

Joseph Louis Lagrange

1736, 25.Januar, Geburt in Turin

1736 bis 1766, in Turin (Artillerie-Schule,
Turiner Akademie)

1766 bis 1787, in Berlin (Akademie der
Wissenschaften)

1787 bis 1813, in Paris (Akademie, Ecole
normale, Ecole polytechnique)

1813, 10. April, Tod in Paris

Ala A water plant in a fish pond has —2—

of its length out of the water, % in mud
and 2 feet in water.
What is the total length of the plant?

Aus: Mathematical Pie, Grofibritannien

A2 A Les nombres déji inscrits représen-
tent la somme des chiffres a situer dans les
carrés qui leur sont directement reliés. Ces
chiffres, tous différents, sont compris entre
let9.

A vous de les placer!
Aus: MAXIMATH

A3 A Bo3MOXeH 1M TPEYroNbHHK CO CTO-
poHaMH a=7¢M n b=2cM, ecnu us-
BECTHO, YTO BBLICOT2, OIYILEHHAd HA Tpe-
TBIO CTOPOHY 3TOrO TPEYrOJIbHUKA, SIBJIfA-
€TCsl CPEOHUM FeOMETPHYECKHM [BYX MpY-
THX BbICOT?

44a Ha pucynke m3o6paxena snekTpu-
YecKas Lelb CO 3BOHKOM, TPEMs JIaMIIOY-
KaMH M TpeMs KHOIIKaMH, KaXjaasd M3 KO-
TODPBIX B CBOGOOHOM COCTOSHHMH COEIUHAET
OIIHy Mapy KOHTaKTOB, a B HLKaTOM — [py-
ry1o. Uens sximoyena B ceth. Kak ona 6y-
IeT paGoTaTh MPH HAXATHM HA OOHY M3
KHOMOK?

Aus: Quant, Moskau
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Symmetrie im Raum

Teil 2

Wir hatten uns in einem ersten Beitrag
(Heft 2/87) mit Symmetrien im Raum be-
"schiftigt, denen Spiegelungen an einer
Ebene oder Spiegelung an einer Geraden
zu Grunde liegt. Zu den Symmetrien, die
auf Spiegelungen beruhen, gehért im
Raum noch die Zentralsymmetrie.

Ein Punkt Z heiBt ein Symmetriezentrum der
Figur F, wenn bei der Spiegelung an Z die
Figur auf sich abgebildet wird.- Dabei ist
wie in der ebenen Geometrie das Bild A’
eines Punktes 4 + Z dadurch ausgezeich-
net, daB Z der Mittelpunkt von A4~ ist
(Bild 1).

Bild 1
o/ /‘E/\/a A
A

Aufgaben

Ala Zeige, daB das regelmiBige Tetra-
eder kein Symmetriezentrum besitzt!

A2a Der Raum liBt sich mit kongruen-
ten Wiirfeln in der Weise wie im Bild 2
liickenlos fiillen. Beschreibe alle Symme-
triezentren einer derartigen Raumparket-
tierung!

Bild 2

A3 a Nenne (und beschreibe) eine Figur,
die zwar ein Symmetriezentrum, aber we-
der eine Symmetrieebene noch eine Sym-
metrieachse besitzt!

Bild 3

Wenn wir die Seitenflichen eines Wiirfels
so bemalen, daB die Zentralsymmetrie des
Wiirfels auch dafiir besteht (etwa in der
einfachen Weise mit einem Mosaik wie im
Bild 3), so erkennen wir einen wesentlichen
Unterschied zur Zentralsymmetrie in der ebe-
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nen Geometrie: Entsprechende Teile haben
eine entgegengesetzte Orientierung und
lassen sich deshalb durch keine eigentliche
(physikalische) Bewegung ineinander iiber-
filhren. Wenn wir also zwei rechtsldufige
und kongruente Schrauben mit den Kop-
fen aneinanderfiigen, so ist die Gesamtfi-
gur aus diesem Grunde nicht zentralsym-
metrisch.

Mit der Aussage in der folgenden Aufgabe
wird auf einen bemerkenswerten Zusam-
menhang zwischen Symmetrieebenen und
Symmetriezentrum einer Figur aufmerk-
sam gemacht:

A4 A Hat eine Figur drei paarweise aufein-
ander senkrecht stehende Symmetrieebenen, so
ist ihr gemeinsamer Punkt ein Symmetriezen-
trum.

Eine einfache Veranschaulichung dieses
Sachverhalts bietet z. B. der Wiirfel, der
Quader oder die (Erd-)Kugel mit den Brei-
tenkreisen und den Meridianen.

Wenn man an einer Quaderecke die drei
dort zusammentreffende Seitenflichen von
innen mit einem spiegelnden Belag ver-
sieht, entsteht ein sogenannter Dreikant-
spiegel. (Derartige Spiegelsysteme findet
man u. a. beim Riickstrahler!) In eine sol-
che rdumliche Ecke kénnen wir ein spitz-
winkliges Dreieck aus farbigem Glas oder
einfach aus drei Holzstibchen zusammen-
gesetzt legen (Bild 4).

Bild 4
AS A Welche Gesamtfigur entsteht dar-

aus am Dreikantspiegel?

Lésung: Im SchrigriB (Bild 4) 1d8t sich jede
beliebige Abfolge von Spiegelungen leicht
verfolgen und konstruktiv nachvollziehen.
Aus den 3 Ecken des Dreiecks entstehen
nur 3 weitere Bildpunkte. Die Gesamtfigur
wird zu einem (nicht notwendig regelmiBi-
gen) Oktaeder. Entsprechend der Aussage
in der Aufgabe 4 ist diese Figur zentralsym-
metrisch.

Analog zur ebenen Geometrie gibt es im
Raum ebenfalls Drehsymmetrie; anstelle

der Drehungen um einen Punkt (siehe
alpha Heft 4/1985) treten Drehungen um
eine Gerade. Eine Gerade a heiBt eine
Drehsymmetrieachse vom Grade n, nz2
(oder eine n-zdhlige Symmetrieachse) der Fi-
gur F, wenn es zusammen mit der identi-
schen Abbildung (!) n Drehungen um a
gibt, bei denen F auf sich abgebildet wird.
Ist a eine Drehsymmetrieachse vom Grade
n und n geradzahlig, so ist a offenbar auch
eine (einfache) Symmetrieachse.

A6A Man bestimme alle Drehsymme-
trieachsen und ihre Zihligkeit bei einem
regelmiBigen Tetraeder!

Ldsung: Wir hatten bereits in der Auf-
gabe 4 im ersten Teil des Beitrags
(alpha 2/87) alle Symmetrieachsen des re-
gelméBigen Tetraeders ermittelt; es sind
die drei Verbindungsgeraden der Mitten je-
weils gegeniiberliegender Tetraederkanten
(Bild 5a). Sie sind offensichtlich nur 2-zih-
lig. Fillen wir das Lot von einer Tetraeder-
ecke auf die gegeniiberliegende Seitenfld-
che, so konnen wir um diese Gerade
(zusammen mit der identischen Abbil-
dung) genau drei Drehungen ausfiihren,
die den Korper in sich iberfihren
(Bild 5b). Auf diese Weise haben wir vier
3-zdhlige Drehsymmetrieachsen aufge-
zeigt. Dies sind alle 3-zdhligen. Und hé-
herzihlige kann es nicht geben, da nicht
mehr als drei Tetraederecken in einer ge-
meinsamen Ebene liegen.

Bild 5a

Bild 5b

Es gibt eine wesentliche Beziehung zwi-
schen Symmetrieebenen und Drehsymme-
tricachsen.

A7a Hat eine Figur zwei Symmetrieebe-
nen, die sich schneiden, so ist die Schnittge-
rade eine Drehsymmetrieachse.

Das Ergebnis der Aufgabe 6 1dBt sich nun
nochmals mit Hilfe der Kenntnis der Sym-
metrieebenen eines regelmidBigen Tetra-
eders (Aufgabe 1 im ersten Teil des Beitra-
ges) gewinnen. (Man beachte dabei jedoch,
daB fiir die Existenz einer Drehsymmetrie-
achse die Existenz von Symmetrieebenen
nicht notwendig ist!)

A 84 Nenne ein Beispiel fiir eine Figur,
die eine n-zihlige Drehsymmetrieachse
mit n = 3, aber keine Symmetrieebene be-
sitzt!

494 Besitzt das Vorderrad deines Fahr-
rades eine Drehsymmetrie?

Gib gegebenenfalls die Achse und den
Grad der Drehsymmetrie an!



A10a Viele Formen von Bliiten und
Friichten, von Mineralien (Bild 6), von
Kunstgegenstinden (Bild 7) sowie von ro-
tierenden Teilen an Maschinen besitzen
Drehsymmetrie.

Suche (weitere) Beispiele!

Bild 6

SORSL 5000 mBAM.

Bild 7

KUNSTGUSS AUS .
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Alla Bestimme alle Drehsymmetrie-
achsen und ihre jeweilige Zahligkeit beim
Wiirfel!

Fiir das regelmédBige Oktaeder ergeben sich
die gleichen Resultate. Warum? Der enge
Zusammenhang wird sichtbar, wenn man
die Mitten der Seitenflichen des regelmi-
Bigen Oktaeders betrachtet (Bild 8); sie bil-
den einen Wiirfel!

Bild 8

o

Die beiden konvexen regelmifBigen Poly-
eder, die es neben Tetraeder, Wiirfel und
Oktaeder noch gibt, nimlich das regelmd-
Bige Ikosaeder (Bild 9) und Dodekaeder, ste-
hen in entsprechender Beziehung. Beim re-
gelmiBigen Ikosaeder gibt es sechs 5-zdh-
lige, 10 3-zdhlige und 15 2-zéhlige Dreh-
symmetrieachsen (Bild 9).

Bild 9

A 12 o Begriinde, daB der FemsehfuBball
die gleichen Drehsymmetrien besitzt wie
das regelmiBige Tkosaeder!

Fiir eine vollstindige Ubersicht iiber mog-
liche Symmetrien im Raum bilden die
Symmetrien der regelmidBigen Polyeder
eine grundlegende Rolle.

Unter einer Symmetrieabbildung einer Figur
wird eine Bewegung verstanden, die diese
Figur in sich iiberfiihrt. }

Zum AbschluB geben wir eine Ubersicht
iiber alle Symmetrieabbildungen eines regel-
mdpigen Tetraeders. Da bei jeder derartigen
Abbildungen Ecken in Ecken iibergehen
miissen, kann es hochstens so viele geben,
wie es 4-3 -2 = 24 Moglichkeiten gibt. Wir
zeigen nun, daB es auch 24 Symmetrieab-
bildungen gibt.

. Viele sind uns bereits bekannt: die identi-

sche Abbildung, sechs Spiegelungen an
Ebenen (Symmetricebenen), drei Spiege-
lungen an Geraden (Symmetrieachsen)
und acht Drehungen an Geraden (jeweils
zwei nichtidentische und voneinander ver-
schiedene Drehungen an den vier 3-zdhli-
gen Drehsymmetrieachsen). Daneben gibt
es nun noch sogenannte Drehspiegelungen.

Bild 10

Dies sind Bewegungen, die sich aus einer
Drehung um eine Gerade d und einer an-
schlieBenden Spiegelung an einer zu d
senkrechten Ebene ¢ zusammensetzen. Im
Bild 10 erkennt man, daB eine Drehung
um die Gerade d durch die Mitten von AB
und CD mit 90° und einer anschlieBenden
Spiegelung an der zu d senkrechten Ebene
&, die durch die Mitten von AC, AD, BC
und BD geht, tatsichlich den Koérper auf
sich abbildet; die Punkte 4, B, C, D gehen
dabei in C, D, B, A iiber. Bei gleicher
Achse d und Ebene ¢ ist noch eine weitere
Drehspiegelung moglich, die 4, B, C, D in
D, C, A, B uberfuhrt. Auf diese Weise er-
kennen wir 3:2 =6 Drehspiegelungen als
Symmetrieabbildungen des regelmdpfigen Te-
traeders. Mehr kann es bereits nicht mehr
geben, da wunsere bisherige Auflistung
schon 24 Bewegungen ergibt.

E. Quaisser/H.-J. Sprengel

Aus der Geschichte
der Schiffahrt

1886 wurde erstmals ein speziell als Tanker
gebautes Schiff in Dienst gestellt. Dieser
Tanker (mit dem Namen ,Gliickauf®)
konnte 20 000 Barrel Ol aufnehmen, 1 Bar-
rel entspricht 158,987 1.
Wie lang ist ein Zylinder mit einem Bodenfli-
chenradius von 3 m, der gerade die Olmenge
des Tankers ,Gliickauf* fafit? Benutze den
Schulrechner SR 1!

Mitgeteilt von Dr. W. Schmidt, Greifswald

Eine Aufgabe von

Reneé Descartes
aus dem Jahre 1637

Und ich werde mich nicht scheuen, diese der
Arithmetik entnommenen Ausdriicke in die
Geometrie einzufiihren, um mich dadurch ver-
stdndlicher zu machen ...

A 28054 Soll endlich aus (der Strecke)
GH die Quadratwurzel gezogen werden, so
fiige ich zu GH in gradliniger Fortsetzung
die Einheit FG hinzu, und beschreibe,
nachdem ich FH im Punkte K in zwei glei-
che Teile geteilt, um K als Mittelpunkt den
Kreis FIH, errichte dann in G unter rech-
tem Winkel zu FH eine gerade Linie bis
nach I, so ist GI die gesuchte Wurzel.
Beweise diese Konstruktion!

Gegeben: GH, FG =1,

gesucht: GI = yGH , 5 FIH = 90°
(Buchstaben original wie bei Descartes,
nur das Dreieck fehlt.)

Computer rechnete
37 Stunden an &

Tokio (JW): Der japanische Mathematiker
Professor Yasumasa Kanada hat die Zahl nt
mit einem Computer bis auf 133 554 Millionen
Stellen hinter dem Komma errechnet. Er ist
iiberzeugt, dap er sich damit einen Eintrag im
Guiness-Buch der Rekorde verdient hat. Der
Computer rechnete schlieflich 37 Stunden lang
und druckte das Ergebnis auf 20 000 Bldttern
Papier aus. Es diirfte jedoch kaum von Nut-
zen sein, derart viele Stellen der Zahl m zu
kennen. Aber es ist interessant zu wissen,
daB man beliebig viele Stellen berechnen
kann, wenn man geniigend Zeit und einen
leistungsfahigen Computer besitzt. Uns ge-
niigt die Genauigkeit des Schulrechners
SR 1, der fir m den Wert 3,1415927 an-
zeigt und mit 3,14159265 rechnet. Man
bestdtige die SR 1-Werte!

Mitgeteilt von Dr. W. Schmidt, Greifswald
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aufgepalit
nachgedacht

mitgemacht

speziell
fiir Klassen 3/6

Kryptarithmetik

Die folgenden Aufgaben aus der Kryptarith-
metik sind zum gr6B8ten Teil aus dem Ent-
wurf des neuen Lehrbuches der Mathema-
tik fir die 3. Klasse, das im Schuljahr
1987/88 eingefiihrt wird, ausgewahlt wor-
den, z.T. aber auch aus dem neuen sowjeti-
schen Lehrbuch fiir die 4. Klasse (Moskau
1986). Soweit die Losungen nicht ohne
weiteres ersichtlich sind, werden systemati-
sche Losungen mit Hilfe von Gleichungen
bzw. Fallunterscheidungen gegeben.

Diese Losungen sind aber fiir Schiiler der
mittleren und oberen Klassen sowie fur
Lehrer zur Orientierung bestimmt. Schiiler
der unteren Klassen kénnen die Aufgaben
durch mehr oder weniger systematisches
Probieren 18sen. Das gelingt ihnen, weil
die schwierigeren Aufgaben viele Losun-
gen haben und von den Schiilern nur eine
Losung verlangt wird.

Bei den Kryptogrammen ist zu beachten,
daB jeweils gleiche Buchstaben durch glei-
che Ziffern und verschiedene Buchstaben
durch verschiedene Ziffern zu belegen sind
und daB am Anfang einer Zahl niemals die
Ziffer O steht.

ala Setze fir [] die Rechenzeichen +
oder !
a) 0J1J2(J3[J4J5 =120
b) oJ1[J2(J3[4(15 =121
A2 A Setze in die Leerstellen +, -
Klammem ein!

127345 = 100
A3 a Setze fur die Leerstellen die Re-
chenzeichen + oder — ein! (Dezimale
Schreibweise ist erlaubt, z. B. 12 oder 56.)

102013074005 06C17C18009 = 100

A4a DieZiffern1,1,2, 3,6,7, 8,9 sind
in die Leerstellen so einzutragen, daB man
die Summe 100 erhilt.

OO+00+ 00+ 00 =100

AS5a Die acht Ziffern 1, 2, 3,4, 5,6, 7

und 9 sind so in die Leerstellen einzuset-

zen, da8 man die Summe 10000 erhilt.
OoOogoo

+ 01001
10000

A 6 o Fiille die Leerstellen mit Ziffern so
aus, daB man als Differenz 1 erhilt!

goood
-DD%]

und
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A7a []21-4
1684
A8a [J[J1-3
186[]
A9a 41[]-4
14
Al0a 69[]:[]=2[1
alla 1[]25:5=32[]
Al24 | A+A=B
+ . -
A -A=B
B-B=0
4134 [AAA-A=BBB
CCC-A=DDD
FFF-A=333
Alda EINS
+ EINS
ZWEI
AlSa VIER
+ VIER
ACHT
Al6a |EIN-A
ISTA

4 17 o Ersetze die Buchstaben durch Zif-
fern! (Gleiche Buchstaben bedeuten glei-
che Ziffern.)

a 6A8:2 =32A
b E25:E =105
¢ | B6B4:4 =C5C

Losungen

Ala 2a)Dal0+1+2+3+44+5=15,
also zu klein ist, muB man auBer dem Re-
chenzeichen + noch das Rechenzeichen -
benutzen. Nun ist

1-2-3:4-5=120. Es fehlt die Zahl 0, die
man noch addieren kann:
0+1:2-3-4-5=120.

b) Diese Summe ist um 1 groBer, also muB
man noch 1 addieren. Nun ist auch
2-3-4-5=120. Man erhilt
0+1+2-3-4-5=121.

A2a 1:2+3):4:5=100

Ala 1+2+3-4+5+6+78+9
=100

A4a An den Zehnerstellen der Sum-
manden miissen moglichst kleine Zahlen
stehen, damit die Summe 100 nicht iber-
schritten wird. Nun ist

1+1+2+3=7 und 6+7+8+9=30;
man erhilt also eine Losung:

16+ 17 + 28 + 39=100. Man erhdlt wei-
tere Losungen, wenn man die Zahlen an
den Einer- und Zehnerstellen beliebig ver-
tauscht. Insgesamt sind es

1
-‘;—"4! =12-24 = 288 Losungen.

A5 A Dadie Summe 10000 betriigt, miis-
sen an der letzten Stelle die Zahlen die
Summe 10 ergeben und an den anderen
Stellen die Summe 9 (wegen des Ubertra-
ges).
Also stehen an der letzten Stelle die Zah-
len 1 und 9, an den iibrigen Stellen die
Zahlen 2 und 7 bzw. 3 und 6 bzw. 4 und 5.
So erhalten wir eine Losung

2341 + 7659 = 10000
Nun hat man drei Moglichkeiten, eines der
Paare an die erste Stelle zu setzen, dann
zwei flir die zweite Stelle und eine fiir die
verbleibenden Stellen. AuBerdem k6énnen
an jeder Stelle die Zahlen vertauscht wer-
den. Es gibt also 3:2-2 =12 Losungen.

1000 -999=1
A7 a Bezeichnet man den 1. Faktor mit
x, so gilt

x-4 =1684,

Aba

also x=#=421.

A8A Setzt man anstelle der Leerstellen
die Variablen x, y, z, so gilt

(100x + 10y + 1)-3 = 1860 + z,

30(10x +y)+3=1860 + z,

also ist z =3 und

30(10x + y) = 1860,

10x+y=—F=62.

Der erste Faktor ist also gleich 621.

A9a (410+ x)-4=1040+ 100y + z,
1640 + 4x = 1040 + 100y + z,
600+ 4x =100y + z.
Also ist x =0, 1 oder 2,
weil fiir x 23 z > 10 wird.
Man erhilt drei Losungen:

bei x=0 wird 4104 = 1640,
x=1 411-4 = 1644,
x=2 412-4=1648.

A10a (690 + x):y=201+ 10z,

690 + x = (201 + 10z)y,

690 + x =200y + y + 10yz.
Also ist x =y und
690 =200y + 10yz = 10y(20 + z).
Daher ist y = 3; denn fir y <3 wird die
rechte Seite zu klein, fiir y > 3 zu gro8.
Daraus folgt z=3 und 693:3=231.

Alla (1025+100x):5=1320+ z,

1025 + 100x = (320 + z) - 5 = 1600 + 5z.
Diese Gleichung ist 1ur flr z =35 erfiillt.
Daher ist

100x = 1600 + 25 — 1025 = 600,

x=6 und 1625:5=325.

al12a IstA=1s0istA+A=1+1=2
=Bund 4-4=1'1=1=8B,
das ist ein Widerspruch.

Ist A=2, soist A+A4=2+2
und A-4=2-2=4, d.h B=
Fernerist B—B=4-4=0.

Es sind also alte Gleichungen in den Zei-
len und Spalten richtig.

2+2=4; 2:2=4; 4—-4=0.

(Fir A =3 ergibt sich stets ein Wider-
spruch; denn dann ist A + A< A4-4))

A13a Wegen333=111-3 kann FFF nur
111, da dreistellig, und 4 = 3 sein.

Dann ist A44-4=1333-3=999,

also B=9.

Es ist AA4 — CCC= FFF, also A -~ C=F,
d.h,3-C=1,C=2.

=4
4.



Wegen CCC- A = DDD ist 222 -3 = 666,
also D= 6.
Dann ist BBB — DDD =999 — 666 = 333.
Also sind alle Gleichungen in den Zeilen
und Spalten richtig. Man erhilt das
Schema:

333-3=999

2223 =666
111-3=1333
A 14 A Es fillt zunédchst auf, daB, wenn
man 10N + S = x setzt und x < 50 ist,
(1ON+ 8)+ (10N + $) =10E + I = 2xund
(I0OE+ D+ (Q0E+1)=10Z+ W=2x
+ 2x = 4x ist.,
Dabei gilt 4x < 100, also x < 25.
Firx=1, 2, 3, 4, 5, 6 ergeben sich Wider-
spriiche, da dann in dem Schema fir ver-
schiedene Buchstaben gleiche Ziffern auf-
treten.
"Fiirx=17,8,9,
d.h. 2x = 14, 16, 18, 4x =28, 32, 36
erhilt man die folgenden Losungen:

1.Lésung 2.Losung 3.Losung
1407 1608 1809

+1407 41608 +1809
2814 3216 3618

Femer treten aufler fiir x = 14, 17, 18, 19
Widerspriiche auf, und man erhilt die wei-
teren Losungen:

4.Losung 5.Losung 6.Losung
2814 3417 3618
+2814 43417 +3618
5628 6834 7236
7. Losung
3819
+3819
7638

Fiir 50 = x < 100 ist x < 75, und so gibt es
noch die folgenden L&sungen:

8.Losung 9.Losung 10.L6sung
1457 1859 2864
+1457 41859 +2864
2914 3718 5728
11.L6sung
4271
+4271
8542

A 15a Da diese Aufgabe viele Losungen
hat, wollen wir noch die Einschrinkung
machen:

Man ermittle diejenigen Losungen, bei de-
nen die Summe

a) moglichst klein,

b) moglichst grofB ist.

Esist V=1,2,3 oder4,da V+0

und 4 =9 ist.

a) V=1 und 4 =2 sind die kleinstmog}i-
chen Werte von V und A4 und ergeben da-
her die kleinsten Summanden und die
kleinste Summe. Dann ist mindestens
I=3, E=4 R=5,

also T=0, H=9, C=6.

(I = 0 fuhrt nicht zum Ziel, denn 0 + 0 = 0,
an der zweiten Stelle der Summe steht also
0 oder mit einem Ubertrag 1, beide Zahlen
sind schon besetzt.) Damit haben wir die
Losung mit der kleinsten Surnme erhalten:
. 1345 + 1345 =2690.

b) V ist hochstens gleich 4. Ist ¥ =4 und
A =9, so kann hochstens 7 =8 sein. E =7

wilirde zu C =7 fiihren, ein Widerspruch
wegen E + C. Dagegen erhdlt man fur
E =6 und R =5 die L6sung mit der groB-
ten Summe.
4865 + 4865 = 9730

(R=17 wiirde wieder zu einem Wider-
spruch fiihren, da 7+ 7 = 14 und die 4 be-
reits besetzt ist.)

Al6a (100E + 101+ N)A =10001

+ 10085 + 10T+ 4, wobei die Variablen
natiirliche Zahlen mit
Az2,Ez21,Iz1,N=21,820,T=0,
und sdmtlich kleiner oder gleich 9 sind.
Da NA auf die Ziffer 4 endet, ist wegen
N=#*0

oder 6, 6, 3, 7, 9.
Fiir A =2 und N =1 erhilt man keine Lo-
sung. Fiir A =3 und N =1 erhilt man die
Losungen
821-3 =2463; 921-3 =2763.
Fiir A =4 und N =1 erhilt man die L6-
sungen 521-4 =2084; 931-4 = 3724.
AuBerdem erhilt man fir 4 >4 bzw. N> 1
noch die folgenden LOsungen, wobei nur
die Faktoren angegeben sind:
841-5; 941-5; 541-8; 651-8;
431-9; 541-9; 761-9; 516-2;
526+4; 726-4; 213 -5; 843-5;
943-5;217-5; 427-5; 637-5,
also insgesamt 20 Losungen.
Al74a a)
600+ 104 +8):2=320+ 4
608+ 104 =640+ 24,84=32, A =4,
also 648:2 = 324,
b) (100E + 25): E =105,
100E +25=105E,SE=25,E=S5,
also 525:5=105.
c) (1000B + 600 + 10B +4):4
=100C+ 50+ C,
1010B + 604 = 400C + 200 + 4C,
1010B = 404C — 404 = 404(C— 1),

B = 4-101(C—-1) 4C-1

101-10 10

Da B * 0 ganzzahlig und 4 durch 2 teilbar
ist, ist C—1=*0 durch 5 teilbar. Wegen
2=Cx9 ist das nur fur C—1=35, also
C =6 der Fall.
Dann ist B=%=2,
und man erhilt 2624 : 4 = 656.

R. Liiders

Computergrafik

Anordnung
von Schachfiguren

Wie groB die Vielfalt der moglichen Pro-
bleme bei der Anordnung von Schachfigu-
ren auf dem Schachbrett ist, davon war in
alpha schon mehrmals zu lesen. Die sechs
unterschiedlich ziehenden Figurentypen
und verschiedene Anordnungskriterien
bieten einen grofen Bereich von zu unter-
suchenden Fragen an.

Auch der bekannte englische Schachpro-
blemkomponist Thomas Rayner Dawson
(1889 bis 1951) befaBte sich mit Aufgaben
dieser Art. Folgende Aufgabe von ihm
wurde zuerst in London Evening Standard
1930 veroffentlicht:

Auf einem verkleinerten Schachbrett mit
5 % 6 Feldern sollen folgende acht Figuren
so angeordnet werden, daB keine Figur
eine andere deckt oder bedroht. Wie viele
verschiedene Anordnungen sind moglich?

ewEITACAD

Das abgebildete Diagramm zeigt eine L6-
sungsmoglichkeit.

Neues aus dem Sportverlag

1. Lindner
Faszinierendes Schach

284 Seiten, Preis: 15,50 M
291 Diagramme
Bestell-Nr. 6716399

A.Mazukewitsch

Verflixte Fehler

500 lehrreiche Minipartien
233 Seiten, Preis: 15,80 M
Bestell-N1.671 6426
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XXVI. Olympiade

Junger Mathematiker ,

der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

7./8. Februar 1987

Olympiadeklasse 7

260731 Herr Anders fuhr mit seinem Pkw
auf der Autobahn mit einer Geschwindig-
keit von lOO-khE an einer Tankstelle (A)
vorbei. Nach einer weiteren Fahrstrecke
von 175 km muBte Her Anders den Ben-
zinhahn auf Reserve stellen. Da die nich-
ste Tankstelle (B) von dieser Stelle aus auf
der Autobahn noch 45 km entfernt liegt,
verringerte Herr Anders seine Geschwin-

digkeit auf 60 -khﬂ, um weniger Benzin zu

verbrauchen.

Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit
legte Herr Anders die Strecke zwischen A
und B zuriick?

(Der kurze Bremsweg, auf dem die Ge-

schwindigkeit von 100 % auf 60 kTm her-

abgesetzt wurde, soll in der Rechnung
nicht beriicksichtigt werden, da er die ge-
suchte Durchschnittsgeschwindigkeit nur
unwesentlich beeinfluBt.)

260732 Uber die Feriengiste in einem
Ferienheim ist folgendes bekannt:

Die Anzahl der Midchen ist gleich der
Hilfte der Anzahl derjenigen Feriengiste,
die keine Midchen sind.

Die Anzahl der Jungen ist gleich einem
Drittel der Anzahl derjenigen Feriengiste,
die keine Jungen sind.

Die Anzahl der Frauen ist gleich einem
Viertel der Anzahl derjenigen Feriengiste,
die keine Frauen sind.

AuBer diesen Midchen, Jungen und
Frauen sind in diesem Ferienheim als Fe-
riengiste noch genau 26 Minner.
Untersuche, ob sich aus diesen Angaben
eindeutig die Anzahlen der Mddchen, Jun-
gen und Frauen ergeben! Wenn dies der
Fall ist, gib diese Anzahlen an!

260733 Es sei ABC ein spitzwinkliges
Dreieck; sein Umkreis & habe den Mittel-
punkt M. Der Strahl aus A durch M
schneide k in D, der Strahl aus B durch M
schneide k in E, der Strahl aus C durch M
schneide k in F.

Ermittle das Verhiltnis der Flicheninhalte
des Sechsecks AFBDCE und des Dreiecks
ABC!

260734 Emmittle alle diejenigen Paare
(m; n) natiirlicher Zahlen, die folgende Be-
dingungen erfiillen!

(1) m und n sind dreistellige Zahlen.

(2) Es gilt m — n=889.
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(3) Fiir die Quersummen Q(m) und Q(n)
von m bzw. n gilt Q(m) — Q(n) =25.

260735 Bekanntlich haben in jedem
gleichseitigen Dreieck die drei Seitenhal-
bierenden, die zugleich auch die drei Win-
kelhalbierenden und die drei Hohen sind,
einen gemeinsamen Schnittpunkt.

Gibt es Dreiecke ABC, die nicht gleichsei-
tig sind und bei denen wenigstens die Sei-
tenhalbierende von BC, die Winkelhalbie-
rende von X ABC und die zur Seite AB
senkrechte Hohe einen gemeinsamen
Schnittpunkt haben? Wenn es solche Drei-
ecke gibt, so konstruiere ein derartiges
Dreieck und beschreibe deine Konsjruk-
tion! Eine Begriindung wird nicht verlangt.

260736 Es sei ABCDEFGH ein Wiirfel
mit AE||BF||CG||DH; dabei sei EFGH
eine Seitenfliche des Wiirfels; der Schnitt-
punkt ihrer Diagonalen EG und FH sei S.
a) Beweise, dal der Winkel x ESA kein
rechter Winkel ist!

b) Beweise, daB der Winkel xDSE ein
rechter Winkel ist!

Olympiadeklasse 8

260831 Gegen Ende eines Kinderfestes
kommen fiinf Midchen zur Solidaritiits-
tombola und wollen Lose kaufen. Der Pio-
nierleiter zdhit die vorrdtigen Lose und
sagt dann: ,Der Vorrat reicht dafiir, daB
jede von euch, eine nach der anderen, je-
weils genau die Hilfte der gerade noch vor-
handenen Lose und ein halbes Los dazu
kauft. Dann bleibt kein Los iibrig.“

(I) Weise nach, daB es als Vorrat an Losen
héchstens ein Anzahl geben kann, bei der
die Aussagen des Pionierleiters zutreffen!
(I) Weise nach, daB fir diese Anzahl die
Aussagen des Pionierleiters zutreffen! Wie
viele Lose kann jedes der fiinf Midchen
nach diesen Aussagen kaufen?

260832 Emmiftle alle diejenigen Paare
(p; q) von Primzahlen, die die folgenden
Bedingungen (1), (2), (3) erfiillen!

(1) Die Differenz g — p ist grofer als 0 und
kleiner als 10.

(2) Die Summe p+ g ist das Quadrat
einer natiirlichen Zahl n.

(3) Addiert man zu dieser Zahl n die
Summe von p und ¢, so erhilt man 42.

260833 Gegeben seien ein Kreis k& mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius
r=5cm sowie eine Gerade g, die von M
den Abstand d = 6 cm hat. Zu konstruieren

sind alle diejenigen Punkte P, die die fol-
genden Bedingungen a) und b) erfiillen:

a) Der Punkt P liegt auf der Geraden g,
b) Die von P an k gelegten Tangenten bil-
den miteinander einen rechten Winkel.
Beschreibe eine Konstruktion! Fertige eine
Konstruktionszeichnung an! Beweise die
beiden folgenden Sitze (I) und (ID)!

(I) Wenn ein Punkt P die Bedirigungen a)
und b) erfiillt, dann ldBt er sich nach der
angegebenen Beschreibung konstruieren.
(I) Wenn ein Punkt P nach der angegebe-
nen Beschreibung konstruiert wird, dann
erfiillt er die Bedingungen a) und b).

260834 In einer Ebene scien 100 ver-
schiedene Punkte so gelegen, daB folgende
Voraussetzungen erfiillt sind:

(1) Es gibt genau eine Gerade, auf der
mehr als zwei der 100 Punkte liegen.

(2) Auf dieser Geraden liegen genau drei
der 100 Punkte.

Ermittle unter diesen Voraussetzungen die
Anzah! derjenigen Geraden, die durch
mehr als einen der 100 Punkte gehen!

260835 Beweise folgende Sitze:
(I) Wenn ABC ein Dreieck mit AC = BC
ist, dann ist die Seitenhalbierende von 4B
zugleich auch Winkelhalbierende von
4 ABC.
(II) Wenn in einem Dreieck ABC die Sei-
tenhalbierende von AB zugleich auch Win-
kelhalbierende von xABC ist, dann gilt
AC=EC.
260836 Es sei ABCD eine dreiseitige Py-
ramide, die die Bedingung erfiillt, daB die
vier Dreiecke ABC, ABD, ACD und BCD
simtlich einander umfangsgleich sind.
Untersuche, ob durch diese Bedingung und
durch die Lingen

AD=p, BD=gq, CD=r
die Lingen BC=a, CA=b und 4AB=¢
eindeutig bestimmt sind! Wenn dies der
Fall ist, gib diese Lingen a, b, ¢ in Abhin-
gigkeit von p, g, r an!

Olympiadeklasse 9

260931 Ermitteln Sie alle diejenigen ge-
ordneten Paare (a;b) natiirlicher Zahlen,
fir die die Gleichung

2(a + b) = ab gilt!
260932 In einer Ebene e sei ein Dreieck
ABC fest vorgegeben. Die Mittelpunkte der
Dreiecksseiten BC, CA, AB seien U, V
bzw. W in dieser Reihenfolge.
Weiter sei P ein beliebiger Punkt der
Ebene e. Spiegelt man P sowoh! an U, V
als auch an W, so erhilt man die Bild-
punkte Py, P, bzw. Py.
(Unter dem Bildpunkt Ps von P bei der
Spiegelung an einem Punkt § versteht man
denjenigen Punkt, fir den gilt, daB S der
Mittelpunkt der Strecke PPg ist. Falls
P=Sist, ist Ps=P)
Beweisen Sie, daB der Flicheninhalt des
Dreiecks PyP,Py unabhéngig von der Lage
des Punktes P ist, und vergleichen Sie die-
sen Flicheninhalt mit dem des Dreiecks
ABC!

260933 Wenn eine reelle Zahl a gegeben



ist, so werde jeder reellen Zahl x eine Zahl
y, ndmlich
¥+ xltax+1

x2+1

zugeordnet.

(A) Ermitteln Sie, wenn a = —3 gegeben
ist, zwei ganze Zahlen x, deren zugeord-
nete Zahlen y ebenfalls ganze Zahlen sind!
(B) Ermitteln Sie eine reelle Zahl a, fir
die die folgende Aussage () gilt!

(%) Wenn die Zahl a gegeben ist, so gibt
es unendlich viele ganze Zahlen x, deren
jeweils zugeordnete Zahlen y ebenfalls
ganze Zahlen sind.

(C) Untersuchen Sie, ob es auBer der in
(B) ermittelten Zahl a noch eine andere re-
elle Zahl g gibt, fiir die die Aussage (¥)
gilt!

260934 Beweisen Sie folgenden Satz:
Wenn a und b zwei von 0 verschiedene na-
tiirliche Zahlen sind, die nicht beide Qua-
dratzahlen sind und fir die % ein so weit
wie méglich gekiirzter Bruch ist, dann ist

a . ..
— eine irrationale Zahl.

b
260935 Von einem Viereck ABCD werde
vorausgesetzt:

(1) ABCD ist ein Trapez mit AB|| CD.

(2) Es gilt 4B > CD.

(3) Die Summe der GroBen der Innenwin-

kel x BAD und % ABC betrigt 90°.

Der Mittelpunkt von AB sei M, der Mittel-

punkt von CD sei N.

Beweisen Sie, daB unter diesen Vorausset-

zungen stets
— 1
MN = 2

(AB —

CD)

gilt!

260936 a) Ein regelmifBiges Tetraeder
ABCD soll durch eine Ebene e, die durch
den Punkt A geht, in zwei Tetraeder T), T,
zerlegt werden.

Skizzieren Sie eine derartige Zerlegung,
z. B. in Kavalierperspektive, und beschrei-
ben Sie, welche Lage e in bezug auf die
drei Punkte B, C, D bei derartigen Zerle-
gungen haben muB!

b) Beweisen Sie, daB es unter den in a) ge-
nannten Ebenen genau drei gibt, bei denen
T, volumengleich zu T, wird!

Olympiadeklasse 10

261031 Von einer natiirlichen Zahl x sol-
len folgende Bedingungen erfiillt werden:
(1) Im Zweiersystem geschrieben hat x ge-
nau sieben Stellen.

(2) Schreibt man x im Dreiersystem, so
tritt keine Ziffer mehr als zweimal auf.

(3) Im Funfersystem geschrieben hat x ge-
nau vier Stellen.

Beweisen Sie, daB8 es genau eine natiirliche
Zahl x gibt, die diese Bedingungen erfiillt,
und geben Sie diese Zahl an!

261032 Bei einem Dominospiel mit den
Zahlen 0, 1, ..., 6 ist jeder Spielstein in
zwei Hilften eingeteilt, jede Hilfte triigt
eine der Zahlen. In einem Dominospiel
kommen alle Kombinationen von je zwei
der Zahlen 0, 1, ..., 6 je genau einmal vor

(und zwar auch diejenigen, bei denen auf
den beiden Hilften eines Steins dieselbe
Zahl steht). Insgesamt besteht hiernach ein
Dominospiel aus genau 28 Steinen.
Eine ,Kette“ entsteht, wenn man mehrere
Steine in einer Folge so nebeneinander-
legt, daB benachbarte Hilften nebeneinan-
derliegender Steine stets einander gleiche
Zahlen tragen (Domino-Spielregel). Eine
Kette heiBt ,geschlossen“, wenn auch die
beiden Seitenhilften an den beiden freien
Enden der Kette einander gleiche Zahlen
tragen. )
a) Ermitteln Sie die kleinste Anzahl k > 1
von verschiedenen Steinen eines Domino-
spiels, die eine geschlossene Kette bilden
konnen!
b) Aus einem Dominospiel sollen ge-
schlossene Ketten aus je k verschiedenen
Steinen gebildet werden (k sei die in a) ge-
nannte Zahl). Dabei soll jeder Stein des
Dominospiels in hochstens einer dieser
Ketten verwendet werden.
Ermitteln Sie die gréfite Anzahl g von Ket-
ten, die so zustandekommen konnen!
¢) Ermitteln Sie die Anzahl aller verschie-
denen geschlossenen Ketten aus je k ver-
schiedenen Steinen, die sich iiberhaupt bil-
den lassen! (Es darf also jeder Stein des
Dominospiels in beliebig vielen dieser Ket-
ten auftreten.) Dabei gelten zwei geschlos-
sene Ketten genau dann als gleich, wenn
sie bei geeigneter Wahl eines Anfangs-
steins und einer Durchlaufungsrichtung
gleichlautende Zahlenfolgen zeigen. Bei-
spielsweise gelten die beiden Ketten
2,9, 4,5), 5,9, 5,1), (,2)
und (5,4), 4,2), 2,1), (1,9), (5,5
als einander gleich.

261033 Uber eine Gerade # und drei
Punkte S, 4, B auf h wird vorausgesetzt,
daB A4 zwischen S und B liegt. Ferner wird
iiber eine Gerade g * h vorausgesetzt, da8
sie k in § schneidet. Gesucht sind alle die-
jenigen Punkte P, die die folgenden Bedin-
gungen a) und b) erfiillen:

a) Der Punkt P liegt auf g.

b) Der Innenwinkel xSBP im Dreieck
SBP hat dieselbe Grofe wie einer der Win-
kel, den AP mit g bildet.

(I) Beweisen Sie folgende Aussage:

Wenn ein Punkt P die Bedingungen a), b)
erfiillt, dann kann er (aus voraussetzungs-
gemiB gegebenen A, g, S, 4, B) durch eine
Konstruktion erhalten werden.

(II) Beschreiben Sie eine Konstruktion,
fiir die die Aussage in (I) zutrifft!

(III) Beweisen Sie folgende Aussage:
Wenn ein Punkt P nach der Beschreibung
(IT) konstruiert wird, dann erfiillt er die Be-
dingungen a), b).

261034 Emmitteln Sie unter allen denjeni-
gen Werten, die

=x+y?+2x-22 )
fir ganzzahlige x und y annehmen kann,
den kleinsten Wert z, der eine natiirliche
Zahl ist!
Geben Sie alle diejenigen Paare (x;y) gan-
zer Zahlen an, bei denen sich in (1) dieser
Wert z ergibt!

261035 Beweisen Sie folgende Aussage:

Wenn n eine natiirliche Zahl mit 1= n =5
ist, so gilt: Wird eine Kugel von n Ebenen
geschnitten, so entstehen auf der Kugel-
oberfliche hdchstens 22 Teilflichen.
261036 Beweisen Sie, daB fiir jede reelle
Zahl x > 1 die Ungleichungen

FED -0 <7< 7GR
- Jx_—l7) gelten!
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261231 Man ermittle alle diejenigen Tri-
pel (x;y; z) reeller Zahlen, die das folgende
Gleichungssystem (1), (2), (3) erfillen:

x +y —~z = 1 1)
x2—yr+2z22= 1 )
L R R | 3)

261232 Im Raum seien zwei windschiefe
Geraden g, und g, gegeben. Ferner seien d,
und d, zwei gegebene Streckenlingen.
Beweisen Sie die folgende Aussage:

Wie man auch auf g, Punkte P,, P, mit
PP, =d, und auf g, Punkte Q,, Q, mit
0.0, = d, wihlt, stets ergibt sich fir das
Volumen des Tetraeders mit den Eckpunk-
ten Py, P;, Q;, Q, ein und derselbe Wert.

Von den nachstehenden Aufgaben
261233A und 261233B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu 16sen:

261233A Man untersuche, ob es vier auf-
einanderfolgende natiirliche Zahlen gibt,
die die folgende Eigenschaft haben: Jede
dieser vier Zahlen l4Bt sich so in zwei posi-
tive ganzzahlige Summanden x und y zer-
legen, daB sie jeweils ein Teiler von x -y
ist.

261233B Man beweise, daB in jedem
Dreieck ABC fiir die Seitenlingen a = BC,
b=TCA, c=4B, die GroBen «, f, y der In-
nenwinkel x CAB, 4 ABC, 4 BCA sowie fur
den Inkreisradius ¢ und den Flicheninhalt
F die Ungleichung

l 2 & 1 zﬂ LN 4
cos* + bcos cos 7
270
z3F 1)

gilt. Man gebe alle diejenigen Dreiecke an,
fiir die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

261234 Beweisen Sie: Fiir jedes Sehnen-
viereck ABCD, dessen Diagondle BD durch
den Mittelpunkt N der Diagonalen AC ver-
lduft, gilt die folgende Gleichung (1).
2-BD*=4B?+ BC* + CD* + AD*. 6y
261235 Zwei Personen, A und B, spielen
mit n in einer Geraden angebrachten Lam-
pen (n > 3) das folgende Spiel:

Zum Spielbeginn sind alle Lampen ausge-
schaltet. Eineganze Zahlkmitl <k <n -1
wird vereinbart. Dann verlduft das Spiel so,
da8 die Spieler, mit A beginnend, abwech-
selnd am Zug sind: Jeder Spieler schaltet,
wenn er am Zug ist, nach eigener Wahl
eine Anzahl nebeneinanderliegender Lam-
pen ein, mindestens eine und hochstens k.
Gewonnen hat derjenige Spieler, der die
letzte der n Lampen einschaltet.

Man beweise, daB der Spieler A fiir jedes
n >3 und jedes k mit 1 <k <n-—1 durch

alpha, Berlin 21 (1987) 3 - 59



eine geeignete Vorgehensweise (Strategie)
den Gewinn erzwingen kann.

261236 Es sei (x,) diejenige Folge reeller
Zahlen, fur die

x1=1/3_
Xpe1 =922+ 11x,+3

n=1,2,3,..) 2)
gilt. Fiir jede reelle Zahl a + 0 sei ferner

(y,) die durch
Xp _
m= o (n=1,2,3,.)

ey
und

A

definierte Zahlenfolge.
Man ermittle alle diejenigen a * 0, fiir die
die Folge (y,) konvergent ist.

Eine harte Nuf

a) Eine vierstellige Zahl und die (ebenfalls
vierstellige Zahl) Zahl, die entsteht, wenn
man die Ziffern in umgekehrter Reihen-
folge schreibt, sind beide durch 78 teilbar.
Wie heiBen diese Zahlen?
b) Gesucht sind alle dreistelligen Zahlen,
die aus geraden Ziffern bestehen und teil-
bar durch das Produkt ihrer Ziffern sind.
¢) Eine dreistellige Zahl mit verschiede-
nen Ziffern ist gleich einem Fiinftel der
Zahl, die man erhilt, wenn man die
Summe aus den dreistelligen Zahlen bil-
det, die durch Umstellung der Ziffern der
Ausgangszahl entstehen. Wie heiBt die
Zahl?

Aus: Matematika v skole, Moskau;

mitgeteilt von Dr. J. Riehl, Egeln

Unterhaltsame
Kreisfigur

Prof. A. Sawin, Mitarbeiter der sowjeti-
schen Schiilerzeitschrift Quant, griBt alle
alpha-Leser, wiinscht alles Gute fir 1987
und stellt folgende Aufgabe (ohne Worte!).
Wir interpretieren: In der Kreisfigur ist x
zu berechnen, d. h., es ist fiir x eine allge-
meine Formel zur Berechnung des Bogen-
stiickes zu finden. Wir erwarten eure Vor-
schlige!

60 - alpha, Berlin 21 (1987) 3

Ein Besuch in der Knobelwerkstatt
Teil 8: Das VIII. Turn- und Sportfest der DDR

Liebe Freunde! Wie bereits in Teil 5 unse-
rer Serie (alpha 6/85) angekiindigt, soll un-
ser heutiger Beitrag dem VIII. Turn- und
Sportfest der DDR gewidmet sein, das zu-
sammen mit der XI. Kinder- und Jugend-
spartakiade der DDR vom 27.Juli bis 2. Au-
gust 1987 in Leipzig stattfinden wird.
Damit wollen wir den Eigenbau von Kno-
belaufgaben unter dem Blickwinkel eines
gesellschaftlichen Ho6hepunktes demon-
strieren (vgl. dazu den Text von Teil 5 in
alpha 6/85!).

Das VIII. Turn- und Sportfest der DDR
(5. Aufg. 1) wird in der Tat sicher wieder ein
besonderer Hdhepunkt im Leben unserer
Republik sein. Als Nationalfest der Kdrper-
kultur und des Sports wird es auf ein-
drucksvolle Weise demonstrieren, daf3 das
humanistische Anliegen, Koérperkultur und
Sport zur Sache des ganzen Volkes, vor al-
lem seiner Jugend zu machen, in unserer
sozialistischen Geselischaft zielstrebig ver-
wirklicht wird. So vereinigte der DTSB der
DDR im Jahre 1983 annihernd 3,3 Millio-
nen Mitglieder, und etw.. 700000 Biirger
waren ehrenamtlich und unentgeltlich als
Ubungsleiter, Kampf- oder Schiedsrichter
oder als gewidhlte Sportfunktiondre titig.
Und im Jahre 1982 erfullten etwa 3 Millio-
nen Biirger unseres Landes die Bedingun-
gen des Sportabzeichens , Bereit zur Arbeit
und zur Verteidigung der Heimat“. Diese
Breite des Sports macht solch hervorra-
gende sportliche Leistungen, wie sie unsere
Sportler national und international voll-
bringen und wie sie gewiB in Leipzig wie-
der zu sehen sein werden, natiirlich erst
moglich. Sicher hat auch manch einer von
euch das Gliick, als sportlich Bester in
Leipzig dabei zu sein. Die Turn- und
Sportfeste der DDR basieren auf einer etwa
hundertjahrigen Tradition vor allem der
Arbeitersportbewegung. Sie begannen in
unserer Republik 1954 neu und wurden
dann in zeitlich unregelmiBiger Folge wei-
ter fortgesetzt.

Die Gastgeberstadt Leipzig ist wahrlich
eine Stadt des Sports: Der Massen- und
Leistungssport in Leipzig kann beachtliche
Erfolge aufweisen (s. Aufg. 2a). Diese waren
auch hier vor allem durch eine kontinuier-
liche Breitenarbeit im Sport méglich
(s. Aufg. 2b). Auch wurden seijt der Griin-
dung der DDR in Leipzig viele neue Sport-
statten geschaffen, von denen das Sportfo-
rum - ein ganzer Komplex von Stadien
und Sporthallen mit dem Zentralstadion
als Herzstiick — die groBte ist (5. Aufg. 20).

Ebenso entstanden in der Stadt eine Reihe
von Volksschwimmbhallen (5. Aufg. 2d).
Einen groBen Anteil an der Entwicklung
des Sports in Leipzig und dariiber hinaus
hat natiirlich die Deutsche Hochschule fiir
Kérperkultur (DHfK), das Zentrum der so-
zialistischen deutschen Sportwissenschaft
sowie der Aus- und Weiterbildung der Ka-
der (s. Aufg. 2e). Leipzig besitzt auch als
einzige Stadt ein Sportmuseum. Und wel-
cher FuBballfreund kennt ihn nicht, den
1. FC Lokomotive Leipzig, der im vergan-
genen Jahr den FDGB-Pokal errang (5. Auf-
gaben 3 und 4).
Das inhaltliche Programm des VIII. Turn-
und Sportfestes der DDR hilt wieder viele
Attraktionen bereit, so u.a. die stets beein-
druckende und von tausenden Sportlern
und Trainern mit viel Liebe und FleiB vor-
bereitete Sportschau des DTSB der DDR
(5. Aufg. 5), internationale und volkssportli-
che Wettkampfe, kulturelle und andere
sportliche GroBveranstaltungen, und nicht
zuletzt die Wettkimpfe der XI. Kinder-
und Jugendspartakiade der DDR als Hoéhe-
punkt der Spartakiadebewegung in unse-
rem Land, die getragen wird vom DTSB
der DDR, den Organen der Volksbildung,
der FDJ sowie der Pionierorganisation
»Ernst Thialmann“. Erfillt von der olympi-
schen Idee des friedlichen Wettstreits mes-
sen hier die besten Nachwuchssportler un-
serer Republik ihre Krifte. Bewilitigt wird
hierbei anndhernd das olympische Pro-
gramm (s. Aufgaben 6, 7 und 8), aber dies in
der Hilfte der Zeit und durch die Eintei-
lung nach Altersklassen etwa dreifach er-
weitert. Die Durchfiihrung der Spartakia-
dewettkimpfe sowie insgesamt des
VIII. Tumm- und Sportfestes der DDR st
eine bewunderungswiirdige Leistung seiner
Organisatoren und nur durch die Mithilfe
zehntausender sportbegeisterter Helfer
moglich. Wiinschen wir dem VIII. Tum-
und Sportfest und der XI. Kinder- und Ju-
gendspartakiade der DDR einen erfolgrei-
chen Verlauf! Und so beenden wir unsere
achtteilige Beitragsserie heute mit einem
dreifachen ,Sport frei!“.

R. Mildner



Knobel-
Wandzeitung

Sportfest-Legespiel

Ala Zerschneidet ein  rechteckiges
Stiick Karton, das doppelt so lang wie breit
ist, in die abgebildeten 6 (dick umrande-
ten) Teile, und legt jeweils mit diesen
6 Teilen jede Ziffer bzw. jeden Buchstaben
des Ausdrucks VIII. TURN- UND SPORT-
FEST DER DDR, LEIPZIG zusammen,
wobei ihr euch die (stilisierten) Ziffern
bzw. Buchstaben (als Legefiguren) selbst
ausdenken sollt! Findet bei gleichen Le-
gefiguren verschiedene Zusammenlegun-
gen!
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Leipzig — Stadt des Sports

A2 A a) Leipziger Sportler erkidmpften
von 1956 bis 1980 allein bei den olympi-
schen Sommerspielen insgesamt 80 Me-
daillen. Davon waren 2625% Gold-,
46,25 % Silber- und 27,50 % Bronzemedail-
len. Wieviel Medaillen von jeder Art er-
kdmpften sie?

b) Im DTSB der DDR waren 1980 (rund)
65000 Leipziger Biirger organisiert. Im
Jahre 1951 waren es nur 31000. Wieviel
Prozent der Leipziger Einwohner waren
1980 im DTSB organisiert (Einwohnerzahl
Leipzigs: 570000) und um wieviel Prozent
(gegeniiber 1951) war der Anteil Leipziger
DTSB-Mitglieder bis zum Jahre 1980 ge-
stiegen?

¢) Das 1956 eingeweihte Leipziger Zen-
tralstadion, das iiber 100000 Sitzplitze ver-
figt, entstand in einer Bauzeit von nur 17
Monaten unter Mithilfe von 180218 Leip-
ziger Biirgern, die 735992 Aufbaustunden
geleistet haben. Wieviel Aufbaustunden
wurden von jedem dieser aktiven Biirger
durchschnittlich geleistet?

d) Nach einem BeschluB des Rates der
Stadt Leipzig wurden ab Anfang 1968 in
den einzelnen Stadtbezirken Volks-
schwimmhallen gebaut. 1981 gab es im
Stadtgebiet 9 solche Schwimmbhallen, de-
ren Becken alle die gleichen MaBe haben:
Sie sind 25 m lang und 12,5 m breit, und
die normale Wassertiefe betrigt 1,8 m.
Wieviel Kubikmeter Wasser befinden sich
in einem soichen normalgefiillten
Schwimmbecken?

e) An der im Jahre 1950 gegriindeten Deut-
schen Hochschule fiir Korperkultur (DHfK)
in Leipzig ist bis zum Jahre 1981 die Zahl
der Studenten (Direkt- und Fernstudenten)
von 80 auf 2000, und die Zahl der Lehr-
krifte von 13 auf 430 gestiegen. Auf das
Wievielfache war die Zahl der Studenten
bzw. Lehrkrifte angestiegen?

Auf dem FuBballplatz

A3la Das Bild zeigt eine Hilfte eines
100 m % 60 m-FuBball-GroBfeldes. Es soll
nun das abgebildete (dick gezeichnete) Li-

niennetz so durchlaufen werden, daB man
jede Linie des Netzes genau zweimal
durchschreitet. Welche Wegroute — etwa
ausgehend vom Punkt P und dort wieder
endend - konnte man dazu wihlen und
welche Wegstrecke legt man dabei zuriick?

5%, 732 16,50
Torlinie T B Ty
T et 13 |7
=| 3
Strafsiodmorke e
"_‘**“‘7\\ 2. :
v 74
Stratraum < !
16,94
X
[
§
Mittelinig 38
AnsloBpunk!
FuBball-Kryptogramme
AdaA
1 FUSS 2 FUSS 3 FUSS
+ BALL + BALL + BALL
CLUB PLATZ LEDER
4 FUSS 5 FUSS 6 FUSS
+ BALL + BALL + BALL
SCHUH WELT STOSS
7 FUSS 8 FUSS 9 FUSS
+ BALL + BALL + BALL
SPIEL TORE POKAL
10 FUSS 11 FUSS 12 FUSS
+ BALL + BALL + BALL
PAUSE BRAUT SPASS

Von den abgebildeten Kryptogrammen
sind einige (mehrdeutig) l6sbar. Welche
sind es? Gebt in diesen Fillen mindestens
je zwei Losungen an! Die iibrigen Krypto-
gramme sind nicht 16sbar. Gebt dafiir eine
Begriindung!

Lauftraining

A 5 a Eine Trainingsgruppe von 12 Sport-
lern fithrt zur Erwdrmung eine Laufiibung
im Kreis durch. Der Trainer gibt folgende
Anweisungen:

a) Jeder laufe hinter seinem zweitndchsten
Vordermann!

~b) Jeder laufe hinter seinem drittnidchsten

Vordermann!
¢) Jeder laufe hinter seinem fiinftnédchsten
Vordermann!

Welche Lauffiguren entstehen nach Aus-
fihrung einer jeden Anweisung (Ausgangs-
stellung sei stets der Anfangskreis)?

Olympische Sportdisziplinen

A 6 A Jeder der folgenden Namen stellt —
natiirlich in permutierter Form - eine
olympische Sportdisziplin dar. Um welche

- Sportdisziplinen handelt es sich?

1. BEN 9. MARTHA
HEGEWICHT LOFUNA
2. BEN OX 10. RENATO
3. ELLA BRAWSS SPRUNNK
4. ELLABYLLOV 11. RUDI SPRENG
5. ERNA 12. SUSEN
FLEUHUD STOLEGK
6. ERNITE 13. SUSI
7. HORST WEKFREND
SPANGBUCH 14. WERNER
8. INGE WURPST FESPE
15. WERNER
HEMMAF

Buchstaben-Springreiten

A7a In die finf dickumrandeten Teilfi-
guren wurden in der Gangart eines Sprin-
gers beim Schachspiel vier olympische
Sportdisziplinen sowie das Teilgebiet des
Sports, dem diese Disziplinen angehoren,
eingetragen. Welche sind es?

ElE|A|C
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Im Zeichen Olympias

A B4 Gesucht sind die Nachnamen der
Goldmedaillen-Gewinner bei den Olympi-
schen Sommerspielen 1980 in Moskau in
den angegebenen Sportdisziplinen (in
Klammern die Siegerwerte):

Waagerecht:

3. Einer-Kajak der Minner,

1000 m (3:48,77 min);

5. Turnen der Frauen, Boden

(19,875 Punkte);

6. 800 m-Lauf der Ménner (1:45,4 min);
9. 400 m Hiirden Ménner (48,705s);

11. Judo, Halbschwergewicht;

12. Olympische Schnellfeuerpistole

(596 Ringe);

14. Freie KK-Biichse, liegend (599 Ringe);
15. 1500 m-Lauf der Ménner (3: 38,4 min).
Senkrecht:

1. 400 m-Lauf der Frauen (48,88 s);

2. Diskuswerfen der Frauen (69,96 m);
4. Schwimmen der Frauen,

400 m Freistil (4:08,76 min);

7. Ringen, Schwergewicht;

8. Boxen, Federgewicht;

10. Speerwerfen der Frauen (68,40 m);
13. Schwimmen der Minner,

100 m Riicken (56,53 s).
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fiir alpha-Leser, Teil 5

»Sperren“ werden gebraucht
Aufgabenbeispiel 6

Erstelle ein BASIC-Programm, das von
siner natiirlichen Zahl die Quersumme er-
mittelt!

Bei der Losung der Aufgabe besteht das
Hauptproblem darin, von einer nattirlichen
Zahl n die einzelnen Ziffern ,abzutren-
nen“. Dabei hilft uns die INT-Funktion.
Von der natiirlichen Zahl n ermittelt man

n,={n:10].
Nun erhiilt man die Einer E wie folgt:
E=n-n,-10.

Von der natiirlichen Zahl n, ermittelt
man n, ={n;:10].

Fiir die Zehner Z gilt dann:
Z=n,—n,-10.

Von der natiirlichen Zahl n, ermittelt

man n; = [n,:10].

Nun gilt fir die Hunderter H:

H = n, — n;- 10 usw. bis

n=0 ist (ie€{l,2,3,...}).

Um nun die Quersumme Q von n zu ermit-
teln, ist lediglich noch die Summe aus E,
Z, H usw. zu bilden. Mit Hilfe eines Struk-
togramms 1iBt sich das Vorgehen iiber-
sichtlich beschreiben.

Eingabe: Natiirliche Zahl N
Quersumme Q<O
G<—[N:10]
A<—N-G-10
Wiederhole
Q<0+4
N<¢C
bis N=0
Ausgabe: ) Quersumme Q

A30a Arbeite die im Struktogramm dar-
gestellte Vorschrift fiir N = 125 ab!

Im angegebenen Struktogramm findet man
eine Wiederholung mit nachgestellter Ab-
bruchbedingung.

Ein entsprechendes BASIC-Programm hat
nun folgendes Aussehen:

Programm 8

180 INPUT N
20 LET Q=9
39 LET G = INT (N/16)
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489 LETA=N-G*19
50 LETQ=Q+A

68 LETN=G

76 IF NOT(N = §) THEN 3¢
80 PRINT Q

99 END

Aufgabenbeispiel 7

Arbeite das Programm , Quersumme“ mit

folgenden Eingabedaten ab!

a) 17,34 b) —123

Wenn man das Programm formal fur

N =17.34 abarbeitet, gelangt man zwar

zum Resultat 8.34, aber das ist nicht kor-

rekt.

Fiir N = —123 gibt es gar keine Losung, da

bei negativen Eingangsdaten der Algorith-

mus nicht abbricht.

[Der Computer wiirde in diesem Fall nach

einiger Zeit mit einer Fehlermeldung ,,0V*

(numerical overflow = engl.: Zahleniiber-

lauf) reagieren.]

Um solche Eingabewerte vom Computer

abweisen zu lassen, bauen wir in das BA-

SIC-Programm ,Sperren“ so ein, daB

a) negative Zahlen, b) Zahlen, die nicht

ganzzahlig sind, als unzuldssige Eingangs-

daten zuriickgewiesen werden.

Nach Eingabe von N ist dies mit Hilfe der

IF-THEN-Anweisung zu realisieren:

11 IF N <@ THEN PRINT ,UNZULAES-
SIGE EINGABE!“; GOTO 14

12 IF N < > INT(N) THEN PRINT
»~UNZULAESSIGE EINGABE!“:
GOTO 18

Die beiden Bedingungen konnte man auch

Zu einer zusammenfassen:

11 IF N<@ OR N < > INT(N) THEN
PRINT ,,UNZULAESSIGE EIN-
GABE!“: GOTO 18

(or = engl.: oder)

In einer IF-THEN-Anweisung k&nnen

nach dem ,IF¢ mehrere Bedingungen

durch logische Operatoren wie AND, NOT,

OR verkniipft sein.

BASIC-Symbol

Beadeutung

NOT nicht (Negation)
AND und (Konjunktion)
OR oder (Alternative)

IF Iﬁdingung ﬂ AND IBedi.ngung ﬂ

THEN

Die Anweisung wird ausgefiihrt, wenn
beide Bedingungen erfiillt sind, sonst
nicht.

IF IBedingung 1] OR IBedingung 2|
THEN

Die Anweisung wird ausgefiihrt, wenn min-
destens eine Bedingung erfiillt ist, sonst
nicht.

Tippt man das verinderte Programm
»Quersumme* z.B. in den KC85/1 ein und
wihlt als Eingabewert die Zahl 123456789,
so erhilt man als Quersumme die Zahl 37.
Das ist aber offensichtlich falsch, da die
Quersumme von 123456789 die Zahl 45
ist. Dieser Fehler liegt nun daran, daB8 der

KC85/1 Ergebnisse nur mit maximal 6 Zif-
fern anzeigt und auch intern nur mit hoch-
stens 8 Ziffern arbeitet. Bei Zahlen mit
mehr Ziffern wird automatisch gerundet,
und wie beim Taschenrechner werden zur
Anzeige abgetrennte Zehnerpotenzen ge-
nutzt.

A3l a Verindere das Programm ,Quer-
summe® so, daB auch Zahlen, die groBer
als 999999 sind, als unzulissige Eingangs-
daten abgewiesen werden. '

A32a Welche Sperren sind im Pro-
gramm 6 notwendig, um eine Computerre-
aktion auf unzulidssige Eingabewerte zu .
programmieren?

A33a Sind folgende Bedingungen geeig-
net, um im Programm 6 die unzuldssigen
Eingabewerte fir A abzuweisen?

a) A<>8 OR A<>1

b) A<>86 AND A< >1

A34a Computer arbeiten
schlieBlich mit Dualzahlen.
Das sind Zahlen, die nur aus Ziffern @ und
1 bestehen und deren Stellenwerte Poten-
zen von 2 sind.

Zum Beispiel Dualzahl 101001 =1-25+0
M4+ 1-22+46-22+0-2'+1=41

a) Entwickle ein BASIC-Programm so, daB
eine einzugebende (natiirliche) Dualzahl
in eine Dezimalzahl umgerechnet wird.

b) Uberpriife, ob das Programm fiir alle
denkbaren Eingabcwerte richtige Ergeb-
nisse liefert!

Fiige ggf.  geeignete Anweisungen ein, so
daB unzulissige Eingabewerte abgewiesen
werden! L. Flade/M. Pruzina

intern aus-

Losungen

A3la IF N>999999 THEN PRINT
»UNZULAESSIGE EINGABE“: GOTO 18

432 a Fiir A sind ,Sperren“ notwendig.
Alle Werte, auBer @ und 1, sind abzuwei-
sen.

85 IF NOT (A=8 OR A=1) THEN
PRINT ,FALSCHE EINGABE!“: GOTO
80

A 33 A a) Falsch, weil diese Bedingung
fur jedes A erfiillt ist.

b) Richtig, weil die Konjunktion nur
falsch wird, wenn A =@ bzw. 1 ist.

A 34 o Eine Moglichkeit:
a)
18 CLS
20 PRINT ,UMWANDLUNG VON
DUAL- IN DEZIMALZAHLEN“
3 PRINT - - - - -~ - - — - — — — “
49 PRINT
50 INPUT ,GIB EINE DUALZAHL
EIN:*; B
680 PRINT: LET S=1:LETD=20
70 LET Q =INT(B/18):LET G
=B-10%Q
80 LETP=G¥S:LETD=D+P
90 LET S=2%S:LETB=Q

100 IF B < >0 THEN 70

118 PRINT ,DEZIMALZAHL ........ “
D

120 END

Fortsetzung auf S.67



Unterhaltungsmathematik
aus der athiopischen
mathematischen Schiilerzeitschrift

Hisbab

Sieben Laibe Brot

ala Drei Reisende trafen sich und sa-
Ben zum Essen zusammen. Einer der Rei-
senden brachte drei Laibe Brot mit und der
zweite vier Laibe. Nachdem die sieben
Laibe zu gleichen Teilen unter den drei
aufgeteilt und verzehrt worden sind,
brachte der dritte Reisende sieben Fiinf-
Cent-Stiicke und sagte: ,Bitte, teilt diese
Miinzen zwischen euch gerecht aufl
Wieviel Geld miiBte jeder der ersten zwei
Reisenden erhalten?

Kiiken

A2 A Wenn einhundert Kiiken in 100 Ta-
gen 100 Scheffel Getreide fressen, wieviel
Scheffel fressen 10 Kiiken in 10 Tagen?

Lebensalter gesucht

A3 a Tesfaye: Siehst du diese drei Perso-
nen da driiben? Das Produkt ihrer Lebens-
jahre ist 2450, und die Summe ihrer Le-
bensjahre ergibt genau zweimal dein Alter.
Wie alt sind sie?

Fassil: Du hast mir keine ausreichende An-
gaben gemacht!

Tesfaye: Tut mir leid. Das Produkt der Le-
bensjahre der beiden Jiingeren ist hoher als
das Alter des Altesten.

Fassil: In diesem Falle sind sie ...

Im Aware-Sportklub

Ad4a Der Aware-Sportklub hat 100 Mit-
glieder; 90 spielen FufBball, 80 spielen Bas-
ketball, und 70 spielen Volleyball. Einige
Mitglieder betreiben keine dieser Sportar-
ten, aber die Anzahl der Mitglieder, die
alle drei Sportarten betreiben, ist 19mal so
groB wie die Anzahl der nichtspielenden
Mitglieder. Es gibt einige FuBballer, die
keine der anderen Sportarten betreiben,
aber die Basketball- und Volleyballspieler
betreiben alle zumindest zwei Sportarten.

Wie viele Mitglieder spielen nur FuBball?

Die Film-Maus

A5a In einem Science-Fiction-Film
wird eine 5 cm lange Maus verwendet. Da-
fir muB eine groBe Maus dhnlich der klei-
nen angefertigt werden, die in jeder Di-
mension 100mal so groB ist.

a) Wievielmal so gro8 ist das Volumen der
groBen Maus, verglichen mit der kleinen
Maus?

b) Wenn die kleine Maus eine Masse von
30g hat, wieviel betriigt dann die Masse
der groBen Maus?

¢) Wenn die Querschnittsfliche der Beine

der kleinen Maus 1cm? betrigt, wie groB
ist dann die Querschnittsfliche der Beine
der groBen Maus?

Autodl in Dosen

A6a Ein Liter Auto6l wird in Dosen
(AusmaBe siehe Bild) verkauft. Ein groBer
Behiilter von der gleichen Form wie die O1-
dose faBt einen Kiloliter.

Welche AusmaBe hat dieser?

O

N~
S

R,8cm

]

10cm

Im Tunnel

A7 a Ein Giiterzug von 1 km Linge fahrt
durch einen Tunnel, der ebenfalls 1km
lang ist. Wenn der Zug mit einer Ge-
schwindigkeit von 15 % fihrt, wie lange
braucht er, um den Tunnel zu durchfah-
ren?

Wi/
pos -+

2

Praktische Geometrie

4 8 a4 Ein Quadrat von 10 cm Seitenlinge
soll in ein regelmiBiges Achteck verwan-
delt werden, indem man vier Ecken ab-
schneidet. Wo miissen die Ecken abge-
schnitten werden?

" Kryptarithmetik

A9a Die Zahl 273a4955 ist durch 9 und
11 teilbar.
Ermittle die Werte von a und b!

Der Kostenvoranschlag

A10a Du hast 6 Kettenteile, jeder be-
steht aus 4 Gliedern. Die Kosten fiir das
Offnen eines Gliedes betragen 10 Cent.
Die Kosten fiir das Zusammenschweillen
der Schnittflichen betragen 25 Cent.
Emittle die geringsten Kosten fiir das Zu-
sammenfiigen der 6 Teile zu einer Kette!

EEEEL

Der Knochen des Riesen
alla Erklire, warum ein 6m groBer

Riese Knochen 3J3_ mal so dick wie ein
2 m groBer Mensch benétigt, um die ent-
sprechende Masse auf die gleiche Weise zu
tragen! ‘

Der fehlende Cent

A 12 a Sara ging tédglich auf den Markt
mit 30 Apfeln, die sie zum Preis von
1 Cent fiir 2 Stiick verkaufte. Wenn sie alle
Apfel verkaufte, brachte sie 15 Cent nach
Hause. Ihre Freundin Hadas ging auch tig-
lich auf den Markt mit 30 Apfeln, von de-
nen sie 3 Stiick fiir 1 Cent verkaufte. Wenn
sie alle verkaufte, brachte sie 20 Cent nach-
Hause. Eines Tages war Hadas krank. Des-
halb bot Sara ihr an, ihre Apfel zusammen
mit ihren eigenen zu verkaufen. Sie ver-
kaufte die gemischten Apfel zu 5 Stiick fir
2 Cent. Als sie am Abend mit Hadas ab-
rechnete, stellte sie mit Uberraschung fest,
daB sie nur 24 Cent anstelle der erwarteten
25 Cent eingenommen hatte.

Auf welche Weise hatte Sara den fehlen-
den Cent verloren?

Wir danken Dr. Christoph Bandt (ehem.
IMO-Teilnehmer und Forderer der Arbeit
der alpha) von der Sektion Mathematik der
E.-M.-Arndt-Universitit Greifswald fiir die
Bereitstellung des Materials flir diesen Bei-
trag. Wihrend seiner Titigkeit als Gastdo-
zent an der Universitit Addis Abeba hatte
er engen Kontakt mit der mathematischen
Schiilerzeitschrift Hisbab.
Wir griilBen die Mitarbeiter dieser Zeit-
schrift, mit der wir seit vielen Jahren zu-
sammenarbeiten, aufs herzlichste.
Redaktion alpha
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In freien Stunden - alpha-heiter

Rolli, aus technikus, Berlin

Eine Aufgabe von Jules Verne

In dem Buch Fiinf Wochen im Balion finden wir fol-
gendes Problem:

,Dieser Gelehrte (Kakburu, ein Statistiker) gab ...
folgende Aufgabe zu l6sen: Wenn die Zahl der von
dem Doktor auf seinen Reisen um die Welt zuriick-
gelegten Meilen gegeben ist, einen wieviel weiteren
Weg hat dann - in Anbetracht des groBeren Ra-
dius — sein Kopf zuriickgelegt als seine Fiie? Und
weiter: Wenn die Zahl der von den FiiBen und dem
Kopf des Doktors hinter sich gebrachten Meilen be-
kannt ist, moge er daraus seine KorpergroBe bis auf

den Zentimeter genau berechnen.”
' Mitgeteilt von Dipl.-Math. D. Bauke, Gera

Mathematische Knobelei

Im Schaufenster liegen rote, blaue, gelbe

und weilBe Bille.

Silke sagt: Rote und blaue sind es genau 5.
Thomas sagt: Blaue und gelbe sind es genau 8.
Annett sagt: Blaue sind am wenigsten da.

Daniel sagt: WeiBle sind am meisten da.

Uta sagt: Genau 19 Bille liegen im Schaufenster.

Wieviel weiBe Bille liegen im Schaufenster?
Aus einem Neubrandenburger Freizeitheft,
Suir Schiiler, Autor StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Teilung von Figuren

Wir widmen uns diesmal Riétseln, bei denen auBer
Zahlen ebene geometrische Figuren beteiligt sind.
a) Das Rechteck ist in zwei kongruente Teilflichen
derart zu zerlegen, daB die in jeder Teilfliche ent-
haltenen Zahlen die gleiche Summe ergeben.

b) Diese magische Figur ist in sechs kongruente
Teilflichen derart zu zerlegen, daB die in jeder Teil-
fliche enthaltenen Zahlen ebenfalls die gleiche

Summe ergeben.
Aus: ,rhozledy, Prag, iibersetzt und mitgeteilt von
0. Langer, Débeln

1] 1718 2 6] |”
9l |2 121 1] 17
10 3 310
6 gl4
11 51 [2] I
12 514 8
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Spiel mit dem Taschenrechner

Berechne jede der folgenden vier Zahlen a, b, ¢ und
d!

a=57-1061; b=5—16§£;
263-5-9-15 256 895
cC=——F——, d=—.
-5 5
Zahl Begriff
a
b
C
d

Wenn du die jeweilige Ergebniszahl in der Anzeige
stehen hast und den Rechner dann um 180° drehst,
so kannst du jeweils einen Begriff lesen. Welche Be-
griffe sind es? Die Mittelbuchstaben dieser Begriffe
ergeben (v. 0. n. u.) den Namen eines Flusses im

Harz.
Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitit Leipzig

Frohliche Mathematik

a) Anke und Birgit wiegen zusammen 55 kg. Ste-
hen Anke und Christa auf der Waage, so zeigt sie
58 kg an; bei Birgit und Christa zusammen sind es
sogar noch 7 kg mehr.

Wieviel kg wiegt Christa?

b) In einem Quiz wurden 20 Fragen gestellt. Fiir
jede richtige Antwort wurden 5 Punkte vergeben,
fiir jede falsche Antwort wurden 8 Punkte abgezo-
gen. Mirko hatte zum SchluB 48 Punkte. Wieviel
Fragen hat er richtig beantwortet?

¢) Welches der fiinf schwarzen zusammenhiingen-
den Fliachenstiicke hat den gr6Bten Fldcheninhalt?

A O e . ] !

Aus dem Pionierkalender 1987,
Autor: Dr. M. Rehm,
Sektion Mathematik der Humboldt-Universitdt Berlin



Fiillritsel

In die senkrechten Spalten des Fiillritsels sind

sechs Worter mit je sieben Buchstaben von oben

nach unten einzutragen, die folgendes bedeuten:

1. Ein Kegelschnitt,

2. Kreis, auf dem die Eckpunkte eines Dreiécks
liegen,

3. Kugelkappe,

4. Deutscher Mathematiker (1646 bis 1716),

5. Kreis, der jede Dreiecksseite in einem Punkt
beriihrt,

6. Zahl, durch die geteilt wird.

Die oberste Zeile ergibt dann den Namen eines be-

rihmten Mathematikers.
Oberstudienrat Th. Scholl,
Berlin

Zwei Kryptogramme
a) ZWEI HAHN
+ DREI + HUHN
FUNF KUKEN

Die Buchstaben sollen durch Ziffern so ersetzt wer-
den, daB eine richtig geloste Aufgabe entsteht. Fiir
gleiche Buchstaben sollen in der jeweiligen Aufgabe
gleiche, fiir verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern eingesetzt werden. (Es gibt mehrere Losun-

gen.)
Diplomlandwirt H. Boettcher, Weimar

Zum Scherzen aufgelegt

Aus den Silben

a— ab - ba - ex — gen — in — ke — kreis — 16 —
‘+H --men - nent — re — po — pro — sis — stand -
sun — symp — te — to — vo — zi

sind acht mathematische Begriffe zu bilden, deren
Anfangsbuchstaben von oben nach unten gelesen
den Namen fiir die ,,Vokabeln der mathematischen
Sprache“ ergeben.

Es fiillt einen Korper aus. . '~
Er geht auf Distanz.
Es steht Kopf.
Er hat eine innige Beriihrung.
Sie ist ein Ziel, das nicht erreicht wird.
Sie strebt nicht nach oben.
Wer sie gefunden hat, der freut sich.
Er ist ein Hochgestellter.
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

2N OVL A W

Kreuzzahlritsel

Bestimme den Wert des Parameters n, und ergénze
dann das Zahlenritsel! (w bedeutet waagerecht und
s senkrecht)

Waagerecht: Senkrecht:
1. 4n - (Tw:2) 1. Sw—2n
3. 6n : 2. (18w—12w)-10
5. 2n*+ 10n 3. 8s+ 155+ 3n
6. 9w — 8n 4. 12s+ 6n + 16w
7. 2s:n 6. 11n + (Tw:2)
8. 16w-n 8. 13s— 25— 12w
9. 7-12w 10. 5n%+ 2n
10. 2-1w 11. 125 + 9w — 6w
12, Sw:12 12. 9w+ n+ 7w
14. 3n + 8s 13. 14w+ 2s
16. 3n? 15. 9-(3w:13)
17. 8n
18. 16w —1s Aus: Maximath, Belgien

Aus der Aufgabensammlung einer AG

Ersetze die Sternchen so durch Operationszeichen,
daB alle Zahlen von 1 bis 9 dargestellt werden.
1%2%3%AXS5K6%TH8¥9=n.
Beispiel:
1:2-3+4-5+6+7+8-9=10
mitgeteilt vom Mathematikfachlehrer V, Péschel,
Haus der JP Bruno Kiihn, Gotha

Funf Sinnspriiche

a) Der Turm zieht in 16 Ziigen iiber alle Felder. Er
erfaBBt dabei zwei Sinnspriiche; welche?

b) Die Dame zieht in 14 Ziigen iiber das gesamte
Feld. Sie erfaBt drei Sinnspriiche; welche?

a) b)

O|T|RlE|D|R|UIN|IN|[A|G}B[L]A|N]|S
cli|e|lolafjule{Rl{P|la|w|E|H]|oO]|cu]|T
HIO|Flu[a|TlA|H|R|T|I|E|W|[w|E]S
Tiu[T|G@{L|O|CIK|[E|I|T|H|[EfO|N]|I
|G| D{N|JU{H|C|t]|{t|s{N|R|E|G|N|G
G{H|{H|t|[L|F{R|E|[S|ETF[R]|1|S|cH|N
ElcyS(N|e]M{RIE|IF|L[E]iI[S|s[K[A
E{D[E{L|S[E|]I|O)AfL|[L|E|[R|A|N]|F
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alpha-Sonderwettbewerb

Aufgaben aus Biichern

des Teubner-Verlages, Leipzig

Letzter Einsendetermin: 17. Dezember 1987

LEIPZIG

Zur Entwicklung .der gesamten auferunter-
richtlichen Arbeit auf mathematischem Gebiet
ist 1963 von den einschligigen Verlagen mit
Unterstiitzung durch die Mathematische Ge-
sellschaft der DDR mit der Herausgabe einer
Mathematischen Schiilerbibliothek zu begin-
nen, hieB es im Mathematikbeschluff vom
17. Dezember 1962.

Heute, ein Vierteljahrhundert spiiter, lie-
gen bereits mehr als 125 Binde der Mathe-
matischen Schiilerbiicherei (MSB) vor, und
sechs Verlage beteiligten sich an dieser er-
folgreichen Buchreihe (vgl. dazu auch
alpha 20 (1986) 2, S.42 bis 43).

Der BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig, im Februar 1986 als erster Verlag
mit der Ehrenmedaille der Mathematischen
Gesellschaft der DDR ausgezeichnet, ruft
alle alpha-Leser zum Lésen von fiinf ausge-
wihlten Aufgaben aus MSB-Binden auf.
AuBerdem werden die Einsender gebeten,
auf ihrer Zuschrift an die alpha-Redak-
tion zu vermerken, welche der bei Teub-
ner erschienenen MSB-Binde sie selbst be-
sitzen.

Doch zunichst wollen wir in drei aus dem
Russischen iibersetzten Biichern der Ma-
thematischen Schiilerbiicherei lesen:

® Kommen wir wieder auf die fiir das vor-

liegende Buch wesentliche Boolesche Alge-

bra zuriick. Wir stellen die Frage, wie man
die Mengen, welche die Elemente dieser
Algebra sind, darstellen kann.

Es ist klar, daB die einfachste Art der Dar-
stellung einer Menge die sogenannte di-
rekte oder Abzdhlmethode ist, bei der alle
Elemente der betrachteten Menge aufge-
zeigt werden. So kann man von der Menge
der Schiiler: Peter, Klaus, Horst und Monika
sprechen, von der Menge der Zahlen: 1, 2, 3,
4, 5 oder von der Menge der vier Grundre-
chenarten der Arithmetik: Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation und Division. In der Ma-
thematik ist es {iblich, bei der Angabe aller
Elemente irgendeiner Menge diese in ge-
schweifte Klammern einzuschlieBen. So
kann man schreiben

A = {Peter, Klaus, Horst, Monika},
B={1,2,3,4,5},

C={+, -, X,}

(in der letzten Schreibweise symbolisieren
die Zeichen der Grundrechenarten diese
selbst).

Eine solche Methode der Darstellung einer
Menge erweist sich jedoch in dem Falle als
sehr unbequem, wenn die Elemente der
Menge sehr zahlreich sind. Sie ist vollig
unbrauchbar fir die Darstellung unendli-
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cher Mengen (wir konnen eben nicht un-
endlich viele Elemente der Menge aufzih-
len!).

Leseprobe aus dem MSB-Band Nr. 83:
1. M. Jaglom, Ungewdhnliche Algebra.
1976 (95 S., 45 Abb., 5,50 M,
Bestell-Nr. 665 7892)

@ In der elementaren Algebra wird zusam-
men mit den reellen Zahlen auch das um-
fangreichere System der komplexen Zahlen
betrachtet. Der Grund, der dazu zwingt,
die komplexen Zahlen zu betrachten, ist
mit der Lésung quadratischer Gleichungen
verbunden. Er besteht darin, daB man ei-
nige quadratische Gleichungen, zum Bei-
spiel

x2+1=0, )
nicht 16sen kann, wenn man sich nur auf
die reellen Zahlen beschrinkt (denn es exi-
stiert keine solche reelle Zah! a, so daB a?
gleich —1 ist).
Die Geschichte der komplexen Zahlen be-
ginnt mit dem 16. Jahrhundert. Die italie-
nischen Mathematiker Girolamo Cardano
und Raffaele Bombelli fihrten beim Losen
quadratischer Gleichungen das Symbol
\/: , die formale Losung der Gleichung
(1), aber auch den Ausdruck bs/:, die
formale Loésung der Gleichung

x2+bp2=0,
ein. Ausdriicke der noch allgemeineren
Form a + ba/j kann man dann als for-
male Losung der Gleichung

(x—a)*+5b2=0
betrachten.
Spiter wurden die Ausdriicke a + b\/:
als imagindre und danach als komplexe
Zahlen bezeichnet und a + bi geschrieben.

Leseprobe aus dem MSB-Band Nr. 95:
L L. Kantor/A. S. Solodownikow,
Hyperkomplexe Zahlen.

1978 (156 S., 18 Abb., 9,00 M,
Bestell-Nr. 665871 3)

@

® Die Forschungsergebnisse Lobat-
schewskis wurden von der Mehrheit seiner
Zeitgenossen nicht verstanden. Deshalb
beurteilten sie seine geometrischen Arbei-
ten sowohl in RuBland als auch im Aus-
land negativ. Die Ideen des russischen Ge-
lehrten waren zu kithn und einschneidend,
sie stimmten nicht mit den damals in der
Wissenschaft herrschenden  Ansichten
iberein. Erst nach dem Tode fanden seine
Arbeiten allgemeine Anerkennung. Lobat-
schewski war jedoch durch die Kritik nicht

von der Richtigkeit seiner Uberlegungen
und SchluBfolgerungen abzubringen, son-
dern setzte beharrlich die Untersuchung
des von ihm geschaffenen geometrischen
Systems fort. Er veroffentlichte eine Reihe
von Arbeiten, die mit Fragen der nichteu-
klidischen Geometrie verbunden waren.
Die letzte Arbeit, die er kurz vor seinem
Tode beendete, muBte, da er erblindet war,
nach seinem Diktat geschrieben werden.
Die wissenschaftliche Arbeit Lobatschew-
skis blieb nicht auf geometrische Untersu-
chungen beschridnkt, sondern wir verdan-
ken ihm auch einige grundlegende Arbei-
ten zur Algebra und Analysis. Das von ihm
gefundene Verfahren zur angendherten Lo-
sung algebraischer Gleichungen ist sehr
originell und leicht anwendbar.

Leseprobe aus dem MSB-Band Nr. 96:
A. S. Smogorschewski,

Lobatschewskische Geometrie.

1978 (75 S., 43 Abb., 6,00 M,
Bestell-Nr. 665 842 2).

Wettbewerbs-Aufgaben

A 1 A Besuchern, die das Lektorat Mathe-
matik des Teubner-Verlages in Leipzig be-
suchen, wird erkldart: Wenn Sie zwei Stufen
auf einmal genommen hitten, dann wire
eine Stufe librig geblieben. Wenn Sie drei
bzw. vier Stufen auf einmal nehmen, dann
bleiben zwei bzw. drei Stufen am Ende
librig. Wenn Sie jedoch fiinf Stufen auf
einmal nehmen konnen, dann kommen Sie
genau oben an. Insgesamt sind es nicht
mehr als 50 Stufen. :
Man gebe die Zahl der Stufen an!

Die Aufgabe ist dem MSB-Band Nr.99 ent-
nommen:

R. Thiele, Mathematische Beweise.

1979, 5. Aufl. 1988 (176 S., 68 Abb.,

8,60 M, Bestell-Nr. 665919 3)

A2A Drei Geraden G,, G, G; einer
Ebene werden durch folgende Gleichungen
beschrieben:

(GY)x+2y=4, (G)x—2y=0,
(Gy3x—-2y=4.

Man ermittle G, n G, N G,!

Die Aufgabe ist dem MSB-Band Nr. 107
entnommen:

H. Kdstner/ P. Gothner,

Algebra — aller Anfang ist leicht.

1983, 3. Aufl. 1987 (155 S., 30 Abb.,

8,40 M, Bestell-Nr. 666 138 1)

A3 a Essind Gleichungen mit den Wur-
zelna) 3und 7,b) —6und 2,¢c) —10 und
—1 zu bestimmen!

Die Aufgabe ist dem MSB-Band Nr. 119
entnommen:

W. Krysicki, Keine Angst vor x und y.
Ubers. a.d. Poln.

1984, 2. Aufl. 1987 (108 S., 19 Abb,,

6,50 M, Bestell-Nr. 666 186 7)

A4 a4 Man suche zwei Zahlen, die so be-
schaffen sind, daB, wenn ihre Summe zu
ihrem Produkt addiert wird, 79 heraus-
kommt!

Die Aufgabe ist dem MSB-Band Nr. 125
entnommen: :



M. Dewef/G. DewefS, Summa summarum.
Kostproben unterhaltsamer Mathematik.
1986, 2. Aufl. 1987 (92 S., 78 Abb,,
15,00 M, Bestell-Nr. 666 317 6)

A 5a Ein Wiirfel werde von allen denje-
nigen Ebenen geschnitten, die durch die
Mittelpunkte der drei jeweils von einem
Eckpunkt ausgehenden Kanten verlaufen.
Dabei entsteht ein Restkorper.

a) Ermitteln Sie die Anzahl aller Eck-
punkte und die Anzahl aller Kanten des
Restkorpers! .

b) Nennen Sie die Form und die Anzahl
aller Teilflichen der Oberfliche des Rest-
korpers!

Die Aufgabe ist dem 1987 erscheinenden
MSB-Band Nr.130 entnommen:

J. Lehmann, Mathematik — von der Pflicht
zur Kiir

Teilnahmebedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen
alpha-Leser beteiligen.
2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vomame, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an:

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. alpha-Leser, die selbst einige der im
Teubner-Verlag erschienenen MSB-Biinde
besitzen, werden gebeten, diese Titel unter
ihrer Losung der Aufgaben zu nennen.
4. Letzter Einsendetermin ist der 17. De-
zember 1987.
5. Unter den Einsendern werden Buch-
preise aus der Produktion des Teubner-
Verlages ausgelost.
alpha wird dariiber berichten.

J. Lehmann/J. Wei

sich alle

Einige weitere Binde
der Mathematischen Schiilerbiicherei

H. Belkner, Determinanten.
1968, 4. Aufl. 1987 (MSB Nr.33, 96 S,
8 Abb., 4,80 M, Bestell-Nr. 6651001)

H. Belkner, Matrizen.
1970, 4. Aufl. 1986 (MSB Nr.48, 96 S.,
4,30 M, Bestell-Nr. 665 5520)

I. M. Gelfand/E. G. Glagolewa/

A. A. Kirillow, Die Koordinatenmethode.
1968 (MSB Nr.41, 75 S., 36 Abb,,
3,40 M, Bestell-Nr. 665107 9)

I M. Gelfand/E. G. Glagolewa/

E. E. Schnol, Funktionen

und ihre graphische Darstellung.

1971, 2. Aufl. 1974 (MSB Nr.58, 127 S,
132 Abb,, 9 Taf.,, 7,00 M,

Bestell-Nr. 665 600 5)

M. Hasse, Grundbegriffe der Mengenlehre
und Logik. 4

1965, 9. Aufl. 1987 (MSB Nr.2, 86 S.,
7 Abb., 3,30 M, Bestell-Nr. 665 084 2)

L. D. Kudrjavzev, Gedanken iiber
moderne Mathematik und ihr Studium.
1983 (MSB Nr.112, 140 S., 7,00 M,
Bestell-Nr.666 077 6)

A. Kufner, Raum und Entfernung.
1981 (MSB Nr.104, 90 S., 31 Abb,,
6,00 M, Bestell-Nr. 666 028 2)

M. Miller, Geldste und ungeloste
mathematische Probleme.

1973, 5. Aufl. 1986 (MSB Nr.73, 96 S,
7 Abb., 5,70 M, Bestell-Nr. 665673 4)

M. Miller, Rechenvorteile.
1963, 8. Aufl. 1987 (MSB Nr.14, 95 S,
1 Abb., 3,75 M, Bestell-Nr. 665065 8)

P. Schreiber, Die Mathematik und ihre
Geschichte im Spiegel der Philatelie.

1980 (MSB Nr.68, 101 S., 16 farb. Taf.,
9,80 M, Bestell-Nr. 665984 7)

E. Schroder, Mathematik im Reich

der Tone.

1982, 3. Aufl. 1988 (MSB Nr.106, 111 S.,
61 Abb., 7,00 M, Bestell-Nr. 666 078 4)

J. Sedlilek, Einfiihrung in die Graphentheorie.
1968, 2. Aufl. 1972 (MSB Nr.40, 171 S,
73 Abb., 6,40 M, Bestell-Nr. 665 1052)

Fortsetzung von Seite 51

Wir iberpriifen unsere Vermutung durch
die Untersuchung von Spezialfillen:
Die bereits gewonnenen Ergebnisse

4 q
Ay=4; 43=2; A;=1;
6
A%=0; A;:o; A§=12
erhdlt man durch Einsetzen spezieller

Werte fur m, k und r in (10) erneut, so ist
z.B.

AS = 4-1\ ( 3 L4-2 =
1 ( 1 )(4_1 2 12.

.. k .
Wire r>—, so ist k—r<r und

>
(" - ’) = 0. Dies bedeutet, daB bei einer

solchen Auswahl von k Elementen aus
{X5;..; Xm; Y15 .. ¥m} in keinem Fall r
Paare auftreten k6nnen.

Die Bestitigung unserer Vermutung (10)
macht uns Mut. Wie man weiB, geniigt je-
doch die Untersuchung von Einzelbeispie-
len — und seien es noch so viele — als
Nachweis fiir die Richtigkeit einer Vermu-
tung nicht.

Wir verallgemeinern unsere bisherigen
Uberlegungen und untersuchen die Frage,
in wieviel Kombinationen von k Elemen-
ten der Menge

M={x;;...;Xn;»1;..-;Ym} genau r Paare
auftreten.

Zunichst ist klar: Solange weniger als r
Elemente x; (bzw. y;) in einer Kombination
auftreten, konnen nicht r Paare (x;;y;) vor-
kommen. Wir betrachten nun sofort den
allgemeinen Auswahltyp der Form

SIS RS IR N .
Fiir die Auswahl der k — (r + s) Elemente
x; aus der Menge {x;;...;x,} gibt es
Cr-(r+s Mbglichkeiten. Eine solche sei

X15...; Xk - r+ 5 Die r flr die Paarbildung
geeigneten Elemente y miissen aus der
Menge {y;;...; - +») gewihlt werden, es
gibt C¥~¢*9 golcher Kombinationen. Die
restlichen s Elemente y diirfen nun in kei-
nem Fall zu den gewidhiten x; gehdren
(denn sonst treten mehr als r Paare auf),
sie miissen also aus der Menge
{»-¢+13.--;Ym} stammen. Es gibt genau

Ccm*mC* N oolcher Auswahlmoglichkei-

ten. Also hat man - wieder unter Beriick-
sichtigung der Analogie bei der Wahl der y;
und der x; — gefunden:
Beziiglich des gewahiten Auswahltyps erge-
ben sich genau
- - + -

2.4 Cp
Kombinationen, in denen genau r Paare
auftreten.
Die Umformung der Summe erfolgt wie in
dem bereits durchgerechneten Fall (6) und
man erhilt in der Tat
A= gr(k—N . m\ k-2

r r r k—r )
Der mutige Leser mége die Rechnung aus-
fihren!
Die Formel (10) gilt nun auch fiir ungera-
des k. Dann hiitte in Tabelle 4 der Auswahl-
typ in der letzten Spalite die Form

Vi oo Vg —q; X -5 ¥igs1 bzw.
2 2
Xjgiood Xy Vs Vi g

Alle unselge Uberlegunéen lassen sich auf
den Fall, daB k ungerade ist, iibertragen.
Mein Antwortbrief an Herrn K. war relativ
kurz; er enthielt im wesentlichen die ge-
wonnene Formel Dem interessierten
alpha-Leser wiirde dies sicher nicht genii-
gen; deshalb haben wir gemeinsam die Ge-
danken nachvollzogen, die zur Entstehung
der gewiinschten Formel fihrten.

P. Githner

Fortsetzung von Seite 62

b) Unzulissige Eingabewerte fiir das ange-

gebene Programm sind:

— Negative Zahlen.

— Alle Zahlen, die nicht ganzzahlig sind.

— Die einzugebenden Zahlen diirfen nur
die Ziffern 8 und 1 haben.

51 IF B<# OR B< >INT(B) THEN
~UNZULAESSIGE EINGABE!*“:
GOTO 40

71 IF G>1 THEN PRINT ,KEINE
DUALZAHL!“: GOTO 48

AuBerdem muB man beachten, daB unser

Computer Zahlen mit mehr als 6 Ziffern in

Zahlen mit abgetrennten Zehnerpotenzen

umwandelt.

52 IF B> 111111 THEN PRINT ,ZAHL
ZU GROSS!“: GOTO 48
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Losungen

Losungen zur Sprachecke
Ala Von einer Wasserpflanze in einem

Fischteich befinden sich % ihrer Linge au-

Berhalb des Wassers, % im Schlamm und
2 feet im Wasser.
Wie groB ist die gesamte Linge der
Pflanze?
Ldsung: Die gesamte Linge der Pflanze sei
x feet.

-1 5 i x= 24
x—6x+2+?x, x=24.
Die Pflanze ist 24 feet lang.

A2a Die bereits eingetragenen Zahlen
stellen die Summe von Ziffern dar, die sich
in den Vierecken, die direkt mit ihnen ver-
bunden sind, befinden. Diese Ziffern, alle
verschieden, haben einen Wert von 1 bis 9.
Setzen Sie diese entsprechend ein!

Losung:

A3a Gibt es ein Dreieck mit den Seiten
a=7cmund b =2cm, bei dem die Lénge
der Hohe auf seiner dritten Seite gleich
dem geometrischen Mittel der Lingen der
beiden anderen Héhen ist?

Lésung: Angenommen, es gibt solch ein
Dreieck.
Sein Fliacheninhalt sei 4. Dann gilt

24 24 24
h"_T’ hb—T und A = .
Setzt man dies in die geforderte Beziehung

hc=‘/h,,h,, ein, so erhilt man 2TA

= 1/ 2Aa.b2A , und daraus c=1/E. Im

vorliegenden Fall ist
c= J7'2 cm = \/1_4cm. Nach der Drei-
ecksungleichung muB ¢ > a — b sein. Es ist

aber y14 <7-2=5. Folglich kann es
kein derartiges Dreieck geben.

Ad4a Auf dem Bild ist ein elektrischer
Stromkreis mit einer Klingel, drei Limp-
chen und drei Tastschaltern, von denen je-
der im unbetitigten Zustand das eine Kon-
taktpaar verbindet und im betitigten

68 - alpha, Berlin 21 (1987) 3

Zustand das andere, dargestellt. Der
Stromkreis ist ans Netz angeschlossen.
Was geschieht beim Betitigen eines der
Tastschalter?

Ldsung: Die Klingel ertont, und das Limp-
chen iiber dem betiitigten Schalter leuchtet
auf.

Lésungen zu:
‘Symmetrie im Raum, Teil 2

A2 A Symmetriezentren sind die Mitten
der Wiirfel, der Wiirfelseitenflichen, der
Wiirfelkanten sowie die Wiirfelecken
selbst.

A3 A Zum Beispiel ein Spat (oder Paral-
lelepiped; dies ist eine zum Parallelo-
gramm analoge Figur im Raum).

A9a Die Radachse ist Drehsymmetrie-
achse vom Grad 9 (beim 28er Rad: 36 Spei-
chen, und jede 4. Speiche hat die gleiche
Lage).

a1l a Drei 4zidhlige, vier 3zdhlige und
sechs 2zihlige.

Al12a Durch geeignetes Abschneiden
der Ecken am Ikosaeder erhilt man die Ek-
ken des FernsehfuBballs.

Loésung zu: Eine Aufgabe
von René Descartes

Der Beweis folgt aus dem Hohensatz im
rechtwinkligen Dreieck: GI ist die Héhe im
Dreieck FHI, deren Quadrat ist dem Pro-
dukt der Hohenabschnitte FG und GH
gleich, da aber FG =1, ist GI die Wurzel
aus GH.

Losung zu:
Anordnung von Schachfiguren

Kb1, Da4, Tc3, Td5, Lb6, Le2, Sel, Seé.
Kbé6, Da3, Tc4, TdS, Lbl, Lel, Se2, Seé.
Kcd4, Db6, Ta3, Td2, Le4, Le5, Scl, Sel.
KeS, Dcé, Tb4, Td1, La2, Le3, Sa3, Se2.
Ke3, Db2, Ta4, Tc4, Ldl, Ld6, Sel, Se6.
Mit der schon gegebenen Losungsmoglich-
keit ergeben sich sechs grundsitzlich ver-
schiedene Anordnungen, welche jeweils
um 180° gedreht, sechs weitere Losungen
ermoglichen. Insgesamt lassen sich somit
12 verschiedene Anordnungen darstellen.

Ldsungen zu: .
In freien Stunden - alpha-heiter

,Eine Aufgabe von Jules Verne

Erdradius: R; KorpergroBe: x;

Wegstrecke der FiiBe: m;

Wegstrecke des Kopfes: M.

Die zuriickgelegten Wegstrecken sind pro-
portional zu den Radien iiber die gleichen
Zentriwinkel, daher gilt:

m:R=M:(R+x).

Das Umstellen der Proportion liefert fir
die erste Frage:

M= m(l + %) und fiir

die zweite Frage: x=R- (% - 1)‘

Mathematische Knobelei
Es liegen 8 weiBle Bille im Schaufenster.

Teilung von Figuren

a) b)
11 1718 )
2 120 11
10 3
6 9|4
1 51 121 1
12 S5lb 8

Spiel mit dem Taschenrechner
Die Begriffe lauten:

SEILE, SILBE, SOSSE, GLEIS.
Der FluB im Harz heiBit ILSE.

Frohliche Mathematik

a) Christa wiegt 34 kg.

(Anke 24 kg, Birgit 31 kg)

b) 16 Antworten waren richtig.

c) Keines, denn alle finf schwarzen zu-
sammenhingenden Flidchenstiicke haben
den gleichen Flacheninhalt.

Fiillritsel

~|—]m

m|®|X|X|C<
mli|x|2

m|iA 4|0 |r (»]=x

P
S{!
E(S

Zwei Kryptogramme
a) z.B. 7654
+1254

8908

b) 7870
+ 7270
15140

Zum Scherzen aufgelegt

1. Volumen; 2. Abstand; 3. Reziproke;
4. Inkreis; 5. Asymptote; 6. Basis;

7. Lésungen; 8. Exponent — Variable

Kreuzzahlritsel

n=13;42...78; 468 - 169; 20 6591;
..273..;84-6-3-9; 715-507; 104 . . 65.

1728

+4328

6056
7270
+ 7870
15140

Fiinf Sinnspriiche

a) Turmzug b) Damezug

]

zu a) Edel sei der Mensch, hilfreich und
gut. Gliick hat auf die Dauer nur der Tich-
tige.
zu b) Aller Anfang ist schwer. Frisch ge-
wagt ist halb gewonnen. Ohne FleiB kein
Preis.

Aus der Aufgabensammlung einer AG
1-2-3+4-5+6+7-8-9=1
1-2+3+4-5+6-7+8-9=2




142+3-44+54+6+7-8-9=3
1-2+3-4+5+6-7+8-9=4
1+42—-3+4+5+6—-7+8-9=5
1-2+3-4+54+6-7-8+9=6
1+2+3-4+5+6—-7-8+9=7
1-2+3-44+5-6+7-8+9=8
1+2+3+4-5-6-7+8+9=9

Losungen zu:
Knifflige Gliickwiinsche

Ala

» BLPEB
» BLEERA
° BEPHE
* BEGHA

A2A Aus (2) und (4) folgt H=L+24.
Aus (1) oder (5), die offenbar dieselbe
Gleichung verkorpern, folgt H=L+ P
— A, woraus sich P = 34 ergibt. Nun erge-

. _ A
ben sich (2) L——(JA—Z) und aus (3)
44
L—m, woraus man durch

Gleichsetzen einer kubischen Gleichung in
A erhilt, welche die Losungen 4 =0 (ent-
fillt) und 4 =1 (zweifach) hat. Also ist
A=1, womit L =2, P=13 und H =4 fol-
gen.

Lésungen zu:
Symmetrische Figuren

a), b) Bild 1: n = 6 und damit zentralsym-
metrisch, keine Symmetrieachse; B2:
n =7, weder axial- noch zentralsymme-
trisch; B3: n = 5, weder axial- noch zentral-
symmetrisch; B4: n = 3, weder axial- noch
zentralsymmetrisch; BS5: weder dreh-,
axial- noch zentralsymmetrisch; B6: n = 3,
weder axial- noch zentralsymmetrisch; B7:
n =10 und damit zentralsymmetrisch. c)
Hinsichtlich der Parkettierung mit dem
Muster aus dem Bild 1 gibt es noch Dreh-
symmetriezentren vom Grad 3 und vom
Grad 2. (Siehe Wiedergabe mit Erginzun-
gen!)

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. Treder, Heft 1/87

42804 o Relativ zum festen Ufer bewegt
sich der Schwimmer stromabwirts mit der

Geschwindigkeit ¥ + v und stromaufwirts -

mit der Geschwindigkeit u — v. Folglich
braucht er fur die Strecke s hin und zuriick
die Zeit

S LS
t= ut+v u-—

o Die Formel gilt nur fur

u>v;, im Grenzfall u=v kommt der
Schwimmer relativ zum Ufer stromauf-
wirts nicht von der Stelle.

Losungen zu:
Wir 15sen Zahlenriitsel, Heft 2/87

Ala 105-80=25

Do+ o+
21 x 3=63
5+83=88

A2a 703 -54=649
19 - 31 = 589
37+23= 60

A3a 952 -445=507

34 - 167=201
28 + 278 =306
607 841
+ 412359 —412359
1020200 195482
Losungswort: Regulation
01234567809

Ada 607 841

Losungen zu:
Anordnung von Schachfiguren
Heft 2/87

Dal, Dc3, Dd4, DeS, Dg7.

Dal, Dc3, De5, Df6, Dg7.

Dbl, Dd3, Ded, Df5, Dh7.

Dd2, Dd3, Dd4, DdS5, DdS.

De2, De3, Ded, De$5, De8.

Diese 5 Grundlésungen konnen jeweils
dreimal um je 90 Grad gedreht werden, wo-
durch sich 5§ X 4 =20 verschiedene Losun-
gen ergeben.

Dd6, Ded, Df5, Dg7, Scl.

Diese Stellung einschlieBlich den daraus
resultierenden Spiegelungen ist die bisher
einzig bekannte Position, in der jedes der
64 Felder entweder besetzt oder beherrscht
wird. Sie wurde 1908 von J. Wallis in der
Zeitschrift The Strand Magazine zuerst ver-
offentlicht.

wsuhgen zum alpha-Wettbewerb
Heft 5/86, Fortsetzung

Ma 10/12 w2718 Es sei D der Mittel-

punkt von BC, E der Mittelpunkt von

AC. Dann gilt AD | BE, AD =24 ¢m und
— 2

BE =18cm, also S=?-E=16cm,

B_S=%-ﬁ=12cm.

Nach dem Strahlensatz gilt
SF:EG=12:18=2:3,
EG:CH=1:2,also CH=3-§F.

Im rechtwinkligen Dreieck ABS gilt nach
dem Satz des Pythagoras

AB =256 + 144 cm=20cm.

Ferner gilt

BF-AB = BS?, also

— 144

BF = >0 cm = 7,2 cm, aber auch

FS:=AF-BF =128 -72cm?,
FS$=9,6cm, und somit CH = 28,8 cm..
Fir den Flicheninhalt des Dreiecks 4ABC

erhalten wir
AABC =" E " ﬁ

-20-28,8 cm? =288 cm?.

1
2

L
2

Ma10/12m2719 Wir betrachten die er-
sten 20 der 39 Zahlen. Unter diesen gibt es
sicher zwei auf Null endende Zahlen, eine
endet nicht auf 90; diese sei n.

Die Quersummen der Zahlen n, n + 1,
n+2, ..,n+9, ..., n+19sind

paarweise verschieden, d. h., eine dieser
Zahlen hat eine durch 11 teilbare Quer-
summe. Die Zahlen 999980 und 1000019
bilden ein gewiinschtes Beispiel.

Ma 10/12 2720

Es sei AH=CM und 4H z'BD.

Wegen AABH ~ AMBK gilt
AH:MK=A4AB:MB =2:1, also

WK =5 AH = TH.

Das Dreieck CMK ist rechtwinklig und das
Verhiltnis einer Kathete zur Hypotenuse
betrdgt 1:2, d. h., Winkel MCK hat die
GroBe 30°. Analog dazu gilt

—_ 1 — 1 — 1 =
LM—;‘BD_é?'AH—?'CM.

Folglich hat der Winkel ACM die GroBe
30° oder er ist kleiner als 30°. Zusammen
gilt fir die GroBe y des Winkels ACB
=60°.

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/86

Ma5®m2722 Aus (1) folgt: Dieter hat
nicht den Familiennamen Miiller. Aus (2)
folgt: Weder Heiko noch Susanne haben
den Familiennamen Miiller. Folglich hat
Birbel den Familiennamen Miiller. Aus (3)
folgt: Heiko hat nicht den Familiennamen
Meier. Aus (2) folgt: Heiko hat nicht den
Familiennamen Lehmann. Folglich hat
Heiko den Familiennamen Schulze. Aus
(2) folgt: Susanne hat nicht den Familien-
namen Lehmann. Folglich hat Susanne
den Familiennamen Meier. Somit hat Die-
ter den Familiennamen Lehmann.

Masm2723 74kg—34kg=40kg;, Al-
fons und Bernd lieferten zusammen 40 kg
Altpapier ab. Angenommen, auf Bernd ent-
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fallen x kg Altpapier; dann entfallen auf
Alfons 3 - x kg Altpapier. Deshalb gilt
x+3x=40, 4x=40, x=10.

Bernd sammelte 10 kg, Alfons 30 kg, Claus
18 kg und Dieter 16 kg Altpapier.

Ma5w2724 205M—25M = 180 M;
180M:2=90M; 90M +25M =115M;
Kurt hat 90 M, Peter 115 M gespart.

Ma5m2725

Ausa+b=70cm und b=a+10cm
folgt 2a + 10cm =70 cm, 2a =60 cm,
a=30cm, b=40cm, also
A=a-b=130-40cm?=1200cm?.

Ma 5m 2726

10,00 M —- 0,04 M = 9,96 M,

9,96 M — 1,56 M = 8,40 M;
840M:2=420M;,

420M + 1,56 M=5,76 M;
420M=12-0,35M;

5,76 M=12-0,48M.

Peter kaufte 12 Flaschen Limonade und 12
Flaschen Bier.

Ma5m2727 Im giinstigsten Fall erwischt
Herr A fiir die ersten drei Tiiren jeweils auf
Anhieb den passenden Schliissel. In die-
sem Fall wiren nur 3 Schliisselproben er-
forderlich, da der vierte Schliissel mit Si-
cherheit zur vierten Tiir paBt. Im ungiin-
stigsten Fall passen zur 1. Tiir nicht der 1.,
2., 3. Schliissel, dann paBt der 4. Schliissel
(3 Proben); passen zur 2. Tiir nicht der 1.,
2. Schliissel, dann paBt der 3. Schliissel
(2 Proben); paBt zur 3. Tir nicht der
1.Schliissel, dann paBt der zweite Schliissel
(1 Probe). Im ungiinstigsten Fall sind also
6 Schliisselproben zu machen.

Ma6m2728 Fiir die Anzahl der weiBen’
und blauen Bille gibt es folgende Méglich-

keiten:

weie blaue restliche Bille
1 k) 20

2 6 16

3 9 12

4 12 8

5 15 4

Da es doppelt soviel rote wie gelbe Biille
sind, muB die Anzahl der restlichen Bille
durch 3 teilbar sein. Das trifft nur fur die
Zahl 12 zu. Deshalb sind es 3 weiBle, 9
blaue, 8 rote und 4 gelbe Bille.

Ma6m2729 Aus 10a+b=5-(a+b)
folgt 10a+ b=35a+5b, 5a=4>.
Wegen 1=a=9 und 0=<bH=9
gilta=4und b=35. :
Die Zahl heiBt 45.

Maéw2730 Aus Ag=a-b und

AV:g.,,_%.,,%_%.,,.%
ab _ab
=ab—T=T folgt Ay=2-Apg;

d.h., der Flicheninhalt des Vierecks BFDE
ist halb so gro8 wie der des Rechtecks
ABCD.

Ma6m2731 Wegen 2n+ (2n+2)
+Q2n+4)+@2n+6)+(2n+8)
=10n+20=10-(n+2)

ist diese Summe ein Vielfaches von 10,
also durch 10 teilbar.

70 - alpha, Berlin 21 (1987) 3

[ 3

Ma6m 2732 Der Sohn ist siebenmal so
alt wie der Enkel; denn eine Woche hat
7 Tage. Der GroBvater ist zwolfmal so alt
wie der Enkel; denn ein Jahr hat 12 Mo-
nate. Deshalb gilt x+ 7x+ 12x =100,
20x =100, x=5. Der Enkel ist 5, der
Sohn 35, der GroBvater 60 Jahre alt.

Ma 782733 Angenommen, in dem Fe-
rienheim gibt es x Zwei-, also (52 — x)
Vierbettzimmer; dann gilt

2x +4-(52 - x) =144,

2x +208 —4x =144, 2x=64, x=132.
In diesem Ferienheim gibt es 32 Zwei- und
20 Vierbettzimmer.

Ma7m2734 Angenommen, vor dem
Aus- bzw. Einsteigen an der Haltestelle
befanden sich im ersten Wagen n Fahrgi-
ste; dann befanden sich im zweiten Wagen
(n +3) Fahrgiste und im dritten Wagen
(n +5) Fahrgiste. Nach dem Aus- bzw.
Einsteigen an der Haltestelle befanden sich
im ersten Wagen % n Fahrgiste, im zwei-
ten Wagen (n — 3) Fahrgiste und im drit-
ten Wagen (n + 8) Fahrgiste. Das sind ins-

gesamt (% n+ 5) Fahrgiste.

., 5 _ _
Nungnlt2 n+5=60, 3 n=2S55,
also n =22.

Vor dem Aus- bzw. Einsteigen an der Hal-
testelle befanden sich im ersten Wagen 22,
im zweiten Wagen 25, im dritten Wagen 27
Fahrgiste.

Ma 7m 2735 Fiir den Flicheninhalt des
Dreiecks EFG gilt

Ay = % m- h’, fir den Flicheninhalt

des Trapezes gilt' 4, =m- h. Wegen

h=2-h' giltdarum A4,=2-m-h’.
Daraus folgt
At A,=1:4, also A,=l-A2.

4

Der Flicheninhalt des Dreiecks EFG be-
triigt 25 % des Flicheninhalts des Trapezes
ABCD.

D @ c

[ L+ N

A 8

Ma7m 2736 Angenommen, es waren im
ganzen n Niisse. Dann sollten (n—5)
Niisse zu gleichen Teilen unter den vier
Briidern aufgeteilt werden. Jeder sollte so-

mit %-(n—S) Niisse erhalten. Davon

sollte der Freund

1 1 1
N NN TR
Niisse erhalten. Nun gilt
‘nm_n-—5
=10 +5, 2n=n-5+50, n=45.

Es waren im ganzen 45 Niisse.

Ma8m2737 Angenommen, B(2) wiire
wahr. Dann wiren A(1) und A(2) falsch.
Also ist B(1) wahr. Daraus folgt, daB C(1)
falsch, also C(2) wahr ist.

Wenn A(2) wahr wire, miiBte die letzte
Grund:ziffer von n eine 0 oder 5 sein. Das
ist wegen C(2) bzw. B(1) nicht méglich. Es
folgt: A(1) ist wahr.

Man gelangt durch systematische Uberle-
gungen zu der Erkenntnis, daB die einzige
Zahl n, die alle Bedingungen erfiillt, die
Zahl 378 ist.

Ma8§m2738
Es gilt a < b,
a
Aus b
a ,etx_ a’+ (a+ x)?
a+x a a(a + x)
a’+a’+2ax+x® _ 24+ 2ax + x?
a(a + x)
2a(a + x) + x?
a a(a+ x) =2+ >2.
Ma 8 m2739 Nach einem bekannten Satz
gehen die Parallelen durch den Mittel-
punkt einer Dreieckseite zu den anderen
Dreieckseiten auch durch die Mittelpunkte
der anderen Dreieckseiten. Die dabei ent-
standenen Strecken sind jeweils halb so
lang wie die zu ihnen parallelen Dreieck-
seiten.
Es entstehen also vier kongruente Dreiecke
mit jeweils 3cm, Scm und 4cm langen
Seiten. Da diese Dreiecke rechtwinklig
sind (pythagordische Zahlen), betrdgt der
Fliacheninhalt eines dieser Dreiecke A4
= 32—4 = 6 cm?; der Flicheninhalt des Par-
allelogramms betrdgt demzufolge 12 cm?.
Der Umfang des entstandenen Parallelo-
gramms betrigt 2-(3 + S)ci= 16 cm.

Skizze nicht maGgerecht!

also a+x=5.

+% folgt durch Einsetzen

/N 5 a

Ma8m 2740 AF habe die Linge x, also
FB die Linge (60 — x); dann gilt

,. 302+x.40= 30+(20—x) 0.

40(30 + x) = 20(90 — x),
230+ x)=90—-x,
60+2x=90—-x, 3x=30, x=10.
Der Schnittpunkt F der Geraden g mit AB
ist 10 m von A4 entfernt.

0 Vi3 [4

Ma9m2741 Es seien a und a+1 die
beiden aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen.



Dann gilt nach Aufgabenstellung:
a’+t(@+1)?-agl@a+)=a(@a+1)+1.
Wir formen #quivalent um und erhalten
a’+ag?+2a+1—-a*-a=a*+a+1
bzw. a’+a+1=a?+a+1.

Da wir nur dquivalent umgeformt haben,
ist die Aussage bewiesen.

Ma9m2742 Es sei x der Preis fir einen
Apfel in Denare und y der Preis fiir eine
Birne in Denare, dann gilt

(Y] 9% — y=13 und

(03] -x+ 15y= 6.

Wir multiplizieren die Gleichung (2) mit 9
und erhalten

) 9x—- y=13

QY -9x+135y=54 +

3) 134y = 67
y=20,51in (1):

1y 9x=13,5, x=1,5.

Ein Apfel kostet 1,5 Denare, eine Bime
0,5 Denare. Die Probe bestitigt die Rich-
tigkeit der Losung.

Ma9m2743 Es seien a und b die MaB-
zahlen der Langen der Katheten und ¢ die
MaBzahl der Linge der Hypotenuse des
rechtwinkligen Dreiecks.

Aus a?+ b2+ ¢2=2450 und a2+ b2=¢?
folgt 2¢% =2450, ¢2=1225, ¢ =135.
Ausa+b+c=84 und c¢=35
folgt a+ b=49, b=49-q.

Aus a*+b%=1225 und b=49 -
a folgt

durch Einsetzen a? + (49 — a)* = 1225,

a, =28, a,=21.

Die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks
sind 21 cm, 28 cm und 35 cm lang.

Ma9m2744
Man kann folgende Tabelle aufstellen:
Anzahl Anzahl der
der Punkte entstehenden
auf g Schnittpunkte
1-0
! 0==2 .
2-1
2 1=
3-2
3 3= 2
4-3
4 6=
5-4
5 10= 5
n(n—1)
" 2
7-6
7 21= 5
14-13
14 91 = 2
v B cL” o
R
—7F G h

Ma 10/12 w2745 Die natiirliche Zahl z
1aBt sich wie folgt darstellen:
z=7-10*+n (xeN; neN).

Nach Aufgabenstellung soll gelten 7-10*

+n=510n+7).

Wir formen dquivalent um und erhalten
7-10%—135

7-10*=49n + 35, n=—y

x =5 ist die kleinste natiirliche Zahl, fiir

die n eine natiirliche Zah! wird; es ist dann

n =—7000_28 35 ; n=14285,

Nun kénnen wir z berechnen:

z=7-10°+14285; z=714285.

z' ist dann 142857, und

es gilt 142857-5=714285,

dh z=5-7.

Ma10/12 m 2746 Skizze:

A c 8
Es gilt A pp+ Aqpc= A4sc, also
Ln® o et tan® .
2 2 Wa'€ 2sm2 W,
1 .
—7sma b-c.

Wir formen &dquivalent um und erhalten
1 & 1 .

—_— —_— + = — . .

2 sm2 we(b+c) 2 sina-b-c,

1

2

sing-- we(b+ )

2
1 . o o
7-2-51n-2—-c057-b c
A af. a
‘-Zsmz(smz*O)

Wer(b+¢c) = 2-cos—o-

2 b-c,
we' (bt o)
2-b-¢c

Ma10/12m 2747 Nach
gilt

a-b-c=a-b-h-4, also c=4h.
Dabei ist ¢ die Linge der Hypotenuse,
h die Linge der Hohe zur Hypotenuse.

2]
cos— _

Voraussetzung

ng=t-c_2a -
Aus sino = b3 ¢ folgt c¢? = 4ab.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt
a*+ b*=4ab, a’—4ab+ b2=0.
Daraus folgt weiter a; = b(2 + 43 )
und a, = b(2 - 3).

Somit gilt tane, = a,:b=2 + \/3_
und tana1=az=b=2—ﬁ,

also &, =75%und §,=15° bzw.
o;=15° und B, =75
Ma10/12 m 2748

a) Flicheninhalt des Dreiecks: A = %a’

Linge einer Kathete: a;
Rotationskorper K,: gerader Kreiskegel
mit r=a¢ und h=a;

Das Volumen V; betrigt: V, = %na’;
ma®- 4
T AROMCRRS

4
Das konstante Verhiltnis ist 3

b) Flicheninhalt des Rechtecks:
.1 1,
A =a 5-a=-a%

2 2

Linge der Seiten: a bzw. %a;

Rotationskorper K,: gerader Kreiszylinder

Vergleich: V;: V, =

. 1
mit r=—a und h=ag,;

2
1 \? 1
Volumen v, V, = > a) ma; Vz=7na3

/'TF\___— ———7;1\\\

14 / \

/ \ 1 \
(o Doy
! { h ] ! |
[} 1 | H
1 i i |
Vel V|
v/ '

A 4 \|./

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 1/87

Ma 5w 2750 Aus (2) folgt: Herr Schmidt
ist Arzt von Beruf. Aus (3) und (4) folgt:
Herr Schmidt wohnt weder in Weimar
noch in Eberswalde. Folglich wohnt Herr
Schmidt in Suhl. Aus (4) folgt: Herr Sie-
wert wohnt nicht in Eberswalde, also in
Weimar. Aus (3) folgt: Herr Siewert ist
Dreher von Beruf. Deshalb wohnt Herr
Miiller in Eberswalde und ist Bicker von
Beruf.

Ma 5w 2751 Der
Tankstelle betrigt
64-24001=1536001.

Nun gilt 153600: 1600 =96.

Der Vorrat wiirde 96 Tage reichen, wenn
tdglich nur 1600 Liter verkauft werden.

Kraftstoffvorrat  der

Ma5m2752 Angenommen, Ingrid ist n
Jahre alt, Barbara also 2n Jahre, der Vater
7n Jahre, die Mutter 6n Jahre alt. Das sind
zusammen 16n Jahre. Nun gilt 16 - n = 96,
also n =6. Ingrid ist 6, Barbara 12, die
Mutter 36, der Vater 42 Jahre alt.

Ma5m2753 a) Der halbe Umfang des
Rechtecks betrigt

120 ecm:2 = 60 cm. Deshalb ist eine Seite
20 cm, die andere 40 cm lang.

b) In das Rechteck lassen sich in einer
Reihe 5 Plittchen hochkant und dariiber
noch 3 Pldttchen breitkant, insgesamt also
8 Plittchen legen.

Ma5m2754

Wegen 32 Pf + 40 Pf = 72 Pf, also
4-8Pf+8-5Pf=T72Pf

gehoren zu dieser Wandergruppe
4 + 8 = 12 Schiiler.

Ma5m2755 Angenommen, mit dem Bus
fahren x Kinder, also 2x Frauen und somit

" 4x Minner; das sind zusammen

x+ 2x + 4x = 7x Personen. Nun gilt

Tx =42 also x=6.

Mit dem Bus fahren 6 Kinder, 12 Frauen
und 24 Miinner.

Fortsetzung in Heft 4/87, d. Red.
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Alte Vorlesungs-
mitschrift
entdeckt!

In der Bibliothek der Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt in Leipzig habe
ich vor wenigen Jahren eine Mitschrift
einer Vorlesung des bedeutenden Mathe-
matikers Felix Klein') gefunden, die einer
seiner Assistenten angefertigt hat. Sie ist
iiberschrieben: Funktionentheorie in geome-
trischer Behandlungsweise.

Felix Klein hielt diese interessante Vorle-
sung in den Jahren 1880/81 an der Leipzi-
ger Universitit.?) In geometrisch-anschau-
licher Form und sehr einprigsam werden
darin Dinge behandelt, die auf dem Be-
reich der komplexen Zahlen aufbauen.
Eine sehr wichtige und grundlegende Ei-
genschaft ist hierbei die sogenannte Trans-
formation durch reziproke Radien. Zwei
Punkte der Ebene, die durch diese Trans-
formation einander zugeordnet sind, nennt
man auch konjugierte Punkte. Darunter ver-
steht man die Abbildung von Punkten der
Ebene aufeinander, die spiegelbildlich be-
ziiglich der Peripherie des Einheitskreises
liegen. Die beiden einander zugeordneten
Punkte z und w liegen dabei (siehe Bild 1)
auf einem vom Kreismittelpunkt 0 (Koor-
dinatenursprung) ausgehenden Strahl und
es gilt:

Bild 1

0_w=0; oder eben Ow0z=1. Sind der
z

Kreis und der Punkt vorgegeben, so kon-
struiert man das zu z gehérige w auf der
Geraden durch 0 und z wie folgt: Man lege

1) Ausfiihrliches zu Leben und Werk von
Felix Klein findest du in dem Buch Felix
Klein von R. Tobies und F. Konig, das als
Band 50 der Reihe Biographien hervorragen-
der Naturwissenschaftler, Techniker und Medi-
ziner beim Teubner-Verlag Leipzig erschie-
nen ist.

2) Diese Vorlesung wird in Buchform als
Band 7 der Reihe TEUBNER-ARCHIV zur
Mathematik beim Teubner-Verlag Leipzig
voraussichtlich 1987 erscheinen.
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von z aus die beiden moglichen Tangenten
an den Kreis. Die Gerade durch die beiden
Beriihrungspunkte (genannt Polare zu z)
schneidet die Gerade durch 0 und z in w.

Aufgabe 1
Beweise, daB 0w 0z = 1!

In der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts
war an den Hochschulen und Universititen
die Herstellung und Benutzung mathema-
tischer Modelle sehr verbreitet. Beispiels-
weise konstruierte im Jahre 1864 der Tech-
niker und Mathematiker Peaucellier eine
Apparatur, die es in gewissen Grenzen ge-
stattet, die konjugierten Punkte mecha-
nisch zu bestimmen. Man nannte dieses
Gerdt den [Inversor wvon Peaucellier. In
Kleins Vorlesung ist er etwa so beschrieben
(siehe Bild 2): A

Bild 2

»~Um einen festen Punkt 0 sind die beiden
gleichlangen Arme 04 und 0B drehbar. In
A und B sind mittels Scharnieren je zwei
neue gleichlange Stibe befestigt, die wie-
derum in w und z mit Scharnieren verbun-
den sind. Bewegt man jetzt 04 und 0B um
0, so sind w und z immer zwei konjugierte
Punkte.“

w und z liegen tatsichlich stets spiegelbild-
lich beziiglich der Peripherie eines Kreises
mit dem Mittelpunkt 0. Allerdings ist die-
ser Kreis nur dann der Einheitskreis, wenn
die Differenz a® — b? gleich 1 ist.

Aufgabe 2

Man zeige, daB auch beziiglich Bild 2

gilt 0w0z=a?-b2(=1)!

(Hinweis: Driicke Ow und 0z mittels Win-
kelfunktionen aus und benutze einen ent-
sprechenden Ausdruck fir 40! Ferner
braucht man noch die bekannte Beziehung
sin?a +cos?la=1.)

Nachfolgend noch zwei Aufgaben, die in-
haltlich eng mit der 1880/81 gehaltenen
Vorlesung von Felix Klein Funktionentheo-
rie in geometrischer Behandlungsweise stehen.
(Siehe Band 7 der Reihe ,TEUBNER-Ar-
chiv zur Mathematik“.) Gegenstand der
Aufgabe 3 ist die logarithmische Spirale.
Diese Kurve war ein grundlegendes Bei-
spiel einer gemeinsamen wissenschaftli-
chen Arbeit der Mathematiker Felix Klein
(1849 bis 1925) und Sophus Lie (1842 bis
1899), die sie in den siebziger Jahren des
19. Jahrhunderts schrieben. Fiir beide war
es inhaltlich ein entscheidender Ausgangs-
punkt fiir ihre bedeutendsten mathemati-
schen Leistungen.

Aufgabe 3

Fiir eine feste (konstante) reelle Zahl k
wird durch die Gleichung
@=k-log.r

(€ =2,718...) eine sogenannte logarithmi-
sche Spirale definiert. Wir zeichnen ein-
mal fir k =1 die zur Gleichung gehorige
Kurve in ein r, @-Koordinatensystem und
erhalten (Bild 3). Warum wohl heifit die
Kurve Spirale, obwohl die oben abgebildete
Kurve nicht spiralférmig aussieht?

Bild 3
¥ (Winkel in Bagenma# )
T
|
— r
van
Aufgabe 4

Wir betrachten auf gekrimmten Flichen
im Raum geschlossene Kurven ohne Dop-
pelpunkt. Dabei soll nicht zwischen Kur-
ven unterschieden werden, die man durch
Verschiebung und Verzerrung (ohne die
Kurve zu zerreiBen) ineinander iiberfiihren
kann (zur Deckung bringen kann). So ist
z.B. auf der Torusfliche {Bild 4) zwischen
den Kurven 2 bis 6 nicht zu unterscheiden.

Bild 4

Wohl aber ist 7 oder auch 1 eine andere ge-
schlossene Kurve. Von besonderer Bedeu-
tung sind dabei diejenigen Kurven, die
man auf der Fliche nicht auf einen Punkt
zusammenziehen kann. Dies ist etwa bei
Kurve 1 und bei Kurve 2 der Fall, Kurve 7
hingegen 148t sich auf einen Punkt zusam-
menziehen. Und beim Torus gibt es in der
Tat nur zwei solcher Kurven.

Wieviel solche geschlossene Kurven, die
man nicht auf einen Punkt zusammenzie-
hen kann, existieren

a) auf der Kugel;

b) auf der Brezel (Bild 5)?

Uberpriife insbesondere das die Brezel um-
schlingende Band 8! F.Konig

Immer weigere ich mich, irgend etwas des-
wegen fur wahr zu halten, weil Sachver-
stindige es lehren oder auch, weil alle es
annehmen. Jede Erkenntnis muB ich mir
selbst erarbeiten. Alles muB ich neu durch-
denken, von Grund auf, ohne Vorurteile.
Albert Einstein



Knifflige
Gliickwiinsche

Anfang 1987 war die alpha 20 Jahre alt, ihr
Chefredakteur erreichte das 65. Lebensjahr
(11. 1.). Zahlreiche Freunde haben diese
beiden Geburtstage zum AnlaB genom-
fnen, an gemeinsame Wege und Ziele zu
erinnern, und ihre guten Wiinsche auf vie-
lerlei Art zum Ausdruck gebracht. Die
Freude dariiber verbindet, verpflichtet und
regt zum Nachdenken an.

Auf diesem Wege sei allen herzlicher Dank
gesagt.

Drei originelle Gliickwiinsche sollen die
54000 alpha-Leser zum Knobeln anregen.

Ala Die aus Holzchen gelegte ALPHA-
Figur ist durch Umlegen von a) 4 Holz-
chen, b) 5 Holzchen, c) 6 Hélzchen und d)
7 Holzchen so abzuindern, daB jeweils 7
kongruente Quadrate entstehen.

NI
ISR

A2a Emittle alle nichttrivialen Losun-

gen des abgebildeten ALPHA-Gleichungs-

systems, d.h., bestimme alle Zahien A, L, P

und H (alle ungleich Null), die das Glei-

chungssystemn erfiillen!

1) A+L+P-H-A=A
2) A+L-P-H-A=L
3) A-L-P-H+A=P
(C)) A+L-P-H+A=H
(5) A-L-P+H+A=A

Gliickwunsch

aus der ,Leipziger Volkszeitung®,

Autor: Dr. R. Mildner,

Karl-Marx-Universitit Leipzig

A3a Zum 65.Geburtstag des Chefredak-
teurs der alpha sandte die langjdhrige Lese-
rin, ‘Frau Susanne Nofke aus Borna, ein
magisches Geburtstagsquadrat:

714 Bl A4S
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Finde mit Hilfe von 16 Schablonen (sie
sind stark verkleinert wiedergegeben) die
120 verschiedenen Zusammenstellungen
von 5 Zahlen, deren Summe jeweils 65 be-
trigt!

Am 1. Mirz 1987 iibergab Oberstudienrat
J. Lehmann, seit 13. Dezember 1945 im
Schuldienst, seit 20 Jahren Chefredakteur
der alpha, sein Amt an die Leipziger Dipl.-
Lehrerin Gabriele Liebau (im Bild rechts).
J.Lehmann wird weiterhin im Redaktions-
kollegium mitarbeiten und sicher seine rei-
chen Erfahrungen auch als Rentner
(11.1.1987) in Schrift und Wort noch viele
Jahre weitergeben. Sein besonderer Dank
gilt dem Redaktionskollegium und der um-
sichtigen Redaktionssekretirin Rosemarie
Schubert (im Bild links), die 15 Jahre lang
fleiBig wirkte, insbesondere bei der Erstel-
lung der oft nicht einfachen Manuskripte,
dem umfangreichen Briefwechsel und bei
der technischen Bewiltigung der umfassen-
den organisatorisch-technischen Arbeiten
fur den alpha-Wettbewerb. Wir wiinschen
der Nachfolgerin fiir ihre neue Titigkeit
viel Freude und Erfolg.
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