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Ein Vierfarben-
spiel

Ein Quadrat werde durch Einzeichnen der
beiden Diagonalen in vier Dreiecke zer-
legt. Diese werden mit unterschiedlichen
Farben (etwa Gelb, Griin, Rot, WeiB) aus-
gemalt. Wir konnen hier leider keine Far-
ben verwenden, deshalb kennzeichnen wir
die unterschiedliche Firbung so:

Bild 1

Ihr erkennt: Es gibt 6 verschiedene Fir-
bungen eines derartig unterteilten Quadra-
tes. Wir erhalten somit genau 6 verschie-
dene (ebene) Bausteine, die mit GroBbuch-
staben 4, B, ..., F bezeichnet werden:

AuBerdem sollen 4 einfarbige Quadrate
(gelb, griin, rot bzw. weiB) vorhanden sein.
Wir kennzeichnen diese Bausteine mit den
Buchstaben G, H, I, J:

Bild 3 .

G H 1 J

Versucht nun, mit den 10 gefirbten Qua-
draten 4, ..., J ebene Figuren auszulegen.
Dabei wollen wir jedoch eine Bedingung
stellen: Zwei Quadrate diirfen sich nur mit
Seiten (von Dreiecken) gleicher Farbe be-
rithren! Hier haben wir einige Figuren auf-
gezeichnet, die Ihr bei Beachtung der An-
legeregel zusammenbauen sollt.
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Zwolf Aufgaben werden Euch keine Miihe
bereiten, bei einer Figur gibt es jedoch
keine Loésung.

Ubrigens, wenn Ihr die zehn Quadrate
(Bausteine aus Pappe, diinner Plaste oder
aus Sperrholz anfertigt, erhaltet Ihr ein ori-
ginelles Geschenk. Wir empfehlen, dazu
zehn Quadrate mit der Seitenldnge von je
2 cm herzustellen. Und nun viel Spaf!

W. Schmidt
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Wir wollen zeigen, daB die Figur b) in der
gewiinschten Weise nicht gelegt werden
kann. Dazu ist eine Fallunterscheidung
notwendig. Aus Symmetriegriinden gibt es
nur finf Klassen von Moglichkeiten, wie
die einfarbigen Steine G, H, I, J angeord-
net sein kénnen. Dabei sollen die konkre-
ten Farben nicht beachtet werden, weil ja
alle Einfarbensteine und alle méglichen
Vierfarbensteine genau einmal vorkom-
men:

Bild 6
I 1L
III. Iv.

Zur Diskussion der fiinf Fille numerieren
wir die 10 Quadrate des Rechtecks b) in
folgender Weise:

112345
Bild 7167|8910

Angenommen, es gibt eine Lsung.

Fall I. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit seien die einfarbigen Steine so gesetzt:
G-1, H-7, J-3 und I-5. Weil sich nur
gleichgefarbte Seiten beriihren diirfen,
folgt zwangsldufig B-2, C-8 und D-4. Dann
kann aber das Quadrat 9 nicht mehr belegt
werden, was unserer Annahme wider-
spricht.

Fall II. Ohne Einschrinkung des allgemei-
nen Falles seien die einfarbigen Steine so
gesetzt: G-1, H-7, J-3 und I-9. Dann muB
B-2, A-8 und F-4 sein. Das Feld 6 kann
nicht mehr belegt werden.

Widerspruch.

Fall III. Wenn G-1, J-3, H-7, I-10 ist, so
folgt B-2, C-8, F-9, A-4, D-5. Aber E palit
nicht auf Feld 6. Widerspruch.

Fall IV. Wenn G-1, H-7, J-4 und I-10 ist,
so muB automatisch E-9, D-8 und A4-3
sein. Das Feld 2 kann dann nicht mehr be-
legt werden.

Fall V. Angenommen, G-1, I-5, H-7 und
J-9 gehort zu einer Losung. Feld 8 soll nun
belegt werden. Wire E-8, so ergibe sich
B-2, A-10 und D-3. Das Quadrat 4 kann
nicht belegt werden, also kann E-8 nicht
gelten. Daher muf} F-8 gesetzt werden, was
sofort B-2 nach sich zieht. Mit den verblie-
benen Steinen kann jedoch Feld 3 nicht
mehr gefiillt werden. Das bedeutet, auch
der Fall V kann nicht eintreten!

Mithin ist die Figur b) nicht zu legen.

alpha, Berlin 25 (1991) 2 - 25



Von der Schulbank zur

Internationalen

Mathematik-Olympiade

Oberwolfach ist ein schéner, reizvoll gele-
gener Kurort im Schwarzwald. Konigstein
ist ein schéner, reizvoll gelegener Kurort
im Taunus. Neben den landschaftlichen
Vorziigen haben beide Orte noch eine an-
dere Gemeinsamkeit: sie sind eng mit den
Erfolgen der bundesdeutschen Schiiler bei
der Internationalen Mathematik-Olym-
piade (IMO) verbunden.

Seit 1959 gibt es diesen mathematischen
Schiilerwettbewerb, und seit 1977 nahm
die Bundesrepublik ohne Unterbrechung
daran teil (die ehemalige DDR war schon
im ersten Austragungsjahr dabei).

Zwar ist die IMO ein Einzelwettbewerb,
aber die inoffizielle Gesamtpunktzahl er-
laubt eine Rangfolge der Teilnehmerldn-
der. Tabelle 1 zeigt das gute, teilweise her-
vorragende Abschneiden der bundesdeut-
schen Schiiler im internationalen Ver-
gleich. (Dem alpha-Leser sind die Zahlen
fiir die DDR sicher bekannt.)
Normalerweise erleben neu teilnehmende
Linder eine unangenehme Uberraschung:
ihre Schiiler landen zunéchst auf den hin-
teren Plitzen. Erst nach mehreren Jahren
ist der AnschluB an den Durchschnitt her-
gestellt. Wir bewegten uns von Anfang an
in der Spitzengruppe. Gerne haben Bil-
dungspolitiker verschiedener Bundeslidnder
die schonen Erfolge ,ihrer* Schiiler als
Zeichen fiir die Wirksamkeit und Qualitit
ihres jeweiligen Schulsystems beansprucht.
Doch zu gleichmiBig verteilt sich die Her-
kunft erfolgreicher Olympioniken auf die
von unterschiedlicher politischer Couleur
gepriagten Linder, als daB sich hier ein Zu-
sammenhang ableiten lieBe. AuBerdem
gibt es bei der IMO Teilnehmerstaaten mit
vergleichbarem  Bildungssystem, aber
hochst verschiedenem Erfolgsprofil ebenso
wie Linder mit vollig anderen schulischen
Voraussetzungen, daflir aber {iber Jahre
hinweg vergleichbaren Leistungen ihrer
Teilnehmer. Will man Aussagen {iber Ursa-
chen der guten Ergebnisse deutscher Schii-
ler treffen, so muB man den Weg der Teil-
nehmer von der Schule bis zur IMO
beleuchten.

Die IMO ist ein Klausurwettbewerb. An
zwei aufeinanderfolgenden Tagen miissen
die Teilnehmer je drei Aufgaben in vierein-
halbstiindiger Klausur ohne Hilfsmittel wie
etwa Taschenrechner oder Formelsamm-
lung bearbeiten. Dabei begegnen ihnen
Probleme wie das folgende (mit dem un-
sere Schiiler iibrigens gar nicht gut zu-
rechtgekommen sind):

26 - alpha, Berlin 25 (1991) 2

Aufgabe 4 der XXXI. IMO 1990

Es sei Q* die Menge aller positiven ratio-
nalen Zahlen. Man gebe eine Funktion f:
Q* —Q* an, so daB fiir alle x, ye Q* die
Gleichung

SOe-f(y) = gilt.

S
y
Mit soichen Aufgaben haben selbst gestan-
dene Mathematiker ihre Schwierigkeiten,
insbesondere unter Zeitdruck und mit wei-
teren zwei Aufgaben des gleichen oder
eines noch hoheren Kalibers im Nacken.
Zwar wird seit jeher darauf geachtet, daB
die IMO als Schiilerwettbewerb sich auch
wirklich nur auf die sogenannte ,Schulma-
thematik®“ stiitzt, aber weder findet man
Aufgaben wie diese jemals in einem Schul-
buch, noch kann man billigerweise selbst
von sehr guten Schillern erwarten, daB sie
solche Probleme in einer Klausur losen
kénnen. Daher hat die Bundesrepublik in
Anlehnung an die Praxis anderer Linder
mit der Entscheidung fiir die Teilnahme an
der IMO gleichzeitig eine Forderung fir
die in Frage kommenden Schiiler einge-
richtet, die seit 1977 in fast unverinderter

Form praktiziert wird.

Zunichst muB3 man einen Kreis von forde-
rungswiirdigen Begabten kennen. Forde-
rung ist also im Hinblick auf die IMO un-
trennbar mit Auswahl verbunden. Die
Teilnehmer fiir die Vorbereitung auf die
IMO kommen vom Bundeswettbewerb Ma-
thematik, der allen Schiilern der zur Hoch-
schulreife fihrenden Schulen offensteht.
Andere Quellen, wie etwa der Wettbewerb
,Jugend forscht“, haben sich als nicht sehr
ergiebig erwiesen. Die etwa 100 Besten der
2.Runde des Bundeswettbewerbs werden
zu zwei Auswahlklausuren eingeladen. Die
18 erfolgreichsten Klausurschreiber qualifi-
zieren sich zu mehreren Trainingswochen-
enden, die regelmiBig im Friihjahr in K&-
nigstein stattfinden. (Seit 1989 allerdings
muBten wir nach Frankfurt a. M. auswei-
chen.) Neben der inhaltlichen Vorberei-
tung, iiber die im folgenden noch mehr zu
lesen sein wird, stehen jedesmal auch wei-
tere Klausuren auf dem Programm. Immer-
hin haben die Teilnehmer am Bundeswett-
bewerb die gestellten Probleme in beiden
Runden zu Hause l6sen konnen und miis-
sen nun allmghlich auf die Klausuren bei
der IMO eingestellt werden. Man kénnte es
auch etwas hirter sagen: Die Teilnehmer,
die sich in den Klausuren als besonders er-
folgreich erweisen, qualifizieren sich ge-

genilber ihren Mitkonkurrenten, deren ma-
thematische Hochbegabung sich vielleicht
nicht so sehr in Schnelligkeit und StreBto-
leranz #uBert.

Deshalb ist es gut, daB die gesamte IMO-
Vorbereitung — es folgt noch ein Abschluf-
seminar in Oberwolfach von einwtchiger
Dauer - vor allem unter dem Gesichts-
punkt der Talentférderung betrieben wird.
Auch die Teilnehmer, die sich am Ende
nicht fiir die Mannschaft qualifizieren,
nehmen Anregungen in Fiille mit und erle-
ben die Mathematik auf einem Niveau, das
ihnen zwar angemessen ist, von der Schule
aber so nicht vermittelt werden kann.

Die Vorbereitungsseminare enthalten ne-
ben den bereits erwihnten Klausuren ins-
besondere Vortrige zu verschiedenen ma-
thematischen Themen. Dabei liegen
Schwerpunkte bei Zahlentheorie, Geome-
trie und Kombinatorik/Stochastik. Weitere
Gebiete sind Ungleichungen, Gleichungen
und Gleichungssysteme, Trigonometrie,
Polynome, Funktionaigleichungen, Algo-
rithmen, Folgen und Reihen. Dagegen
fehlt weitgehend eine intensive Behand-
lung der Analysis. Der Grund dafiir ist, daB
Aufgaben aus der Analysis bei der IMO
fast keine Rolle spielen, weil dieses Gebiet
in vielen Lindern nicht zum Unterrichts-
stoff der Sekundarstufe gehort. Das Vor-
kommen von Methoden aus der Analysis
ist damit nicht ausgeschlossen.

Wir betrachten folgende Aufgabe:

Man beweise: Auf einer stetigen, geschlos-
senen, sich nicht iiberschneidenden Li-
nie L im Raum gibt es stets vier Punkte,
die den Umfang von L in vier gleiche Teile
teilen und die alle in einer Ebene liegen.

Zur Losung wihle man zunichst irgend-
welche vier Punkte 4, B, C und D, die L in
vier gleich lange Teilstiicke zerlegen. Der
Tetraeder ABCD habe ein von Null ver-
schiedenes orientiertes Volumen (die
Orientierung ergibt sich z.B. aus dem
Drehsinn des Dreiecks ABC und der Lage
von D zur so orientierten Ebene (4BC)).
L4Bt man nun die Punkte synchron um je-
weils eine Viertellinge von L weiterwan-
dern, so ist der urspriingliche Tetraeder in
einen zu ihm kongruenten Tetraeder mit
also gleichem Volumen iibergefiihrt wor-
den. Allerdings hat dieses Volumen entge-
gengesetztes Vorzeichen, denn die Orien-
tierung ist jetzt entgegengesetzt. Da das
Volumen eine stetige Funktion der Eck-
punktskoordinaten ist, und da diese Koor-
dinaten sich bei dem Umlauf der Punkte
stetig dndern, gibt es nach dem Zwischen-
wertsatz der Analysis eine Lage der
Punkte, in welcher das Vorzeichen wech-
selt und der zugehorige Tetraeder das Vo-
lumen Null besitzt. Dort miissen aber die
vier Punkte in einer Ebene liegen.

Die Themenliste wire unvollstindig, wiirde
man nicht die Methoden des Problemls-
sens erwihnen, die wir ebenfalls recht
griindlich trainieren. Darunter fillt etwa
das Schubfachprinzip, die Methode des
Unendlichen Abstiegs, Vollstandige Induk-
tion, das Auswahlprinzip, Riickwirtsarbei-
ten und das Invarianzprinzip. Simtliche



mathematischen Gebiete, und diese Strate-
gien werden nicht in Form von Vorlesun-
gen, sondern im Seminarstil mit Ubungs-
charakter angeboten. Die Schiiler beteili-
gen sich spontan, losen Aufgaben oder
diskutieren verschiedene Zuginge zu
einem Problem.

Leider sind bei uns von Anfang an die
Midchen kraB in der Minderheit. In
13 Jahren haben sich insgesamt erst finf
Schiilerinnen fiir die Vorbereitung qualifi-
ziert; den Sprung in die IMO-Mannschaft
hat noch keine geschafft! In vielen anderen
Lindern ist es nicht besser, wenn auch bei
der letztjihrigen IMO eine 14jdhrige Schii-
lerin aus der UdSSR mit voller Punktzah!
eine Goldmedaille erringen konnte.

Die oben genannten Gebiete, welche in der
Vorbereitung trainiert werden, beschreiben
die zentralen Themen des Schulstoffs bis
weit in die Oberstufe hinein. (Sollten Sie
dabei Bruchrechnung, Dreisatz oder gar
die ,Mengenlehre“ vermissen, so liegt das
daran, daB solche Grundlagen nicht weiter
erwihnt werden.) Oft reicht jedoch der
Schulstoff bei weitem nicht aus, den Olym-
piadeteilnehmern das n6tige Geriist fiir die
Bewiltigung der Wettbewerbsaufgaben zu
geben. Die Lehrpline in den einzelnen
Bundesldndern unterscheiden sich zwar im
Kern nicht sehr, lassen aber stellenweise
Differenzierungen und Wahlméglichkeiten
zu und sind in der Tat — um ein altes Vor-
urteil zu bestitigen — gegeniiber friitheren
Jahrzehnten kriftig abgespeckt worden.
Was daher die Vorbereitung fiir die IMO
leisten muB, soll nun an einigen Beispielen
illustriert werden.

I. Geometrie

In der Schule kommt praktisch keine
Raumgeometrie vor. Hier holt die Vorbe-
reitung sehr viel nach, insbesondere bei der
Untersuchung von Tetraedern. Aber auch
Abbildungsgeometrie wird vertieft und als
Beweismittel nutzbar gemacht. Analytische
Geometrie spielt aus dhnlichen Griinden
wie die Analysis kaum eine Rolle; dafiir
lernen die Schiiler beim Training jedoch
das Rechnen mit Vektoren und komplexen
Zahlen und konnen diese Fertigkeit bei
manchen Aufgaben gut einsetzen.
Daneben gibt es aber noch die ,gew6hnli-
che“ Schulgeometrie. Wir kennen die mit
ihr verbundenen Begriffe: Pythagoras, Tha-
leskreis, Kongruenzsitze, Strahlensidtze —
um nur eine kleine Auswahl zu nennen. Es
wire natiirlich sch6n, wenn man deren In-
halte genauso bedingungslos voraussetzen
konnte wie Bruchrechnung oder Dreisatz,
aber leider sieht es oft gerade auf dem Ge-
biet der Geometrie mit dem Schiilerwissen
schlimm aus — selbst bei unseren mathe-
matisch Interessierten. Da bei Zeitmangel
oder Stundenkiirzung zuerst an der Geo-
metrie gespart wird, entsteht ein Mangel,
der deutlich wird, wenn wir eine typische
schwere Schulaufgabe mit einer typischen
leichten Wettbewerbsaufgabe vergleichen,
beide zum Thema ,,Umfangswinkel®.

1. Ein Kreis ist — wie das Ziffernblatt einer
Uhr - in 12 gleiche Teile unterteilt. Be-

rechne den Winkel o zwischen den einge-
zeichneten Sehnen.

%
o>

2. Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck.
Ein Punkt P auf seinem Umkreis wird mit
den Ecken A4, B und C verbunden. Zeige,
daB eine der Strecken PA, PB oder PC
gleich der Summe der beiden anderen
ist.

C
P
"
Wihrend man zur Losung der 1. Aufgabe
lediglich eine zwangsldufig sich aufdrin-
gende Reihe geeigneter Umfangs- und Mit-
telpunktswinkel zu betrachten hat (linke

Figuren unten), bedarf es bei ger 2. Auf-
gabe einer komplexeren Uberlegung

B2

(rechte Figur unten).

¢

Man dreht am besten um C mit dem Dreh-
winkel 60° und stellt fest, daB A dabei in B
und P in einen Punkt P’ iibergeht, der auf
PB liegen muB, weil nimlich die Umfangs-
winkel iiber der Sehne PC bei 4 und B
gleich sind. (Die Dreiecke ACP und BCP’
miissen ja kongruent sein, weil sie durch
Drehung ineinander {ibergehen.) Weil aber
CPP’ gleichseitig ist (60°-Winkel bei C und
gleiche Linge von CP bzw. CP), gilt
P4 +PC=PB+ PP =PB.

Diese Aufgaben zeigen den iiblichen Un-
terschied zwischen Schul- und Wettbe-
werbsaufgaben: bei den letzteren weill man
zunichst oft gar nicht, welche Hilfsmittel
fir den Beweis verwendet werden konnen
und in der Regel muB man mehrere sol-
cher Sitze oder Eigenschaften miteinander
kombinieren, wobei durch psychologische
Hiirden das Erkennen der erfolgverspre-
chenden Moglichkeiten hidufig blockiert
wird. Daher reicht selbst das vollstandige

Aufgabenmaterial aus Schulbiichern noch
nicht aus, um einen guten Problemldser zu
formen. Aber die Lehrplaninhalte selbst
sind liickenhaft. Den Satz des Ptolemaus,
die Inversion am Kreis, den Satz von Mor-
ley, die Formel von Pick und viele andere
wichtige oder schéne Dinge aus der Geo-
metrie lernen die Schiiler erst im Training
kennen. Dies ist nicht auf die Geometrie
beschrinkt.

II. Kombinatorik

Dieses Gebiet taucht im Schulunterricht
nicht eigenstiindig wie Algebra oder Geo-
metrie auf, sondern es wird — vor allem im
Rahmen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung — mehr oder weniger intensiv betrie-
ben. Die Schiiler konnen bestenfalls An-
zahlen von Kombinationen, Permutatio-
nen oder Teilmengen bestimmen und
kennen aus der Jahrgangsstufe 12 vielleicht
noch die Binomialkoeffizienten. Dort ma-
chen Aufgaben wie die nichste groBe
Miihe, wihrend die iibernichste zu den
eher leichten Trainingsaufgaben gehort.
1. Aus einer Urne, in der sich n gleichar-
tige Kugeln mit den Nummem 1, 2, ..., n
befinden, werden zufillig ¥ Kugeln gleich-
zeitig herausgegriffen. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die groBte
gezogene Zahl kleiner oder gleich i ist
(i=k k+1, ..., n).
2. Ein reguldres (2n + 1)-Eck ist einem
Kreis einbeschrieben. Drei Ecken werden
zufillig ausgewihlt. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, daB das entstehende Drei-
eck den Mittelpunkt des Umkreises ent-
halt?
Beide Berechnungen seien dem Leser iiber-
lassen, der unter der Laplace-Annahme ja
nur die Anzahl der giinstigen durch die
Anzahl aller moglichen Falle zu dividieren
braucht. Als Hinweis die Antworten: bei 1.
ergibt sich

[iWn—K)):[nl(i — k)]

und bei 2. (n +1):22n—1).
Dem einfacheren Ergebnis steht bei der
letzten Aufgabe der weit schwierigere Zu-
gang entgegen, genau wie in den Beispie-
len aus der Geometrie.

II1. Zahlentheorie

Ahnlich wie die Kombinatorik taucht die-
ses Gebiet nur gelegentlich und ohne
eigene Nennung im Schulunterricht auf.
Oft ist die Teilbarkeitslehre am Ende von
Klasse 5 oder kurz darauf der einzige Ort
bewuBter Auseinandersetzung mit zahlen-
theoretischen Fragen. Selbstverstindlich
kann daher das Rechnen mit Restklassen,
die Kenntnis des kleinen Satzes von Fer-
mat, der Bulerschen g@-Funktion oder gar
des Chinesischen Restsatzes von Schiilern
nicht erwartet werden, denen oft sogar der
Euklidische Algorithmus vollig unbekannt
ist. Andererseits liefert die Zahlentheorie
immer wieder schone und elementar zu 16-
sende Wettbewerbsaufgaben, wenn man
sich bei der Verwendung des Begriffs ,ele-
mentar auf etwas mehr als bloB die Teil-
barkeitsregeln verstindigt. Das [folgende
Beispiel zeigt, was gemeint ist.
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Man bestimme alle Primzahlen p und g,
fir die p? + ¢” auch eine Primzahl ist.

Zur Losung — bitte nicht weiterlesen, wenn
Sie sich die Freude an der eigenen Losung
nicht nehmen wollen, — stellt man zu-
nichst fest, daB die Summe gréBer als 2
und daher ungerade sein muB. Dann muf3
aber genau ein Summand gerade und da-
her genau eine der Primzahlen — essei p —
gleich 2 sein. Die andere Primzahl ¢ mu3
groBer als 3 sein (ausprobieren!) und 13Bt
daher bei Division durch 6 den Rest 1 oder
5. Ihr Quadrat ¢? 148t dann bei Division
durch 3 den Rest 1, wihrend 27 fiir ungera-
des g stets den Rest —1 bei Division durch
3 hat. Die Summe ist also durch 3 teilbar
und kann deswegen ihrerseits keine Prim-
zahl sein.
Natiirlich bedarf es auch hier wieder der
Kunst, zu sehen, welche ganz einfachen,
elementaren Beweismittel richtig kombi-
niert werden miissen. Es ist schon mitzuer-
leben, wie talentierte Schiilerinnen und
Schiiler aufgrund der Férderung ihrer Be-
gabungen diese Kunst allméihlich erlernen
und selbstindig praktizieren kénnen.
Der ZusammenschluB beider Teile
Deutschlands hat in der Zukunft auch fiir
das Olympiadetraining Auswirkungen. Die
Forderung muB die Schiiler in ihrer Schul-
situation abholen, und diese ist im Ostli-
chen Teil sicher noch auf Jahre hinaus an-
ders als in der ehemaligen Bundesrepublik.
Dazu hat das weitverzweigte und struktu-
rierte Wettbewerbssystem beigetragen, das
dort einen Teil der insgesamt recht kurzen
Forderung iibernommen hatte. So wird be-
reits 1991 der letzte Teil der IMO-Vorbe-
reitung in Form zweier lingerer Seminare
gemeinsam abgehalten. Dabei darf man
auf den Vergleich nach Herkunft sicher ge-
spannt sein und wird Riickschliisse fiir den
kiinftigen Aufbau der Vorbereitung ziehen
miissen. Eines wollen wir allerdings ver-
meiden: das Forderungsangebot darf fir
die Teilnehmer nicht zur Belastung wer-
den, nur um besonders gute Ergebnisse zu
erreichen. Das Abschneiden bei der IMO
mag der duBere Ansporn sein, der eigent-
liche Zweck des Trainings liegt in der Ent-
faltung der Begabungen, die sich bereits
durch vorherige Erfolge gezeigt haben.
SchlieBlich wiirde es nur zur Verkramp-
fung fiihren, wollte man das immer weiter
steigende Niveau und die Professionalisie-
rung des Trainingsbetriebs mancher ande-
rer Linder fiir die IMO nachahmen.

H. Sewerin

Abschneiden der bundesdeutschen
Mannschaft bei der IMO -
Anzahl der Teilnehmerldnder/
Platz in der Gesamtwertung

1977 20/7. 1985 38/7.
1978 17/6. 1986 37/3.
1979 23/3. 1987 42/2.
1980 (keine IMO) 1988 49/4.
1981 27/2. 1989 50/8.
1982 30/1. 1990 54/12.
1983 32/1.

1984 34/9.
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Die elf
Sternmosaike

Unter einem geometrischen Mosaik (oder
Teppich) soll in dieser Abhandlung eine
die Ebene vollig ausflllende Anordnung
von regelmiBigen Vielecken verstanden
werden. Sie wird als ,Sternmosaik“ be-
zeichnet, wenn sie Seite an Seite und Ecke
an Ecke liegen und wenn dabei um jede
Ecke herum die gleichen Vielecke in der
gleichen zyklischen Folge angeordnet sind.
Im folgenden werden die Geradenbiischel
an den Ecken ,Sterne“ und die zugehori-
gen Linien ,Strahlen“ genannt. Obige Vor-
aussetzungen bedeuten, dal sowohl die
zum Mosaik gehorenden regelmiBigen
Vielecke gleicher Art als auch deren Sterne
untereinander kongruent sein miissen.

Im folgenden wird gezeigt, daB es genau 11
solcher Sternmosaike gibt.

Da die Winkel eines Sternes insgesamt
360° betragen und das kleinste regelm@Bige
Vieleck, das Dreieck, einen Winkel von 60°
hat, kann kein Stern des Mosaiks mehr als
6 Strahlen haben; da kein regelmaBiges
Vieleck einen iiberstumpften Winkel ha-
ben kann, muB ein solcher Stern anderer-
seits mindestens 3 Strahlen haben. Wir un-
tersuchen daher im folgenden vier ver-
schiedene Fille: Sterne mit 3, 4, 5 oder
6 Strahlen, das heiBit, mit je drei, vier, finf
oder sechs an einer Ecke zusammenstoen-
den regelmiBigen Vielecken.

Aufgabe: Ermittle die Gr6Be des Innenwin-
kels eines regelmiBigen n-Ecks!

1. Mosaike mit drei regelmifBigen
Vielecken

Wir nennen die Seitenzahlen dieser Viel-
ecke n;, n, und n; mit n, £ n, s n;. Die
Winkel des von ihren Seiten gebildeten
Sterns miissen dann nachstehende Bedin-
gung erfiillen:
1809.(711—2 + n2_2 + "3_2
n n, n,
oderl+—1—+i=—l—.
n, n, ny 2
a) Fiir n; = 3 geht die Gleichung iiber in:
1 1 1
+

)= 360°

ny ns 6 ’

Daher kommen fiir n, nur die Werte von 7

bis 12 in Frage.

b) Fiir n; = 4 erhalten wir: 1 + L = l.
n, n; 4

Hier hat man also nur zu testen, ob sich fur

n,=5, 6, 7 und 8 ganzzahlige n; erge-

ben.

c) Fiir n; =5 erhilt die rechte Seite der

Gleichung den Wert 13—0 Man hat daher

hier nur n;-Werte fir n, <% oder fiir
n, =5 und 6 zu suchen.

Auf diese Weise finden wir nur die folgen-
den ganzzahligen Losungen der Ausgangs-
gleichung, d. h., daB sich aus drei gleichsei-
tigen Vielecken folgende 10 Sterne bilden
lassen:

Z
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ny

—
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—
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Da es sich aber nur um eine notwendige,
nicht aber hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines Sternmosaiks handelt, ist
noch zu untersuchen, ob es tatsidchlich
Mosaike mit diesen Sternen gibt.
Eine kleine Uberlegung zeigt nun, daB ein
regelmiBiges Vieleck mit ungerader Sei-
tenzahl nicht von zwei anderen regelmiBi-
gen Vielecken mit unterschiedlicher Sei-
tenzahl eingeschlossen werden kann, wenn
lauter kongruente Sterne entstehen sollen
(siehe Bild 1a fiir das regelmiBige Dreieck
bzw. Bild 1b fiir das regelmidBige Fiinf-
eck).
Bild 1a)
a e

Die Tabelle weist aber nur ein einziges
Dreieck und iberhaupt kein Fiinfeck in
Verbindung mit zwei anderen kongruenten
Vielecken aus. Damit scheiden die
Sterne 2, 3, 4, 5, 8 und 9 fiir die Bildung
eines Sternmosaiks aus.

DaB die restlichen Sterne 1, 6, 7 und 10
tatsdchlich zur Bildung eines Sternmosaiks
AnlaB geben, zeigen die Figuren a) bis d)
in Bild 2.

Bild 2a) b)

Weitere Sternmosaike kann es nicht geben,
da drei vorgegebene Winkel mit der
Summe von 360° — wenn man von Spiege-
lungen und Drehungen absieht — eben nur
auf eine einzige Art kreisférmig zusam-
mengefiigt werden kénnen.



II. Mosaike mit vier
regelmiBigen Vielecken

Wir bezeichnen wiederum die Seitenzahl
der Vielecke mit n;, n,, ny, n, mit
nEnEnsn,.
Auf dhnliche Weise wie unter I. erhalten
wir jetzt die Gleichung

RN S . N

n n, N ng
Die schnell zu findende Ganzzahlldsung
ny = n, = n3 = n, = 4 lehrt, daB alle iibrigen
Losungen n; =3 enthalten miissen. So er-
halten wir die einfachere Gleichung

Aus (nichtganzzahligen) Lo&sung

ny,=ny=ny =% sehen wir, da3 n, nur die
Werte 3 und 4 haben kann.
. .1
a) Fir n, =3 erhalten wir — + 1 = L.
ny, ng 3

Wegen der Losung n; = n, = 6 haben wir
hier nur fiir n; =4 und n, =35 nach weite-
ren Lésungen zu suchen.

b) Fiir n, =4 nimmt die rechte Seite den

Wert V) an. Daher kann hier n,
. « 24
ny = 4; ,Losung® ny = n, = < nur den

Wert 4 haben. Somit erhalten wir hier die
vier ganzzahligen L&sungen:

Nr. n, on, ny ng
1 3 3 6 6
2 3 3 4 12
3 3 4 4 6
4 4 4 4 4

Man kann die in den Fillen 1 bis 3 paar-
weise auftretenden Vielecke jeweils entwe-
der einander beriihrend oder nichtberiih-
rend anordnen, also jeweils zwei verschie-
dene Sterne bilden. Aus Bild 3 st
ersichtlich, daB sich bei Losung 1 und 3 in
einem der beiden Fille (a bzw. b) und bei
Losung 2 in beiden Fillen (c) und (d) Mo-
saike mit inkongruenten Sternen bilden.

Bild 3a) b)

222

d)

Es ergeben sich daher hier nur die beiden
Sternmosaiken, die Bild 4a und b) zeigt.
Die Losung Nr.4 gibt natiirlich nur zu
einem Sternmosaik AnlaB (Bild 4c).

Es lassen sich daher aus 4 regelmiBigen
Vielecken hier nur 3 Sternmosaiken bil-
den.

Bild 4a)

II1. Mosaike mit fiinf
regelmiBigen Vielecken

Die Seitenzahlen seien auch hier wieder
ny, Ny, ..., ns Mit ;<M< n;Eng S ns.
Die Gleichung lautet hier
3

1,1, 1,1 1.3

n, n, ny ng ns 2
Fiir n, = 3 nimmt die rechte Seite der Glei-

7

chung den Wert 3 an; woraus geschlossen
werden kann, daB auch n, =3 sein muf

( .. 24)
n=n;=n;=n, ergabeT .

Ist aber auch n,=3, so bleibt fiir
1 1 5 .

—t——t+— = =n,=
PR Py noch 6’ bei ny3=n4,=n;s

wire die Summe gleich E; also muB

auch n; =3 sein. SchlieBlich erhélt man
1 1 3 1

n, ns 6 2°

Es sind also fiir n, die beiden Werte 3 und
4 mogliche Ganzzahllésungen der Aus-
gangsgleichung.

Wir erhalten hier nur 2 Sterne:

Nr. n, n, Ny ng N

1 3 3 3 4 4
2 33 3 3 6

Aus den Vielecken der Losungen 1 lassen
sich hier wiederum zwei verschiedene
Sterne bilden, bei Lisung Nr.2 dagegen
nur ein einziger. Die Bilder Sa-c zeigen
diese Sternmosaiken.

A ATAYS

KX T KN K
R
19,970,079, 0%,

Bild 5a)

b) TAVAVAVAVAVAVAVAVA
ENEREREEER
V-V \N NN NN/
HEENE | ]
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Partieergebnis
eines Schachturniers

Holger, Christian, Angela, Katrin, Frank
und Martin fiihrten in ihrer Klasse ein
Schachturnier durch. Jeder spielte mit je-
dem eine Partie. Holger gewann dabei alle
finf Partien, was fiinf Punkten entspricht.
(Bei einem Remis gibt es 0,5 Punkte fiir je-
den der beiden Spieler.)

Angela, Katrin, Frank und Martin erreich-
ten den gleichen Punktestand, jedoch ver-
lor Martin weniger Partien. Christian wire
Erster geworden, hitte er gegen Holger ge-
wonnen.

Wie lautete das Ergebnis der Partie zwi-
schen Angela und Martin?

IV. Mosaike mit sechs
regelmiBigen Vielecken

Hier lautet die entsprechende Gleichung

fiir die Sternbilder:

L+L+L+L+—1—+i=2.

n, n, ny ng ns ng

Es ist evident, daB es hier nur eine einzige

ganzzahlige Loésung mit n, groBer oder

gleich 3 gibt:
n=n=ny=n=ns=ng=3;

das entsprechende Sternmosaik zeigt die

Anlage in Bild 6.

Bild 6

Zusammenfassend 1iBt sich feststellen:

Es gibt genau 11 Sternmosaike.

Die in Bild 2d, 4c¢ und 6 gezeigten Mo-
saike sind die bekannten drei Méglichkei-
ten, die unendliche Ebene mit nur einer
einzigen Art von regelmiBigen Vielecken
zu bedecken; die dabei auftretenden
Sterne sind nicht nur untereinander kon-
gruent, sondern auch gleichwinklig, d.h.
ebenfalls regelmiBig. Die 11 Sternmosaike
zerfallen also in 2 Sorten mit 3 bzw. 8 Ar-
ten.

Wenn man auf die Vorschrift verzichtet,
daB die an den Ecken sich bildenden
Sterne kongruent sein miissen, dann gibt
es eine iiberaus groBe Anzahl von Mosa-
iken aus regelmiBigen Vielecken. H. Oehl
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Venus
im grofBBten Glanz

Wie der Mond zwischen Neumond und
Vollmond, so durchlaufen auch andere
Himmelskorper wie z.B. die Venus ver-
schiedene Phasen. (Als Phase bezeichnet
man die wechselnde Lichtgestalt von nicht
selbstleuchtenden Himmelskérpern.)
Schon mit dem kleinsten Fernrohr kann
man beobachten, daB der scheinbare Ve-
nusdurchmesser nahe Vollvenus betricht-
lich kleiner ist als in der Ndhe von Neuve-
nus, wenn also nur eine schmale Sichel zu
sehen ist (Bild 1).

O

1

2
Bild 1
Wahre GroBenverhéltnisse der Venus
1 Venus in der Nidhe der oberen
Konjunktion (nahe Vollvenus)
2 Venus in der Nihe der unteren
Konjunktion (nahe Neuvenus)

E V1 untere Konjunktion
Bild 2 V2 Halbvenus
Venusphasen V3 Quadratur

Aus Bild 2 geht hervor, daB dies keine opti-
sche Tauschung sondern ein reales Phino-
men ist. Der Abstand Erde- Venus
schwankt zwischen 42:10°km und
258-10°km. Das heiBt, bei Vollvenus ist
diese mehr als sechsmal so weit entfernt
wie bei Neuvenus und deshalb entspre-
chend kleiner. Kommt die Venus uns ni-
her, so vergroBert sich ibr scheinbarer
Durchmesser, ihre beleuchtete Fliche wird
jedoch kleiner.
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Eine interessante mathematische Extrem-
wertaufgabe ist es nun, auszurechnen,
wann Venus im groften Glanz erstrahlt,
d. h. wann sie der Erde die groBte beleuch-
tete Fliche zuwendet. Dazu ist es erforder-
lich, einen funktionalen Zusammenhang
zwischen der Zeit und dem Inhalt der be-
leuchteten Venusfliche zu finden.

Bevor wir zur Losung der Aufgabe kom-
men, ein paar Festlegungen und Vereinfa-
chungen:

1. Die Bahnen von Venus und Erde werden
als Kreise angenommen, da die Abwei-
chung von der Kreisbahn gering ist.
AuBerdem bleibt die Bahnneigung, d.h.
der Winkel zwischen Erdbahn und Venus-
bahn unberiicksichtigt, da dieser nur 3,5°
betrigt.

2. Wir werden mit einer geozentrischen Be-
trachtungsweise arbeiten, d.h. alle Anga-
ben beziehen sich auf einen Beobachter
auf der ,festen“ Erde.

3. Die Linie Erde — Sonne wird als festste-
hend betrachtet. Die eigentliche Bewegung
der Erde wird berticksichtigt, indem fur die
Umlaufzeit der Venus statt der siderischen
(auf die Sonne bezogene), die synodische
(auf die Erde bezogene) Umlaufzeit ver-
wendet wird (Bild 3).

. E,
Bild 3

siderischer und synodischer Umlauf
1 siderischer Umlauf

(von der Sonne aus gesehen)
2 synodischer Umlauf

(von der Erde aus geschen)

4. Als ,Nullpunkt“ der Bewegung sei die
untere Konjunktion gewdhlit, d. h. der Zeit-
punkt, zu dem die Venus mit Erde und
Sonne in einer Linie steht und zwar vor der
Sonne (Position V' 1 in Bild 4).

E
Bild 4
besondere Stellungen der Venus
V1 untere Konjunktion
V3, V5 Quadratur
V4 obere Konjunktion

Erwdhnt sei auch noch Position V3
(Bild 4), die (ebenso wie V' 5) Quadratur ge-
nannt wird und erreicht ist, wenn Venus,
Sonne und Erde einen rechten Winkel (mit
der Sonne als Scheitel) bilden. Diese Posi-
tion ist allerdings nicht identisch mit Halb-
venus. (Diese Erscheinung tritt etwas eher
auf)) Der gesuchte Zeitpunkt der groBten
Helligkeit liegt, soviel sei verraten, zwi-
schen unterer Konjunktion und Halbve-
nus. Deshalb kénnen wir die Berechnun-
gen auf diesen Quadranten beschrinken.

Kommen wir nun zur Losung der Aufgabe.
Dazu gehen wir in drei Schritten vor:

1. Aufstellen eines funktionalen Zusam-
menhanges zwischen Zeit und Abstand Ve-
nus — Erde. Daraus liBt sich dann der
scheinbare Radius in Abhingigkeit von der
Zeit ableiten.

2. Ermmitteln eines Zusammenhangs zwi-
schen Zeit und Inhalt der beleuchteten
Fliche.

3. Verkniipfen beider Funktionen, Formu-
lieren und Losen der Extremwertauf-
gabe.

1. Schritt:
Verwendete Abkiirzungen und Daten
V: Venus

E: Erde
S: Sonne
Ryp: Venusbahnradius, Ry = 108 - 106 km

: Erdbahnradius, Rgy = 150-10¢ km
Ty: synodische Umlaufzeit der Venus
Ty: 584 Erdtage

Ry: Venusradius
Winkel zwischen den Verbindungs-
linien Venus - Sonne und Sonne —
Erde

t: Zeit nach der unteren Konjunktion

a: gesuchter Abstand Erde — Venus
r;:  scheinbarer Radius der Venus

Zuerst legen wir ein Koordinatensystem
fest. Da die gegenseitige Neigung von Erd-
und Venusbahn unberiicksichtigt bleibt,
konnen wir ein ebenes Koordinatensystem
benutzen. Es bietet sich an, Polarkoordina-
ten zu verwenden. In diesen Koordinaten
ist jeder Punkt durch seinen Abstand von
einem festen Mittelpunkt und den Winkel,
den die Linie Punkt- Mittelpunkt mit
einer festgelegten Nullinie bildet, be-
stimmt (Bild 5).

Bild 5

Venusbewegung

V1 untere Konjunktion
V'3 Quadratur

Als Mittelpunkt sei die Sonne gewihlt, die
0.g. Nullinie ist die als feststehend ange-
nommene Verbindungslinie Sonne — Erde.
Da wir die Venusbahn als Kreislinie be-
trachten, ist der Abstand der Venus vom



Mittelpunkt Sonne fest. Die jeweilige Posi-
tion der Venus ist also nur vom Winkel
abhiingig. Da sich die Venus unter den ge-
nannten Voraussetzungen gleichformig be-
wegt, ist der Winkel o proportional zur
Zeit ¢:

. j— . Ty
lx-t—Tl’-T,

=2.n._t 63}
24 Ty

Um die Beziehung zwischen Zeit und Ab-
stand zu ermitteln, ist es jetzt noch nétig,
den Abstand a in Abhingigkeit vom Win-
kel « zu bestimmen. Dazu verwenden wir
den Kosinussatz auf das Dreieck SEV2
(Bild 5) an:

a?=R%,+R%Z,—2 Ryp'Rgg-cosax  (2)
Nach Einsetzen von (1) ergibt sich die zeit-
liche Abhingigkeit des Abstandes Erde -
Venus:

R%’B+RZEB—2‘RVB

X REB-cos(Z-n-—t-) @
T,

Bild 6

scheinbarer und wahrer Venusradius

Ry, wahrer Venusradius

r;  scheinbarer Venusradius (= Winkel
zwischen den Verbindungslinien Erd-
mittelpunkt — Venusmittelpunkt und
Erdmittelpunkt — Venusoberfliche)

Betrachtet man nun Bild 6, so kommt man
zu, folgender Formel fiir den scheinbaren
Radius der Venus:

Ry
tanr,=—
a

“

(arctan — Abkiirzung fiir Arkustangens —
ist die Umkehrfunktion der Funktion tan,
d. h. es gilt: x =tany<>arctan x = y. Ent-
sprechendes gilt fir die weiter unten ver-
wendete Funktion arccos.)

Formel (3) und (4) bilden somit das Ergeb-
nis des ersten Schritts.

Ry
r, = arctan——
a

2. Schritt: Zusitzlich verwendete Abkiir-
zungen und Daten:

fA: Winkel zwischen der Lichtgrenze (Ter-
minator; steht senkrecht auf Verbindungs-
linie Sonne — Venus) und der Sichtbar-
keitsgrenze (steht senkrecht auf Verbin-
dungslinie Venus — Erde) auf der Venus
A: Flicheninhalt der beleuchteten Fliche

S Res

Bild 7

Winkelbeziehung zwischen Lichtgrenze
(Terminator) und Sichtbarkeitsgrenze auf
der Venus

Ryz Venusbahnradius

Rgz Erdbahnradius

Auf Grund von Bild 7 findet man mit Hilfe
des Kosinussatzes folgenden Zusammen-
hang zwischen dem Winkel & und dem
Winkel §:
Rig=R}p+a’—2-Rpa
X cos (4 SEV)
R:;:'B +a- R%'a
A SEV = arccos( 7 Ry a )
Nach dem Satz, daB Winkel, deren Schen-
kel paarweise senkrecht aufeinander ste-
hen, kongruent sind, folgt fiir Winkel §:
B=a+ 5 SEV
Riz+a?- RZVB
ﬂ—a+arccos( 2 Ry a )
&)
Beobachten wir die Venuskugel, so neh-
men wir statt der sichtbaren Halbkugel-
oberfliche eine Kreisfliche wahr. Diesen
Vorgang werden wir jetzt mathematisch
nachvollziehen (Bild 8).

y
X
1P,
/
/
/
Bild 8
Venuskugel
P Punkt auf der Lichtgrenze
(Terminator)
Ry Venusradius

Der Verbindungsstrahl Kugelmittelpunkt —
Oberflichenpunkt werde Leitstrahl ge-
nannt, Fir die nachfolgenden Rechnungen
geniigt es, die Ordinate des Punktes auf der
Lichtgrenze zu bestimmen, der in der
x-y-Ebene liegt (Punkt P in Bild 8). Solch
ein Punkt auf der Kugeloberfliche ist be-
stimmt durch den Kugelradius R, und den
Winkel f zwischen der y-Achse und dem
Leitstrahl (Bild 8). (Die y-z-Ebene liefert
die Sichtbarkeitsgrenze.)

-7
cosf= R,
y=Ry-cosp (6)

Damit haben wir den Punkt der Kugelober-
fliche auf die beobachtete Kreisscheibe
projiziert. Die beleuchtete Fliche besteht
also aus einem Halbkreis, von dem ein
Kreisabschnitt abgezogen wird (Bild 9).

Bild 9

beobachtete Venusscheibe (zusammenge-
setzt aus Halbkreis und Kreisabschnitt)

L Lichtgrenze

Der Flicheninhalt des Halbkreises betrigt
%-R%,. Der Inhalt des Kreisabschnitts be-
rechnen wir nach ‘einer Niherungsformel

(Fliche=1~h-s) und kommen zu fol-

3 .
gender Formel fiir die beleuchtete Fliche:
b 2
A =7'R€'_T'Y'2'RV
n 4
A= Ry=3y Ry !

Die Formeln (7), (6), (5) liefern die Losung
des zweiten Schrittes.

3. Schritt: Zusitzlich beleuchtete Fliche
AS(t): scheinbare beleuchtete Fliche
Setzt man in die Formeln (6) und (7) statt
des Venusradius R, den scheinbaren Ra-
dius r, entsprechend den Formeln (3) und
(4) ein, so kommt man zu der gesuchten
Funktion, die maximiert werden soll:

AS(t)=%-r§ —%-y'r,

AS() = (12'- - %-cos p) @8

mit folgenden Substitutionen:
Ri‘a +al- R%'n

=+ — 77

5) f=a a.rccos( 2 Ry d

R
) r, = arctan (TV)
R%,”"' RZEB_ZRVH
t
X . Q- —
REB COS( T Ty)
Wir begniigen uns mit einer numerischen
Lésung, die am giinstigsten mit Hilfe eines
Computers und eines kleinen Rechenpro-
gramms (eventuell mit grafischer Darstel-

lung) gewonnen wird. Eine Darstellung der
Funktion 4S(¢) zeigt Bild 10.

3) a=

As(t)
10-10°?
840°? /'
640°?
44073
24079
40 20 [30 40 50 60 70 80 90 100
29 t inTagen
Bild 10
graphische Darstellung

der Losungsfunktion AS(¢) mit Maximum
bei £ =29 Tagen

Hier k6nnen wir als Maximum ¢ = 29 Tage
ablesen. Dieser Wert stimmt trotz der Ver-
einfachungen sehr gut mit dem wahren
Wert iiberein. Die nachste untere Konjunk-
tion der Venus findet am 26. August 1991
statt. Beobachtet doch 'mal 29 Tage davor
oder danach!

A. Ohlhoff
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In freien Stunden - alpha-heiter

Fiir Tierfreunde

In das aus 12 quadratischen Feldern bestehende
Rechteck wurde in der Gangart eines Springers
beim Schachspiel der Name eines in Siidostasien
lebenden Tieres eingetragen. (Jedes Feld wird ge-
nau einmal betreten.) Wie heiflt dieses Tier?

W. Trdger, Débeln
T|L | R S

C|T]| K

E|E|T | H

Fiir StraBenbahnfans

Die Fahrscheinentwerter in den Erfurter StraBen-
bahnen und Stadtbussen enthalten je acht ringfor-
mig angeordnete Stanzeisen, die in unterschiedli-
cher Auswahl in Arbeits- oder in Ruhestellung
geschaltet werden kénnen. Weil sich der Fahrschein
nur senkrecht von oben in den Entwerter schieben
14Bt, zeigen schon zwei Stanzl6cher die jeweils typi-
sche Anordnung, so dal dem Kontrolleur ein ver-
gleichender Blick geniigt. Wie viele unterschiedli-
che Einstellungen sind moglich, wenn sich minde-
stens zwei Stanzeisen in Arbeitsstellung befinden
miissen?

J. Heller, Erfurt

Fiir Scherzkekse

a) In einem Korb liegen 5 Apfel. Wie verteilt man
diese Apfel so unter 5 Midchen, daB jedes einen
Apfel erhdlt und einer im Korb bleibt?
b) Wieviel Katzen sind im Zimmer, wenn in jeder
der 4 Ecken eine Katze sitzt, jeder Katze gegeniiber
3 Katzen sitzen und auf dem Schwanz jeder Katze
eine Katze sitzt?

St. Spitzenberg, Silberhausen
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Fiir Ritselfreunde

Mit Hilfe der Buchstaben:

AAAAAAAAAA B CC DDDDDD EEEEEEE G
HHHHH IIIIII KK LL MM NNNNN 00O P
RRR SSSS TIT Z

sind 8 Worter waagerecht einzusetzen.

1

2

7

8

Kreisdurchmesser
Mathematiker (gest. 1963)
mathematisches Zeichen
Fiinfeck

Grundrechenart

ebene Kurve
Mathematiker im 6. Jh.
winkelbegrenzender Strahl

Die Buchstaben an 4. Stelle ergeben die Ziffern-
folge hinter dem Komma.

H. Raduschewski, Berlin

Fiir Hobbyhistoriker

In den Biichern der Nowgoroder Schreiber des
XV.Jahrhunderts werden die HohlmaBe ,Bodka*“
(FaB), ,Nasadka“ und ,,Vedro“ (Eimer) erwihnt.
Aus den gleichen Biichern wurde bekannt, daB
1 FaB und 20 Eimer KwaB gleich kommen 3 Fis-
sern mit KwalBl, aber 19 Fiasser ein Nasadka und
IS%Eimer gleich sind mit 20 Féssern und 8 Ei-
mern.

Koénnen die Historiker auf der Grundlage dieser
Angabe bestimmen, wie viele Nasadok ein FaB

sind? aus: Quant, Moskau, iibersetzt und bearbeitet
von R. Bergmann (1), Dibeln



Fiir Naturfreunde

Drei Hithner und 60 Maiskérner. Alle drei fangen
gleichzeitig zu picken an, und alle drei picken
gleich schnell, im gleichen Takt. Wie viele KOrner
kriegt da jedes Huhn mit? Natiirlich: 20!
Wie aber wird die Sache, wenn das erste Huhn je-
desmal, nachdem es zweimal gepickt hat, zwei
Takte aussetzt, um zweimal zu gackern, das zweite
Huhn nach jeweils vier Picktakten drei Gackertakte
und das dritte Huhn nach jeweils sechs Picktakten
vier Gackertakte einlegt? Wie viele Korner be-
kommt dann jedes mit?

H.-J. Béhland, Wallroda

Fiir Zahlenakrobatiker

Die natiirlichen Zahlen von 1 bis 9 sind so in die
quadratischen und achteckigen Felder einzusetzen,
daB die in jedem Quadrat stehende Zahl gleich dem
arithmetischen Mittel der Zahlen in den angrenzen-
den Achtecken ist.

W. Trdger, Dibeln

Fiir Logiker
35355 1125 | 21 1
41515 100 | 16 | 12
55550 0120 0
54321 x y z

Das Bild zeigt in jeder Zeile vier Zahlen, bei denen
jeweils die drei letzten Zahlen in ganz bestimmter
Weise aus der ersten Zahl gebildet wurden. Wie
miissen demnach die Zahlen x, y und z lauten?

Dr. R. Mildner, Leipzig

Fiir Osterhasenfans

Ersetze die Buchstaben durch Ziffern so, daB eine
wahre Aussage entsteht.

HASEN
+ HASEN Schiilerin Isabel Blei,
OSTERN Tannenbergsthal

,Wieviel ist sieben mal sechs?“ —
,Keine Ahnung, Herr Lehrer.
Die Batterie in meinem Taschenrechner ist leer!

Fiir Trickkiinstler

Durch geschicktes Umlegen von zwei Streichhol-
zern entstehen 5 Quadrate.

[ —] '=‘

— » 68— .éa -]

—® J=‘
Fir Konner

RAWAAY

NN

Versuche diese Figur in einem Zug nachzuzeich-
nen, ohne eine Linie doppelt zu ziehen.

Gar nicht borniert

Um 1930 gab es in Go6ttingen drei physikalische In-
stitute, die zur gleichen Zeit von drei namhaften
Physikern — Pohl, Franck und Born - geleitet wur-
den.

Jemand schlug vor, um die Studenten der drei phy-
sikalischen Institute zu unterscheiden, sie nach den
Namen ihrer Leiter zu benennen: polierte, fran-
kierte und bornierte Studenten. Als man Max Born
(Nobelpreistrager fiir Physik) nach seiner Reaktion
fragte, denn seine Studenten kamen dabei am
schlechtesten weg, meinte er: ,Ich muBte herzlich
dariiber lachen!“

aus: Lingmann/Schmiedel: Anekdoten;
Episoden, Lebensweisheiten, Fachbuchverlag Leipzig

Lothar Otto

Schalterangestellter zu einem Briefauflieferer: , Sie
miissen aber die Adresse deutlich schreiben, Herr,
so kann ich das nicht weitergeben!

Darauf er: ,,Sie konnen — der Empfinger ist mein
Bruder, und der kann meine Schrift lesen!*
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Ein
interessanter
Bildungsweg

Welcher kiinftige Student triumt nicht da-
von, einen Teil seines Studiums an einer
ausldndischen Hochschule zu absolvieren?
Aber organisieren und vorbereiten muB
man das heutzutage schon selbst.

Die Vorbereitung beginnt mit dem Erler-
nen der Sprache, und das sollte so frith wie
moglich sein. Eine giinstige Chance bietet
der Erwerb der Hochschulreife am Institut
zur Vorbereitung auf das Auslandsstudium
(IVA) der Martin-Luther-Universitit Halle.
Ab Klasse 9 oder 11 kann man in einem 4-
bzw. 2jihrigen Kurs jeweils eine west- und
eine osteuropdische Sprache weiterflihren
bzw. neu erlernen in einem Umfang, der
ein spiteres Auslandsteilstudium ermég-
licht. Gleichzeitig haben mathematisch-
naturwissenschaftlich interessierte Schiiler
die Moglichkeit, in den von ihnen bevor-
zugten Fichern Leistungskurse zu belegen,
die eine solide Studienvorbereitung si-
chern. An keiner einzigen Einrichtung in
Deutschland besteht die Chance, neben
Englisch, Franzésisch und Russisch zwi-
schen solchen Sprachen zu wihlen wie
Bulgarisch, Polnisch, Slowakisch, Tsche-
chisch oder Ungarisch. Der zunehmende
europdische EinigungsprozeB bietet kiinf-
tig gerade demjenigen gute berufliche
Moglichkeiten, der neben einer westeuro-
piischen auch eine osteuropidische Sprache
perfekt beherrscht.

Der Sprachunterricht am IVA wird vor al-
lem von auslindischen Lektoren erteilt.
Unter diesen befinden sich eine Reihe Ma-
thematiklehrer, die in alpha Aufgaben aus
jhren Lindern vorstellen méchten. Diese
Aufgaben entstammen Lehrbiichern und
Aufgabensammlungen verschiedener ost-
europdischer Linder. Wer fir eine der
*-Aufgaben eine interessante Losung fin-
det, schicke sie bitte an das IVA der Uni-
versitit Halle, Franckeplatz 1, Haus 47,
Halle, O-4020. Originelle Losungen wer-
den primiert und haben giinstigen EinfluBl
auf die Aufnahmepriifung am IVA.

Aufgaben zur Stereometrie und zur Diffe-
rentialrechnung aus Bulgarien (zusam-
mengestellt von Zenka Stojkowa):

A B, o Der Mantelflicheninhalt einer re-
gelmiBigen vierseitigen Pyramide sei S
Die Seitenflichen bilden mit der Grundfli-
che einen spitzen Winkel a. Bei welchem
Wert von tan o hat die Pyramide das groBte
Volumen?
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ABYa Ineinem regelmiBigen sechsseiti-

gen Prisma mit quadratischen Seitenfli-
chen wird eine Ebene durch die zueinan-
der gegeniiberliegenden Grundkanten der
unteren und der oberen Grundfliche ge-
zeichnet (Bild 1). Berechnen Sie den Fli-
cheninhalt des Schnitts!

Bild 1

ABYa Berechnen Sie den kiirzesten Ab-
stand zwischen den (zueinander windschie-
fen) Hohen zweier Seitenflichen eines re-
gelmiBigen Tetraeders mit Seitenkanten
der Linge a (Bild 2).

A B, Ao Es ist die Funktion
x?  2a+1
2

‘x2+2ax+a

y=f =3+

. 1 . .
gegeben, wobei a > > ein Parameter ist.

a) Bei welchem Wert des Parameters a gilt
die Ungleichung
RPN U
ymm ymax = 3 6 .
b) Untersuchen und zeichnen Sie den
Graph der Funktion fiir a = 1.

Verschiedene Aufgaben fiir die Klassenstu-
fen 10 und 11 aus Polen (zusammenge-
stellt von Ludwika Bonczak):

AP, 4 Man gebe die grau angelegten
Mengen (Bild 3) mit Hilfe von Durch-
schnitts-, Vereinigungs- und Differenz-
menge an. (Hinweis: Differenzmenge
A\B={x; x€ A und x € B})

Bild 3
A A A
a)@ﬂ b)@B c)@B
c ¢ c
A A A
@
C C C

AP, A Man lose die Gleichung
[x[+]x-1]+[x—-2|=a (@a>0)
und stelle die Losungsmenge aller x in Ab-

hidngigkeit vom Parameter a graphisch
dar.

AP; A Man beweise, daB aus m > 0 folgt

m+%g3.

APy a Man beweise, daB die reellen Zah-
len a, b und c (g, b, ¢ # 0) genau dann die
Gleichung

a’h?+ b3+ c?a® = abe(a® + b + c?)
erfiillen, wenn sie aufeinanderfolgende
Glieder einer geometrischen Folge sind.

Beweisaufgaben zum Funktionsbegriff und
Aufgaben zur Algebra aus der Sowjetunion
(zusammengestellt von Alexej Krutow):

A S?a Gegeben sei im Intervall (—a; a)
die Funktion f(x). Es ist zu beweisen, daBl
man dann f(x) eindeutig als Summe aus
einer geraden und einer ungeraden Funk-
tion darstellen kann!

ASya Es ist die Funktion f(x) zu be-
stimmen, die nicht durchweg den Wert
Null hat und fiir die gilt:

f(x) - fla)=f(x—a),x,aeR.

A S¥a Fiir eine Funktion f(x) gelte fiir
alle x des Definitionsbereichs die Bezie-
hung f(a+ b)=f(a)+ f(b). Bestimmen
Sie alle Funktionen f(x), die diese Eigen-
schaft haben. Zeigen Sie, daB es keine wei-
teren Funktionen gibt!

ASPA Wir betrachten die reelle Funk-
tion f, die auf R definiert und stetig ist
und fur die gilt | f(x)] <|x|, wenn x * 0 ist.
Es ist zu beweisen, daB f(0) = 0 ist.

A S;A Man lose die Gleichung
sinx=x2+x+1.

AS;A Man bestimme die Ldsung der
Gleichung

R

2
2cos? =
(Hinweis: Esgilt a + % =2 fira> 0)

A S*A Man lése die Gleichung
x?+6x-sin3xy+9=0.

AS;a Man 16se das System von Glei-
chungen:
(x+y)(x+ty+z)= 72
(y+2z)(x+y+2z)=120
(z+x)(x+y+2z)= 96

Aufgaben zur Planimetrie aus der Tsche-
choslowakei (zusammengestellt von Jana
Bimova):

AT, Ao Gegeben sei ein Kreis k mit dem
Mittelpunkt S und dem Radius r=5cm
sowie ein Punkt 4 € k.

a) Konstruieren Sie das Dreieck ABC, das
dem Kreis k einbeschrieben ist und fiir das
gilt

|5 CAB| = 45°, |5 ABC| = 60°.

b) Berechnen Sie den Flacheninhalt des
Dreiecks ABC.

¢) Berechnen Sie die GroBe der Seitenhal-
bierenden sz7.

AT,a Vom Parallelogramm ABCD sind
gegeben: |[AB| = 3,5 cm,

[BD] =5cm und |5 ADB| = 40°.

a) Konstruieren Sie das Parallelogramm
aus den gegebenen GroBen und beschrei-
ben Sie den Konstruktionsgang!

b) Berechnen Sie die restlichen Stiicke und
den Fldacheninhalt!



AT;A Von einem Trapez ABCD sind ge-

geben
a=15cm, b=6,5cm, c=8cm
und d=7,5cm.

a) Berechnen Sie die GréBe der Innenwin-
kel des Trapezes!

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt des
Trapezes! (Losung: 69 cm?)

¢) Konstruieren Sie das Trapez aus den ge-
gebenen GréBen!

AT; A Gegeben sind zwei sich schnei-
dende Geraden g und b sowie ein Punkt M
in einem ihrer Winkel. Es ist ein Kreis zu
konstruieren, der durch den Punkt M geht
und der die beiden Geraden a und b be-
rithrt!

Aufgaben zur Kombinatorik und zu arith-
metischen Zahlenfolgen aus Ungarn (zu-
sammengestellt von Zoltan Fogarasi):

AU; o Fiir welchen kleinsten Wert von n
wird die Ungleichung
1 3 5 2n+1

27.27.27.....277 >1000 erfiillt?

AU,a Konnen \/2_ R «/3_ und \/5_ Glieder
einer arithmetischen Folge sein? (Achtung:
nicht nur Trivialfall ,aufeinanderfolgende
Glieder®)

AUra a p, ysind Winkel im Dreieck.
cot%, cotg und cot—2y— seien drei aufein-

anderfolgende natiirliche Zahlen. Man be-
stimme den Wert des groBten Winkels!

AU, a Wir werfen einen Wiirfel dreimal.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist nur der
dritte Wurf eine Sechs?

AUfa Wir wollen vom Ursprung eines
rechtwinkligen Koordinatensystems in
Schritten zu einer Lingeneinheit nach
rechts bzw. oben bis zum Punkt A (4;5)
gehen. Wieviel verschiedene Wege gibt es
(siehe Bild 4)?

y A

Bild 4

0 X

AU!a In einem Kasten befinden sich
30 Zettel mit den Nummern 1 bis 30. Wir
nehmen 5 beliebige Zettel heraus. Wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB auf
diesen Zetteln 3 vorher gewiinschte Num-
mern stehen?

D. Hetsch

An welchem Ostertag
wurde die Osterinsel entdeckt?

Als Datum der Entdeckung dieser Insel
durch den hollindischen Kapitin Jacob
Roggeveen wird in unserer Literatur der
6.4. 1722 angegeben.

Andererseits wird auch mitgeteilt, daB
diese Entdeckung am Ostersonntag er-
folgte. Beide Angaben sind scheinbar wi-
derspriichlich:

Nach dem auf Anordnung (Bulle ,Inter
gravissimas ...“) des Papstes Gregor XIII.
in den katholischen Lindern ab 15.10.
1582 eingefiihrten Gregorianischen Kalen-
der, der spiter auch in den nichtkatholi-
schen Lindern benutzt wird und bis heute
gliltig ist, haben alle Jahre mit einer nicht
durch 4 teilbaren Jahreszahl sowie alle mit
einer durch 100 teilbaren, aber nicht durch
400 teilbaren Jahreszahl 365 Tage. Alle
iibrigen Jahre sind Schaltjahre mit einem
eingeschalteten 29. Februar und haben da-
mit 366 Tage. Im protestantischen Holland
wird der Gregorianische Kalender ab 1.1.
1583 benutzt. Zwischen 1722 und 1991
sind 67 Jahreszahlen durch 4 teilbar. Dies
sind 1724 + 4k mit ke N und 0 = k = 66.
Von diesen 67 Jahreszahlen ist keine durch
400 teilbar, jedoch sind 2 durch 100 teil-
bar, ndmlich 1800 und 1900.

Da 1800 und 1900 keine Schaltjahre wa-
ren, gab es zwischen 1722 und 1991
65 Schaltjahre. Wegen 365 =52-7 + 1 und
366 =52-7 + 2 gilt: Ist das Folgejahr eines
Jahres kein (ein) Schaltjahr, so verschiebt
sich der Wochentag des 6. 4. vom Jahr zum
Folgejahr im Siebenerzyklus der Wochen-
tage um einen Tag (zwei Tage) weiter. Vom
6.4. 1722 bis zum 6. 4. 1991 sind 269 Jahre
verstrichen. Danach ist der Wochentag des
6.4. von 1722 bis 1991 um 269 + 65 =334
Wochentage im Wochentagszyklus weiter-
geriickt.

Von vollen Umldufen im Wochentagszy-
klus abgesehen, 1ist er also wegen
334=47-7+ 5 um 5 Wochentage weiter-
geriickt. Da der 6.4. 1991 Samstag ist, ist
der 6.4. 1722 um 5 Wochentage im Wo-
chentagszyklus gegeniiber dem des Jahres
1991 zuriickverschoben:

et S0
/5“/ Mo
Fr Di
Do Mi

Der 6.4. 1722 war ein Montag und damit
der Ostermontag.
Gemil seiner Aufzeichnungen entdeckte
J. Roggeveen die Osterinsel am Ostersonn-
tag gegen 20.00 Uhr wahrer Ortszeit. Die
Osterinsel hat die geographischen Koordi-
naten 27° siidlicher Breite und 109° westli-
cher Linge. Die Entdeckung der Osterinsel
erfolgte also am 5. 4. 1722 gegen 20.00 Uhr
wahrer Ortszeit des 109. westlichen Meri-
dians. (Alle Orte eines Meridians, also alle
Orte mit gleicher geographischer Linge,
haben die gleiche wahre Ortszeit. Nach
wahrer Ortszeit ist es 12.00 Uhr, wenn mit-
tags die Sonne am héchsten iiber dem Ho-
rizont steht.)
Amsterdam, von dem aus Roggeveen seine
Reise begann, hat die geographische Lange
5° Ost. Die Differenz der Linge von Am-
sterdam und der der Osterinsel betrigt
114°. Dieser Differenz entspricht der Zeit-
unterschied

114
24 - 360 7,6 = 17,5 Stunden. Wegen
20.00 Uhr + 7h30min = 24h + 3.30 Uhr
188t sich der Zeitpunkt der Entdeckung der
Osterinsel wie folgt angeben:
a) Ostersonntag, der 5.4. 1722 gegen
20.00 Uhr wahrer Ortszeit des 109. westli-
chen Meridians
b) Ostermontag, der 6.4. 1722 gegen
3.30 Uhr wahrer Ortszeit des 5. Ostlichen
Meridians.
Fiir Amerikaner und Polynesier fillt der
Zeitpunkt der Entdeckung der Osterinsel
auf Ostersonntag, fur Europier, Afrikaner,
Asiaten und Australier auf Ostermontag.
Fiir Menschen, die sich in unmittelbarer
Nihe des lings des 180. Meridians verlau-
fenden Teiles der Datumsgrenze, jedoch et-
was westlich (Ostlich) von ihr, aufhalten, ist
der Zeitpunkt der Entdeckung der Osterin-
sel Ostermontag, der 6.4. (Ostersonntag,
der 5.4.) gegen 15.15 Uhr wahrer Ortszeit
des 180. Lingengrades. Denn wegen
180° —109° = 71° gilt

71

71 =W-24h=4,73h=~‘=4h45mm.

W. Trager

Osterinsel

Chilenische Vulkaninsel im Osten Polyne-
siens; 3600 km von Chile entfernt; Fliche
166 km?; 1400 Einwohner, von Ackerbau
und Fischerei lebend; bekannt durch die
8 m hohen, von Ureinwohnern geschaffe-
nen Steinfiguren.
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Mathematik und Geographie —
Eine zweitausendjahrige

Partnerschaft

Einige von Euch wird diese Uberschrift si-
cher verwundern, denn wenn [hr an Euren
Schulunterricht denkt, so sind auf den er-
sten Blick nur sehr wenig Beriihrungs-
punkte zwischen Mathematik und Geogra-
phie erkennbar. Deshalb stellen sich
natiirlich folgende Fragen: Worin besteht
eigentlich diese Partnerschaft? Wie ist de-
ren Entstehung zu erkliren, und wie hat sie
sich entwickelt? Auf welchen Teilgebieten
beider Wissenschaften finden wir beson-
ders enge Wechselbeziehungen? Welches
Verhiltnis besteht zwischen ihnen in der
Heutigen Zeit? Die Beantwortung dieser
Fragen soll in diesem Artikel versucht wer-
den.

Die Mathematik und die Geographie geho-
ren ohne Zweifel zu den iltesten Wissen-
schaften liberhaupt. Der Wunsch des Men-
schen, seinen Lebensraum, die Erde,
verstehen, beschreiben und erkliren zu ler-
nen, forderte beide gleichermaBen. Um
ndmlich die Erde beschreiben zu konnen,
mubften z. B. GréBen und Zeiten gemessen
und angegeben sowie die Koordinaten ver-
schiedener Orte bestimmt werden kdnnen.
So bildete die Erdbeschreibung (Geogra-
phie) bereits im Altertum einen wesentli-
chen AnstoB fiir die Herausbildung und
Entwicklung der Mathematik und erlebte
umgekehrt eigentlich erst durch die An-
wendung erster mathematischer Erkennt-
nisse eine Weiterentwicklung. Da diese Be-
ziehung wechselseitig war bzw. ist, kann
man hier durchaus von einer Partnerschaft
sprechen. Dabei ist natiirlich zu beachten,
daB die Geographie damals durchaus um-
fassender als heutzutage war, denn einige,
jetzt selbstindige Wissenschaften bildeten
iber viele Jahrhunderte hinweg einen fe-
sten Bestandteil der Geographie. Als Bei-
spiel dafiir seien nur die Geodisie (heute:
Wissenschaft von der Vermessung und
Darstellung der Erde, einschlieBlich ihres
Gravitationsfeldes) oder auch die Astrono-
mie genannt. Letztere zdhlte zur Geogra-
phie, soweit sie sich mit den Hilfsmitteln
der Geodisie, dem Verhidltnis der Erde zu
den erdnichsten Himmelskorpern, den Ur-
sachen von Tages- und Jahresrhythmus
und ihren Auswirkungen auf das Klima be-
schiftigte. Sie galt aber auch z. T. als ma-
thematische Teildisziplin, soweit sie sich
mit Positionsbestimmungen befaite. So
war die Astronomie iiber viele Jahrhun-
derte hinweg, zumindest teilweise, als ein
Grenzgebiet zwischen der Mathematik und
der Geographie anzusehen. Mdchte man

36 - alpha, Berlin 25 (1991) 2

nun die zeitliche Entwicklung dieser Part-
nerschaft nidher beleuchten, so ist es
zweckmiBig, dabei folgende Etappen bzw.
Entwicklungsstufen zu unterscheiden:
— die geometrische Stufe
— die geophysikalische Stufe
— die statistische Stufe
— die Stufe des komplexen Eindringens
der Mathematik in die Geographie.
Diese Reihenfolge entspricht der zeitlichen
Herausbildung der Beziehung auf dem ent-
sprechenden Gebiet, jedoch fiihrte das Ein-
treten in eine neue Entwicklungsetappe nie
ganz zum Erléschen der vorherigen, son-
dern erginzte die bereits vorhandenen
durch neue, aber weitgehend unabhingige,
Wechselwirkungsgebiete. Auf diese Stufen
soll im folgenden anhand einiger weniger
ausgewihlter Beispiele eingegangen wer-
den.

Die geometrische Stufe

Dieser Abschnitt begann bereits in der An-

tike (vor etwa 2500 Jahren) und dauert in

der Gegenwart noch an.

Er umfaBt u. a. die Fragen nach

— der Form und der GréBe der Erde

— dem Verhiltnis der GroBen der Ab-
stinde der Erde zu Sonne und Mond

— der Emmittlung der Koordinaten eines
Ortes auf der Erdoberfliche

— der kartographischen Darstellung der
Erdoberfliche oder ihrer Ausschnitte

— der optimalen Anlage von Verkehrsver-
bindungen

— der Standortoptimierung

um nur einige zu nennen. Diese Fragestel-

‘lungen regten verschiedene mathematische

Disziplinen bzw. Theorien mitunter ent-

scheidend an, wie z.B.

— die Elementargeometrie in der Ebene
und im Raum

— die Sphirische Geometrie (Geometrie
auf der Kugel)

— die Ebene und Sphirische Trigonome-
trie

- die Darstellende Geometrie

— die Fehler- und Ausgleichsrechnung

— die Differentialgeometrie

— die Graphentheorie.

Am Anfang standen vor allem die Fragen
nach der Form und der Gro8e der Erde im
Mittelpunkt des Interesses. Diese bilden
gemeinsam mit der zweiten und dritten
Fragestellung den wesentlichen Bestandteil
der Mathematischen Geographie bzw.
Astronomischen Erdkunde. Unter diesen

beiden oder dhnlichen Bezeichnungen fin-
det man bis zum Beginn dieses Jahrhun-
derts Arbeiten, die sich mit der immer voll-
kommneren Losung dieser Probleme befas-
sen oder sie interessierten Personen nahe-
bringen sollten. Dieses Fachgebiet wurde
sogar in den oberen Klassen der hoheren
Schulen Deutschlands gelehrt, weshalb
auch noch viele empfehlenswerte Lehrbii-
cher aus jener Zeit existieren. Heute wiirde
man diese Fragestellungen wohl mehr der
Geodidsie bzw. der Astronomie zuord-
nen.

Den Beginn der Losung dieser Probleme
finden wir bereits in der Antike bei den
Pythagoreern (etwa um 500 v.u.Z.). Von
Mitgliedern dieses, von Pythagoras von Sa-
mos begriindeten Geheimbundes, wurde
nédmlich erstmals, wenn auch wahrschein-
lich nur aus dsthetischen Griinden, die Ku-
gelgestalt der Erde gelehrt. Aristoteles
(etwa 380 bis 320 v.u.Z.), der beriihmte
griechische Philosoph und Mathematiker,
lieferte vermutlich die erste Begriindung
fur diese Gestalt, indem er den immer
kreisférmigen Schatten der Erde bei Mond-
finsternissen erkannte. Aristarch von Sa-
mos (etwa 310 bis 230 v.u.Z.) bestimmte
mit mehreren Experimenten (Abb.1 und
2) die relativen GroBen und Entfernungen
von Mond und Sonne bzgl. der Erde, um
die Einheit von ,Irdischemn und Himmli-
schem“ zu zeigen.

Bild 1

Das Bild 1 verdeutlicht sein erstes Experi-
ment, es zeigt die Konstellation der 3 Un-
tersuchungsobjekte bei Halbmond. Aus der
Kenntnis des zu messenden Winkels x er-
hélt man das Verhiltnis der Abstinde zwi-
schen Erde und Mond bzw. Erde und
Sonne (= cos x). Von Aristarch wurde auf
Grund der MeBungenauigkeit der damali-
gen Hilfsmittel ein Winkel x von 87° ge-
messen (tatsichlicher Winkel etwa 89°51").
Daraus ergab sich bei ihm fiir die Abstinde
ein Verhéltnis von 1:19 (real: rund
1:389). Aus der Tatsache, daB die Sonne
und der Mond auf der Erde ungefihr unter
dem gleichen Sehwinkel von 0.5° erschei-
nen (in Wirklichkeit: Sonne 0.53°, Mond
0.517°), schluBfolgerte er, daB sich die
Durchmesser beider Himmelskorper zuein-
ander wie deren Abstinde zur Erde verhal-
ten. Nach diesem 2. Experiment betrach-
tete er das dritte, eine Beobachtung einer
totalen Mondfinsternis. Es zeigte, daB die
Zeit, die der Mond von der Beriihrung des
Erdschattens bis zum vollstindigen Eintritt

(1,
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in ihn benétigt, ungefahr gleich der Zeit
fir seinen Durchgang bis zu seinem Wie-
dererscheinen ist (Bild 2).

Man erhilt daraus die folgenden beiden
Verhiltnisgleichungen:

y2*m)=(y+R):eund
(y+20*R):s=(y+20+R)
(19 * m).

Daraus ergibe sich ein Verhiltnis von
20: 57 fiir die Durchmesser von Mond und
Erde, was natiirlich nicht der Realitit ent-
spricht. Er erhielt aber auch unter anderem
ein Ergebnis, was die Sonne eindeutig als
groBten der drei Himmelskorper ausweist
und schluBfolgerte daraus, daB sie dann
deshalb im Mittelpunkt der Welt stehen
miisse, da es doch wahrscheinlicher sei,
daB sich das kleinere Objekt um das gro-
Bere bewege und nicht umgekehrt. Somit
gab er eine erste wissenschaftliche Begriin-
dung fiir ein heliozentrisches Weltbild.
Das macht seine Experimente so bedeut-
sam, auch wenn die numerischen Ergeb-
nisse auf Grund der zeitbedingten MeBfeh-
ler ziemlich ungenau waren. Demgegen-
iiber standen vor allem die Argumente von
Aristoteles, daB die Erde ruhen miisse, also
folglich im Mittelpunkt stehen miisse, weil
bei einer Bewegung sonst u. a. ein groBerer
»Fahrtwind“ zu spiiren sein miisse. Dieses,
uns heute sehr absurd erscheinende, Argu-
ment hielten die Menschen damals im Ver-
bund mit anderen fiir wesentlich plausibler
als die Argumente von Aristarch, nicht zu-
letzt vielleicht auch wegen der groBen Po-
pularitit von Aristoteles, die iiber viele
Jahrhunderte das Denken der Menschen
beeinflute. So erwdhnte der hervorra-
gende Mathematiker und Geograph Klau-
dios Ptolemaios (etwa 83 bis 161u.Z.) in
seinem beriihmten Werk ,Einfiihrung in
die Geographie“ zwar auch die Ergebnisse
Aristarchs, stellte sich aber eindeutig auf
die Seite von Aristoteles. Die Ideologie der
katholischen Kirche tat dann ein iibriges,
so daB erst Nikolaus Kopemikus dem he-
liozentrischen Weltbild zum Durchbruch
verhelfen konnte. Durch Eratosthenes von
Kyrene (etwa von 276 bis 195v.u.Z)
wurde der Erdumfang erstaunlich gut be-
stimmt, dadurch wurde es nun moglich, be-
reits in der Antike Aussagen iiber die abso-
lute GroBe der Himmelskérper zu treffen.
Ein anderer Grieche, Hipparch von Nikaia
(etwa 190 bis 125 v.u. Z.), fiihrte u. a. die
Beschreibung der Lage von Punkten auf
der Erdoberfliche durch die Angabe der
geographischen Linge und Breite ein. Ge-
rade die Beschreibung der Lage von Punk-
ten der Erdoberfliche war fiir die Geogra-
phie unerlaBlich, ging es doch neben dem
Wiederauffinden von bestimmten Orten
u. a. auch um die exakte Darstellung von
Gebieten, und fir beides ist die Verwen-
dung von Koordinaten unabdingbar. War
die Bestimmung der geographischen Breite
eines Ortes relativ leicht, indem man die
Polhéhe mit WinkelmeBgeriten wie z.B.
dem Jakobsstab oder spiter dem Sextanten
ermittelte, so erwies sich die Emittlung
der geographischen Linge als Problem, da
Zeitunterschiede zwischen den Orten ge-
messen werden mufBten (1 Stunde Zeitdif-

ferenz = 15° Lingenunterschied). Schon
Hipparch schlug deshalb die Bestimmung
der Zeitdifferenz durch die synchrone Be-
obachtung eines astronomischen Ereignis-
ses von verschiedenen Orten der Erde aus
und den Vergleich der jeweiligen Ortszeit
fiir dieses Ereignis vor. Diese Methode
blieb iiber mehr als 1000 Jahre ein wesent-
licher Untersuchungsgegenstand der Astro-
nomie. Erst spiter, nach der Erfindung des
Chronometers (Uhr mit hoher Ganggenau-
igkeit) durch John Harrison (1693 bis
1796), war es moglich, durch die Mit-
nahme der Ortszeit eines Eichortes, die
Zeitdifferenz zum gesuchten Ort und da-
mit die Lingendifferenz zu ermitteln
(vgl. Artikel von P. Schreiber in alpha 19
(1985) 2, S.40/41).

Natiirlich leitete man auch die Lage ande-
rer Orte durch direkte Entfernungsmessun-
gen ab, aber diese Messungen, die in der
Antike vor allem durch Bematisten
(Schrittzahler) ermittelt wurden, waren
lange Zeit sehr ungenau. Aber durch die
Verwendung von Dreiecksnetzen bei der
Vermessung (Triangulation), die wahr-
scheinlich auf Peter Apian (1495-1552)
zuriickgeht, und die wesentliche Verbesse-
rung der MeBinstrumente und -methoden,
konnten die realen Lageverhiltnisse spiter
sehr genau ermittelt werden. Lange Zeit
spielte auch die Gradmessung, also die
Vermessung eines bestimmten Meridian-
bogens, eine bedeutende Rolle, wollte man
doch neben der Grée der Erde auch ihre
wirkliche Gestalt erfahren. Viele beriihmte
Mathematiker, wie z.B. auch C.F. GauB,
beteiligten sich an solchen Experimenten
(vgl. Artikel von K.-G. Steinert in alpha 11
(1977) 2 S.25f%.). Erstmals war 1617 eine
solche Gradmessung mittels Triangulation
durch den niederlindischen Mathematiker
W. Snellius (1580-1626) durchgefiihrt wor-
den. Der Nachweis der Erdabplattung er-
folgte durch den Vergleich solcher Grad-
messungen von 1736/37; an denen u.a.
Wissenschaftler wie Anders Celsius
(1701-1744) teilnahmen (vgl. Artikel von
P. Schreiber in alpha 18 (1984) 3 S.71).
Durch viele spitere, immer genauere Mes-
sungen, in jingster Zeit sogar mit Satelli-
tenunterstiitzung, kann die Gestalt und
GroBe der Erde heute als weitestgehend ge-
klart angesehen werden.

Die Frage der Darstellung der Erdoberfla-
che auf Karten ist ein weiteres historisches
Problem dieser Stufe. Sie wird sehr umfas-
send z.B. im Buch ,Kartenentwiirfe der
Erde“ von E.Schréder (Math. Schiilerbii-
cherei Nr. 128) behandelt, deshalb sei sie
hier nur erwdhnt. Die Karte ist aber fiir die
geographische Arbeit aller Teildisziplinen
als ein sehr wesentliches Hilfsmittel anzu-
sehen. Von den mathematischen Diszipli-
nen wurden durch die Kartographie sowohl
die Darstellende Geometrie als auch die
Differentialgeometrie angeregt.

Aber auch die Graphentheorie erhielt z. B.
durch das, aus der Kartographie stam-
mende, Vierfarbenproblem einen bedeu-
tenden Impuls, nimlich durch die Frage-
stellung, ob 4 verschiedene Farben ausrei-
chen, jede beliebige Landkarte so zu

firben, daB alle benachbarten Linder je-
weils verschiedenfarbig sind. Diese Frage
wurde erstmalig von A.de Morgan im
Jahre 1852 gestellt (vgl. Artikel von H. Pie-
per in alpha 12 (1978) 5 S.97f.). Dieses
Problem und Fragestellungen nach optima-
len Verkehrsnetzen, Industriestandorten
u.dgl. sind wichtige mathematische und
geographische Fragen bis in die Gegen-
wart. Auch hierbei spielt die Graphentheo-
rie eine bedeutende Rolle, z. B. auch bei
der Frage nach kostengiinstigen StraBen-
netzen (vgl. Artikel von W. Triger in alpha
23 (1989) 5 S.98fT).

Das Problem der optimalen Eisenbahnver-
bindung zwischen den Stidten Harburg,
Bremen, Hannover und Braunschweig
fibrte C.F.GauB 1836 auf eine Variante
des sogenannten Fermat’schen Problems
zuriick, das seit der Mitte dieses Jahrhun-
derts bestindig als Steiner-Problem bzw.
Steiner-Weber-Problem bezeichnet wird
und noch heute seine Bedeutung in der
Graphentheorie besitzt (vgl. u. a. den Arti-
kel von P. Schreiber in alpha 21 (1987) 2
S.25f). Aus geographischer Sicht spielen
diese Fragen z. B. noch bei der Streckenop-
timierung von Erdgasferntrassen eine
Rolle. Andere, modernere Beriihrungs-
punkte in diesem Entwicklungsabschnitt
dienen z.B. der Klassifikation geographi-
scher Objekte und ihrer Beschreibung mit
Kennziffern. Zu erwihnen sind in diesem
Zusammenhang semiquantitative Verfah-
ren, mit deren Hilfe die Gestalt und Konfi-
guration solcher Objekte wie z. B. Siedlun-
gen oder auch FluBeinzugsgebiete ver-
gleichbar gemacht werden sollen, so daB
man MaBzahlen fiir sie einfiihren kann.

O. Kappler

Die Gedankenwelt
des Joh. G. Aug. Galletti, Professor
am Gymnasium zu Gotha

Das ist dabei das allerwichtigste, was aber
von gar keiner Bedeutung ist.

Afrika hat auf allen 4 Ecken eine rundliche
Gestalt, die sich gegen die Mitte verengt.

Die Mauemn von Babylon waren so breit,
daB 4 Wagen iibereinander fahren konn-
ten.

Nordamerika besteht aus lauter groBen
und kleinen Inseln, von denen jedoch die
wenigsten von Wasser umflossen sind.

Das Kinguruh springt 32 FuB. Es wiirde
noch weiter springen, wenn es 4, statt
2 Beine hiitte.

Als ich Sie von Ferne sah, Herr Hofrat Et-
tinger, glaubte ich, Sie wiren Ihr Bruder,
der Buchhiindler Ettinger, als Sie jedoch
ndher kamen, sah ich, da Sie es selbst
sind - und jetzt sehe ich nun, daB Sie Ihr
Herr Bruder sind.

Nicht unbemerkt wollen wir lassen, daB der
Herzoglich Sdchsische Hofrat durchaus kein
Narr, sondern anerkannter Historiker und
Geograph war.

alpha, Berlin 25 (1991) 2 - 37



Wie uns die Einerziffer

helfen kann
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Schon beim Treppensteigen hatte Stefan
den umfinglichen Umschlag mit einem
Brief von seinem Freund Nikolai gedffnet.
Nach den iblichen alltiglichen Nachrich-
ten las Stefan am Ende des Briefes folgen-
des:

Schau Dir aufmerksam folgende Tabelle
an.

Tabelle 1
k

kl
kJ
k4
k 5
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Nl | &) N
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4
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8
4
2
6
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0
0
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0

In der ersten Zeile stehen alle Dezimalzif-
fern, mit anderen Worten, die Einerziffern
jeder natiirlichen Zahl k. In den anderen
Zeilen stehen alle moglichen Einerziffern
der natiirlichen Zahlen der Art k2, k3, k*
und k5. Ich habe k2 als k- k, die Zahl k3 als
k2-k, k*als k- k und k3 als k*- k darge-
stellt.

Wenn die Einerziffer der Zahl k beispiels-
weise 8 ist, so ist die Einerziffer von k2
gleich der Einerziffer von 8 - 8 = 64, also 4;
die Einerziffer von k3 ist gleich der Einer-
ziffer von 8-4 =32, also 2 usw.

Nachdem die Tabelle ausgefiillt war, stellte
ich fest, daB die erste gleich der letzten Ta-
bellenzeile ist. Das bedeutet, daB die na-
tiirlichen Zahlen k und k° ein und dieselbe
Einerziffer besitzen. So gibt die Tabelle die
Losung fiir folgende Aufgabe an.

Aufgabe 1: Es ist nachzuweisen, daBl die
Einerziffer von k° fiur jede natiirliche
Zahl k gleich der Einerziffer von k ist.

Ich habe absichtlich die Aufgabe nume-
riert, weil ich Dir vorschlage, daB wir mit
Hilfe der Tabelle noch andere Aufgaben
suchen. Ich erwarte Deine Vorschlige mit
Ungeduld, Nikolai.

Dem Stefan hat Nikolais Aufgabe gut ge-
fallen. Ihm ist sofort aufgefallen, daB die
Zahl k° — k teilbar durch 10 ist, wenn die
Zahlen k und k° ein und dieselbe Einerzif-
fer besitzen.

Denn die Einerziffer von k° — k ist gleich
der Differenz der Einerziffer von k° und
der Einerziffer von k, d.h. 0.

Nach einigen Tagen hatte Stefan genug
Material gesammelt, um Nikolai eine Ant-
wort geben zu kdénnen.

38 . alpha, Berlin 25 (1991) 2

Lieber Nikolai!

Ich nehme die Idee an, die Du mir anbie-
test. Gleich, nachdem ich den Brief gelesen
hatte, habe ich festgestellt, daB man noch
folgende Aufgabe formulieren kann:

Aufgabe 2: Es ist nachzuweisen, daB fiir
jede natiirliche Zahl k
— k durch 10 teilbar ist.

Fiir mich war die vierte Tabellenzeile von
besonderem Interesse. Durch sie wird klar,
daB alle moglichen Einerziffern der Zahlen
in der Form k* gleich 0, 1, 5 und 6 sind.
Genauer, wenn die Einerziffer von k gleich
0 oder 5 ist, dann ist die Einerziffer von k*
auch 0 oder 5 und folglich ist k* auch teil-
bar durch 5. In allen iibrigen Fillen (Einer-
ziffer von k ist 1 oder 6) bleibt beim Divi-
dieren von k* durch 5 der Rest 1. So haben
wir die Losung der Aufgabe 3 erhalten.

Aufgabe 3: Es sei k eine natiirliche Zahl.
Es ist nachzuweisen, daB die moglichen
Reste bei der Division von k* durch 5
gleich 0, wenn k (und folglich auch k%)
teilbar durch 5 ist, und 1 sind, wenn k
nicht durch 5 teilbar ist.

Seien x und y natiirliche Zahlen. Wenn sie
teilbar durch 5 sind, ist es klar, daB die
Zahl x* + 4y* teilbar durch 5 ist. Die Auf-
gabe 3 hat mir geholfen einen weiteren Fall
zu finden, in dem die Summe x* + 4y teil-
bar durch § ist.

Aufgabe 4: Die Zahlen xund y seien natiir-
liche Zahlen und nicht durch 5 teilbar. Es
ist nachzuweisen, daB die Summe x* + 4y*
durch 5 teilbar ist.

Lésung: Da x nicht durch 5 teilbar ist, er-
gibt entsprechend der Aufgabe 3 die Divi-
sion von x* durch S den Rest 1. Die Divi-
sion von y* durch 5 ergibt ebenfalls den
Rest 1. Folglich bleibt bei Division von 4y*
durch 5 der Rest 4. Dann ist der Rest bei
der Division von x!+ 4y? durch 5 gleich
1+4=35, damit ist x*+ 4y* durch 5 teil-
bar.

Noch mehr: die beiden genannten Fille
sind die einzigen, bei denen die Summe
x4+ 4y teilbar durch 5 ist.

Mit anderen Worten, ich habe die Auf-
gabe 5 gefunden und es geschafft, sie zu 16-
sen:

Aufgabe 5: Es ist nachzuweisen, daBl 5
nicht Teiler der Summe x*+ 4y* genau
dann, wenn eine der natiirlichen Zahlen x
und y teilbar durch § ist und die andere
nicht.

Lésung: a) Wenn x teilbar durch § ist und

y nicht, so ergibt x* einen Rest von 0 bei
der Teilung durch 5 und y* ergibt einen
Rest von 1 bei der Division durch 5. Dann
ergibt x?+4y* den Rest 0+4-1=4 bei
der Division durch 5 und ist folglich nicht
durch 5 teilbar.

b) Wenn S Teiler von y, nicht aber von x
ist, dann ergibt x* einen Rest von 1 und »*
einen Rest von 0 bei der Division durch 5.
Dann ergibt x* + 4y den Rest 1 +4-0=1
bei der Division durch 5, ist also nicht
durch 5 teilbar.

Ich habe noch festgestellt, daB mit Hilfe
der Aufgabe 3 eine Aufgabe geldst werden
kann, die ich in der sowjetischen Zeit-
schrift ,Quant“ gelesen habe. Ich werde
Dir die Aufgabenstellung aufschreiben und
schlage Dir vor, die Losung zu finden.

Aufgabe 6: Seien a, b, ¢, d und e natiirliche
Zahlen, fiir die gilt:

a'+b'+c*+d'=¢' Es ist nachzuwei-
sen, daB dann mindestens drei der Zah-
len g, b, ¢, d durch 5 teilbar sind. Stefan

Wird Nikolai diese Aufgabe bewiltigen?
Und Ihr, liebe Leser?

aus Eulenspiegel, Berlin

Nach einer Weile erhielt Stefan Nikolais
Antwort.

Lieber Stefan!

Ich beginne mit der Ldsung der Auf-
gabe 6.

Angenommen, es gibt natiirliche Zahlen q,
b, ¢, d und e so, daf3 die Gleichung

a'+ b + ¢! + d* = e giltig ist.

Wir wissen, daB die Zahl e* bei Division
durch 5 den Rest 0 1iBt, wenn e teilbar
durch 5 ist und 1, wenn 5 nicht Teiler von e
ist. Es versteht sich, daB auch jede der Zah-
len a*, b*, c* und d* den Rest 0 oder 1 bei
der Division durch 5 1dBt. Folglich ist der
Rest, den die Division von

a*+ b'+ c¢*+d* durch 5 ergibt, gleich
einer Summe von 4 Zahlen, von denen
jede gleich 0 oder 1 ist. Es ist klar, daB
diese Summe nur gleich 0 oder 1 sein
kann, wenn mindestens drei der Summan-
den gleich 0 sind. Das bedeutet, daB min-
destens drei der Zahlen q, b, c oder d durch
S teilbar sein miissen.

In der Aufgabe 2 beweist Du, daB die Zahl
— k fiir jede natiirliche Zahl k durch 10

teilbar ist.

Da aber
—k=k(k'-D=k(k*—1D(k*+1)

=k-Dktk+1D K2+



und von drei aufeinanderfolgenden natiirli-
chen Zahlen k— 1, k, k+ 1 eine durch 3
teilbar ist, ist die Zahl k5 — k ebenfalls
durch 3 teilbar. Da 10 und 3 teilerfremd
sind, ist k° — k teilbar durch 30. So haben
wir die Losung einer Aufgabe 7 erhalten.

Aufgabe 7: Es ist nachzuweisen, daB fir
jede natiirliche Zahl k
k3 — k durch 30 teilbar ist.

Jetzt schlage ich Dir vor, selbst die Auf-
gabe 8 zu 16sen.

Aufgabe 8: Es ist nachzuweisen, daB keine
natiirlichen Zahlen x und y existieren, fiir
die 2x2 — 5y? =29 ist.

Ich erwarte Deine Losung! Nikolai
Lieber Nikolai!

Hier beschreibe ich Dir die Losung der
Aufgabe 8.

Betrachten wir die Tabelle 2, in deren Zei-
len alle moglichen Einerziffern der Zahlen
der linken Spalte aufgeschrieben sind.

Tabelle 2

234567890
4 96569410
882028810
050505050

xoder y 1

x2oder y?| 1
2x? 2
S5y? 5

Aus dieser Tabelle wird ersichtlich, daB die
Einerziffer von 29 + 5y? gleich 4 oder 9 ist.
Deswegen kann sie nicht gleich der Einer-
ziffer von 2x? sein. Folglich gibt es keine
natiirlichen Zahlen x, y, welche die Glei-
chung 2x2 — 5y2? = 29 erfiillen.

Jetzt schlage ich vor, der Tabelle 1 noch
eine Zeile hinzuzufiigen:

|£°r14965694101

In dieser Zeile stehen alle moglichen Fi-
nerziffern der natiirlichen Zahlen der Art
k', Fiir deren Ermittlung habe ich dje Tat-
sache genutzt, daB k0= k5 k5 ist,

Diese Zeile wird uns helfen, die Aufgabe 9
zu ldsen.

Aufgabe 9: Es sollen alle natiirlichen Zah-
len k ermittelt werden, fiir die k°+1
durch 10 teilbar ist.

Lésung: Die Zahl k'° + 1 ist teilbar durch
10 dann und nur dann, wenn ihre Einerzif-
fer gleich 0 ist, d. h. genau dann, wenn die
Einerziffer von k° gleich 9 ist. Aus der
Zeile k19 ist ersichtlich, daB dies nur der
Fall ist, wenn die Einerziffer von k gleich 3
oder.7 ist. So sind die gesuchten Zahlen
alle natiirlichen Zahlen, deren Einerziffer
gleich 3 oder 7 ist.

Herzliche GriiBe! Stefan

Wahrscheinlich haben Stefan und Nikolai
die Aufgabenliste fortgesetzt. Wir bieten
Euch, liebe Leser, folgende Aufgaben zum
Selbstlosen an:

Aufgabe 10: Es ist nachzuweisen, daB
keine natiirlichen Zahlen n existieren, fir
die n?2+ 3 durch 5 teilbar ist.

Aufgabe 11: Es ist nachzuweisen, daB die

Summe der Quadrate zweier ungerader
Zahlen kein Quadrat einer ganzen Zahl
sein kann.

Aufgabe 12: Es sind alle natiirlichen Zah-
len x und y zu ermitteln, fiir die minde-
stens eine der Zahlen

x2—2xy +2y?und x2 + 2xy + 2y?

durch § teilbar ist.

Aufgabe 13: Existiert eine natiirliche
nn+1)
Zahl n so, daB dem Ausdruck -

eine Zahl entspricht, die auf 1989 endet?
Begriinde deine Antwort.

Aufgabe 14: Ist es moglich, daB

a’+ b? — c? durch 5 teilbar ist, wenn keine
der ganzen Zahlen g, b, ¢ den Teiler 5
hat?

Begriinde Deine Antwort.

L. Ljubenov

Die Lésungen der Aufgaben 10 bis 14 geben
wir in alpha nicht an. Solltet Ihr Probleme da-
bei haben, wendet Euch bitte an Euren Mathe-
matiklehrer.

Mathematische
Schiilerbiicherei

Im Jahr 1975 erschien im Deutschen Ver-
lag der Wissenschaften der erste Band der
Mathematischen Schiilerbiicherei (MSB).
Uber 16 Jahr lang beteiligten sich sechs
Verlage der ehemaligen DDR an der Her-
ausgabe dieser Reihe mit dem Ziel, mathe-
matische Literatur vor allem fiir Schiiler
bereitzustellen. Im Heft 2/88 vertffent-
lichte alpha deren Liste bis zum Band 138.
Inzwischen kann sie um zwei Binde erwei-
tert werden:

MSB 139
W. Engel/U. Pirl
Mathematik in Aufgaben

ISBN 3-326-00505-9 Preis: 28,00 DM
Deutscher Verlag der Wissenschaften
GmbH

In der 2. Auflage erscheint in diesem
Verlag der MSB-Band:

H. Pieper
Heureka. Ich hab’s gefunden

55 historische Aufgaben der
Elementarmathematik
ISBN 3-326-00364-1 Preis: etwa 24,80 DM

MSB 148
Flachsmeyer/Feiste/Manteuffel
Mathematik

und ornamentale Kunstformen

Bestell-Nr. 666 514 7 Preis: 16,80 DM
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft

-

Ala Find the line

The drawing shows two parallelograms in
the same plane. It is very easy to cut each
of them into two parts of equal area. We
can do it by drawing, in each of them se-
parately, a line which provides such a divi-
sion. But can you draw one straight line
which will divide both parallelograms into
two such equal parts? Yes you can. Try to
find how to draw the line.

aus: Fun with mathematics, Toronto

1
A2 a MN3pectHO, 4TO a+7 - menoe

1
yucno. Jlokaxwure, YTO a3+F — TOXeE

LIEJIOE YHCIIO.
aus: Quant, Moskau

A3a Les trois cercles

Les cercles (1), (2) et (3) ont 2 métres de
diamétre. La droite (D) est tangente au cer-
cle (3), c’est-a-dire O,T perpendiculaire a
AT. Quelle est la longueur de BC?

aus: Tangente, Paris

Quotation

Whatever you do,

Do with your might.
Things done by halves
Are never done right.

alpha, Berlin 25 (1991) 2 - 39



Mathematik
studieren
in Leipzig

Wohl jeder alpha-Leser hat Freude an ma-
thematischen Knobeleien, beschiftigt sich
gern mit mathematischen Zusammenhin-
gen und interessiert sich moglicherweise
auch fiir mathematische Theorien und de-
ren Anwendungen. Sicher wird es auch
nicht wenige Leser der alpha geben, die auf
diesem ,,Hobby* ihren Beruf aufbauen wol-
len. Diesen sei gesagt:

Leipzig ist ein guter Platz
ein Studium der Mathematik.

Am Augustusplatz und somit in zentraler
und &duBerst verkehrsgiinstiger Lage — und
iberdies an traditioneller Stitte — beher-
bergt das Hauptgebdude der Universitit
auch den Fachbereich Mathematik. Kaum
einen Steinwurf davon entfernt befinden
sich Horsaal- und Seminargebiude, die
Zentralmensa, eine Zweigstelle der Univer-
sititsbibliothek und der Studentenklub
L2Moritzbastei“; in unmittelbarer Nihe
auch Gewandhaus und Oper sowie Haupt-
post und Hauptbahnhof. Daraus erwachsen
den Studenten der Mathematik gilinstige
Arbeitsbedingungen, Zeit und Geld fir
lange Wege werden gespart. Ubrigens: Sor-
gen wegen iiberfiillter Horsidle und Semi-
narrdume sind unbegriindet, in den Com-
puterkabinetten findet man noch immer
freie Zeit zum Arbeiten. Der Fachbereich
Mathematik verfiigt iiber eine -eigene,
wohlausgestattete Bibliothek, deren Be-
stinde auch jedem Studenten im Lesesaal
zur Verfligung stehen.

Lehre und Forschung auf dem Gebiet
der Mathematik besitzen in Leipzig
eine lange Tradition.

Davon zeugen die Namen solcher Gelehr-
ten wie Sophus Lie, Carl Neumann und
Leon Lichtenstein, Felix Klein und B.L.
van der Waerden.

Heute reprisentieren 25 Hochschullehrer
ein breites Themenspektrum in der For-
schung. An folgenden Abteilungen des
Fachbereiches sind wichtige Forschungs-
richtungen durch Lehrstiihle vertreten: Al-
gebra, Amnalysis, Funktionalanalysis/Ma-
thematische Physik, Informationsverarbei-
tung/Numerik, Optimierung/Wirtschafts-
mathematik sowie Didaktik der Mathema-
tik und Informatik.

Der Fachbereich Mathematik bietet
vielseitige Ausbildungsmoglichkeiten.

Man kann ein Studium aufnehmen, wel-
ches in der Regel nach finf Jahren mit
dem Erwerb des akademischen Grades Di-
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plommathematiker abgeschlossen wird.
Mathematiker werden sowohl zur Grundla-
genforschung in der Mathematik selbst als
auch zur Losung konkreter Probleme in
Wirtschaft, Technik und in ,angewandten“
Wissenschaften gebraucht.

Der Diplomstudiengang Wirtschaftsma-
thematik setzt sich aus dem Studium der
Mathematik, der Wirtschaftswissenschaft
und der Informatik etwa im Verhiltnis
5:3:2 zusammen. In der Regel wird dieses
Studium nach 9 Semestern mit dem akade-
mischen Grad Diplomwirtschaftsmathe-
matiker abgeschlossen. Im Grundstudium
gleicht hier die Ausbildung im wesentli-
chen der im Diplomstudiengang Mathema-
tik. Im Hauptstudium iiberwiegen jene
Disziplinen, welche fiir einen spiteren be-
ruflichen Einsatz vor allem in der Wirt-
schaft, im Bank- und Versicherungswesen
besonders bedeutsam sind — z. B. Optimie-
rung, Statistik, Wahrscheinlichkeitsrech-
nung. Dazu kommt eine vertiefte Ausbil-
dung in Informatik einschlieBlich rechen-
technischer Praktika und in den Wirt-
schaftswissenschaften.

Im Studiengang Lehramt kann man Ma-
thematik als eines der Kombinationsficher
studieren. Dieses Fach wird an nahezu al-
len Schulen mit einer relativ hohen Wo-
chenstundenzahl gelehrt. Fiir die Wahl
eines zweiten Kombinationsfaches bietet
sich an der Universitdt Leipzig ein breites
Spektrum an, von Physik, Chemie, Biolo-
gie bis hin zu Englisch, Franzosisch oder
Russisch. Das Lehrerstudium an der Uni-
versitdt wird in der Regel nach vier bzw.
funf Jahren mit der 1.wissenschaftlichen
Staatspriifung abgeschlossen, je nachdem,
ob man als Lehrer an einer Haupt- oder
Realschule oder an einem Gymnasium ta-
tig sein mochte.

Ein Wechsel von einem Studiengang fir
ein Lehramt zu einem Diplomstudiengang
(und umgekehrt) ist wihrend des Grund-
studiums durchaus noch moglich.

Ein Studium der Mathematik —

und was dann?

Die Chancen, eine Arbeitsstelle als Di-
plommathematiker bzw. als Diplomwirt-
schaftsmathematiker oder eine Anstellung
als Mathematiklehrer zu bekommen, sind
zur Zeit und auch in naher Zukunft recht
giinstig. Spétestens ab Mitte der neunziger
Jahre wird es in allen Bundeslindern auch
einen groBen Bedarf an Lehrern, insbeson-
dere an Mathematiklehrern, geben. Die
Einsatzaussichten steigen sicher noch,
wenn der Bewerber iiber Kenntnisse in In-
formatik und iiber Fihigkeiten im Umgang
mit Rechentechnik verfiigt. Es ist sicher
nicht uninteressant zu wissen, daB an einer
Universitit ausgebildete Gymnasiallehrer
fur Mathematik und ein attraktives weite-
res Fach auch gute Einstellungschancen
auBerhalb des Schulwesens besitzen.

Von der Immatrikulation bis zum
Examen — ein Studium im Uberblick.
Fiir alle Studienginge ist die Hochschul-
reife einzige Zulassungsvoraussetzung, Be-
schrinkungen gibt es nicht. Die Immatri-
kulation erfolgt in der Regel zu Beginn des

Wintersemesters im September/Oktober
eines jeden Jahres. Wihrend des Grund-
studiums hort der Student iiberwiegend
obligatorische Basiskurse (Differential-/In-
tegralrechnung, Differentialgleichungen,
Algebra und Geometrie, Wahrscheinlich-
keitsrechnung, Informatik). Zu den Vorle-
sungen gehoren Seminare und Ubungen in
kleinen Gruppen, in denen individuell auf
die Studenten eingegangen werden kann.
Uberhaupt ist die persdnliche Beratung
und Betreuung jedes einzelnen Studenten
ein Kennzeichen des Leipziger Fachbe-
reichs Mathematik. Das Grundstudium
schlieBt mit der Diplom-Vorpriifung bzw.
(bei Lehrerstudenten) mit der Staatszwi-
schenpriifung in der Regel nach dem vier-
ten Semester ab.

Im Hauptstudium wihlt der Student ent-
sprechend seinen wissenschaftlichen Inter-
essen Aufbau- und Vertiefungskurse sowie
Spezialvorlesungen aus den Angeboten der
einzelnen Abteilungen des Fachbereichs
aus. Daneben setzt er seine Ausbildung im
gewihlten Neben- bzw. Kombinationsfach
fort.

Das Studium wird mit der Diplompriifung
in den Diplomstudiengingen bzw. mit der
1. wissenschaftlichen Staatspriifung in
einem Lehramtsstudium abgeschlossen.
Ein wesentlicher Bestandteil dieser Prii-
fung ist die selbstindige Bearbeitung eines
Themas in einer wissenschaftlichen Arbeit.
Mit der Entgegennahme der Diplomur-
kunde hat man das Recht zu weiterflihren-
den Studien, die zur Promotion sowie zur
Habilitation fiihren.

Natiirlich lockt Leipzig die Studenten
auch als Stadt des Handels,
des Buches und der Kunst.

Leipzig bietet sich als eine anregende und
produktive, in Aufbruch und Umgestaltung
befindliche Stétte dar, an der jeder Student
vielfaltige Interessen pflegen und neue An-
regungen aufnehmen kann.

Sollte Ihr Interesse an einem Studium der
Mathematik an der Universitit Leipzig ge-
weckt worden sein, so fordern Sie bitte wei-
tere Informationen an:

Universitit Leipzig

Studienabteilung des

Fachbereichs Mathematik

Telefon 7192482

Aupgustusplatz

0-7010 Leipzig

In diesem Heft haben wir auf Wunsch vieler
Leser in Form gleich zweier Beitrige die Infor-
mationen iiber Ausbildungsméglichkeiten ma-
thematisch Interessierter wieder aufgenommen.
Angestrebt wird, diese Beitrdge stets mit ma-
thematischen Problemen anzureichern. Daf
der Beitrag der Leipziger Universitit da etwas
aus dem Rahmen fdllt, hat gute Griinde. Seit
25 Jahren priifen Mathematiker dieser Univer-
sitdt die meisten Beitrige auf Eignung fiir
alpha, hilft das Sudhoff-Institut bei histori-
schen Belangen und findet alpha dort zuverlds-
sige Autoren, haben sich also enge Kontakte
zum Wohle von alpha entwickelt.

Alphons



Landeswettbewerb

Mathematik auch in

Rheinland-Pfalz

B ==

==

Erstmalig nahmen an der Erfurter Kreis-
olympiade 25 Schiilerinnen und Schiiler
aus Rheinland-Pfalz teil. Neben der Teil-
nahme an der 2. Stufe gab es fir die Giste
ein interessantes Rahmenprogramm
(Stadtfiihrung durch Erfurt, Besuch des op-
tischen Museums und der Zeisswerkstatt in
Jena, Stadtbummel durch Weimar, Besich-
tisung der Wartburg in Eisenach). Das
Wichtigste aber diirften die gekniipften
Freundschaften sein. Im April 1991 ist
dann der Gegenbesuch der Erfurter Schii-
ler in Mainz geplant.

Wir erfuhren, daB auch in Rheinland-Pfalz
ein Mathematikwettbewerb stattfindet. Seit
dem Schuljahr 1989/90 gibt es fiir die
Schiiler der 8. und 9. Klassen einen Lan-
deswettbewerb.

Monoid* berichtet dariiber:

,Die Beteiligung an der 1. Runde im No-
vember 1989 iibertraf bereits alle Erwartun-
gen: An insgesamt 94 Gymnasien beteilig-
ten sich 1500 Schiilerinnen und Schiiler
der 8.Klassen an einer zweistiindigen
Klausur, zusitzlich versuchten sich auch
180 ,Friihstarter aus 7. Klassen an der Lo-
sung der anspruchsvollen und interessan-
ten Aufgaben.

Der Wettbewerb besteht aus insgesamt drei
Runden.

Die 1.Runde richtet sich an Schiiler der
8.Klassen, die in einer zweistiindigen
Klausur 5 ,Knobel- und Denkaufgaben“
16sen miissen.

Die 2. Runde richtet sich an die Preistriger
der 1.Runde, die dann in der 9.Klasse
sind und hier 4 umfangreichere Aufgaben
in Hausarbeit bewiltigen miissen. Die
3.Runde schlieBlich hat weniger Wettbe-
werbs- als zusdtzlichen Anregungs- und
Forderungscharakter: kleinere Gruppen be-
sonders begabter Schiiler werden zu einem
mehrtigigen ,mathematischen Ferien-
camp*“ an die Universititen unseres Landes
eingeladen, wo sie zusammen mit Professo-
ren interessante Einblicke in die Welt der
Mathematik erhalten und ihre Problemld-
sefihigkeiten trainieren kénnen.“ [1]

Nachstehend stellen wir euch die Aufga-
ben der 1. Runde 1990 vor und wiinschen
euch viel SpaB beim Losen. (Lésungen auf
S. 48)

W. Moldenhauer

/1/ Monoid, 10 (1990) 28, S.22

Hinweise zur Bearbeitung der Aufgaben:

Die Aufgaben miissen nicht in der vorgege-
benen Reihenfolge bearbeitet werden. Es
werden auch richtige Teilldsungen gewer-
tet. Die wichtigsten Losungsschritte miis-
sen aufgeschriecben werden. Es geniigt
nicht, nur das Ergebnis einer Aufgabe an-
zugeben. In den meisten Fillen ist es niitz-
lich, die Losung an Hand einer Skizze,
Zeichnung oder Tabelle zu erldutern.

Aufgabe 1

Aus Kugeln und Verbindungsstiben wer-
den — wie in der Abbildung zu sehen ist —
Wiirfel gebaut.

)

P

Bestimme in der Tabelle jeweils die feh-
lende Anzahl!

Kugelanzahl

31 4(10 1000
auf einer Kante

Gesamtzahl

20 |32 80
der Kugeln

Begriinde den Rechenweg fiir die Kugelan-
zahl auf einer Kante: 1000.

Aufgabe 2

Aus dem Alltag im alten Agypten:

Ein Schuhmacher vermag an einem Tag
entweder 15 Paare Sandalen aus dem Le-
der zuzuschneiden oder 10 Paare Sandalen
aus bereits zugeschnittenen Teilen zusam-
menzunéhen.

Nun will er an einem Tag sowohl zuschnei-
den als auch zusammennihen.

Wie viele Sandalenpaare kann er dann an
einem Tag aus noch nicht zugeschnitte-
nem Leder herstellen?

Aufgabe 3

Zeichne ein gleichseitiges Dreieck ABC.
Markiere D als Mittelpunkt der Strecke
AB und E als Mittelpunkt der Strecke AC.
Verldngere die Strecke DE iiber E hinaus

auf die doppelte Linge. Der Endpunkt die-
ser Verldngerung ist F.

Begriinde nun, daB das Viereck ADCF ein
Rechteck ist!

Aufgabe 4

Esgilt: 1=77:77
2="7:7+7:7
3I=T+7+7):7

Stelle nun die Zahlen 4, 5, 6 und 7 eben-
falls mit Hilfe von genau vier Ziffern 7 dar!
Verwende dabei die Rechenzeichen +, —,
-, * und Klammem!

Aufgabe 5

In einem Jahr stieg die Einwohnerzahl
einer Stadt um 6%, das Miillvolumen je-
doch nur um 2 %.

Wieviel % Miill wurden durchschnittlich
eingespart?

Gib das Ergebnis mit einer Nachkomma-
stelle an!

* MONOID - Mathematikblatt fir Mit-
denker erschien erstmals im Juni ’81. Ursa-
che war ein innerschulischer Wettbewerb
zur 200-Jahrfeier des Karolinen-Gymna-
siums, Frankenthal im Jahr 1980. Die Er-
gebnisse und schonsten Losungen wurden
festgehalten, eine Losung des damals hoch-
aktuellen ,Rubik-Wiirfels“, eine Knobel-
seite und neue Aufgaben kamen hinzu,
Name und Titelblatt wurden gesucht — fer-
tig war die 32seitige Zeitschrift. Und da
sich die Herausgeber (Lehrer und Schiiler)
darin zu einer zweiten Ausgabe verpflichte-
ten, wurde eine Schiilerzeitschrift ins Le-
ben gerufen. Bisher erschienen 23 Hefte,
davon drei Sonderhefte in Zusammenar-
beit von Lehrern und Schiilern, inzwischen
auch vom Gymnasium an der Franken-
straBe, Alzey.

Titelvignette

Ahnlich wie alpha hat auch Monoid feste
Rubriken: ,Neue Aufgaben“, ,Geloste
Aufgaben®, ,Wir lernen eine neue For-
mel“, ,Knobelseite“, ,Die Aufgabe von
Anno dazumal“, ...

In der Rubrik ,Neue Aufgaben“ erschei-
nen pro Heft 10—15 von Lehrern oder
Schiilern gestellte Aufgaben. Die Losungen
kénnen eingesandt werden. Die Korrektur
iibernehmen Schiiler der Stufen 12-13, die
Preisverleihung findet im festlichen Rah-
men kurz vor den Weihnachtsferien
statt.

Inzwischen arbeiten mindestens 15 verldB-
liche Mitarbeiter mit viel Engagement an
ihrer Zeitschrift, die mit einer Auflage von
etwa 350 Exemplaren die Grenzen beider
Gymnasien weit iiberschritten hat. Alphons

alpha, Berlin 25 (1991) 2 . 41



Mathematik —

katastrophal und paradox!?

Es ist schon paradox, da gibt es schone
neue Regeln fiir das Kiirzen von Briichen,
und kein Lehrer bringt sie seinen Schiilern
bei:

16 _1 1998 198 18

64 4’ 8991 891 81"

Und nicht nur fiir das Kiirzen von Briichen
gibt es so einfache Regeln, es sind auch
9-25 9 25

6+10 6 10°
121-64 _ 121 _ 64
S5+40 55 40’

sogar das manchmal verflixt komplizierte
Rechnen mit Wurzeln kann ganz einfach
sein:

[ 5[5 3hZ_,sf2
SF—S 2% 27—2 7

Dies sind nur einige Moglichkeiten, die die
Lehrer den Schiilern nicht verraten. Es gibt
noch viel mehr!

Und jetzt gibt es ein Buch, das dem
schlauen Schiiler allerhand solcher Ge-
heimnisse verrit:

Logischen Katastrophen auf der Spur
heiBt es, wurde von A.G. Konforowitsch
geschrieben, 1990 beim Fachbuchverlag
Leipzig verlegt (ISBN 3-343-00551-7) und
bietet dem Leser fiir 16,— DM ,Mathemati-
sche Sophismen und Paradoxa“ (so der Un-
tertitel) in 122 Bildern und 178 Aufgaben
mit Losungen ~ sowie auf jeden Fall viel
SpaB beim Lesen und Mitdenken.

Nicht nur iiberraschend einfache Rechen-
regeln kennt der Verfasser dieses Buches,
er kann auch katastrophal erscheinende
Resultate herleiten wie beispielsweise
1=2.

Und das geht sogar ganz einfach:

Es ist ndmlich 1= 3 El und mithin ist
auch )
1= . 2
3-1

3 E 1 fir 1 ist so
einfach, daB man es gleich noch mehrmals
machen méchte und am liebsten damit par
nicht mehr aufhort, weil man schlieBlich
1= 2
B 2
2
3I—...

erhilt und dieser ,Kettenbruch“ so schén
einfach und symmetrisch ist. Da sollte man
doch gleich einmal versuchen, auch die
Zahl 2 solcherart darzustellen.

Dieses Einsetzen von

3_
3_

42 - alpha, Berlin 25 (1991) 2

In der Tat ist 2= also auch

9= 2
B
3-2
und fortgesetztes Einsetzen ohne Ende lie-
fert dem neugierigen Rechner
2
2=
2
3 —
3 2
F— s
und damit die Gleichheit 1 = 2.
Fiir den Leser, der dieser Rechnung miB-
traut, hilt unser Buch auch einen geome-
trischen Beweis parat. Er ist allerdings et-
was umstidndlicher, weil er einen Umweg
beschreitet und erst als Zwischenresultat
64 = 65 zu beweisen verlangt. Das ist aber
ganz einfach einzusehen, wie sich aus den
beiden folgenden Bildern durch Flachen-
umlagerung (nach Zerschneiden lings der
stark gezeichneten Linien) sofort ergibt.
und damit ist natiirlich wieder
1=64—-63=65—63=2.

2
3-2°

B c
1 1 |2
F g
A %
BE 4 5
A D
B4 C1
1 7 ME
1
2 4
5
Aq D1

Weitere katastrophale Resultate wie m=2
oder 4 > 12, wie die Gleichwinkligkeit und
die Gleichschenkligkeit aller Dreiecke oder
die Formel 0 =m?R? fiir die Oberfliche
einer Kugel vom Radius R, die alle in die-
serm Buch zu finden sind, verschweigen wir
lieber. Statt dessen wollen wir die Leser,
die jetzt noch nicht auf dem Weg in den
nichsten Buchladen sind, noch mit einer
Aufgabe aus diesem Buch erfreuen:

Ein Logiker besuchte eine Insel, auf der
zwei Volkerschaften lebten, Wahrheitslie-
bende und Liigner. Die einen sprachen
stets die Wahrheit, wihrend die anderen
stets logen. An einer Weggabelung fragte
der Logiker einen Inselbewohner, welcher

Weg ins Dorf fiihrt. Der Reisende wubBte
nicht, welcher Vilkerschaft der Inselbe-
wohner angehorte. Trotzdem stellte er nur
eine Frage, aus deren Antwort er genau er-
fahren konnte, welcher Weg ins Dorf
filhrte. Welche Frage hat er gestellt?

Aber nicht nur mathematische Scherze
(mit durchaus ernstem Hintergrund) und
Knobeleien bietet dieses Biichlein, es ver-
mittelt dem Leser auch einen Einblick in
schwieriger losbare, scheinbar paradoxe
Probleme wie die Frage, ob der jetzt fol-
gende, halbfett gedruckte Satz

Dieser Satz ist falsch.

wahr oder falsch ist. Ist er ndmlich wahr,
d. h. stimmt es, was er besagt, dann ist er
falsch — weil er ja die eigene Falschheit be-
sagt; ist dieser Satz aber falsch, dann
stimmt es ja gerade, was er besagt — und
also muB er wahr sein. Das Biichlein zeigt
auch, wie man durch Ubereinanderstellen
von 4 Stithlen einen FluB iiberqueren
kann, es weist nach, daB alle Katzen die-
selbe Augenfarbe haben — und es zeigt ein
perpetuum mobile, in dem ein Wasserfall
in einem geschlossenen Wasserkreislauf
ein Miihlrad pausenlos antreibt.
Mathematische und andere Knobeleien im
vergniiglichen Gewande erwarten den Le-
ser. Sie bieten dem Lehrer viele Méglich-
keiten, im Unterricht nicht nur todernste
Aufgaben zu stellen — und gewitzten Schii-
lern manche Variante, ihre ,heiBgeliebten
Lehrer mit kniffligen Problemen aufs (ma-
thematische oder logische) Glatteis zu lok-
ken. Und ganz nebenbei bekommt jeder
Leser noch manch bedenkenswertes Zitat
mit auf den Weg, wie eine Bemerkung des
deutschen Mathematikers Hermann Weyl
(1885-1955): ,Die Logik ist die Hygiene,
deren sich der Mathematiker bedient, um
seine Gedanken gesund und kriftig zu er-
halten“ und einen Hinweis des Osterreichi-
schen  Schriftstellers  Alfred  Polgar
(1875-1955): ,Und dann erweitern Biicher
den Gesichtskreis. Wenn man sie nidmlich
liest“. S. Gottwald

A. G. Konforowitsch

Logischen
Katastrophen
auf der Spur



Zwei Satze

tiber Flachenverhaltnisse

Das Flichenverhiltnis
dhnlicher Figuren

Satz 1: Die Flicheninhalte dhnlicher ebe-
ner Figuren verhalten sich wie die Qua-
drate der Lingen einander entsprechender
Strecken.

Dieser Satz ist uns allen gut bekannt.
Deshalb nur drei Beispiele zur Illustration:
a) Zwei Kreise sind immer dhnlich, siehe
Bild 1.

Bild 1

Ihre Flicheninhalte seien F; und F,.

Fy=mri=-"rd} und
F=nr= % d:.

Also gilt
F_n F, _ d}

- d —=—.
F 2 "R a

b) Zwei Rechtecke sind genau dann #dhn-

lich, wenn die einander entsprechenden

Seiten jeweils im gleichen Verhiltnis ste-

hen, siehe Bild 2.

Bild 2

nY

94

az

Wegen der Ahnlichkeit gilt
d,:a, = b;: b,. Die Flacheninhalte
sind F, = a,b, und F, = a,b,. Daher gilt

F a% F, b%

F, a4 TN T
was der Leser nachrechnen moge.
c) Zwei Dreiecke sind genau dann dhnlich,
wenn sie in der GroBe zweier ihrer Winkel
iibereinstimmen, siehe Bild 3.
Einander entsprechende Strecken stehen
im gleichen Verhiltnis:
aia=biby=cica=hthy=....

Bild 3 Cq

Die Flacheninhalte sind F, = %cl - he,

und F2=%C2'hq.

Also kann man fiir das Flichenverhiltnis
schreiben:
F _a FR_b

2
hcl
F_ &' h

F ad F
s =T = .
'K & h hgz

Das Flichenverhiltnis
bei geteilten Dreiecken

Wir betrachten ein Dreieck AABC. Es
werde durch eine Gerade g durch einen
Eckpunkt und seine Gegenseite in zwei
Teildreiecke zerlegt. Eine solche Gerade
nennt man Transversale, genauer Ecktrans-
versale. Bild 4 zeigt eine Ecktransversale g

durch den Eckpunkt C des Drei-
ecks ABC.
9% c
Bild 4
F "
1 Fz
A
c
1 D cz B

D sei der Schnittpunkt von gc mit der
Seite c. Es liege D zwischen 4 und B, und
es sei insbesondere D+ A4 und D= B
Dann teilt g- das Dreieck ABC in die bei-
den Teildreiecke AADC und ADBC und
die Seite ¢ in die Teilstrecken ¢, und c;,.
c=¢+te
Flicheninhalt von AABC=F
Flicheninhalt von AADC = F,
Flicheninhalt von ADBC = F,
F=F +F,.

Die Flicheninhalte berechnen sich zu

F1=iclhc und F2=l

2 ) Cth.
Also gilt hier fir das Flichenverhiltnis
F,
.a oder in Worten
F o

Satz 2: Wird ein Dreieck durch eine Eck-
transversale in zwei Teildreiecke zerlegt, so
verhalten sich die Flicheninhalte der Teil-
dreiecke wie die Teilstrecken der geteilten
Seite.

Problem

Nun ist folgendes recht bemerkenswert:
Wir haben zwei Sitze, die etwas aussagen
iiber das Verhiltnis von Flicheninhalten.
Beim ersten Satz gehen die Quadrate (also
die zweiten Potenzen) von gewissen Strek-
kenlingen ein, beim zweiten Satz sind es
die ersten Potenzen der Lingen der Teil-
strecken. Beide Sdtze haben aber gemein-
sam, daB sie anwendbar sind auf ein Drei-
eckspaar (4, A,).

Satz 1 sagt etwas aus unter der Vorausset-
zung, daB die Dreiecke des Paares dhnlich
sind, also A; ~ A,. Satz 2 sagt etwas aus fiir
den Fall, daB die Dreiecke des Paares
durch Teilung aus einem Dreieck hervorge-
gangen sind.

Wir fragen uns nun:

Kann es vorkommen, daB bei Teilung eines
Dreiecks durch eine seiner Ecktransversa-
len zwei zueinander dhnliche Dreiecke ent-
stehen, bei denen die beiden Teile der ge-
teilten Seite des urspriinglichen Dreiecks
einander entsprechende Seiten sind?

Ist dies der Fall, so ist das Verhiltnis der
Flicheninhalte dieser beiden Dreiecke
zum einen gleich dem Verhiltnis der ge-
nannten Lingen dieser beiden einander
entsprechenden Seiten, zum anderen
gleich dem Verhiltnis der Quadrate dieser
beiden Seitenldngen.

Antworten

Wir teilen (siche Bild 5) AABC durch eine
Ecktransversale g- in die Teildreiecke
AADC und ADBC. Es soll nun
AADC ~ ADBC sein, wobei AD = ¢; und
DB = ¢, einander entsprechen sollen.

c

Bild 5

A ] b\ & B

Gehen wir das Problem arithmetisch an, so

fihren die Sitze 1 und 2 auf die Gleichung

x2=x mit x =%. Sie hat in der Menge
2

der reellen Zahlen genau zwei LOsungen,

ndmlich x=0vund x=1.

f‘- =0 bedeutet, daB ¢, = 0, also D= 4 ist.
2
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Diesen Grenzfall hatten wir in Abschnitt 2
ausgeschlossen. Es bleibt also % =1. Der

2
Ahnlichkeitsfaktor ist dann 1, also sind die
Teildreiecke nicht nur &hnlich, sondermn so-
gar kongruent.
Eine geometrische Betrachtung liefert uns
weitere Eigenschaften der Teildreiecke:
AADC habe die Innenwinkel o, 3, . Zu je-
dem dieser Winkel muB es im Dreieck
ADBC einen gleichgroBen Innenwinkel ge-
ben.
Da ¢; und ¢, in den dhnlichen Teildreiek-
ken einander entsprechende Strecken sein
sollen, mufl x DCB = p sein. Fiir die Win-
kel @ und § gibt es nun im Dreieck ADBC
zwei Moglichkeiten:

1.Fall: DCB =46 und xCBD = «;
2+4=180° also & = 90°.

Das Dreieck AABC ist gleichschenklig,
und die Ecktransversale g ist gleichzeitig
Héhe k. und Symmetrieachse des Dreiecks
AABC. Das entsprechende Dreieckspaar
besteht aus kongruenten, rechtwinkligen
Dreiecken.

2. Fall: xCDB=oaund 5xCBD= 4.

Aus o + § + p = 180° (Innenwinkelsatz)
und o + & = 180° (5 ADB ist gestreckter
Winkel) folgt y = 0°

und damit 3 ACB=2-y=0°

Der Fall 2 kann also nicht eintreten, so-
lange AABC kein entartetes Dreieck ist.

Damit haben wir gefunden:

Wenn es Dreiecke der gesuchten Art gibt,
so entstehen sie durch Teilung eines
gleichschenkligen Dreiecks durch seine
Symmetrieachse.

Jedes Paar kongruenter rechtwinkliger
Dreiecke hat aber auch tatsdchlich die ge-
forderten Eigenschaften, denn

1. sind wegen der Kongruenz beider Drei-
ecke des Paares auch &hnlich,

2. lassen sich zwei kongruente rechtwinkli-
ge Dreiecke stets zu einem (gleichschenkli-
gen) Dreieck zusammensetzen,

3. ist das Verhiltnis der Flicheninhalte der
beiden kongruenten Dreiecke gleich 1, also
sowohl gleich dem Verhiltnis der Lingen
zweier kongruenter Katheten als auch
gleich dem Verhiéltnis der Quadrate dieser
Lingen.

W. Dérband

Marko Keba
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Alphons logische
Abenteuer (4)

Alphons horte, wie sein Vater, nachdem er
in sein Zimmer geschaut hatte, zu seiner
Mutter sagte: ,,Alphons arbeitet und schlift
nicht.“ Dann, am Abend, bemerkte der Va-
ter plétzlich mitten im Zeitunglesen: ,Das
hitte ich nicht gedacht, Herr Grau ist ge-
storben!“ Die Mutter schiittelte nachdenk-
lich den Kopf und meinte: ,In der Tat,
woran nur, er rauchte und trank nicht.“ Da
mischte sich Alphons ein: ,Eins von bei-
den reicht eben schon, also Papi, hore auf
zu rauchen.“ Seine Elterm schauten sich
verbliifft an. ,Junge”, sagte die Mutter, ,,du
hast nicht richtig hingehért, ich habe doch
gesagt, dafl Herr Grau nicht rauchte.“ Nun
war die Reihe des Staunens an Alphons.

Er hatte am Nachmittag gearbeitet und
nicht geschlafen, als sein Vater ins Zimmer
schaute. Auf den jetzigen Fall iibertragen
bedeutet das doch, Herr Grau hat geraucht
und nicht getrunken. Deswegen hat er sei-
nen Vater gebeten, das Rauchen einzustel-
len. Nun sagte aber seine Mutter, da8 Herr
Grau nicht geraucht habe. Wollte sie also
sagen, Herr Grau habe vermutlich geraucht
oder getrunken, sie wisse nur nicht, wel-
ches von beiden? Laut sagte Alphons des-
halb: ,Es ist wirklich egal, ob man raucht
oder ob man trinkt, beides kann eben zum
Tode fithren.“ Ehe die Eltern etwas dazu
sagen konnten, warf Alphons’ Schwester
spitzbiibisch ein: ,Alphons scheint heute
im Sportunterricht mit Nachwirkungen auf
den Kopf gefallen zu sein.“ Das reichte
Alphons. Um Streit zu vermeiden, ging er
in sein Zimmer und dachte nach. Wenn
»Alphons arbeitet und schléft nicht“ etwas
anderes bedeuten soll als der grammatisch
gleichgebaute Satz ,,Grau raucht und trinkt
nicht“, so muB das etwas mit der Vernei-
nung, dem ,nicht“, und seiner Stellung im
Satz zu tun haben. In meinem Fall haben
wir eine Und-Verbindung zweier Aussa-
gen, von denen die eine verneint ist.
Wollte meine Mutter so verstanden sein,
daB beide Aussagen verneint sind? ,Mo-
ment“, sagte da Alphons laut zu sich, ,die
deutsche Grammatik erlaubt, daB zwei
Sdtze mit demselben Pridikat und durch
yund® verbunden so zu einem Satz umge-
stellt werden, daB die Subjekte beider
Sdtze mit ,und“ verbunden werden und
das Pridikat dann angefigt wird. Werden
die beiden Aussagen nachgestellt verneint,
haben wir etwas wie ein gleiches Pridikat,
also wird umgestellt: Wieder in der Stube,
sagte er seiner Mutter: ,Ich verstehe dich
so: Herr Grau rauchte nicht und Herr Grau
trank nicht.“ Bei den Tiicken der deut-
schen Sprache (wie eben vollstindige Sitze
als Satzteile zu behandeln) hat seine
Schwester wohl nicht recht, wenn sie die
Bemerkung nicht unterlassen konnte: ,Bei
manchen fillt der Groschen eben lang-
sam.“

L. Kreiser

Fir
Aufgabenfans

Jahrgangsstufe 5

Fiir ein Konzert wurden genau 1999 Ein-
trittskarten verkauft. An Kasse A Eintritts-
karten der Nummern 1 bis 504, an Kasse B
Eintrittskarten der Nummern 1296 bis
2001. An Kasse C hatte die erste verkaufte
Eintrittskarte die Nummer 4000.

Welche Nummer stand auf der Eintritts-
karte, die an Kasse C zuletzt verkauft
wurde?

Jahrgangsstufe 6

Ein Rechteck ist 9 cm lang und 6 cm breit.
Um welche Strecke ist dieses Rechteck zu
a) verlingern, b) verbreitern, damit sein
Flichenumfang um ein Viertel zu-
nimmt?

Jahrgangsstufe 7
Auf welche Ziffer endet die Zahl 121007

Jahrgangsstufe 8

Mayers waren 25 Tage im Urlaub. Zuriick-
gekehrt, wurden sie nach dem Wetter ge-
fragt. Herr Mayer antwortete:

»95% der Tage waren kalt, 85% naB, 75%
windig und 55 % triibe.“ Wie viele Tage des
Urlaubs waren zugleich kalt, naB3, windig
und triibe?

Jahrgangsstufe 9

Es ist die Losungsmenge der Exponential-
gleichung

2x+1 + 3x—:\ + 2x—2 = 3x—l

zu ermitteln.

Jahrgangsstufe 10

Ein Berghotel liegt ¢ = 70,20 m iiber dem
Wasserspiegel eines Sees. Vom Hotel aus
erblickt ein Beobachter einen Wetterballon
unter dem Hohenwinkel o = 58,1°, dessen
Spiegelbild unter dem Tiefenwinkel
p=61,2°

In welcher Hohe befindet sich der Ballon
iber dem See?

Diese und noch 334 Aufgaben zum Kopfe-
heiBwerden findet Ihr in den Aufgaben-
sammlungen fiir mathematisch interes-
sierte Schiilerinnen und Schiiler des 5.-7.,
8.—-10. und 11.-13. Jahrgangs, erschienen
im MANZ Verlag Miinchen, herausgege-
ben von Hermann-Dietrich Hornschuh.
Die Aufgaben sind ausnahmslos der ,ele-
mentaren“ Mathematik entnommen und
bieten fur jeden Anspruch viel. Und ~ na-
tiirlich — gibt es zu jedem Bindchen ein
Losungsheft.

5.-7. Jahrgangsstufe
Aufgaben: 48 S., DM 9,80, ISBN 3-7863-0841-1
Loésungen: 80 S., DM 12,80, ISBN 3-7863-0842-X

8.-10. Jahrgangsstufe
Aufgaben: 48 S., DM 9,80, ISBN 3-7863-0843-8
Losungen: 80 S., DM 12,80, ISBN 3-7863-0844-6

11.-13. Jahrgangsstufe
Aufgaben: 48 S., DM 9,80, ISBN 3-7863-0845-4
Lésungen: 80 S., DM 12,80, ISBN 3-7863-0846-2



Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/90

5/1 Wegen 14km=3-4km+2km be-
trigt die reine Wanderzeit der ersten
Gruppe 3 Stunden und 30 Minuten. Hinzu
kommt eine Pause von 20 Minuten; das er-
gibt eine Gesamtzeit von 3 Stunden und
50 Minuten. Da die Wanderung um
8.30 Uhr begann, trifft die erste Gruppe
nach 3h 50 min, also um 12.20 Uhr am
Ziel ein.

Wegen 14km=1-12km+2km betrigt
die reine Fahrzeit der zweiten Gruppe
1 Stunde und 10 Minuten. Hinzu kommt
eine Pause von 10 Minuten; das ergibt eine
Gesamtzeit von 1 Stunde und 20 Minuten.
Um nicht vor 12.20 Uhr am Ziel zu sein,
darf die zweite Gruppe frithestens um
11.00 Uhr abfahren.

5/2 Die Fahrzeit fir eine Hin- und Riick-
fahrt betriigt

(18 + 8 + 14) min = 40 min; fir 12 solcher
Fahrten benétigt der Bus

12 - 40 min = 480 min = 8 h. Am Busbahn-
hof ergeben sich zwischen 12 Fahrten elf
Pausen von je einer Minute. Somit bend-
tigt der Bus insgesamt 8 Stunden und
11 Minuten.

5/3  Wir geben flir a) und b) jeweils eine
mogliche Losung an:

3 [x]x b)

X
X | X X|X|X
x| X XXX
X X x

5/4 Es gibt folgende funf Zerlegungen
von 112 in zwei Faktoren, nimlich
1-112,2-56,4-28,7-16, 8-14.

Die ersten beiden Produkte entfallen, da
kein Faktor groBer als 31 sein kann. Die
letzten beiden Produkte entfallen, da die
Differenzen

16 —7=9 und 14 — 8 =6 beide einstellig
sind. Also erfiillen nur die Zahlen 4 und 28
alle Bedingungen. Susi hat am 28. April
Geburtstag.

5/5 Die Zahl 4895 besitzt nur den ein-
stelligen Teiler 5. Wegen 4895:5=979
lautet der erste Faktor 979, der zweite *5x.
Da 2-979 =1958 bereits eine vierstellige
Zahl ergibt, sind die beiden Sternchen des
zweiten Faktors durch die Ziffer 1 zu erset-
zen.

Die vollstindige Aufgabe lautet
979-151

979
4895
979

147829

5/6 Wegen der Eindeutigkeit der Fakto-
renzerlegung von 32 in
32=1-32=2-16=4-8, gibt es nur die
beiden Losungen n; = S und n, = 19.
Proben: (5—-3)-(21—-5)=2-16 und
19-3)-21-19=16-2

5/7 Da eine quadratische Platte abgesigt
wurde, ist die eine Seite der Sperrholz-
platte 30 cm lang. Wegen

30cm- 100 cm = 3000 cm? ist die andere
Seite der Sperrholzplatte 100 cm lang. Des-
halb ist die zweite Seite der iibrig bleiben-
den rechteckigen Platte 100cm — 30cm
=70 cm lang.

6/1 Es sei a’b eine solche dreistellige
natiirliche Zahl in dezimaler Schreibweise;
dann gilt

1=a=9%und0=b=09.

Wegen 15=3-5 mulB eine solche Zahl
durch 3 und durch 5 teilbar sein, d. h., ihre
Quersumme muB durch 3 teilbar und sie
muB auf die Ziffer 0 oder 5 enden. Das
trifft nur fiir folgende Zahlen zu: 270, 570,
870, 375, 675, 975.

6/2 Ist adie gedachte Zahl, so erhilt man
schrittweise a + 11,

9-(a+11)=9a +99,

9a+99 + (a+1)=10a + 100.

Subtrahiert man nun eine natiirliche Zahl
zwischen 90 und 100, so erhdlt man
10a + n, wobei n eine einstellige natiirliche
Zahl ist, also im Ergebnis die Anzahl der
Einer darstellt. Streicht man diese Einer,
so erhilt man die gedachte Zahl a.
Beispiel: a =17, also

17+ 11)-9+18=28-9 + 18 =270,

270 —92 =178, also 17.

6/3 Angenommen, Ute ist x Jahre alt;
dann ist die Mutter 4x Jahre und die Oma
7x Jahre alt, und es gilt
Tx—4x=24,3x=24, x=38.

Somit ist die Mutter 32 Jahre, Ute 8 Jahre
alt. Wegen 32 -8=24 war die Mutter
24 Jahre alt, als Ute geboren wurde.

6/4 Es sei n = abc eine beliebige dreistel-
lige  natiirliche Zahl in dekadischer
Schreibweise, wobei weder a, noch b, noch
¢ die Grundziffer 0 vertritt. Durch Umstel-
lung der Grundziffern lassen sich weitere
fiinf Zahlen bilden, ndmlich ach, bac, bca,
‘cab und cbe. Die Summe der sechs zu ad-
dierenden Zahlen 148t sich somit darstellen
durch

§=222a+222b+222¢=222-(a+ b+ ¢c).
D.h. die Summe ist stets durch 222 teil-
bar.

6/5 Esseiennmn+1,n+2 n+3 n+4
fiinf aufeinanderfolgende natiirliche Zah-
len; ihre Summe betrégt dann 5Sn + 10; das
Doppelte davon ist

2:(5n+10)=10-(n + 2). Die Losung en-
det also auf die Ziffer Null. Rita braucht
daher zu der ersten gesehenen Zahl n nur

die Zahl 2 zu addieren, an die Summe eine
Null anzuhédngen, und schon hat sie die
Losung ermittelt.

6/6 Ist adie gedachte Zahl, so erhilt man
schrittweise

a+10, 10-(a+ 10) =10a'%+ 100. Subtra-
hiert man nun eine natiirliche Zahl zwi-
schen 90 und 100, so erhdlt man 10a + n,
wobei n eine einstellige natiirliche Zahl] ist,
also im Ergebnis die Anzahl der Einer dar-
stellt. Streicht man diese Einer, so erhilt
man die gedachte Zahl a.

Beispiel: a = 13, also

(13 +10)-10 =230, 230 — 98 = 132,

also 13.

6/7 Die Fahrzeit ¢ betrigt 32 min, der
Weg s 38 km.

Nach der Gleichung v:—j ergibt sich

k
v=1,2—1.n. In einer Minute fihrt der
min

Zug 12km, in einer Stunde (60 min)
72 km. Die Durchschnittsgeschwindigkeit

betragt also 72kTm.

7/1 Um zum Ausgangspunkt zuriickzu-
kommen, muB der Kettenschlepper immer
eine gewisse Anzahl von Teilstrecken vor-
wirts und die gleiche Anzahl riickwirts
fahren. Er muB aber auch die Anzahl der
nach rechts bzw. links gefahrenen Strecken
wieder nach links bzw. rechts zuriicklegen.
Somit muB die Anzahl aller Teilstrecken
durch vier teilbar sein. Da 10-6 Sekun-
den =60 Sekunden=1 Minute und 10
kein Vielfaches von 4 ist, kann der Ketten-
schlepper nicht nach genau einer Minute
wieder am Ausgangspunkt sein, sondern
hochstens 12 Sekunden vorher oder nach-
her.

7/2 Im rechtwinkligen Dreieck ADC gilt
2ACD=90°— o = §.

Nach dem Satz des Thales gilt

EC = EB und somit 3 EBC= 5 ECB=f.
Daraus folgt weiter

AACE=90°— f=a. Es sei 5 DCE = ¢;
dann gilt ¢ = a — B.

A D E B
7/3 (1) Angenommen, mit dem ersten
Wurf erzielte Rolf x Punkte, Paul also
(x + 3) Punkte, Otto (2x — 3) Punkte; des-
halb gilt 4x =20, x=5. Mit dem ersten
Wurf erreichte Otto 7, Paul 8, Rolf
5 Punkte.
(2) Da zum Kegelspiel 9 Kegel gehéren, er-
reichte Paul mit dem zweiten Wurf
9 Punkte, Otto 4 Punkte, Rolf 5 Punkte.
(3) Mit dem dritten Wurf erreichte Paul
(18 — 9 — 8) Punkte, also einen Punkt, Otto
9 Punkte. Rolf erreichte mit drei Wiirfen
(48 —20 — 18) Punkte =10 Punkte, mit
dem dritten Wurf also keinen Punkt; er
warf eine ,Ratte“.
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7/4 Jede natiirliche Zahl, die nicht durch
3 teilbar ist, 1Bt bei Division durch 3 ent-
weder den Rest 1 oder den Rest 2. Es gilt
also

a=3x+lodera=3x+2 b=3y+1
oder b=3y+2, c=3z+1 oder
¢=3z+2. Lassen alle drei Zahlen a, b, ¢
den Rest 1, dann gilt
atb+c=3x+3y+3z+3

=3 (x+y+z+1), also ist a+b+c
durch 3 teilbar. Lassen alle drei Zahlen q,
b, ¢ den Rest 2, dann gilt
a+b+c=3x+3y+3z+6
=3-(x+y+z+2), also ist a+b+c¢c
durch 3 teilbar. L4Bt eine der drei Zahlen,
zum Beispiel a, den Rest 1, eine zweite
Zahl, zum Beispiel b, den Rest 2, dann gilt
(ohne Einschrinkung der Allgemeingiiltig-
keit)

a+b=3x+3y+3=3-(x+y+1),

also ist @ + b durch 3 teilbar.

7/5 Angenommen, Beate ist x Jahre, der
Vater also 3x Jahre, die Mutter (3x —3)
Jahre und Elke (1,5x — 1,5) Jahre alt; das
sind zusammen (8,5x —4,5) Jahre. Nun
gilt

8,5x—4,5=123, 85x=127,5 und somit
x =15. Beate ist 15 Jahre, Elke 21 Jahre,
die Mutter 42 Jahre und der Vater 45 Jahre
alt.

7/6 Das Verhiltnis Linge der Tretkurbel
zu Radius des Kettenrades betriigt 2:1, am
Kettenrad wirkt also die doppelte Kraft wie
an der Tretkurbel. Diese Kraft muB die
Kette iibertragen (200 N). Da das Verhilt-
nis der Radien am Hinterrad 10:1 betriigt
und auf das kleine Kettenrad 200 N wir-
ken, wirken am Umfang des Hinterrades
20N.

7/7 Der Hebel befindet sich im Gleichge-
wicht. Da I, doppelt so lang ist wie /;, muB
F, die Hilfte von F, betragen, also 2 N. Der
Federkraftmesser zeigt 7N an.

8/1 (1) Die kleinste Zahl sei gerade:
2n(2n+1)(2n+2)=8n>+12n%+4n
=4(2n3+3n2+ n); das Produkt enthilt
den Faktor 4; (n € N).

(2) Die kleinste Zahl sei ungerade:
2n+1)(2r+2)(2rn+3)
=8n%+24n2+22n+6, (neN).

Wie man sieht, enthdlt nicht jeder Sum-
mand den Faktor 4; somit ist das Produkt
nur dann durch 4 teilbar, wenn 22n +6
durch 4 teilbar ist (z. B., wenn n = 3 ist).

8/2 Das Quadrat ABCD habe die Seiten-
linge a; die Lange des Umkreisradius be-

teigt dann %-‘/2_ , die Linge eines Halb-

kreisradius 2 und es gilt

21
1 a\? a 2
— a2 LI ) Y
A, a+42n(2> Tl'(2 2),
1 1
—g24 —.gliqp——.g2.
A, a+2 al-nm 2 a’-m,
A;=a? Ay =a? also 4,= 4,.

8/3 Nach Voraussetzung hat der spitze
Innenwinkel 4 BAC die GroBe o« und der
spitze Innenwinkel 4 ABC die GroBe 2a.
Wegen a+2x=30 und 30=90° gilt
o =30° 2a=60°
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Wegen AD = BD gilt x MBD= x MAD = «,
also auch 5 CBD = a.

Die Dreiecke MBD und BCD sind deshalb
kongruent (sww). Fir die Flicheninhalte
A,, Ay, A, gilt somit

Al = Az, Az = Ag, also Az + A3 =2 'Al bzw.
A:(2-4)=1:2.

Skizze (nicht maBgerecht!)

8/4 Der Umfang des Dreiecks 4,B,C;
betrigt

uyy=a+a+7cm+a, —2cm
=3a,+S5cm; der Umfang des Dreiecks
Asz Cz betrigt

u,=a,+5a,+10cm =64, + 10 cm.
Wegen a, = a, gilt somit u;:u, =1:2.

8/5 Nicht durch 3 teilbare natiirliche
Zahlen kénnen durch 32 —1 oder 3n—2
mit neN und n=1 dargestellt werden.
Der Vorginger des Quadrates einer solchen
Zabhl ist dann

(Bn—1)>—1 oder 3n—2)2—1.

Im ersten Fall erhalten wir nach Umfor-
mung den dquivalenten Term 9n% -6, im
zweiten Fall 9n2—12n+ 3; jeder dieser
Terme ist durch 3 teilbar. Eine durch 3 teil-
bare natiirliche Zahl sei in der Form 3n
mit n € N dargestellt. Der Vorgéinger ihres
Quadrates ist dann (3n)2— 1 bzw. 922 —1,
und dieser Term ist nicht durch 3 teil-
bar.

8/6 Das Volumen des verdringten Was-
sers betrigt x- A4 (x — Eintauchtiefe), die
Gewichtskraft des verdringten Wassers
Fy=x-A4-g-oy (Beachte: Gewichts-
kraft = Masse - Fallbeschleunigung).
Die Gewichtskraft des Kérpers betrigt
Fy=h-A4 g -0x. Nach dem Gesetz von
Archimedes und der Bedingung fiir das
Schwimmen gilt: Fy, = Fy.
h-ox

.

Setzt man die Werte ein (QK =0,8

Daraus ergibt sich x =

-
cm?’
ow= 1%), so erhdlt man x =20 cm.

8/7 Die zum Erwidrmen des Wassers
benotigte Wirme Q betrigt

kJ
Q =c-m- AT(L‘W“S" = 4,186kg—K,

Myasser =2 kg, AT =80 K). 0=670kJ.

Es werden V., = —— Propan benétigt.

Voo ~ 3,61 Frop

9/1 Kurzbeschreibung:CB’=a+e=8cm
zeichnen; in B’ an B'C Winkel der Grofe
35°und in C an CB’ Winkel der GroBe 70°
antragen, die freien Schenkel dieser Win-
kel schneiden einander in B. Die Mittel-
senkrechte von BB’ schneidet CB’ in 4;
die Kreise um 4 und um C mit einem Ra-
dius der Linge von AB schneiden einander
in D.

Skizze D
(nicht maBgerecht!)

9/2 Aus abc =1 folgt

ab= l: ac= l, be= i. Durch Einsetzen
c b a
s 1 1 1
erhalten wira+ b+c+—+-—>—+—
c b a

)il

1 . .
Wegen x + ™ = 2 gilt somit

a+b+c+ab+ac+bc=2+2+2=6.
Fir a=b=c=1 gilt das Gleichheitszei-
chen.

9/3 a) Es ist leicht nachzuweisen, daB
alle entstandenen Dreieckseiten paarweise
zueinander kongruent sind (Parallelitit!).
Somit sind alle Dreiecke nach dem Kon-
gruenzsatz sss paarweise kongruent zuein-
ander.

b) Die Lote von D,, D, und D; auf CB, AC
und AB schoeiden einander in D’ (FuB-
punkt der Tetraederhohe im GrundriBbild
und damit Bild der Pyramidenspitze im
GrundriB). Nun sind die Strecken D’A,
D'B und D'C einzuzeichnen. Damit ist
das GrundriBbild der Pyramide mit ABC
als Grundfliche und D’ als Spitze konstru-

iert. D, c D,

Skizze

D3

9/4 Man formt die vorgegebene Glei-
chung dquivalent um und erhilt:
10(4a + bc) =17c(a + b),
40a + 10bc = 17ac + 17 b,
a(40 —17¢) = Tbe.
Da g, b, ¢ Primzahlen sind, ist nur ¢=2
moglich (fiir ¢ > 2 wire eine der Variablen
negativ). Wegen 6:a=7-b-2 ist a=7
und b=13.
Probe in der Ausgangsgleichung:
4-7+2-3 17 34 17

(7+3)-2 10’20 10
(wahre Aussage).

9/5 Schreibt man die Gleichung in Dezi-
malbriichen und quadriert die Gleichung,
so erhilt man

2z _ 22 22 9z _,
10 100 100’ 100 100 !
Wzo-(z—9)=0. Dawegen z+0nurz=9
diese Gleichung erfiillt, ist auch nur die

Gleichung 0,9 —-0,09 =0,9 eine wahre

Aussage.



9/6 Nach dem Volumen-Temperatur-Ge-
setz (Druck bleibt konstant) kann man das
Volumen der heiBen Luft berechnen. Da
sich die Ballonhiille nicht ausdehnt, miis-
sen 513 m? Luft entweichen. Nach dem Ar-
chimedischen Gesetz ist die Auftriebskraft
gleich der Gewichtskraft der verdringten
kalten Luft.

Die Masse dieser kalten Luft betrigt
3500m*- 1,293 % =4525kg,

die Masse der heiBen Luft im Ballon

3500 m’+ 1,127 = 3945 kg. Die
m

triebskraft muB mindestens genau so gro3
sein wie die Gewichtskraft aus Hiille, Gon-
del, Ladung und heiBer Luft im Ballon.
Diese darf demzufolge héchstens 5800 N
betragen.
9/7 Die Wirme
kJ

Q—4,19kg—.K~10kg‘80K mul dem
Wasser zugefiihrt werden. Da dies in
30 min = 30-60s erfolgen soll, ergibt sich
fiir die elektrische Leistung

- Q@ X
P="0-60s ~ 1805
Die erforderliche Leistung betrigt
1,86 <L
-8

0,95

10/1 Es sei X DAM = o«. Wegen

AM = DM ist auch X MDA = or und somit
2 BMD = 2o (AuBenwinkelsatz).

Aus Symmetriegrinden halbiert der
Durchmesser AB den Winkel

4 DAC, also ist 5 DAC = 2e.

Daraus folgt die Kongruenz der Winkel

A DAC und x DMB.

Auf-

=1,958 LSJ—, also rund 2 kW.

20
M

D
L
A\
A&
C

10/2

a) 8;0) x—y*+0; y=0—>x=38

b) kein Paar erfiillt die Bedingungen
c) (1;10)

d) (4; 1), (6;4), (12;11)

10/3 Es seien aund b die MaBzahlen der
Lingen der Katheten und ¢ die MaBzahl
der Linge der Hypotenuse eines solchen
rechtwinkligen Dreiecks; dann gilt

1
a+b+c=7'a'b,

_ab_ 1_(eb_\
at+tb= 2 c,(a+b)—( 3 c),

a’+2ab+ b2=%-azb2— abc + ¢
und wegen a? + b% = ¢? somit

2ab + abc = %azb2 und wegen a- b+ 0
schlieBlich

1 ab
2+c—7ab, also c—T—Z.

Durch Einsetzen erhalten wir
ab ab

a+ b+ T -2= '2—,

4a+4b+ab—8=2ab, ab—4a=4b—8,

a-(b—4)=4b-8, a= 4bb__48,
8

b—4-
Es existieren genau vier solcher Dreiecke.

Die nachfolgende Tabelle enthilt die MaB-
zahlen der Seitenldngen.

a=4+

a b c
12 5 13
8 6 10
6 8 10
5 12 13

Von diesen vier Dreiecken sind jeweils
zwei kongruent.

10/4 1Im Dreieck ABC gilt: (p < q)
h!=p-q (Hohensatz); p:qg=gq:(p+q)
(goldener Schnitt); daraus folgt
a*=p*+pg; >~ pg—p*=0;

1 24+ 4p?
h2=5pt = 4 £,

1
q1,2 =7(1 * ‘/5_)P§ q,=1,618p;

g, ist nicht definiert.

Im Dreieck DBC gilt:
h2=pq=1,618p% h=1272p;
tan(x DBC) = hy: p=1,272.

Es folgen #~51,83° und o ~ 38,17°.
Skizze (nicht maBgerecht!) C

A 9 D P B
10/5 Quadrat 1: Ist P (x;; y,) der
gesuchte Eckpunkt des Quadrats, so ist
x1=15-y,, x;,=15—-(2x; +3),
3x; =12, x; = 4 und somit y, = 11. Die
Seiten des Quadrats haben die Liinge 4.

y-2x+3

15 4 P

)
wor /7

5

v

/' — X
/ T 6 10

Quadrat 2: Ist Py(x,; y,) der gesuchte
Eckpunkt des Quadrats, so ist
6—x;=y,,6—x,=2x,+3,3=3x,,
x3 =1 und somit y, = 5. Die Seiten
des Quadrats haben die Linge 5.

10/6 Das Seil dient nur zum Ubertragen
der Kraft.
Im Seil wirkt eine Kraft von 50 N.

10/7 Der Korper fithrt zwei Bewegungen
aus: eine gleichformige in Richtung paral-
lel zur Erdoberfliche und eine Fallbewe-

gung. Fir den Zeitpunkt des Auftreffens
auf die Erdoberfliche ist nur die Fallbewe-
gung entscheidend.

Unter Benutzung von s = % 2 ergibt

sichmits=80mundg=10%t=4s,der

Korper trifft also nach 4 s auf.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Fiir Tierfreunde

Der Kletterfisch (anabas testudineus) ist ein
kleiner, die Binnengewisser Siidostasiens
bewohnender Fisch, der durch sein zusitz-
liches Luftatmungsorgan, das Labyrinthor-
gan, auch in sauerstoffarmen Gewissern
iiberleben kann und bei hoher Luftfeuch-
tigkeit robbend iiber das Land kriechen
soll. (Nach Brockhaus abc Biologie,
F. A. Brockhaus Verlag, Leipzig 1986)

Fiir StraBenbahnfans

Zunichst ermitteln wir die Anzahl aller
moglichen Einstellungen des Entwerters,
einschlieBlich der laut Aufgabe unzuldssi-
gen: Fiir 1 Stanzeisen gibt es 2 Méglichkei-
ten, fiir 2 Stanzeisen gibt es 2 -2 =4 Mdog-
lichkeiten, fir 3 Stanzeisen gibt es
2:2-2=2"=8 Mbéglichkeiten, ..., fiir
8 Stanzeisen gibt es 2% = 256 Méglichkei-
ten.

Unzulissig ist die (eine) Moglichkeit, alle
Stanzeisen auf Ruhestellung zu schalten,
und unzulissig sind die acht verschiede-
nen Moglichkeiten, nur ein Stanzeisen in
Arbeitsstellung zu bringen. Es verbleiben
also 256 — 9 = 247 Moglichkeiten.

Fiir Scherzkekse

2) Man gibt 4 Midchen je einen Apfel, und
dem 5. Midchen den iibrigen Apfel zusam-
men mit dem Korb.

b) 4 Katzen

Fiir Ritselfreunde

1. Diameter; 2. Hadamard; 3. Aehnlich;
4. Pentagon; 5. Addition; 6. Zissoide;
7. Bhaskara; 8. Schenkel

Gesuchtes Wort: Mantisse

Fiir Hobbyhistoriker

Laut Aufgabe ist 1 FaB+20 Ei-
mer = 3 FaB; also sind 20 Eimer =2 FaB,
so daB 1 FaB=10 Eimer ist. AuBerdem

sind 19 FaB+1 Nasadka+ 15% Ei-
mer=20 FaB+8 Eimer, woraus man
1 Nasadka =1 FaBl — 7% Eimer = 2% Ei-

mer und somit 1 FaB = 4 Nasadka errech-
net. 1 ,Vedro“ =12 Liter.

Fiir Naturfreunde
Das erste Huhn kriegte 18, das zweite 20,
das dritte 22 K6mer mit.

Fiir Zahlenakrobatiker

alpha, Berlin 25 (1991) 2 - 47



Fiir Logiker

Es ist die 2.Zahl das Querprodukt, die
3. Zahl die Quersumme und die 4. Zahl die
alternierende Quersumme der 1. Zahl. Es
ist folglich x =120, y =15 und z =3.

Fir Osterhasenfans
Zwei mogliche Lésungen:

83620 69370
+83620 +69370
167240 138740

Fiir Trickkiinstler

._1_,1 I
]

L]

Fiir Konner

(]
L\

Losungen zu:
Ein interessanter Bildungsweg

AB a tana=J2_

AB;a 3)05=a=15

APlA 3)ANBuUC b)AnC\B
)AnNnCu(BnC) dyCuB\4

e (AnB)u(BnC)u(dnC)
flAnBnC

AP, A a<2: keine Losung; a=2:x=1;

2<a<3ix;=3-agx;=a-1
253y = 3—-a = 3+a

= 1 3 » A2 3
AP; A Hinweis:

—-3Im’+4=(m-2)'-(m+1)

A S;A  keine Losung
AS;Aa x=0
ASga (2;4;6), (=2; —4; -6)
AT A b)2957 ©¢) 6,26
AT,a b) 1 Parallelogramm:
«=66,7°, f=1133°, 4 = 16,8 cm?

2. Parallelogramm:
a=113,3°, p=66,7°, 4 = 7,85 cm?

AT;a a) x=53,1°, f=674° y=112,6°,
6=126,9° b)69cm?

AU;a n=8

AU, A nein

AU,a 0,116

Losungen zur Sprachecke

Ala Finde die Linie

Die Zeichnung zeigt zwei Parallelogramme
in derselben Ebene. Es ist sehr leicht, jedes
in zwei flichengleiche Teile zu zerlegen.
Wir kénnen in jedem fiir sich eine Linie
finden, welche diese Teilung liefert. Aber
kannst du eine Gerade finden, welche
beide Parallelogramme in zwei kongruente
Teile zerlegt? Ja, du kannst. Versuche
diese Linie zu finden.

Lésung: Jedes Parallelogramm hat ein Zen-
trum. Jede Linie durch dieses Zentrum
teilt das Parallelogramm in zwei kongru-
ente Teile. Die Verbindungslinie der zwei
Zentren erfullt dies in beiden Parallelo-
grammen.

48 - alpha, Berlin 25 (1991) 2

A2A Es ist bekannt, daB a+% eine
ganze Zahl ist. Beweise, daB dann auch

1 . .
a’+ 7 cine ganze Zahl ist.

1 .
Lisung: Wenn a-+ ” =z (a+*0) eine

ganze Zahl ist *, dann ist es sicher auch

3
z3—3z=<a+i> —3a—3~l=a3+i3.
a a a

w.z.b.w.
* DaB ein solches z existiert, iiberpriift man
leicht, indem man a = 1 setzt.

A3 4a Drei Kreise

Die Kreise (1), (2) und (3) haben alle einen
Durchmesser von 2 m. Die Gerade (D) ist
Tangente an den Kreis (3), d.h. O,T ist
senkrecht zu AT.

Bestimme die Linge der Strecke BC!
Lésung: H sei der FuBpunkt des Lotes von
0, auf die Gerade AT. Nach dem Satz des
Pythagoras folgt im Dreieck O,HC:
HC*=1- 02H2

Nach dem Strahlensatz ergibt sich:

1.

0,H 40
’_=_2=ibzwo2 3,d
0,T 40, S B
0,T=1.

Unter Verwendung von (1) erhéilt man:

R2=1—i 16 alsoHC—— Da das

25 25° 5
Dreieck BO,C gleichschenklig ist, gilt:

BC-2 HC-+.
Die Strecke BC ist also 1,60 m lang.

Losungsskizzen zu: Landeswettbewerb
Mathematik Rheinland-Pfalz

1. Die Kugelanzahl auf einer Kante sei n,
wobei ne N und nz2 gilt. Von diesen
n Kugeln bilden genau 2 Kugeln die En-
den eines Verbindungsstabes und n—2
Kugeln sind ,innere“ Kugeln. Nun besteht
der Wiirfel aus genau 12 Kanten und 8 Ek-
ken, so daB sich die Gesamtzahl der Ku-
geln zu 12(n — 2) + 8 ergibt. Die in der Ta-
belle fehlenden Zahlen lauten also: 104, 8,
11984 (in dieser Reihenfolge).

2. Der Schuhmacher moge an einem Tag
x Paare Sandalen zuschneiden und
y Paare zugeschnittener Sandalen zusam-
mennidhen. x und y seien dabei natiirliche
Zahlen und es muB x = y gelten, da er nur
zugeschnittene Sandalen zusammennihen

kann. Da der Schuhmacher Tag zum

L
15

Zuschneiden eines Paares und Tag

1
10
zum Zusammennahen eines Paares bené-
tigt, verbraucht er fir den obigen Vorgang
x-1—15+y-% Tag. Es muB also
X+

15 10
gelten. Wegen

xzy folgt 5y=2x+3y=<30, also y=6.
Da sicher danach gefragt ist, wieviel Paare
er maximal an einem Tage aus noch nicht
zugeschnittenem Leder herstellen kann, er-
gibt sich y=6 und hieraus x=6. Der

=1 und damit 2x + 3y =30

Schuhmacher kann also 6 Paare an einem
Tag aus noch nicht zugeschnittenem Leder
herstellen.

3. Die Diagonalen DF und AC des Vier-
ecks ADCF halbieren einander, denn E ist
Mittelpunkt von AC und es gilt ED = EF.
Damit ist das Viereck ADCF ein Parallelo-
gramm. CD ist im gleichseitigen Dreieck
ABC Seitenhalbierende und damit gleich-
zeitig Hohe. Also gilt AD | CD und mithin
4 ADC = 90°. Folglich ist das Parallelo-
gramm ADCF sogar ein Rechteck. (Die ver-
wendeten Eigenschaften kann man als be-
kannt zitieren, oder sie iiber die Kongru-
enzsidtze beweisen.)

4. Es ist z. B.
4=777-7,5=7-(T+7):17,
=(T7-7-:1,7=00-7)-7+1.

5. Von e Einwohnern stieg die Einwohner-
zahl in einem Jahr auf

+ % e =1,06eund das Miillvolumen m
erhohte sich in diesem Jahr auf 1,02m. Da-
mit produzierte die neue Einwohnerzahl

1,02 96,22 ..

m 100% = .% und mithin wur-
den durchschnittlich 3,8% Miill einge-
spart.

Loésung zur Schachecke

Holger erzielt 5 und Christian 4 Punkte.
Somit verbleiben von den 15 gespielten
Partien noch 6 Punkte fiir Angela, Katrin,
Frank und Martin, und bei gleichem Stand
erzielten sie jeweils 1,5 Punkte. Martin ver-
lor nur gegen Holger und Christian und
spielte gegen Katrin, Frank und Angela re-
mis.

Losungen zu: Fiir Aufgabenfans

5. Die Karte trug die Nummer 4788.

6. Urspriinglicher Flichenumfang 30 cm;
verinderter Umfang 37,5 cm;
a)2-9+x+6)=1375; x=13,75;
b)2-(9+6+ x)=1375; x=13,75;

Das Rechteck muBl um 3,75 cm verldngert
bzw. verbreitert werden.

7. Endet die Zahl 2* auf 6, so auch

247 Wegen 12100 = 12425

endet diese Zahl auf 6.

8. An mindestens 10% der Tage.

9. Einzige Losung: x =5

10. Der Ballon befindet sich 1135 m iiber
dem See.

Erster mathematischer Unfall

Ein Rechteck fuhr mit dem Quadrat
auf einem schnellen Motorrad.
Doch kamen beide nicht sehr weit!
Zu hoch war die Geschwindigkeit.
Woran sie beide nicht gedacht,
in einer Kurve hat’s gekracht.
Sie rammten eine Hiuserwand,
an der man sie verungliickt fand.
Nun waren beide Invalid:
ein Rhombus und ein Rhomboid.
Ehrenfried Winkler
aus: H.-D. Hormschuh, Humor rund um
die Mathematik, Manz Verlag, Miinchen



6. Wie groB sind die Winkel «, § und
% GIK? Begriinde!

Kurz
nachgedacht

7. Wie groB sind die Winkel o, § und »?
Begriinde!

b=c¢

1. Wie groB ist #? Begriinde!

AE = 4B und BC = BD

8. Wie groB sind die Winkel «, # und y?
Begriinde!

b=c¢

2. SQ sei die Halbierende des Winkels
4 PSF. Wie groB sind die Winkel § und »?
Begriinde! A

PQ| ST

C
D

3. Wie groB ist oc? Begriinde!

— B

AB =AC cL—

A
A
Mo’ 10. Beweise, daB a) ADBC ~ ADCE
B b) AADE ~ AABC!

4. Begriinde, daB LM = LN!

L
| \
N 11. Beweise, daB AABD = ABDE!

5. Begriinde, daB UV L UW! CIN\E

12. Beweise, daB ACDE = AFAD!

Losungen:

1. B =180° — 45°— 56° = 79°

2. y=54° p=126°

3. x=40°

4. LM = LN genau dann, wenn § = 35°.
Vollwinkel um L: 360°=2-70°+2-a;
a=110°

Winkelsumme im A: a + §+ 35° = 1807
£ =180°—145°=35°, w.z.b. w.

L

M S
«mgf;
N

5. UV L UW genau dann, wenn 4 WUV = 90°.
Vollwinkel um V: 2-155°+2- 4 UVW = 360°;
A UVW =25%

Winkelsumme im AUVW:

65°+25°+ 4 WUV = 180°;

AWUV=90°, w.z.b.w.

6. a + 112° = 180° (Nebenwinkel); a = 68°;
AKHI: 90° + A + 58° = 180°; g =32°;

AGHI: a+ f+ 4 GIH = 180°; 5 GIH = 80°;

4 GIK = 22°.

7. Winkelsumme im AADB:

4 BAD + 90° + 32° = 180°; 5 BAD = 58°;

o+ 4 BAD = 180° (Nebenwinkel); or = 122°;
Winkelsumme im ACAB: o+ f+ y=180°
y=Bb=c)

20c+122° = 180°% a = 29°% y =29°

8. Vollwinkel um E: 2-124°+ 28 = 360°;

5 =56°

Winkelsumme im AADE: & + 90° + § = 180°;
o = 34°%

Winkelsurnme im A4ABC: « + §+ y=180°;
20+34°=180°(b=c¢c), f=p=T73°

4
A D B\
9.1) 4ADB= 5 ACB (Peripheriewinkel zu m
IT) 4 DAB = 5 CEB (Satz des Thales)
AABD ~ AEBC nach Hauptihnlichkeitssatz
10. a) ADBC ~ ADCE nach Hauptihnlichkeits-
satz, denn ADEC=DBC und (da w,)
A ECD= xDCB.
b) AADE ~ AABC nach Hauptihnlichkeitssatz,
denn A AED = X ABC=90°und 3 EAD = 5 CAB.
11.1) 3 DAB= 5 DEB=90°
II) 3ABD = A DBE (da wy)
un BD=BD
AABD = ABDE nach wsw
12.) A CDE = 5 FDA (Scheitelwinkel)
II) xDCE = xDAF(Innenwinkelsummeim A)
II) CD = DA (S, - Seitenhalbierende)
ACDE = ADFA wegen wsw




Dreiteilung eines beliebigen Winkels

Die Dreiteilung oder Trisektion eines be-
liebigen Winkels ist ein bekanntes Problem
der Geometrie, das im klassischen Sinne —
d.h., nur durch Anwendung von Zirkel
und Lineal — nicht ldsbar ist.

Allerdings ist eine exakte Konstruktion
(keine Niherungskonstruktion) bei Erwei-
terung der zugelassenen Instrumentariums
moglich. Das Verfahren soll am folgenden
Beispiel demonstriert werden:

Gegeben sei ein beliebiger Winkel x (g, b)
(Bild 1).

Bild 1

Der vorliegende Sachverhalt kénnte auch
als der GrundriB eines geraden Kreiszylin-
derkorpers, dessen Achse durch den Schei-
telpunkt § des Winkels A (a, b) geht, inter-
pretiert werden (Bild 2).

Bild 2

Durch Abwicklung des Zylindermantels
oder eines entsprechenden Teils desselben

wird der Kreisbogen ﬁ\ zur Strecke 4B,
die mit Hilfe des Strahlensatzes leicht in
drei gleiche Teile geteilt werden kann
(Bild 3).

Bild 3

AT T, B

Die mit T, und T, bezeichneten Teilungs-

punkte der Strecke AB werden dann nach
Wiederherstellung der Ausgangslage des

Mantels zu Punkten des Kreisbogens 4B.
Es gilt also

AT,= T,T,= T,B.
Somit hat jeder der drei Teilwinkel x (g, t,),

A(t, 1) und £(h,b) die GroBe %
(Bild 4). 5

Bild 4

Die beschriecbene Methode 148t sich fir
jede Winkelteilung von beliebigen Win-
keln anwenden und somit ist die Konstruk-
tion beliebiger regelmiBiger n-Ecke stets
ausfiihrbar, freilich nicht allein mit Zirkel
und Lineal.

Zur Ausfiihrung der Konstruktion bendtigt
man daneben noch den Mantel eines gera-
den Kreiszylinders. Es ist zweckmiBig,
einen oben offenen Hohlkorper mit durch-
sichtiger Grundfliche zu verwenden.
Durchmesser und Hohe des Zylinders sind
beliebig wiihlbar; beispielsweise d =6 cm,
h=3cm.

Klebestreifen
/

4

Papierstreifen

/|

@© /

>
i —

Bild §

In Bild 5 ist der beschriebene Hohlkorper
mit einem am Zylindermantel befestigten
Papierstreifen  versehen. Der Mittel-
punkt M des Grundkreises und der Radius
MA sind auf der Grundfliche eingezeich-
net. Der abnehmbare Papierstreifen bildet
nunmehr den Zylindermantel bzw. eines
Teils davon. Setzt man den Hohlzylinder
so auf das Zeichenblatt, daB der Mittel-
punkt M der Grundfliche auf den Scheitel-

punkt § des Winkels x(a, b) und der Ra-
dius MA auf den Schenkel g zu liegen
kommen, dann lassen sich die Schnitt-
punkte der Schenkel mit dem Zylinder-
mantel auf dem Papierstreifen markieren.
Diese Punkte seien 4 und B. Nach Abneh-
men des Papierstreifens vom Zylinder kann
die Strecke AB in drei oder auch mehr
gleiche Teile geteilt werden. Durch Befesti-
gen des Papierstreifens am Zylinder wird
die Ausgangslage wiederhergestellt.

Der Punkt A4 liegt auf g, der Punkt B auf b
und M auf S.

Jetzt konnen die Teilungspunkte auf dem
Zeichenblatt markiert und mit S verbun-
den werden. Damit ist die Teilung des
Winkels in drei gleiche Teile (bzw. in
n gleiche Teile) vollzogen.

Der bei der Konstruktion verwendete Zy-
linder 6ffnet den Weg auch noch fir die
Losung eines anderen Problems. Markiert
man nimlich die Schnittpunkte der Schen-
kel eines gestreckten Winkels auf dem Pa-
pierstreifen, so ist die Linge des Kreisbo-

gens 4B genau rm. Addiert man dazu
noch den Radius des Zylinders, so 148t sich
hier der Hohensatz anwenden. Die Linge
der so konstruierten Strecke betrigt dann

genau n/TT . Der Flicheninhalt des mit die-
ser Seitenldnge konstruierten Quadrates
betrdgt genau r’m. Die Quadratfliche ist
demnach genausogroB wie die Grundflache
des verwendeten Zylinders. Die Konstruk-
tion fiithrt somit zur Quadratur des Kreises
(Bild 6).

X

Bild 6

Aus dem Radius und dem halben Umfang
des Grundkreises des Zylinders 148t sich
ein rechtwinkliges Dreieck konstruieren.
Der halbe Kreisumfang hat nimlich die
Linge rm. Mit Hilfe dieses feststehenden
Dreiecks kann die Konstruktion weiterer
Quadratseiten wegen der Proportionalitit
auf Kreise mit beliebigem Radius ange-
wandt werden (Bild 7).

T

Bild 7 M. Walter
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