Integralrechnung

... Wir sind dahin gekommen, dass die meisten Leute differenziren und integriren, nicht weil sie verstehn
was sie thun, sondern aus reinem Glauben, weil es bisher immer richtig herausgekommen ist"
Friedrich Engels

Stammfunktion
... lat. integrare = wiederherstellen
f(x) und F(x) seien in I definiert und F(x) differenzierbar =

Unbestimmtes Integral

F(x) heiBt Stammfunktion < vx e I

Integrationsregein

F'(x) = f(x)

[ f(x) dx = F(x) + c ist die Menge aller Stammfunktionen F(x) von f(x)

f(x) F(x)
Konstante a a*x +c
Faktor a*f(x) a*F(x) +c
Summe v(x)£fu(x)  [v(x) dx £ [u(x) dx
f(ax+b) Jf(x) dx = 1/a | f(t) dt mit t
= ax+b
Substitution f[g(x)1*g'(x) [f(u) du, mit u=g(x)
f'(x) / f(x) In| f(x) | + ¢ Umkehrung der logarithmischen
Differenziation
f(x) * f'(x) f2(x)/2
[f(x)]" * [f(x)1™Y/ (n+1)
f'(x)
Beispiel: | tanh x dx = [ sinh x / cosh x dx = [ (cosh x)' / cosh x dx = In | cosh x | = In cosh x

Partielle Integration

Stammfunktion von Funktionen

Ju'(x) v (x) dx = u(x) v(x) - Ju(x) v'(x) dx

f(x) F(x) + ¢ f(x) F(x) + c

1 X X" 1/(n+1) x™*?, nz-1

1/Xx In |x] 1/(ax+b) In(ax+b)/a

a* a*/In a e* e*

VX 2/3 \x3 1/Vx 2 VX

sin X - COS X COS X sin X

1/cos? x tan x 1/sin2x -cot X

sin2 x 1/2 (x - sin X cos X) C0s2 X 1/2 (x + sinx cos x)

tan x -In | cos x| cot x In | sin x |

sinh x cosh x cosh x sinh x

tanh x In cosh x coth x In | sinh x|

1/cosh? x tanh x 1/sinh2 x - coth x

1/(x*In a) 1/In a * In x = logaX (ax+b)" 1/[a(n+1)] (ax+b)™! , n# -1

1/4[x2+ a2] [In | x + V(x2 £ a2) | 1/(a2 + x2) | 1/a arctan x/a

1/(a2 - x2) |1/a artanh x/a = 1/(2a) In [(a+Xx) / (a-x)], | 1/(x2 - a2) |-1/a arcoth x/a = 1/(2a) In [(x-a)/(x+a)],
[x|<a |x|>a

1/4(a2 - x2) | arcsin x/a 1/4(@2 + arsinh x/a = In [x + V(a2 + x2) ]

x2)
1/V(x2 - a2) |arcosh x/a = In [x + V(x2 - a2) ]

Funktionen und deren Stammfunktionen
Blgue Graph: Funktion, roter Graph: Stammfunktion

f(x) = xsinx; F(x) = sin(x)-x
cos(x)
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f(x) = x3+2x2-x-1

F(x) = x*/4+2/3 x3-x2/2-x

f(x) = (x2-1)/(x2+1)
F(x) = x = 2 arctan x




Herleitung der Partiellen Integration
Aus der Produktregel fiir die Differenzialrechnung
f(x) = u(x) v'(x) = f'(x) = u'(x) v(x) + u(x) v'(x)
wird unter Vernachldssigung der Integrationskonstanten C nach dem Hauptsatz der Differenzial- und

Integralrechnung [ f'(x) dx = f(x) = u(x) v(x)
durch Einsetzen Ju'(x) v(x) dx + [ u(x) v'(x) dx = u(x) v(x)
und umgestellt Ju(x) v'(x) dx = u(x) v(x) - [ u'(x) v(x) dx

oder wahlweise Ju'(x) v(x) dx = u(x) v(x) - J u(x) v'(x) dx

Die Regel wird partielle Integration genannt, da bei der Anwendung nur ein Teil des Integrals auf der
linken Seite des Gleichheitszeichens bestimmt wird.

Diese Regel ist nur dann anwendbar, wenn die Stammfunktion zu u'(x) bekannt oder leicht berechenbar
ist.

Partielle Integration - Beispiele
Sind f und g in [a; b] differenzierbar und sind f” und g stetig in [a; b], so gilt:

[f*g dx=f*g-|f *gdx
Die partielle Integration ist die Umkehrung der Produktregel der Differentiation. Anwendung der Regel
besonders bei Produkten von Funktionen als Integrand. Die Ableitung f'(x) sollte eine einfachere Funktion
ergeben als f(x). Die Funktion g’(x) sollte einfach zu integrieren und das Ergebnis sollte nicht
komplizierter sein. Gegebenfalls die partielle Integration mehrfach nacheinander anwenden.
Merkregel: 1) Integriere den ersten Faktor,

2) schreibe das entstehende Produkt hin,

3) leite dann den zweiten Faktor ab und

4) schreibe das entstehende Produkt mit einem Minuszeichen unter das Integral.
Haufig wird das Minuszeichen vor dem Integral vergessen, besonders bei mehrfacher Anwendung der
partiellen Integration.

x*e*dx =x*[eXdx-J1 * (Je*dx)dx =x *e*-Je*dx=x*e*-e*+c=e*(x-1)+c
Inxdx=JInx*1dx=Inx*x-J1/x*xdx=xInx-Jldx=xInx-x+c
n2xdx=lInx*Inxdx=Inx(xInx-x)-/1/x(xInx-x)dx=xIn2x-xInx-J(Inx-1)dx =
=xIn2x-xInx-(xXInx-x)+x+c=xIn2x-xInx-xInx+x+x+c=xIn2x-2xInx +2x + ¢
Ix2 sin x dx = x2 (- cos x) - [2x (- cos x) dx = -x2 cos X + 2 [-x cos x dX = -x2 cos X + 2 [x sin x - [1 sin x
dx] =

=-X2cos X+ 2[xsinx+ cosx]+c=-x2cosx +2xsinx+2cosx+c

Jsin2 x dx

1. Art: [sin2 x * 1 dx = sin2 x * x - |2 sin x cos X * x dx = x sin2 x - [x sin 2x dx =

= x sin2 x - [x [sin 2x dx - [1 (Jsin 2x dx) dx] = x sin2 x - x ([- cos 2x]/2) + J(- [cos 2x]/2) dx =

X sin2 X + [x cos 2x]/2 - V2 Jcos 2x dx = x sin2 x + [x cos 2x]/2 - [sin 2x]/4 + ¢ =

[2x sin2 x]/2 + [x (cos? x - sin2 x)]/2 - [sin 2x]/4 + ¢ = [x cos2 x]/2 + [x sin2 x]/2 - [sin 2x]/4 + c =
X/2 (cos? x + sin2 x) - [sin 2x]/4 + ¢ = x/2 - [sin 2x]/4 + ¢

Manchmal erhdlt man das Ausgangsintegral bei der partiellen Integration wieder. Dann I6st man die
Gleichung nach diesem Integral auf. > 2. Art:

Jsin2 x dx = [sin x * sin x dx = sin x (- cos X) - J cos x (- cos x) dx = - sin X cos x + [cos2 x dx
Jsin2 x dx = - sin x cos x + [(1 - sin2 x) dx | + [sin2 x dx
2 Jsin2 x dx = - sin x cos x + X | :

Jsin2 x dx = x/2 - [2 * sin x cos x] /[2* 2] + ¢ = x/2 - [sin 2x]/4 + ¢

Spezialfdlle der partiellen Integration

a) Integrand ist Produkt aus einem Polynom p(x) vom Grade n und einer der Funktionen €%, sin X, cos X,
sinh x, cosh x > mehrfache (n-fache) partielle Integration fir f(x) = p(x).

Beispiel:

I'x2 sin x dx = -x2 cos x + [ 2x cos x dx = -x2 cos X + 2x sin X - | 2 sin x dx = -x2 cos X + 2x sin X + 2
cosx + C

b) Integrand ist Produkt aus zwei der Funktionen €%, sin x, cos X, sinh x, cos h x - zweimalige
Produktintegration flihrt auf Ausgangsintegral zurlick, nach dem dann die Gleichung aufgel6st wird.
Gegebenenfalls folgende Beziehungen verwenden:

sin2 x + cos2x =1 und cosh2 x —sinh2x =1
Beispiel: | € sin x dx = e€* sin x - [ € cos x dx = e sin x — € cos x - | € sin x dx > | ¥ sin x dx = V2 e
(sinx —=cos x) + C
Hinweis: Bei einem Produkt aus e€* mit einer Hyperbelfunktion diese durch cosh x = (&* + €™)/2 bzw. sinh
x = (e* - e™)/2
ersetzen und mit z = €* substituieren.
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c) Integrand ist Produkt aus einer rationalen Funktion und einer logarithmischen, Arkus- oder Area-
Funktion - man setze die rationale Funktion gleich g’(x)

Beispiel:

[ 1/x2 arsinh x dx = -1/x arsinh x + | dx/(x V(1+x2)) = - 1/x arsinh x + | dz/(z2-1) = -1/x arsinh x —
arcoth V(x2+1) + C

Substitutionen (Integration)
Haufig vorkommende Substitutionen

t = ax+b dx = 1/a dt t =x/a dx = a dt

t =a/x dx = -a/t2 dt t=a" dx = dt/(t In a)

t = Vx dx = 2t dt t = e dx = 1/t dt

t =1Inx dx = et dt t = a+bx dx = 1/b dt

t = a2+x2 dx = dt/[2 V(t - a2)] t = V(a+bx) dx = 2tdt/b

t = a+bx2 dx = dt/[2 J(bt - ab)] t = V(a2+x2) dx = tdt/V(t2 - a?)
t = V(a2-x2) dx = -t dt/V(a2 - t2) t = V(x2-a2) dx = tdt/V(t2 + a?)

Integration durch Substitution
Jf(x) dx = [ f[(t)] * ¢ °(t) dt mit x = ¢(x) und dx = ¢ °(t) dt ; R(x) sei rationale Funktion

1. | R(x, V(a2 - x2)) dx

Substitution x = asin t dx =acostdt =[R(asint, acost)acostdt
sin t = x/a und cos t = V(a2 - x2)/a

2. | R(x, V(a2 - x2)) dx

Substitution x = a tanh t dx = a dt/cosh2t = [ R(a tanh t, a/cosh t) a dt/cosh2t
sinh t = x/V(a2-x2) und cosh t = a/V(a2-x2)

3. [ R(x, V(a2 + x2)) dx

Substitution x = atan t dx = a dt/cos2 t = [ R(a tan t, a/cos2 t) a/cos? t dt
sin t = x/V(a2+x2) und cos t = a/V(a2+x?2)

4. [ R(x, V(a2 + x2)) dx

Substitution x = a sinh t dx = a cosh t dt = | R(a sinh t, a cosh t) a cosh t dt
sinh t = x/a und cosh t = V(a2+x2)/a

5. [ R(x, Y(x2 - a2)) dx

Substitution x = a/cos t dx = a sin t dt/cos2 t = [ R(a/cos t, a tan t) a sin t/cos2 t dt
sin t = V(x2-a2)/x und cos t = a/x

6. | R(x, Y(x2 - a2)) dx
Substitution x = a cosh t dx = asinhtdt = [R(a cosh t, a sinh t) a sinh t dt
sinh t = V(x2-a2)/a und cosh t = x/a
7. R(x, V(ax2 +2bx + c)) dx
Mit Hilfe der quadratischen Ergdnzung ax2 + 2bx + ¢ = a(x + b/a)2 - b2/a + ¢
entsteht einer der Falle
a) | R(x, Y(a2 - (x+b)2) dx Substitution x + b = asin t
b) | R(x, V(a2 + (x+b)2) dx Substitution x + b = a sinh t
c) I R(x, V((x+b)2 -a2) dx Substitution x + b = a cosh t
Beispiel:
Jdx / V(a2+x?) = [ a cosh t dt / V(a2 + a2 sinh2t) = [ a cosh t dt / (a cosh t) = [ dt = t = arcsinh (x/a)

8. | R(sin x, cos Xx, tan x, cot x) dx
Substitution tan x/2 =t dx = 2/(1+t2) dt
= [R(2t/(1+t2), (1-t2)/(1+t2), 2t/(1-t2), (1-t2)/(21)) 2 dt/(1+t2)
alternative Substitution t = e dt = it dx
Beispiele:
[8 cos2x dx = [ 2(e?™ + 2 + e?>) dx = 1/i (e?* - e2X) +4x = 2 sin 2x + 4x
Jsinxdx/cos2x =[-dcosx/cos2x=-1/cosx

8. | R(sinh x, cosh x, tanh x, coth x) dx

Substitution tanh x/2 =t dx = 2/(1-t2) dt
= [ R(2t/(1-t2), (1+t2)/(1-t2), 2t/(1+t2), (1+t2)/(2t)) 2 dt/(1-t?)
Beispiele:

[dx /(2 cosh x) =[dx/ (e + ex) = Idt/ (t (t+1/t)) = [dt/ (t2+1) = arctan t = arctan &~
[8sinhzxdx =[2(e® -2 +e?)dx = e -4x - e

9. | f(e*) dx

Substitution e* =t dx = dt/t = [ f(t) dt
10. | f(x, “V(ax+b)) dx

Substitution ax+b =t dx = kt“/a /t = | f(t) dt
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Integration durch Substitution
Je>*dx=Je'1/3dt=1/3Jetdt =1/3 €t

+c=1/3e¥*¢

Substitution: 3x =t  x = g(t) x=t/3=1/3t |'nacht
dx/dt = g'(t) | *dt  dx = g'(t) *dt g'(t) = 1/3  dx = 1/3 dt
J(5x-3) dx=J1/5t"dt = 1/5*t88 + c = 1/40 (5x - 3)® + ¢
Substitution: 5x -3 =t 5dx =dt dx = 1/5dt
Ixcos(x2)dx =J1/2costdt=1asint+c=1asinx2+c
Substitution: x2 =t 2x dx = dt x dx = V2 dt
J(nx)/xdx =[tdt=t2/2 +c=(In2x)/2 +c Substitution: Inx =t 1/x dx = dt
[(In2x)/xdx =Jt2dt =t3/3 +c = (In3x)/3 + ¢ Substitution: Inx =t 1/x dx = dt

I x cos(x2+1) dx = 1/2 [cos t dt = 1/2 sint = 1/2 sin(x2+1) + C

Substitution: t = x2+1

I~ -

Substitution: x = sint t = arcsin x dx

mit Hilfe partieller Integration wird weiter
=Jcos2tdt=1/2 (sintcost +t) =
= 1/2 arcsin x + x/2 V(1 - x2) + C

dt/dx = 2x

x dx = 1/2 dt

x2) dx = [ V(1 - sin2 t) cos t dt = [ cos? t dt

=costdt +(1-sin2t) = |cos t|

1/2 (x cos arcsin x + arcsin x)

1/ (x2+2x +2) dx =[1/ (1+t2) dt = arctan t = arctan(x+1) + C

Substitution: x = t-1 dt = dx
Substitution von Euler
Substitutionen von Euler fir das spezielle
Falla >0 Substitution
Differenzial
Substitution
Differenzial
reelle Wurzeln x; und x,
Substitution
Differenzial

Fallc >0

Integrationsbeispiele

V(ax2 + bx + ¢c) =xVa + z
dx = 2 (-z2Va + bz - cVa)/(b - 2z a)2 dz
V(ax2 + bx + ¢) = x z + \c

dx = 2 (ac - bz + z2 Vc)/(a - z2)2 dz

V(ax2 + bx + ¢) = z (x - X4)
dx = 2 az (x, - x1)/(z2-a)2dz

[f(¥(ax2 + bx + c)) dx
x = (z2 - ¢)/(b - 2z Va)

Integral

x = (2z V¢ - b)/(a - z2)

X = (22 Xy — a xp)/(z2 - a)

[+ 2“xa’¥fdx=j[27+2?-2x% v9-420 +8xi_]dx=

= 2?Idx + 54]‘::%@’:{ + 36Ix%dx + S‘rx;dx =

ﬁi 2ogy I

=21x+ xt + 2452 +7x“

3-5x" =¢ . .
1 [ 1.3 1 .3
—dx— IOxdx dt|=-— —=——J‘z df=-— 2t =
J3— 552 ). 10 10
——&
0
3-5x2

J 1 J[sm x] J[ -cos x] J[ 1 ]
X = 7 ~1]dx =
ctg x cos’ x cos” x cost x
_[cos

-jdr=tgx-x+C

Zx+1=¢
3 122 2% 2 3
; [f3x+ L = | 3dx - d.f= J‘sz—§ §£2=§£2=§[3x+1)§
—Edz
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T+x' =¢ +hr=¢
122 1 2
[xf1+ x%dx = |2xdx = e =—J‘«;'z_dz=§-§zﬁ =§J(T [+ b = bdx = dt |- Isz —E.ll'(a+bx)3
xdx=ldﬁ dx
2 b
TR Xl (a1 AR
Jﬂﬁdx— 2xdx = di =§J—=E'Zg =4t = J‘ﬁdx— 3x2dx=1dé «,'{_ 315 5d£—§ ?=§'Z.ﬁj =
- xdx=ldz W o+l ©dr=—dt 5
2 3
24l
1 1
¥ ® = 1 -t =t
2 e Pt et » " 1., 1, 1 _a
2 —Lge;dx=dz J‘xexdx=‘|‘ex'xdx= —2xdx=ldﬁ=—§Ie =—_g =——_g"
x xdn=—=dt
2
COSX 1+sinx=4 L
x = = zﬂdz—zzﬂ = -
_|-'u"l+sinx cos xdx = df J l ; : ; tg3x=¢ i
J; = f = go—dx=di |= - —f=—f=—1g3x
2ros® 3x 2 ) cos® 3x cos® 3x 2 3 6
1 dx = —dt
cos® 3x 3
sin® x=t cos(2x2+l)=z
Isﬁljxcosxdx= 6si115xcosxdx=ldz =_t=lsgin"x Ixsm(2x2+1}3x= —4xsin(2x2 +1)dx=dg -1 =—%cos|[2x2+1)
smjxcosxdx=gdﬁ xsin(2x2 +1 x=—%dﬁ
B g e athcosx=¢ | )
(].nx)g Jlr 1 1 I&dx——bsmxdx di| = —— —=——].n|a+bcosx|
S dx =3t x —dr=dil=lt="Inx a+brosx at PEN: b
x x 3 3 smxdx——g
2
72 = L
x 3
4
=i
tg?x=¢ e : 1 11,
tg % 1 1 4 ———dx = |dxdy = di| = — —=_tgf=—tgx
——dx=[ltg x —dx =dil =—t=—tg"x cost x 3 1 4 ) costt 4 4
cos® x cos”® x 2 2 xdx—zdﬁ
B =l
cos® x 2
1-cozZx 25 =

. . . 2
Ism * xcos® xdx= Ism * xlsin xcos x| dx =J

IE
2

= é(fsin * oxdx - Ism *2xcos 2m‘x) =

=N

I = Ism Pox
i, = J‘sin * 2x cos 2xdx

J‘sin Pox =%J‘[l - cosdx dx =%J‘dx—%‘|‘cos4x = %x -

Icosx‘esmdx=

cosx e ™y = dt
J‘x]n[l +x° )dx

u =].n[l+x2) v'=

x
. 2x i
1+z2 2
2 2 3
Im[l+xﬂ)dx=%m[1+x2)-12+gxg

xmi 1 1 2—x3d = ia‘ = % dx - x dr=%*
Icos4x=4dx=dz =chosz=zsm4x+c o+ o5l * 1+ 22 x T 1+ %2 x = J'xx 1+ 12 x
dx=ldz
4 2
ity 2% =¢ bra o ldt 1 1
o ex 1 J ¥ dx=oxdr=dt|= - % = |- ~[1+x*)
Ism 2xcosdxdx =2 cos 2xdx = Iﬁ di == z 1+x 2¢ 2 2
1 xdx = —di
cos2xdx=§dz 2
1 P
. . . =— “la-luhs
‘l‘sm“xcosgxat’x=l lx—ls1n4x—15m32x +] J‘1+X 2 2 [ x)
glz 8 6
x 1 1 1
Smmo“:%smh Ixm[1+x2)dx=7m[1+x2)—§x2+§Ln[1+x2)=51n[1+x2)+
. : sin?2x +lx2[l+x2)—lx2=
(sin xcosx)? = y 2 o
=%[l+x2)]n[l+x2)—%x2
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‘I‘;re:,"‘1 (x* +Dydx (a—arcsin x)dx _ gx | arcsmoxdx _

w=ix*+1) v'=xe" wfl—xz wfl—x2 w.lll—xz

w'=2x v=‘|‘xe”1 =%ex?

xt = Jl x° _[Jl x°

= garcsin x
J‘xex?dx = |2xdx =it =Ie’ -la‘z =1Ie’ =lex1
1 R z
xdx=§dz - Posin X = ) 1
FEE | = jidt =—¢% +C = —(aresin 1) +C
J1- 22 5 = dt 2 2

Ixe"“ (x? +T)dx = (z* + T %e"“ —I(%e““ $27) =

1+x

= (x? +1)'%er —J‘xex? ={x* +'l)'%e'Jr

1w 2,1 2 1 p 1 g M=xﬂmsmx—%(amsm2

=_ . + -= =_ . 2+(_'," =
2e x 29 29 29 x I'_l—xz

J‘x%"a’x w=x" v=e J‘hl|arctg xLﬁ:J ! . -]n|arctg x|a’x
1+x

2
a'= 3% y=g 1+x

3xd=3x_32xd
Ixexxe Ixex 1

1+7°
2 un'= 1 '—] v = —1 =arctg x
= (1 = = =
u=3x" v=e arctzx 1+x° 1+ x2
u'=éx v=g'

Isze“dx = 3x%" - I6xexdx =3x%" — (6xe” — 62%) 1 J‘]n|m~ cig x|

Isze"dx b =].n|a.r'ctg x| V=

—arctgx‘]n}:zrctgﬂ—v[arctgr ! ' ! =

I5X€xdx=6xe” - Ge* =3x%" —6xe” + 62" 1+x° arctzx 1+ x°

3k 3 x5 _ 2 x5 _ k3 Ky oo
J‘xg dx=x"e” = (3x%" ~6xa" +627) =arctgr]n|arctgx|—arctgx=

R _ -
xoe® = 3x%e” + 6xe” —6e” = ar ctg xiln o ctg x - 1)

=g (x - 3x2 +6x—6)

ctgir-——— cos”x _ J—dx—J-[l‘—%]dx=’[—dx——|-—dx—_[x'4dx [x7dx =
cos? xsin ? x sin?x cos® xsin? A x X

=J‘ cost x - ldx— J(cos x+1)(cos X __X_+C _L L+C_

sin 2 xcost x (cosgx l)(coszp -z . -2 . 3 2xt
2 _—axt+3x _—Z2+3x
=_JCOS §+ldx=—fdx—J 12 dx = Y U= 627 +c
cos® x cos® x

=-x-tgx+

Integration durch Partialbruchzerlegung
Partialbruchzerlegung von f(x)/g(x)
1. g(x) = 0 hat nur einfache reelle Wurzeln x; f(x)/g(x) = A/(x-X1) + B/(x-X3) + C/(X-X3) + ... mit
A = f(x1)/9'(x1), B = f(X2)/9'(x2), ...
2. ... reelle aber mehrfache auftretende Wurzeln x; « mal, x, B mal, x5 y mal ...
f(x)/g(X) = Ar/(X-X1)* + Ax/(X-X1)* + .. + A/ (X-X1) + Bi/(X-%2)? + ... + B/(X-X3) + ...
3. ... neben reellen auch einfache konjugiert komplex auftretende Wurzeln
X; und x, sind zueinander konjugiert komplex
= f(x)/g9(x) = (Px + Q) / [(X-x1) (x+X12) ] = (Px + Q) / (x2 + px + q)
= [ (Px+Q)/(x2+px+q) dx = P/2 * In |x2 +px +q]|
4. ... neben reellen auch mehrfache komplexe Wurzeln, z.B. bei einer dreifachen reellen und zweifach
auftretenden konjugiert komplexen Wurzeln
f(x)/g(X) = Ar/(X-X1)3 + Ax/(X-X1)2 + A/ (X-X1) + (P1x + Q1) / (X2 + px + q)2 + (P2x + Q2)/(X2 + px + q)

Spezialfélle

1. Jdx / ((x+a)(x+b)(x+c)) = u [ dx/(x+a) + v [ dx/(x+b) + w | dx/(x+c)

2. [dx / ((a+bx2)(c+dx2)) = 1/(bc-ad) ([ b dx / (a+bx2) - [ d dx / (c+dx2))

3. Jdx / ((x2+a)(x2+b)(x2+c)) = u [ dx/(x2+a) + v [ dx/(x2+b) + w | dx/(x2+c)
mit u = 1/((b-c)(c-a)) ; v = 1/((a-b)(c-b)) ; w = 1/((a-c)(b-c))

Beispiel zur Integration mit Partialbruchzerlegung

Zu bestimmen ist eine Stammfunktion von f(x) = x / (4 - x*).

1. Reduktion des Exponenten durch Substitution
Ix/(4-x*dx=

Substitution u = x2 mit du / dx = 2x, d.h. dx = du / 2x
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=[x/ (4-u2)*du/2x=1/2]du/ (4 -u?) =
2. Partialbruchzerlegung
Ansatz 1 /(4-u2)=1/[(2-u)(2+u)]=A/(2-u)+B/(2+u)
Koeffizientenvergleich ergibt A=1/4undB=1/4
3. Einsetzen in das Integral und Bestimmen der Stammfunktion
=1/2fdu/(4-u2)=1/2[1/4[1/(2-u) + 1/(2 + u)] du =
=1/8fdu/(2-u)+1/8Jdu/(2+u)=-1/8In|2-ul +1/8In|2 +u| =
4. Riicksubstituieren und Termvereinfachung
=-1/8In]2-x2]+1/8In |2+ x2| =-1/8In(|x2-2|/[x2+2])
Gesamtergebnis Ix/(4-xHdx=-1/8In([x2-2|/Ix2+2])+C

Beispiel zur Integration mit Partialbruchzerlegung
Zu bestimmen ist eine Stammfunktion von f(x) = 1/ (x2 - 1).
1. Zerlegung des Nenners in Linearfaktoren
J1/(x2-1)dx=[1/[(x-1)(x +1)] dx
2. Bruchzerlegung in Partialbriiche
J1/[(x-1)(x+1)]dx =J(1/(2x - 2) - 1/(2x +2)) dx
3. Aufspalten in Teilintegrale
(/2% - 2) - 1/(2x +2)) dx = 1/2 [ dx/(x - 1) - 1/2 [ dx/(x +1)
4. Integration der Teilintegrale
1/2 [dx/(x - 1) - 1/2 [ dx/(x +1) = 1/2 In (x-1) - 1/2 In (x+1) =
=1/2(n(x-1)-In(x+ 1)) =1/21In ((x - 1)/(x + 1))
Gesamtergebnis J1/(x2-1)dx=1/21In ((x-1)/(x + 1)) + C

Integration durch Reihenentwicklung
Potenzreihenentwicklung des Integranden mit dem Konvergenzradius r
f(x) =S acx“=ag+a;x+ax2+asx3+ ...
AnschlieBende Integration der einzelnen Glieder der Potenzreihe
[f(x) dx = = a, XY/ (k+1) = ag X + a1/2 X2 + a/3 x3 + a3/4 x* + ...
In der Regel ist dies sowohl flir unbestimmte als auch flir bestimmte Integrale moéglich! Zu beachten ist,
dass die Integrationsgrenzen innerhalb des Konvergenzradius r liegen muissen.
Beispiel: | sin Vx dx
sin x = x = x3/3! + x/5! - ... sin Yx = Vx - x¥%/31 + x*/?/5! - ...
I'sin Vx dx = 2x¥?%/3 - 2x>/%/(5 * 31) + 2x”?/(7 * 5!) - ...

Integrallogarithmus Li(x) =g [Xdt/Int=C+In|In|x|| + Inx/(1*1) + (In x)2/(2*2!) + ...

Vollstandiges elliptisches Integral 1.Art
F(k,m/2) = o ] 2 dt/N(1 - k2 sin2 t) = n/2 (1 + k2/4 + 9/64 k* + 25/256 k® + 1225/16384 k& + ..)

Vollstandiges elliptisches Integral 2.Art
Das vollstandige elliptische Integral 2.Art ermdglicht die Berechnung des Umfangs einer Ellipse mit der
Exzentrizitat k

U = 4a E(k,n/2) = 4a o | "?> V(1 - k2 sin2 t) dt = 2na (1 - k2/4 - 3/64 k* - 5/256 k® - 175/16384 k& - ...)
1.Néherung = 2na (1 - k2/4)

2.Ndherung = 2ma (1 - k2/4 - 3/64 k*)
3.Ndherung = 2na (1 - k2/4 - 3/64 k* - 5/256 k®)

Integralsinus, Sinus cardinalis

Si(x) = o] *sint/tdt=x-x3/(33!) + x°/(5-5!) - + ... 3
Si(x+yi) = Si(z) = 1/(2i) (E1(iz) - E1(-iz)) + =/2

Si(ix) = i/2 (Ei(x) + Ey(x)) ; x>0

Funktionswerte
X f(x) X f(x) X f(x) . - - - - . -
0,1 0,0999 0,2 0,1996 0,3 0,2985
0,4 0,3965 0,5 0,4931 0,6 0,5881
0,7 0,6812 0,8 0,7721 0,9 0,8605
1,0 0,9461 1,1 1,0287 1,2 1,1080
1,3 1,1840 1,4 1,2562 1,5 1,3247
1,6 1,3892 1,7 1,4496 1,8 1,5058
1,9 1,5578 2,0 1,6054 2,1 1,6487
2,2 1,6876 2,3 1,7222 2,4 1,7525
2,5 1,7785 2,6 1,8004 2,7 1,8182
2,8 1,8321 2,9 1,8422 3,0 1,8487
3,1 1,8517 3,2 1,8514 3,3 1,8481

1926



Naherungswert des Integralsinus y ~ Si(x)

Integralhyperbelsinus Shi(x) Shi(x) = o [ *sinh t / t dt = =,—¢" 22""Y/((2n+1)(2n+1)!)

Integralkosinus

C = 0,5772 ... Eulersche Konstante

Ci(x) ~ 0,5772 + In |X|

Ci(x) ~ 0,5772 + In |x]| - x2/(2-2!)

Ci(x) ~ 0,5772 + In |x| - x2/(2-2!) + x*/(4-4!)

T 1 Ci(x+yi) = Ci(z) = -1/2 (E4(iz) + E4(-iz))
Ci(ix) = i/2 (Ei(x) -Ey(x)) +in/2 ;x>0
Naherungswert des Integralkosinus y ~ Ci(x)
Integralhyperbelkosinus Chi(x)
Chi(x) =C + Inx + o[> (cosh t - 1)/t dt

Exponentialintegral

Ei(x) = ., [Xe'/tdt=C+In [x]| +x + x2/(2:2!) + x3/(3:3!) + ...
C = 0,5772 ... Eulersche Konstante

Ist 0 < X < o, so spricht man vom Cauchyschen Hauptwert.

Das Exponentialintegral Ei(x) ist mit dem Integrallogarithmus Li(x)
durch die Beziehung  Li(x) = o [*dt/ In t = Ei(In x)

Chi(x) = C + In x + Za_1” 22"/((2n)(2n)!)

Ci(x) = x[*cost/tdt=C+In|x| - x2/(2:21) + x*/(4-4)) - + ...,

verbunden.

Naherungswert des Exponentialintegrals und des Integrallogarithmus
y ~ Ei(x) y ~ Li(x) = Ei(In(x))

Weitere Definitionen
Ei(x) = ]7e*/tdt En(x) = 17 e™/t"dt
an(x) = 1 [ 7 th et dt Bn(x) = 4 [T t" et dt

Ei(x) = -C - In X - £,21° (-1)" x"/(n n!)

En(x) = (-x)™/(n-1)! (-In X+y(N))-Zm=0men-1” (-X)™/((M-n+1)m!)
y(n) = - C+ Zpoy"! 1/m

Ent1(X) = 1/n (€™ - x En(x))

dEn(x)/dx = - En.1(X)

Naherungsformeln
firO<x<1

Ei(x) = -In x - 0,57721566 + 0,99999193 x - 0,24991055 x2 + 0,05519968 x3 - 0,00976004 x* +

0,00107857 x> + R(x) ; R(x) < 2 - 107
fir 1 <x

x € Ey(x) = (X2 + 2,334733 x + 0,250621) / (x2 + 3,330657 x + 1,681534) + R(x) ; R(x) < 5 - 10

fur 10 < x

x € Ey(x) = (x2 + 4,03640 x + 1,15198) / (x2 + 5,03637 x + 4,19160) + R(x) ; R(x) < 107

fir 1 <x

x e Ey(x) = (x* 8,5733287401 x3 + 18,0590169730 x2 + 8,6347608925 x + 0,2677737343) / (x* +

9,5733223454 x3 + 25,6329561486 x2 + 21,0996530827 x + 3,9584969228) + R(x) ; R(x) < 2 - 108

Bestimmte und unbestimmte Integrale
o e?/(b+t) dt = e®® E;(ab)
o) * e/(b+t) dt = e E;(-iab) ; a>0,b >0
o 1% (t-ib)/(t2+b2) et dt = e® E;(ab) ; a > 0, b > 0
o | 7 (t+ib)/(t2+b2) e dt = e (-Ei(ab) + ix) ;a>0,b > 0
ol ® (e -e®y/t dt = In (b/a)
o] " E2(t) dt =21n 2
o2 e EL(t) dt = (-1)"Y/a" (In (14a) + "t (-1)Kak/k) ; a > -1
ofte®sinbt/tdt=nx-arctan (b/a) + E;(-a+ib);a>0,b>0
o1 e® sin bt /t dt = arctan (b/a) + Es(a + ib) ; a > 0, b reell

oJ e (1-cos bt) /t dt = 1/2 In (1 + b2/a2) + Ei(a) + Re(E;(-a + ib)) ; a > 0, b reell
ofte? (1-cos bt) /t dt = 1/2 In (1 + b2/a2?) - E4(a) + Re(E;(a + ib)) ; a > 0, b reell

oJ¥(M-eY)/tdt=E(x) +Inx+y
oJ*X(et-1)/tdt=Ei(x)-Inx-y;x>0

[ e/ (a2+x2) dx = i/(2a) (e E;(-a-ix) - e® E4(a-ix))
[ x e/ (a2+x2) dx = -1/2 (e E;(-a-ix) + e? E;(a-ix))
Je*/ (a2+x?) dx = -1/a (e E;(-x+ia)) ; a > 0

| x €/ (a2+x2) dx = -Re(e™ E;(-x+ia)) ; a > 0
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Beziehungen zur unvollstdandigen Gamma-Funktion
E.(x) = x"! (1-n,x)
an(x) = x ™ r(n+1,x)
Bn(x) = x™ (I(n+1,-x) - [(n+1,X))

Rationale Funktionen
Bei allen Stammfunktionen wurde die Integrationskonstante C weggelassen
Bezeichnung X=ax+b
IX"dx = 1/[a(n+1)] X"*! fir n=-1
Jdx /X =1/a* In |X]
I x X"dx = 1/[a2(n+2)] X"*2 - b/[a2(n+1)] X"*! fiir n=-1 und nz-2
fx™X"dx = 1/a™ [ (X - b)™ X" dx
[x/Xdx =x/a-b/a2 *In |X|
I'x/X2dx = b/(a2X) + In |X] /a2
I'x/X3dx =1/a2 ( -1/X + b/(2X2))
[x/X"dx = 1/a2 [ b/[(n-1)X"* ] - 1/[(n-2)X""?] ]
Ix2/Xdx = 1/a3 [X2/2 - 2bX + b2 * In |X]|]
Ix2/X2dx = 1/a3 [X - 2b In|X] - b2/X]
Ix2 /X3 dx = 1/a3 [In|X] + 2b/X - b2/(2X?)]
[x2/X"dx = 1/a3 [-1/[(n-3)X">] + 2b/[(n-2)X""?] - b2/[(n-1)X""] ]
Ix3 /X dx = 1/a* (X3/3 - 3bX2/2 + 3b2X - b3 In |X])
Ix3 /X2 dx = 1/a* (X3/2 - 3bX + 3b2X In |X]| + b3/X)
Ix3/X3dx = 1/a* (X - 3b In |X| -3b2/X + b3/(2X?2))
Ix3/X*dx = 1/a* (In X + 3b/X - 3b2/(2X2) + b3/(3X3))
Ix3/X"dx = 1/a* [-1/((n-4)X"*) + 3b/((n-3)X"3) - 3b2/((n-2)X"2) + b3/((n-1)X"1)]
Jdx / (x X) = -1/b * In |X/x]
Jdx / (x X2) = -1/b2 (In (X/x) - b/X) = 1/b2 (In (X/x) + ax/X)
Jdx / (x X3) = -1/b3 (In (X/x) + 2ax/X - a2x2/(2X?2))

n-1
[dx / (xX") = -1/b" [In (X/x) - £ [("% ) (-a)' x' /(i X)]]

i=1
Jdx / (x2 X) = -1/(bx) + a/b2 In |X/x]|
Jdx / (x2 X2) = -a [1/(b2X) + 1/(abxX) -2/b3 In |X/x|]
Jdx / (x2 X3) = -a [1/(2b2X2) + 2/(b3X) + 1/(ab3X) - 3/b* In |X/x|]

n-1
[dx / (x2 X") = -1/b™* [X/x - naIn (X/x) - £ [("; ) (-a)' x"* /[(i-1)X"*]]]
i=1

Jdx / (x3 X) = -1/b3 [a2 In (X/x) - 2aX/x + X2/(2x2)]
Jdx / (x3 X2) = -1/b% [3a2 In (X/x) + a3x/X + X2/(2x2) - 3aX/x]
Jdx / (x3 X3) = -1/b° [6a2 In (X/x) + 4a3x/X - a*x2/(2X2) + X2/(2x2) - 4aX/x]

n+1
[dx/(x3 X") = -1/b™2[-x (") (-a)'x"?/[(i-2)X"?] +a2X2/(2x2) ~(n+1)aX/x +n(n+1)a2/2 In (X/x) ]
i=3
m+n-2 _ _
,[dX/ (Xm Xn) = _1/bm+n-1 5 ( m+n-2i ) Xm-l-l * (-a)i / [(m-|-1) Xm-l-l]
i=0

Bezeichnung X=a+x und Y=b+Xx; a=b

[ x dx / (X Y2) = b/[(a-b) Y] - a/(a-b)2 In (X/Y)

[ x2 dx / (X Y2) = b2/[(b-a) Y] + a2/(b-a)2 In X + (b2-2ab)/(b-a)2 In Y
[x dx / (X2 Y2) = 1/(a-b)2 (a/X + b/Y) + (a+b)/(a-b)3 In (X/Y)

[ x2 dx / (X2 Y2) = -1/(a-b)2 (a2/X + b2/Y) + 2ab/(a-b)3 In (X/Y)
[dx / [(a-x)2 Y2] = -1/(a-b)2 (1/X + 1/Y) + 2/(a-b)3 In (X/Y)
fdx/(x-a)=In|x-a|

Jdx / (x - a)? = -1/(x-a)

[dx/ (x-a)" = 1/[(n-1) (x-a)""]

Ix"t/(x"+a)dx =In|x"+al /n

Bezeichnung X=ax+b; Y=fx+g und A=bf-ag
[X/Ydx =ax/f+ 1/f2InY

fdx/ (XY)=1/A1n (Y/X)

Ixdx/ (XY)=1/A[b/aln X - g/fInY]

fdx / (X2Y) = 1/A (1/X + /A In (Y/X))

Bezeichnung X=ax2+bx+c und A=4ac-b2

Jdx / X = 2/VJA arctan [(2ax+b)/VA] fir A>0 = -2/N(-A) artanh [(2ax+b)/V(-A)] fir A<O
[dx / X2 = (2ax+b)/(AX) + 2a/A [ dx / X
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[dx / X3 = (2ax+b)/A [ 1/(2X2) + 3a/(AX) ] + 6a2/A2 [ dx / X

[dx / X" = (2ax+b)/[(n-1)A X" 1] + (2n-3) 2a/[(n-1) A] | dx / X"

[x dx /X = 1/(2a) In [X]| - b/(2a) | dx/X

[x dx / X2 = -(bx+2¢)/(A X) - b/A | dx/X

[x dx / X" = -(bx+2c)/[(n-1)A X™] - b(2n-3)/[(n-1) A] [ dx/X"

[x2 dx / X = x/a - b/(2a2) In [X] + (b2-2ac)/(2a2) [ dx/X

[x2 dx / X2 = [(b2-2ac) X + bcl/(a A X) + 2¢/A [ dx/X

[x2 dx / X" = -x/[(2n-3) aX™!] + ¢/[a(2n-3)] | dx/X" - [(n-2) b]/[(2n-3) a] | x dx/X"

[ xMdx/X" = -x/[c(2n-m-1)aX"1]+(m-1)c/[a(2n-m-1)] [ x™2dx/X" -(n-m)b/[(2n-m-1)a] | x™ *dx/X"
Ix®"tdx / X" = 1/a [ x®"3 dx/X"?! - ¢/a [ x?"3 dx / X" - b/a [ x>™2 dx/X"

Jdx / (xX) = 1/(2¢) In (x2/X) - b/(2c) [ dx / X

Jdx / (xX") = 1/[2c(n-1)X"*] - b/(2c) [dx / X" + 1/c [dx / (xX"1)

Jdx / (x2X) = b/(2¢2) In (X/x2) - 1/(cx) + (b2/(2¢?) - a/c) [ dx / X

Jdx / (x™X™) = -1/[(m-1)cx™ X" 1] - (2n+m-3) a/[(m-1) c] [ dx /(x™2X™)-(n+m-2) b/[(m-1) c] | dx/(x™*!
X"); m>1

[ dx / [(Fx+g)X] = f/[2(cf2 - gbf + g2a)] * In [(fx+g)2/X] + (2ga - bf)/[2(cf2 - gbf + g2a)] | dx / X

Bezeichnung X=a2+x2 und Y=arctan (x/a)
fdx/X=1/aY

[ dx / (a2 + b2x2) = arctan (bx/a) /(ab)

[dx / X2 = x/(2a2 X) + Y/(2a3)

[dx / X3 = x/(4a2 X2) + 3x/(8a* X) + 3/(8a°) Y

[dx / X" = x/(2na2 X") + (2n-1)/(2na2) | dx / X"
[xdx/X=1/2In[X]|

Ix/ (a2 + b2x2) dx = In (a2+b2x2) /(2b2)

Ixdx /X2 =-1/(2X)

[x dx / X3 = -1/(4X2)

[xdx /X" =-1/(2n X")

[x2dx /X =x-aY

I x2dx /X2 =-x/(2X) + Y/(2a)

I x2 dx / X3 = -x/(4X2) + x/(8a2 X) + Y/(8a3)

[x2dx /X" = -x/(2nX™) + 1/(2n) [ dx / X"
[x3dx /X =x2/2-a2/2In X

[x3 dx / X2 = a2/(2X) - 1/2 In X

[x3 dx / X3 = -1/(2X) + a2/(4X2)

[x3 dx / X" = -1/[2(n-1) X™] + a2/(2n X")

[dx / (xX) = 1/(2a2) In (x2/X)

[dx / (xX2) = 1/(2a2X) + 1/(2a%) In (x2/X)

[dx / (xX3) = 1/(4a2X2) + 1/(2a%X) + 1/(2a%) In (x2/X)
[dx / (x2X) = -1/(a2x) - Y/a3

[dx / (x2X2) = -1/(a%x) - x/(2a* X) - 3Y/(2a°)

Jdx / (x2X3) = -1/(a%) - x/(4a* X2) - 7x/(8a® X) - 15Y/(8a’)
Jdx / (x3X) = -1/(2a2x2) - 1/(2a*) In (x2/X)

Jdx / (x3X2) = -1/(2a*x2) - 1/(2a* X) - 1/a°% In (x2/X)

[dx / (x3X3) = -1/(2a%«?2) - 1/(a® X) - 1/(4a* X2) - 3/(2a®) In (x2/X)
[dx / [(b+cx)X] = 1/(a2c2+b?2) [c In(b+cx) - ¢/2 In X + bY/a]

Bezeichnung X=a2-x2 und fiir |x|<a Y=artanh (x/a) bzw. fiir |x|>a Y=arcoth (x/a)
[dx/X=1/aY
['dx / (a2 - b2x2) = artanh (bx/a) /(ab)
Jdx / X2 =x/(2a2 X) + Y/(2a3)
Jdx / X3 = x/(4a2 X2) + 3x/(8a* X) + 3/(8a%) Y
[dx /X" = x/(2na2 X") + (2n-1)/(2na2) [ dx / X"
Ixdx/X=-1/21In |X]
[x dx /X2 = 1/(2X)
[x dx / X3 = 1/(4%X2)
[x dx / X" = 1/(2n X")
Ix2dx/X=-x+ aY
[ x2 dx / X2 = x/(2X) - Y/(2a)
[ x2 dx / X3 = x/(4X2) - x/(8a2 X) - Y/(8a3)
[ x2 dx / X" = x/(2nX") - 1/(2n) [ dx / X"
[x3dx/X=-x2/2 -a2/2 In X
[x3 dx / X2 = a2/(2X) - 1/2 In X
[ x3 dx / X3 = -1/(2X) + a2/(4X2)
[x3dx /X" =-1/[2(n-1) X"!] + a2/(2n X")
Jdx / (xX) = 1/(2a2) In (x2/X)
[dx / (xX2) = 1/(2a2X) + 1/(2a*) In (x2/X)
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[dx / (xX3) = 1/(4a2X2) + 1/(2a*X) + 1/(2a°) In (x2/X)

[dx / (x2X) = -1/(a2x) + Y/a3

[dx / (x2X2) = -1/(a%*) + x/(2a* X) + 3Y/(2a°)

[ dx / (x2X3) = -1/(a®%) + x/(4a* X2) + 7x/(8a° X) + 15Y/(8a”)

[dx / (x3X) = -1/(2a2x2) + 1/(2a%) In (x2/X)

[dx / (x3X2) = -1/(2a%x2) + 1/(2a* X) + 1/a° In (x2/X)

[dx / (x3X3) = -1/(2a%2) + 1/(a° X) + 1/(4a* X2) + 3/(2a®) In (x2/X)
[ dx / [(b+cx)X] = 1/(a2c2-b2) [c In(b+cx) - ¢/2 In X - bY/a]

Bezeichnung X=a3+x3

[dx /X = 1/(6a2) In [(a+x)?/(a2-ax+x2)] + 1/(a2V3) arctan [(2x-a)/(aV3)]
[dx /X2 = x/(3a3X) + 2/(3a3) [ dx / X

[x dx /X = 1/(6a) In [(a2-ax+x2)/(a+x)2] + 1/(a2V3) arctan [(2x-a)/(aV3)]
[xdx /X2 =x2/(3a3X) + 1/(3a3) | x dx / X

Ix2dx /X =1/31n |X]

[x2dx /X2 =-1/(3X)

[x3dx/X =x-a3[dx/X

Ix3dx/ X2 =-x/(3X) + 1/3 [dx / X

Jdx / (xX) = 1/(3a3) In (x3/X)

Jdx / (xX2) = 1/(3a3X) + 1/(3a°) In (x3/X)

Jdx / (x2X) = -1/(a3x) - 1/a3 [x dx / X

Jdx / (x2X2) = -1/(a%) - x2/(3a°X) - 4/(3a®) | x dx / X

[dx / (x3X) = -1/(2a3x2) - 1/a3 | dx / X

[dx / (x3X2) = -1/(2a%z2) - x2/(3a°X) - 5/(3a°) | dx / X

Bezeichnung X=a3-x3

Jdx /X = -1/(6a2) In [(a-x)?/(a2+ax+x2)] + 1/(a2V3) arctan [(2x+a)/(aVv3)]
[dx /X2 = x/(3a3X) + 2/(3a%) [ dx / X

[x dx /X = 1/(6a) In [(a2+ax+x2)/(a-x)2] + 1/(a2V3) arctan [(2x+a)/(av3)]
[xdx/X2 =x2/(3a3X) + 1/(3a3) [ x dx / X

[x2dx /X =-1/31n |X]|

[x2dx /X2 = 1/(3X)

Ix3dx/X =-x+a3]dx/X

[x3dx /X2 =x/(3X) - 1/3 [dx / X

[dx / (xX) = 1/(3a3) In (x3/X)

[ dx / (xX2) = 1/(3a3X) + 1/(3a°) In (x3/X)

Jdx / (x2X) = -1/(a3x) + 1/a3 [x dx / X

[dx / (x2X2) = -1/(a®) + x2/(3a%X) + 4/(3a®) [ x dx /X

Jdx / (x3X) = -1/(2a3x2) + 1/a3 [dx / X

[dx / (x3X2) = -1/(2a%«2) + x2/(3a®X) + 5/(3a°) [ dx /X

Bezeichnung X=a%+x*

[dx /X = 1/(4a3\2) In [(x2+ax\2+a2)/(x2-ax\V2+a2)] + 1/(2a3V2) arctan [(ax\2)/(a2-x2)]
I'x dx /X = 1/(2a2) arctan (x2/a2)

[x2dx /X = -1/(4aV2) In [(x2+axV2+a2)/(x2-axV2+a2)] + 1/(2aV2) arctan [(axV2)/(a2-x2)]
[x3dx/X=1/41InX

Bezeichnung X=a%-x*

Jdx / X = 1/(4a3) In [(a+x)/(a-x)] + 1/(2a3) arctan (x/a)
Ixdx /X = 1/(4a2) In [(a2+x2)/(a2-x?)]

Ix2dx /X = 1/(4a) In [(a+x)/(a-x)] - 1/2a arctan (x/a)
[x3dx/X=-1/4In X

Irrationale Funktionen - Wurzelfunktionen
Bezeichnung X=a2+b2x und Y=arctan(bVx /a)
JVx dx / X = 2Vx /b2 - 2a/b3 Y

IVx3 dx / X = 2/3 Vx3 /b2 - 2a2 Vx/b* + 2a3/b> Y
JVx dx / X2 = -Yx /(b2X) + 1/(ab3) Y

JVx3 dx / X2 = 24x3 /(b2X) - 3a2 Vx/(b*X) - 3a/b® Y
Jdx / (X¥x) = 2/(ab) Y

[dx / (X¥x3) = -2/(a2Vx) - 2b/a3 Y

Jdx / (X2 Vx) = Vx/(a2X) + Y/(a3b)

Jdx / (X2 Vx3) = -2/(a2XVx) - 3b2Vx/(a*X) - 3bY/a®

Bezeichnung X=a2-b2x und Y=In[(a+bVx)/(a-bVx)]/2
JVx dx / X = -24x /b2 + 2a/b3 Y

JVx3 dx / X = -2/3 Vx3 /b2 - 2a2 Vx/b* + 2a3/b> Y
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[Vx dx / X2 = Vx /(b2X) - 1/(ab3) Y

[Vx3 dx / X2 = -24%3 /(b2X) - 3a2 \x/(b*X) - 3a/b5 Y
[ dx / (X¥x) = 2/(ab) Y

[ dx / (X¥x3) = -2/(a2Vx) + 2b/a3 Y

[ dx / (X2 Vx) = Vx/(a2X) + Y/(a3b)

[ dx / (X2 Vx3) = -2/(a2XVx) + 3b2Vx/(a*X) + 3bY/a’

Integrale mit Vx

[x/(@* + x2) dx = -1/(2aV2) In [(x+aV(2x)+a2?)/(x-aV2x)+a2)] + 1/(aV2) arctan [(aV(2x))/(a2-x)]

[ dx/[Vx (a* + x2)] = 1/(2a3V2) In [(x+aV(2x)+a2)/(x-aV2x)+a2)] + 1/(a3v2) arctan [(aV(2x))/(a2-x)]
[Vx/(a* - x2) dx = 1/(2a) In [(a+Vx)/(a-Vx)] - 1/a arctan (Vx/a)

[ dx/[Vx (a* - x2)] dx = 1/(2a3) In [(a+Vx)/(a-Vx)] + 1/a3 arctan (Vx/a)

Integrale mit V(ax+b) ; Bezeichnung X=ax+b

[VX dx = 2/(3a) VX3

[ x¥X dx = [2(3ax-2b) VX3]/(15 a2)

I x2¥X dx = [2(15a2x2-12abx+8b2) ¥X3]/(105 a3)

[dx/ X = 2/a VX

[x dx/ VX = [2 (ax-2b)]/(3a2) VX

I x2 dx/ VX = [2 (3a2x2-4abx+8b2)]/(15a3) VX

[dx/ (x VX) = 1/3b In [(¥X - Vb)/(NX + \b)] fiir b>0 ; = 2/v(-b) arctan (-X/b) fir b<0
JYX/xdx =2vX + b [dx/ (x VX)

[dx / (x2 ¥X) = ~VX/(bx) - a/(2b) | dx/ (x ¥X)

JAX / x2 dx = -VX/x + a/2 [ dx/ (x V¥X)

[ dx / (x" ¥X) = —VX/[(n-1) bx™] - [(2n-3)al/[(2n-2)b] | dx / (x™X)
[V(X3) dx = 2/(5a) V(X°)

[ x V(X3) dx = 2/(35a2) [2V(X7) - 7bV(X%)]

[ x2 V(X3) dx = 2/a3 [V(X°) / 9 - 2b/7 N(X") + b2/5 V(X®)]

TANX3) / x dx = 2/3 V(X3) + 2b V(X) + b2 [ dx /(x V(X))

Ix /N(X3) dx = 2/a2 (V(X) + b/N(X))

[x V(x2 + a2) dx = 1/3 V(x2 + a2)3

JN(x2 + a2) dx = 1/2 [x V(x2 + a2) + a2 arsinh (x/a)] = 1/2 [x V(x2 + a2) + a2 In (x + V(x2 + a2))]
JN(x2 + a2)/x dx = V(x2 + a2) - a In | [a+V(x2+a2)]/x |

[ dx / V(a2 + b2x2) = In [bx + V(a2+b2x2)] /b

Ix dx /(a2 + x2) = J(a2+x?)

I x2dx / V(a2 + x2) = x/2 V(a2+x2) - a2/2 arsinh (x/a)

Jdx / [x V(a2 + x2)] = -1/a arsinh (a/x)

[dx / [x2 (a2 + x2)] = - V(a2+x2)/(a2x)

fV(a2 - x2) dx = 1/2 [x V(a2 - x2) + a2 arsin (x/a)]

[x V(a2 - x2) dx = -1/3 V(a2 - x2)3 fur |x|<a

[V(a2 - x2)/x dx = V(a2 - x2) - a In [[a + V(a2-x2)]/X]|

[ dx / V(a2 - b2x2) = arcsin (bx/a) /b

I x2 dx / V(a2 - x2) = -x/2 V(a2-x2) + a2/2 arcsin (x/a)

[V(x2 - a2) dx = 1/2 [x V(x2 - a2) - a2 arcosh (x/a)] = 1/2 [x V(x2 - a2) - a2 In (x + V(x2 - a2))]
[x V(x2 - a2) dx = 1/3 V(X2 - a2)3

JN(x2 - a2)/x dx = V(x2 - a2) - a arccos (a/x)

[ dx/N(x2? - a2) = arcosh (x/a)

I x dx/V(x2 - a2) = V(x2 -a?)

I x2 dx/N(x2 - a2) = x/2 (x2 - a2) + a2/2 arcosh (x/a)

[ dx/v(ax2 +bx +c) = 1/¥a In |2 V[a (ax2+bx+c)] + 2ax + b| =

fir a>0; 4ac-b2>0 = 1/"a arsinh [(2ax+b)/V(4ac-b2)]
fiir a>0; 4ac-b2=0 = 1/Va In |2ax + b|
fiir a<0; 4ac-b2<0 = -1/N(-a) arcsin [(2ax+b)/V(b2-4ac)]

I x dx/V(ax2 +bx +c) = V(ax2+bx+c)/a - b/(2a) | dx/V(ax2 +bx +c)

Integrale mit V(ax+b) und V(fx+g); Bezeichnung X = ax+b, Y = fx+g, A = bf-ag
[ dx / N(XY) = 2 sgn(a) sgn(X) / V(-af) arctan V(- fX / (aY)) fiir af < 0
= 2 sgn(a) sgn(X) / V(af) arctan J(fX / (aY)) fir af > 0
[ x / N(XY) dx = V(XY) / (af) - (ag + bf)/(2af) ] dx / N(XY)
[17 (N(X) N(Y3)) dx = -2 V(X) / (A (Y))
J1/7 ((X) Y) dx = 2/4(-A f) arctan (f V(X) / V(-A f)) fir Af < 0
= 1/N(A ) In ( (FNX) - V(A £)) / (FN(X) + V(A £))) fur Af > O
JN(XY) dx = (A + 2aY)/(4af) V(XY) - A2/(8af) | dx / V(XY)
TN(Y / X) dx = sgn(X) (1/a V(XY) - A/(2a) [ dx / V(XY))
[N(X) /Y dx = 2 NOX)/F + A/FTdx / (Y (X))
[Y" /7 N(X) dx = 2/(a (2n+1)) (Y" V(X) - n A Y™/ V(X) dx
[YPN(X) dx = 1/(F (2n+3)) (2 Y™ N(X) + A [Y" / V(X) dx
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Integrale mit V(a2-x2) ; Bezeichnung X = a2-x2
[N(X) dx = 1/2 [x V(X) + a2 arsin (x/a)]

[ x N(X) dx = -1/3 V(X)3 fir |x|<a

[ x2 V(X) dx = -1/4 V(X)3 + a2/8 (x V(X) + a2 arcsin(x/a))
[ %3 N(X) dx = 1/5 V(X)® + a2/3 V(X)3

[N(X) / X dx = (X) - aIn [[a + VOOV/X]

FNX) / x2 dx = -J(X)/x - arcsin(x/a)

[N(X) / x3 dx = -V(X)/(2x2) + 1/(2a) In ((a + V(X))/X)

[ dx / N(X) = arcsin (x/a)

[ dx / V(a2 - b2x?) = arcsin (bx/a) /b

Ix /A(X) dx = - V(X)

Ix2dx /(X) = -x/2 \(X) + a2/2 arcsin (x/a)

[ x3 dx / V(X) = V(X)3/3 - a2 V(X)

[dx / (x V(X)) = -1/a In ((a + V(X))/x)

[dx / (x24(X)) = -1/(a2 x) V(X)

[ dx / (x3 V(X)) = -1/(2a2 x2) V(X) - 1/(2a3) In ((a + V(X))/x)

[NOX)3 dx = 1/4 (x V(X)3 + 3a2x/2 V(X) + 4a%/2 arcsin(x/a))

[ x N(X)3 dx = -1/5 V(X)®

[ x2 V(X)3 dx = -x/6 V(X)® +a2x/24 V(X)? + a’x/16 \(X) + a%/16 arcsin(x/a)
| x3 \/(X)3 dx =1/6 \/(X)7 +a2/5 \/(X)S

JANX)3 / x dx = 1/3 V(X)3 + a2 J(X) - a3 In((a + V(X))/x)

JANX)3 / x2 dx = -1/x V(X)3 - 3/2 x V(X) - 3/2 a2 arcsin(x/a)

f\/(X)3 / x3 dx = -1/(2x2) \/(X)3 -3/2 \/(X) + 3a/2In ((a + \/(X))/X)

1/ \/(X)3 dx = x/ (a2 \/(X))

Ix /N(X)3dx =1/ V(X)

Ix2 /N(X)3 dx = x / V(X) - arcsin(x/a)

Ix3/ \/(X)3 dx = \/(X) + a2/ \/(X)

1/ (x \/(X)3) dx =1/ (a2 \/(X)) + 1/a3In ((a + \/(X))/X)

1/ (x? \/(X)3) dx = 1/a* (-1/x \/(X) + X/\/(X))

1/ (x3 \/(X)3) dx = -1/(2a2 x2 \/(X)) + 3/(2a4 \/(X)) - 3/(2a5) In ((a + \/(X))/X)

Integrale mit V(x2+a2) ; Bezeichnung X = x2+a?
JN(X) dx = 1/2 [x V(X) + a2 arsinh (x/a)] = 1/2 [x V(X) + a2 In (x + V(X))]
I x V(X) dx = 1/3 (X)3
I x2N(X) dx = x/4 V(X)3 - a2/8 (x V(X) + a2 arsinh(x/a))
[x3 V(X) dx = 1/4 V(X)° - a2/3 \(X)3
JNX) / xdx =(X) -aln | [a+ V(X)]/x |
JN(X) / x2 dx = -1/x V(X) + arsinh(x/a)
[V(X) / x3 dx = -1/(2x2) V(X) - 1/(2a) In ((a@ + V(X))/x)
[1/(X) dx = arsinh(x/a) = In (x + V(X))
[ dx / V(a2 + b2x2) = In [bx + V(a2+b2x2)] /b
[x dx / V(X) = V(X)
[x2 dx / V(X) = x/2 \(X) - a2/2 arsinh (x/a)
[x3 dx / V(X) = 1/2 V(X)3 - a2 V(X)
Jdx / (x V(X)) = -1/a arsinh (a/x) = -1/a In ((@a + V(X))/X)
[dx / (x24(X)) = - V(X)/(a2x)
[dx / (x3 (X)) = -1/(2a2 x2) V(X) - 1/(2a3) In ((a + V(X))/X)
JN(X)3 dx = 1/4 (x V(X)3 + 3/2 a2 x V(X) + 3/2 a* arsinh (x/a))
=1/4 (x V(X)3 + 3/2 a2 x V(X) + 3/2 a* In (x + V(X)))
Ix N(X)3 dx = 1/5V(X)®
I x2N(X)3 dx = x/6 V(X)* - a2x/24 (X)3 - a*x/16 V(X) - a®/16 arsinh (x/a)
= x/6 V(X)* - a2x/24 \(X)3 - a*x/16 V(X) - a®/16 In (x + V(X))

[x3V(X)3 dx = 1/7 V(X)” - a2/5 V(X)°
JN(X)3 / x dx = 1/3V(X)3 + a2 V(X) - a3 In ((a + V(X))/x)
JN(X)3 / x2 dx = -1/x V(X)3 + 3/2 x V(X) - 3/2 a2 arsinh (x/a)

= -1/x V(X)3 + 3/2 x V(X) - 3/2 a2 In (x + V(X))
[V(X)3 / x3 dx = -1/(2x2) V(X)2 + 3/2 V(X) - 3/2 a In ((a + V(X))/x)
[1/4(X)3 dx = x/ (a2 V(X))
Ix/NX)3 dx = -1 / V(X)
Ix2 /N(X)3 dx = -x / V(X) + arsinh (x/a) = -x / V(X) + In (x + V(X))
Ix3 /(X)3 dx = V(X) + a2 / V(X)
J1/7 (xN(X)3) dx =1/ (a2 V(X)) - 1/a3 In ((a + V(X))/x)
[1/7(x2V(X)3) dx = -1/a* (N(X) / x + x /N(X))
J1/7(x3V(X)3) dx = -1/ (2a2 x2 V(X)) - 3/ (2a* V(X)) + 3/(2a°) In ((a + V(X))/x)
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Integrale mit V(x2-a2) ; Bezeichnung X = x2-a2

[N(X) dx = 1/2 (x V(X) - a2 arcosh (x/a)) = 1/2 (x V(X) - a2 In (x + V(X))
[ x V(X) dx = 1/3 V(X)3

[ x2 V(X) dx = x/4 V(X)3 + a2/8 (x V(X) - a2 arcosh (x/a))

I x3J(X) dx = 1/5V(X)® + a2/3 v(X)3

JANX) / x dx = V(X) - a arccos (a/x)

[N(X) / x2 dx = -1/x N(X) + arccos (a/x) = -1/x Y(X) + In (x + V(X))
[N(X) / x3 dx = -1/(2x2) V(X) + 1/(2a) arccos (a/x)

[ dx / N(X) = arcosh (x/a) = In (x + V(X))

Ix /A(X) dx = V(X)

Ix2 /N(X) dx = x/2 V(X) + a2/2 arcosh (x/a)

Ix3 /4(X) dx = 1/3 V(X)3 + a2 (X)

[1/ (x (X)) dx = 1/a arccos (a/x)

[1/7(x2(X)) dx = 1/(a2 x) V(X)

J1/ (x3V(X)) dx = 1/(2a2 x2) V(X) + 1/(2a3) arccos (a/x)

[N(X)3 dx = 1/4 (x V(X)3 - 3/2 a2x V(X) + 3/2 a* arcosh (x/a))

[ x V(X)3 dx = 1/5 V(X)°

[ x2 V(X)3 dx = x/6 V(X)° + a2x/24 V(X)3 - a*x/16 V(X) + a®/16 arcosh (x/a)
[ x3 V(X)3 dx = 1/7 V(X)” + a2/5 V(X)°

JN(X)3 / x dx = 1/3 V(X)3 - a2 V(X) + a3 arccos (a/x)

JN(X)3 / x2 dx = -1/2 V(X)3 - 3/2 x V(X) - 3/2 a2 arcosh (x/a)

JN(X)3 / x3 dx = -1/(2x2) V(X)3 + 3/2 V(X) - 3/2 a arccos (a/x)
[1/7(X)3 dx = -x/(a2 V(X))

[x /N(X)3 dx = -1/V(X)

Ix2 /N(X)3 dx = -x/V(X) + arcosh (x/a) = -x/N(X) + In (x + V(X))

[ x3 /(X)3 dx = V(X) - a2/V(X)

J1/7 (xN(X)3) dx = -1/(a2 V(X)) - 1/a2 arccos (a/x)

[1/7(x2V(X)3) dx = -1/a* (N(X) / x + x / V(X))

[17(x3V(X)3) dx = 1/(2a2 x2 V(X)) - 3/(2a* V(X)) - 3/(2a°) arccos (a/x)

Integrale mit V(ax2+bx+c) ; Bezeichnung X = ax2+bx+c, A = 4ac-b2 , k = 4a/A
Jdx /V(X) = 1/¥aln |2 V(a X) + 2ax + b| =
fiir a>0; 4ac-b2>0 1/Va arsinh [(2ax+b)/V(A)]
fiir a>0; 4ac-b2=0 1/Va In |2ax + b
fiir a<0; 4ac-b2<0 -1/4(-a) arcsin [(2ax+b)/V(-A)]
[dx / (X (X)) = (4ax + 2b) / (A V(X))
Jdx / (X2 V(X)) = (4ax + 2b) / (3A V(X)) (1/X + 2k)
Jdx / XM/ = (4ax + 2b) / (2 (n-1) A X@"D/2 4 2k (n-1) / (2n-1) [ dx / X@/2

JN(X) dx = (2ax + b)/(4a) V(X) + 1/(2k) | dx / V(X)

I X A(X) dx = (2ax + b)/(8a) V(X) (X + 3/(2k)) + 3/(8k2) | dx / V(X)

[ X2 N(X) dx = (2ax + b)/(12a) V(X) (X2 + 5X/(4k) + 15/(8k?2)) + 5/(16k3) | dx / V(X)
[ X@+D/2 4y = (2ax + b)/(4an + 4a) X@"/2 4 (2n+1)/(2kn + 2k) | X172 dx

Ix /N(X) dx = V(X)/a - b/(2a) | dx / V(X)

I'x / (XAN(X)) dx = -2 (bx + 2c) / (A V(X))

Ix / X@O2 dx = -1/ ((2n-1) a X@™1/2) - b/(2a) [ 1 / X@+D/2 dx

I x2 /V(X) dx = (x/(2a) - 3b/(4a2)) V(X) + (3b2 - 4ac)/(8a2) [ dx / V(X)
Ix2 /7 (X V(X)) dx = ((2b2 - 4ac) x + 2bc)/(a A V(X)) + 1/a [ dx / V(X)

I x N(X) dx = X/(3a) V(X) - b/(8a2) (2ax + b) V(X) - b/(4ak) [ dx / V(X)
I x X V(X) dx = X2/(5a) V(X) - b/(2a) | X dx / V(X)

[ x X@+/2 qy = X@n+3)/2 7 ((2n+3) a) - b/(2a) | X@/2 dx

I x2V(X) dx = (x - 5b/(6a)) X V(X) /(4a) - (5b2 - 4ac)/(16a2) | V(X) dx

[1/ (x V(X)) dx = 1/¥c In ((-2 V(cX) + 2¢ + bx)/(2x)) fiir ¢ > 0
-1/4c arsinh ((bx + 2c)/(x + V(A))) firc > 0,A >0
-1/Nc In ((bx + 2¢)/x) firc>0,A =0

= 1/V(-c) arcsin ((bx + 2c)/(x V(-A))) firc > 0,A< 0
[ 1/ (x2 V(X)) dx = -1/(cx) V(X) - b/(2¢) [ 1 / (x VX)) dx

FAX) / xdx =(X) + b/2 [dx /V(X) + cldx/ (x V(X))

JNX) / x2dx = -N(X)/x + afdx /V(X) + b/2 [ dx / (x V(X))

[ dx / (x V(ax2 + bx)) = -2/(bx) V(ax2 + bx)
[ dx / ¥(2ax - x?) = arcsin ((x-a)/a)
[ x dx / J(2ax - x2) = - V(2ax - x2) + a arcsin ((x-a)/a)
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I V(2ax - x2) dx = (x-a)/2 V(2ax - x2) + a2/2 arcsin ((x-a)/a)
[dx / ((ax2 + b) V(fx2 + g))) = 1/(vb \(ag-bf)) arctan (x ¥(ag-bf) / (Vb \(fx2 + g)) , fur ag - bf > 0
= 1/(2Vb V(bf-ag)) In ((\b V(Fx2+g) + x V(bf-ag)) / (Vb V(fx2+g) - x V(bf-ag))) fir ag - bf < 0
[™(ax + b) dx = (n (ax + b))/((n + 1) a) "V(ax + b)
[1/™(ax + b) dx = (n (ax + b))/((n - 1) a) 1/™/(ax + b)
1/ (x J(x" + a2)) dx = -2/(na) In ((a + V(X" + a2)) / V(x"))
J1/7 (x(x" - a2)) dx = 2/(na) arccos (a / V(x"))
[ \x / V(a3 - x3) dx = 2/3 arcsin V(x/a)3

Trigonometrische Funktionen

Integrale, die die Sinusfunktion enthalten (fiir die darzustellenden Funktionen wird a = 1 gesetzt)

| sin (ax) dx = -1/a cos (ax)

J'sin2 x dx = 1/2 (x - sin x - cos x) = (2x - sin 2x)/4

[ sin2 ax dx = x/2 - 1/(4a) sin 2ax

['sin3 ax dx = -1/a cos ax + 1/(3a) cos3 ax

[ sin* ax dx = 3/8 x - 1/(4a) sin 2ax + 1/(32a) sin 4ax

J'sin™ ax dx = - (sin™* ax cos ax))/(na) + (n-1)/n | sin"? ax dx

[ x sin ax dx = sin ax / a2 - (x cos ax)/a

[ x2 sin ax dx = 2x/a2 sin ax - (x2/a - 2/a3) cos ax

| x3 sin ax dx = (3x2/a3 - 6/a%) sin ax - (x3/a - 6x/a3) cos ax

I x" sin ax dx = -x"*/a cos ax + n/a [ x"* cos ax dx

['sin ax / x dx = ax - (ax)3/(3-3!) + (ax)%/(5-5!) - (ax)7/(7-7!) +- ... = a Si(X)

I'sinax/x2dx =-sinax/x + a/cos ax / x dx

['sin ax / x" dx = -1/(n-1) sin ax / x"*! + a/(n-1) | cos ax / x"! dx

J'dx / sin x = In |tan x/2|

[ dx / sin ax = [ cosec ax dx = 1/a In [tan ax/2]| = 1/a In (cosec ax - cot ax)

[ dx / sin2 ax = -1/a cot ax

[dx / sin3 x = - cos x/(2 sin2 x) + 1/2 In |tan x/2|

Jdx / sin3 ax = - cos ax / (2a sin2 ax) + 1/(2a) In tan (ax/2)

Jdx / sin"ax = - 1/(a (n-1)) cos ax / sin"! ax + (n-2)/(n-1) [ dx / sin"? ax

[ x dx / sin ax = 1/a2 (ax + (ax)3/(3-3!) + 7(ax)®/(3-5-5!) + 31(ax)’/(3-7-7!) + 127(ax)°/(3-5:9!) + ... +
+ 2 (22" - 1)/(2n + 1)! B, (ax)®™! + ...

I x / sin2 ax dx = -x/a cot ax + 1/a2 In sin ax

I x / sin™ax dx = -x cos ax/ ((n-1) a sin™* ax) - 1/((n-1)(n-2) a2 sin"2 ax) + (n-2)/(n-1) [ x / sin™? ax dx

[dx/ (1 + sin x) = - tan (/4 - x/2)

Jdx / (1 + sin ax) = -1/a tan (n/4 - ax/2)

Jdx /(1 -sinx) =tan (n/4 + x/2)

fdx/ (1 -sinax) = 1/a tan (n/4 + ax/2)

Integrale, die die Sinusfunktion enthalten

Ixdx/ (1 + sin ax) = -x/a tan (n/4 - ax/2) + 2/a2 In cos (n/4 - ax/2)
Ixdx/ (1 -sinax) = x/a cot (n/4 - ax/2) + 2/a2 In sin (n/4 - ax/2)
['sinax/ (1 + sin ax) dx = x + 1/a tan (n/4 - ax/2)

['sinax/ (1 -sin ax) dx = -x + 1/a tan (n/4 + ax/2)

['1/ (sinax (1 + sin ax)) dx = 1/a tan (n/4 - ax/2) + 1/a In tan (ax/2)
J'1/ (sinax (1 - sin ax)) dx = 1/a tan (n/4 + ax/2) + 1/a In tan (ax/2)

[dx/ (1 + sin ax)2 = -1/(2a) tan (n/4 - ax/2) - 1/(6a) tan3 (n/4 - ax/2)

[dx/ (1 -sin ax)2 = 1/(2a) cot (n/4 - ax/2) + 1/(6a) cot3 (n/4 - ax/2)
['sinax / (1 + sin ax)2 dx = -1/(2a) tan (n/4 - ax/2) + 1/(6a) tan3 (n/4 - ax/2)
['sinax / (1 - sin ax)2 dx = -1/(2a) cot (n/4 - ax/2) + 1/(6a) cot3 (n/4 - ax/2)
[1/(1+sin2 ax) dx = 1/(2 ¥2) arcsin ((3 sin2 ax - 1)/(sin2 ax + 1))

J1/ (@ -sin2ax)dx =J1/cos?ax dx = 1/a tan ax

[ sin ax sin bx dx = (sin (x(a-b))/ (a-b) - sin(x(a+b)) / (a+b)) / 2
[1/ (b + csinax) dx = 2/(a V(b2 - c2)) arctan (b tan (ax/2) + c) / V(b2-c?)) fir b2 > c2

= 1/(a V¥(c2 - b2)) In ( (b tan (ax/2) + c - V(c2-b2))/(b tan (ax/2) + ¢ + V(c2-b2)) fir b2 < ¢2
['sinax / (b + ¢ sin ax) dx = x/c - b/c ] 1/(b + ¢ sin ax) dx
['1/ (sin ax (b + c sin ax)) dx = 1/(ab) In tan (ax/2) - ¢/b | dx / (b + c sin ax)
1/ (b + csinax)2dx = ccos ax / (a(b2 -c2) (b + ¢ sin ax)) + b/(b2-c2) [ dx / (b + ¢ sin ax)
['sinax/ (b + csin ax)2 dx = b cos ax / (a(c? -b2) (b + c sin ax)) + ¢/(c2-b2) [ dx / (b + ¢ sin ax)
J'1/ (b2 + c2sin? ax) dx = 1/(ab V(b2 + c2)) arctan (V(b2 + c2) tan ax) / b)
J1/ (b2 -c2sin? ax) dx = 1/(ab V(b2 - c?)) arctan (¥(b2 - c2) tan ax) / b)
Jdx / (a2 £ b2 sin2 x) = 1/(a V(a2+b?)) arctan (V(a2£b?2) tan x/a)

Integrale, die die Kosinusfunktion enthalten
| cos ax dx = 1/a sin ax
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[ cos?2 x dx = 1/2 (x + sin x - cos X) = (2x + sin 2x)/4

[ cos?2 ax dx = 1/2 x + 1/(4a) sin ax

[ cos3 ax dx = 1/a sin ax - 1/(3a) sin3 ax

| cos* ax dx = 3/8 x + 1/(4a) sin 2ax + 1/(32a) sin 4ax

J cos™ ax dx = (cos™* ax sin ax) / (na) + (n-1)/n [ cos™? ax dx

| x cos ax dx = 1/a2 cos ax + x/a sin ax

| x2 cos ax dx = 2x/a2 cos ax + (x2/a - 2/a3) sin ax

| x3 cos ax dx = (3x2/a2 - 6/a*) cos ax + (x3/a - 6x/a3) sin ax

| x" cos ax dx = x"/a sin ax - n/a | x"*! sin ax dx

[ cos ax / x dx = In ax - (ax)?/(2-2!) + (ax)*/(4-4!) - (ax)®/(6-6!) + ... = Ci(ax)

[ cos ax / x2 dx = -1/x cos ax - a | sin ax / x dx

[ cos ax / x" dx = -cos ax /((n-1) x") - a/(n-1) [ sin ax / x"* dx

Jdx / cos x = In |tan (n/4 + x/2)|

J1/cosaxdx =[secaxdx = 1/alntan (ax/2 + n/4) = 1/a In (sec ax + tan ax)

['1/ cos2? ax dx = 1/a tan ax

Jdx / cos3 x = sin x/(2 cos? x) +1/2 In |tan (n/4 + x/2)|

J 1/ cos3 ax dx = sin ax / (2a cos? ax) + 1/(2a) In tan (/4 + ax/2)

J 1/ cos"ax dx = 1/(a (n-1)) sin ax / cos"* ax + (n-2)/(n-1) | 1 / cos"? ax dx

[ x / cos ax dx = 1/a2 ((ax)2/2 + (ax)*/(4-2!) + 5(ax)®/(6-4) + 61(ax)®/(8-6!) + 1385(ax)'%/(10-8!) + ...
+ E, (ax)™2/ ((2n+2) (2n)!) + ... ; E, ... Eulersche Zahl

I x / cos? ax dx = x/a tan ax + 1/a2 In cos ax

I x / cos™ax dx = x sin ax /((n-1) a cos™*ax) - 1/((n-1)(n-2) a2 cos"2ax) + (n-2)/(n-1) | x / cos™2ax dx

Jdx/ (1 + cos x) = tan x/2

Jdx/ (1 + cos ax) = 1/a tan ax/2

Jdx / (1 - cos x) = - cot x/2

Jdx /(1 - cos ax) = -1/a cot ax/2

I'x/ (1 + cos ax) dx = x/a tan ax/2 + 2/a2 In cos ax/2

Ix/ (1 - cos ax) dx = -x/a cot ax/2 + 2/a2 In sin ax/2

[ cos ax / (1 + cos ax) dx = x - 1/a tan ax/2

[ cos ax / (1 - cos ax) dx = -x - 1/a cot ax/2

['1/ (cos ax (1 + cos ax)) dx = 1/a In tan (n/4 + ax/2) - 1/a tan ax/2
['1/ (cos ax (1 - cos ax)) dx = 1/a In tan (n/4 + ax/2) - 1/a cot ax/2
['1/ (1 + cos ax)2 dx = 1/(2a) tan ax/2 + 1/(6a) tan3 ax/2

['1/(1-cos ax)?dx = -1/(2a) cot ax/2 - 1/(6a) cot3 ax/2

[ cos ax / (1 + cos ax)2 dx = 1/(2a) tan ax/2 - 1/(6a) tan3 ax/2

[ cos ax / (1 - cos ax)2 dx = 1/(2a) cot ax/2 - 1/(6a) cot3 ax/2

J1/ (1 + cos2? ax) dx = 1/(2 V2 a) arcsin ((1 - 3 cos2 ax) / (1 + cos2 ax))
1/ (1 -cos?2ax)dx=-1/acotax =[1/sin2 ax dx

| cos ax cos bx dx = sin(a-b) / (2a-2b) x + sin(a+b) / (2a+2b) x
J1/(b+ ccosax)dx =2/ (a(b2-c2)) arctan ((b-c) tan ax/2 / V(b2-c?)) fiir b2 > c2
=1/ (a V(c2-b2)) In (((c-b) tan ax/2 + V(c2-b2)) / ((c-b) tan ax/2 - V(c2-b2))) fiir b2 < c2
[ cos ax /(b + ccos ax) dx = x/c - b/c[1/ (b + c cos ax) dx
['1/ (cos ax (b + c cos ax)) dx = 1/(ab) In tan (ax/2 + n/4) - ¢/b [ 1/ (b + ¢ cos ax) dx
1/ (b + ccosax)2dx = csinax/ (a(c2-b2) (b + c cos ax)) - b/(c2-b2) [ 1/ (b + c cos ax) dx
[ cos ax / (b + c cos ax)2 dx = b sin ax / (a (b2-c2) (b + c cos ax)) - ¢/(b2-c2) [ 1 / (b + ¢ cos ax) dx

Jdx / (a2 £ b2 cos2 x) = 1/(a Y(a2+b2)( arctan (a tan x/V(a2+b?2))
Jdx / (b2 + c2 cos? ax) = 1 /(ab V(b2+c?2)) arctan (b tan ax / V(b2+c?2)) fiirb > 0
Jdx / (b2 - c2 cos? ax) = 1 /(ab V(b2-c2)) arctan (b tan ax / V(b2-c2)) fiir b2 > c2, b > 0
=1 /(ab V(c2-b2)) In ((b tan ax - V(c2-b2)) / (b tan ax + V(c2-b2))) fiirb2 < c2, b > 0

Integrale, die die Sinus- und Kosinusfunktion enthalten

[ sin ax cos ax dx = 1/(2a) sin2 ax = - (cos (x(a+b))/(a+b) + cos (x(a-b))/(a-b)) / 2

[ sin2 ax cos2 ax dx = x/8 - 1/(32a) sin 4ax

| sin™ ax cos ax dx = 1/(a (n+1)) sin"*! ax

| sin ax cos" ax dx = -1/(a (n+1)) cos"*! ax

[ sin a"x cos™ ax dx = - sin™*! ax cos™! ax /(a (n+m)) + (n-1)/(n+m) [ sin a"2x cos™ ax dx
= sin"*! ax cos™! ax /(a (n+m)) + (m-1)/(n+m) | sin a"x cos™? ax dx

['1/ (sin ax cos ax) dx = 1/a In tan ax

[1/ (sin2 ax cos ax) dx = 1/a (In tan (n/4 + ax/2) - 1/ sin ax)

['1/ (sin ax cos? ax) dx = 1/a (In tan ax/2 + 1 / cos ax)

J 1/ (sin3 ax cos ax) dx = 1/a (In tan ax - 1 / (2 sin2 ax))

['1/ (sin ax cos3 ax) dx = 1/a (In tan ax + 1 / (2 cos?2 ax))

['1/ (sin2 ax cos? ax) dx = -2/a cot 2ax

['1/ (sin2 ax cos3 ax) dx = 1/a (sin ax / (2 cos? ax) - 1/sin ax + 3/2 In tan (n/4 + ax/2))
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['1/ (sin3 ax cos? ax) dx = 1/a (-cos ax / (2 sin2 ax) + 1/cos ax + 3/2 In tan ax/2)

I1/ (sin ax cos" ax) dx = 1/(a (n-1) cos™* ax) + [ 1 / (sin ax cos™? ax) dx

J 1/ (sin" ax cos ax) dx = -1/(a (n-1) sin"! ax) + [ 1 / (sin"? ax cos ax) dx

J'1/ (sin" ax cos™ ax) dx = -1/(a (n-1) sin™* ax cos™* ax) + (n+m-2)/(n-1) | 1 / (sin™? ax cos™ ax) dx
= 1/(a (m-1) sin™* ax cos™*! ax) + (n+m-2)/(m-1) | 1 / (sin" ax cos™? ax) dx

[ sin ax / cos? ax dx = 1/(a cos ax) = 1/a sec ax

[ sin ax / cos3 ax dx = 1/(2a cos? ax) = 1/(2a) tan2 ax

[ sin ax / cos" ax dx = 1/(a (n-1) cos™? ax)

[ 'sin2 ax / cos ax dx = -1/a sin ax + 1/a In tan (n/4 + ax/2)

['sin2 ax / cos3 ax dx = 1/a (sin ax / (2 cos? ax) - 1/2 In tan (n/4 + ax/2))

| sin2 ax / cos" ax dx = sin ax / (a (n-1) cos"* ax) - 1/(n-1) ] 1 / cos™? ax dx

[ 'sin3 ax / cos ax dx = -1/a (1/2 sin2 ax + In cos ax)

[ sin3 ax / cos2 ax dx = 1/a (cos ax + 1 / cos ax)

[ sin3 ax / cos" ax dx = 1/a (1/((n-1) cos a"x) - 1/((n-3) cos"> ax))

J'sin™ ax / cos ax dx = - sin"! ax / (a (n-1)) + [ sin"? ax / cos ax dx

[ sin™ ax / cos™ ax dx = sin"™ ax / (a (m-1) cos™*! ax) - (n-m+2)/(m-1) [ sin" ax / cos™?2 ax dx fiir m = 1
= sin"! ax / (a (n-m) cos™* ax) - (n-1)/(n-m) | sin"? ax / cos™ ax dx fir m #n
= sin"! ax / (a (m-1) cos™* ax) - (n-1)/(m-1) [ sin"* ax / cos™? ax dx firm = 1

[ cos ax / sin2 ax dx = -1/ (a sin ax) = -1/a cosec ax

[ cos ax / sin3 ax dx = -1/ (2a sin2 ax) = -1/(2a) cot? ax

[ cos ax / sin" ax dx = -1/ (a (n-1) sin"*! ax)

| cos? ax / sin ax dx = 1/a (cos ax + In tan ax/2)

J cos? ax / sin3 ax dx = -1/(2a) (cos ax / sin2 ax + In tan ax/2)

[ cos? ax / sin" ax dx = -1/(n-1) (cos ax / (a sin"* ax) + [ 1 / sin"? ax dx)

J cos3 ax / sin ax dx = 1/a (1/2 cos? ax + In sin ax)

J cos3 ax / sin2 ax dx = -1/a (sin ax + 1 / sin ax)

[ cos3 ax / sin" ax dx = 1/a (1/((n-3) sin"3 ax) + 1/((n-1) sin"* ax))

J cos™ ax / sin ax dx = 1/(a (n-1)) cos"* ax + | cos"? ax / sin ax dx

J cos™ ax / sin™ ax dx = -cos"™! ax / (a(m-1) sin™*! ax) - (n-m+2)/(m-1) [ cos" ax / sin™? ax dx
= cos" ! ax / (a(n-m) sin™! ax) - (n-1)/(n-m) J cos™? ax / sin™ ax dx
= -cos" ! ax / (a(m-1) sin™* ax) - (n-1)/(m-1) J cos"? ax / sin™? ax dx

J 1/ (sinax (1 + cos ax)) dx = 1/(2a (1 + cos ax)) + 1/(2a) In tan ax/2

J1/ (sinax (1 - cos ax)) dx = -1/(2a (1 - cos ax)) + 1/(2a) In tan ax/2

J 1/ (cos ax (1 + sin ax)) dx = -1/(2a (1 + sin ax)) + 1/(2a) In tan (n/4 + ax/2)

J 1/ (cos ax (1 - sin ax)) dx = 1/(2a (1 - sin ax)) + 1/(2a) In tan (n/4 + ax/2)

J'sin ax / (cos ax (1 + cos ax)) dx = 1/a In ((1 + cos ax) / cos ax)

[ sin ax / (cos ax (1 - cos ax)) dx = 1/a In ((1 - cos ax) / cos ax)

[ cos ax / (sin ax (1 + sin ax)) dx = -1/a In ((1 + sin ax) / sin ax)

[ cos ax / (sin ax (1 - sin ax)) dx = -1/a In ((1 - sin ax) / sin ax)

['sin ax / (cos ax (1 + sin ax)) dx = 1/(2a (1 + sin ax)) + 1/(2a) In tan (n/4 + ax/2)
['sin ax / (cos ax (1 - sin ax)) dx = 1/(2a (1 - sin ax)) - 1/(2a) In tan (n/4 + ax/2)

[ cos ax / (sin ax (1 + cos ax)) dx = -1/(2a (1 + cos ax)) + 1/(2a) In tan ax/2

[ cos ax / (sin ax (1 - cos ax)) dx = -1/(2a (1 - cos ax)) - 1/(2a) In tan ax/2

['sin ax / (sin ax + cos ax) dx = x/2 - 1/(2a) In (sin ax + cos ax)

['sin ax / (sin ax - cos ax) dx = x/2 + 1/(2a) In (sin ax - cos ax)

| cos ax / (sin ax + cos ax) dx = x/2 + 1/(2a) In (sin ax + cos ax)

[ cos ax / (sin ax - cos ax) dx = -x/2 + 1/(2a) In (sin ax - cos ax)

[1/ (sin ax + cos ax) dx = 1/(a ¥2) In tan (ax/2 + ©/8)

['1/ (sin ax - cos ax) dx = 1/(a v¥2) In tan (ax/2 - n/8)

1/ (1 + cos ax + sin ax) dx = 1/a In (1 + tan ax/2)

1/ (1 + cos ax - sin ax) dx = -1/a In (1 - tan ax/2)

J1/ (bsin ax + c cos ax) dx = 1/(a V(b2+c?2)) In tan ((ax+6)/2) mit sin 8 = ¢/¥(b2+c2) und tan 6 = ¢/b
['sinax / (b + c cos ax) dx = -1/(ac) In (b + ¢ cos ax)

[ cos ax/ (b + csin ax) dx = 1/(ac) In (b + ¢ sin ax)

1/ (b+ ccosax+ fsinax)dx =[d (x 8/a)/ (b + V(c2+f2) sin (ax 0)) mit sin 8 = ¢/¥(c2+f2) und tan 6
= ¢/f

['1/ (b2 cos2 ax + ¢2 sin2 ax) dx = 1/(abc) arctan (c/b tan ax)

J 1/ (b2 cos? ax - ¢2 sin2? ax) dx = 1/(2abc) In ((c tan ax + b)/(c tan ax - b))

Integrale, die die Tangensfunktion enthalten

[ tan ax dx = -1/a In cos (ax)

[tan2 ax dx = 1/a tan ax - x

J tan® ax dx = 1/(2a) tan2 ax + 1/a In cos (ax)

Jtan" ax dx = 1/(a (n-1)) tan"™* ax - J tan"? ax dx ; n=1
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[ x tan ax dx = a/3 x3 + a3/15 x> + 2a°/105 x” + 17a’/2835 x° +..+22" (22"-1) B, a®"/(2n+1)! x>"*! +
Jtan ax / x dx = ax + a3/9 x3 + 2a°/75 x> + 17a’/2205 x’+...+22" (22"-1) B, a®™!/((2n-1)(2n)!) x*"* + ...
[tan" ax / cos2 ax dx = 1/(a (n+1)) tan"™*! ax

1/ (tan™ax + 1) dx = x/2 + 1/(2a) In (sin ax + cos ax)

[1/ (tan™ax - 1) dx = -x/2 + 1/(2a) In (sin ax - cos ax)

[tan ax / (tan" ax + 1) dx = x/2 - 1/(2a) In (sin ax + cos ax)

[tan ax / (tan" ax - 1) dx = x/2 + 1/(2a) In (sin ax - cos ax)

[dx/(tan x £ 1) = £ x/2 + 1/2 In |sin x £ cos X|

Integrale, die die Kotangensfunktion enthalten

[ cot ax dx = 1/a In sin (ax)

| cot? ax dx = -1/a cot ax - x

[ cot3 ax dx = -1/(2a) cot? ax - 1/a In sin ax

J cot" ax dx = -1/(a (n-1)) cot™* ax - | cot™? ax dx

I x cot ax dx = x/a - a/9 x3 - a3/225 x> - ... - 22" B, a*"! / (2n+1)! x2"*! - .
fcotax/xdx =-1/ax - a/3 x - a3/135 x3 - 2/4725 a° x° - ... - 22" B, a>"! / ((2n-1) (2n)!) x>"* - .
J cot" ax / sin2 ax dx = -1/(a (n+1)) cot™**! ax

Jdx/ (1 + cotax) = [tan ax/ (tan ax + 1) dx

Jdx/ (14 cotx)=x/2-1/2In |sin x + cos x|

Jdx/ (1-cotax)=][tan ax/ (tan ax - 1) dx

Jdx/ (1-cotx)=x/2+ 1/2In |sin x - cos X|

Hyperbolische Funktionen
[ sinh ax dx = 1/a cosh ax
| cosh ax dx = 1/a sinh ax
| 'sinh2 x dx = (sinh x - cosh x - x)/2 = (sinh 2x - 2x)/4
| sinh2 ax dx = 1/(2a) sinh ax cosh ax - x/2
[ cosh2 x dx = (sinh x - cosh x + x)/2
[ cosh? ax dx = 1/(2a) sinh ax cosh ax + x/2
| sinh™ ax dx = 1/(an) sinh™* ax cosh ax - (n-1)/n [ sinh™? ax dx ; firn > 0
= 1/(a (n+1)) sinh™*! ax cosh ax - (n+2)/(n+1) [ sinh"? ax dx ; fiirn < 0
J cosh™ ax dx = 1/(an) sinh ax cosh™* ax + (n-1)/n | cosh™? ax dx ; fir n > 0
= -1/(a (n+1)) sinh ax cosh™! ax + (n+2)/(n+1) | cosh™? ax dx ; firn < 0
[ dx / sinh ax = 1/a In | tanh ax/2 |
[ dx / sinh x = In | tanh x/2 |
| dx / cosh ax = 2/a arctan e®
[ 'dx / cosh x = 2 arctan e*
| x sinh ax dx = 1/a x cosh ax - 1/a2 sinh ax
| x cosh ax dx = 1/a x sinh ax - 1/a2 cosh ax

| tanh ax dx = 1/a In cosh ax

| coth ax dx = 1/a In sinh ax

| tanh2 ax dx = x - 1/a tanh ax
| tanh2 x dx = x - tanh x

| coth2 ax dx = x - 1/a coth ax
| coth2 x dx = x - coth x

J sinh ax sinh bx dx = 1/(a2-b2) (a sinh bx cosh ax - b cosh bx sinh ax)

| cosh ax cosh bx dx = 1/(a2-b2) (a sinh ax cosh bx - b sinh bx cosh ax)
[ cosh ax sinh bx dx = 1/(a2-b2) (a sinh bx sinh ax - b cosh bx cosh ax)
[ sinh ax sin ax dx = 1/(2a) (cosh ax sin ax - sinh ax cos ax)

[ cosh ax cos ax dx = 1/(2a) (sinh ax cos ax + cosh ax sin ax)

[ sinh ax cos ax dx = 1/(2a) (cosh ax cos ax + sinh ax sin ax)

[ cosh ax sin ax dx = 1/(2a) (sinh ax sin ax - cosh ax cos ax)

Exponential-Funktionen
Je™dx = 1/a ¢
[ x e dx = e®*/a2 (ax - 1)
[ x2 e dx = e®™ (x2/a - 2x/a2 + 2/a3)
Ix" e dx = 1/a x" e®™ - n/a [ x"*! e dx
e/ xdx =Inx + ax/(1-11) + (ax)2/(2-2!) + (ax)3/(3-3!) + ... (Integralexponentialfunktion)
Je™/x"dx = 1/(n-1) (- / x"! + a[e™ / x"! dx)
J1/7(@1 +e®)dx=1/aln (€/ (1 + &™)
f1/(b+ce®™) dx =x/b-1/(ab) In (b + ce®)
[e™/ (b +ce™) dx = 1/(ac) In (b + c e¥)
J1/(be™+ ce®™)dx = 1/(a V(bc)) arctan (e™ V(b/c)) , fir bc > 0

= 1/(2a V(-bc)) In ((c + e® V(-bc))/(c - e \(-bc))) , fiir bc < 0
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Ixe™/(1+ ax)2dx =e¥™/ (a2 (1 + ax))

Je™Inxdx =e™Inx/a-1/aje™/xdx

[ @™ sin bx dx = (a sin bx -b cos bx) e®*/(a2+b?2)

| @™ cos bx dx = (a cos bx +b sin bx) e®/(a2+b?2)

[ ™ sin" x dx = €™ sin"! x / (a2+n2) (a sin x - n cos x) + n(n-1)/(a2+n2) [ e® sin"? x dx

J e cos™ x dx = e™ cos™?! x / (a2+n2) (a cos x + n sin x) + n(n-1)/(a2+n2) | e cos"? x dx

I x e sin bx dx = x €/ (a2+b2) (a sin bx - b cos bx) - e / (a2+b?2) ((a2-b2) sin bx - 2ab cos bx)

| x e cos bx dx = x €/ (a2+b?2) (a cos bx + b sin bx) - €/ (a2+b2) ((a2-b2) cos bx + 2ab sin bx)

Logarithmus-Funktionen

fInxdx=x-Inx-x

JIn (bx+c) dx = (x + ¢/b) - In (bx + ¢) - x

fIn2xdx =x-In2x-2xInx + 2x

JIn3xdx =x-In3x-3xIn2x + 6xInx - 6X

J(nx)"dx = (-1™) n! x Z=e" ([- In(x)1¥/ k!) = x In" x - n [ (In x)™* dx
[1/Inxdx=1InInx +In x + In x2 /(2-2!) + In x3 /(3-3!) + ... (Integrallogarithmus)
f1/71In"xdx = x/((n-1) In"t x) + 1/(n-1) [ 1 / In" x dx

[x"In x dx = x"*!/(n+1) - (In x - 1/(n+1))

[ x™In" x dx = x™?!/(m+1) In" x - n/(m+1) ] x™ In™?! x dx

fIn"x /xdx = (In x)™!/ (n+1)

[Inx/x"dx = - (In x/[(n-1)x"] + 1/((n-1)2 x™1))

fIn"x /x™dx = - In" x /((M-1) x™) + n/(m-1) [ In"?! x / x™ dx
Ix"/Inxdx=JeY/ydy mity =-(m+1) In x

Ix™/1In" x dx = x™?! /((n-1) In"? x) + (m+1)/(n-1) [ x™ / In" x dx

Jdx/ (xInx) =1InlInx

Jdx/ (x™Inx) =Ininx - (n-1) In x + (n-1)2 In2 x /(2:2!) - (n-1)3 In3 x /(3:3!) +- ...
[dx / (x (Inx)") = - 1/ ((n-1) (In x)"*")

[dx/ (x* (Inx)") = - 1/ (x** (n-1) (In x)"*) - (p-1)/(n-1) [ dx / (x* (In x)"?)

Jlnsinxdx = xInx - x - x3/18 - x°/900 - ... - 221 B, x>™* / (n (2n+1)!) + ...

[1n cos x dx = - x3/6 - X5/57 - x7/315 - ... - 221 (2201 _ 1) B, x2"! / (n (2n+1)!) + ...
Jlntan x dx = x In X - X + X3/9 4+ 7x°/450 + ... + 22" (22" - 1) B, x>"* / (n (2n+1)!) + ...
['sinIn x dx = x/2 (sin In x - cos In x)

[ cos In x dx = x/2 (sin In x + cos In x)

[e™Inxdx = 1/ae®™Inx - [ e® / x dx

Arkus-Funktionen

[ arcsin x dx = x arcsin x + V(1 - x2)

[ arcsin (x/a) dx = x arcsin (x/a) + V(a2 - x2)

[ x arcsin (x/a) dx = (x2/2 - a2/4) arcsin (x/a) + x/4 V(a2 - x2)

| x2 arcsin (x/a) dx = x3/3 arcsin (x/a) + 1/9 (x2 + 2a2) V(a2 - x2)

[ arcsin (x/a) / x dx = x/a + 1/(2-3-3) x3/a3 + (1:3)/(2:4-5-5) x°/a® + (1-3-5)/(2:4-6-7-7) x’/a’ + ...
[ arcsin (x/a) / x2 dx = -1/x arcsin (x/a) - 1/a In ((a + V(a2 - x2))/x)

[ arccos x dx = x arccos x - V(1 - x2)

[ arccos (x/a) dx = x arccos (x/a) - V(a2 - x2)

| x arccos (x/a) dx = (x2/2 - a2/4) arccos (x/a) - x/4 V(a2 - x2)

| x2 arccos (x/a) dx = x373 arccos (x/a) - 1/9 (x2 + 2a2) V(a2 - x2)

[ arccos (x/a) / x dx = n/2 In x -x/a -1/(2-3-3) x3/a3 -(1-3)/(2-4-5-5) x°/a® - (1-3-5)/(2-4-6-7-7) x’/a’ + ...
[ arccos (x/a) / x2 dx = -1/x arccos (x/a) + 1/a In ((a + V(a2 - x2))/x)

[ arctan x dx = x arctan x - 1/2 In (1 + x2)

[ arctan (x/a) dx = x arctan (x/a) - a/2 In (a2 + x2)

| x arctan (x/a) dx = 1/2 (x2 + a2) arctan (x/a) - ax/2

| x2 arctan (x/a) dx = x3/3 arctan (x/a) - ax2/6 + a3/6 In (a2 + x2)

[ x™ arctan (x/a) dx = x"*'/(n+1) arctan (x/a) - a/(n+1) [ x"*' / (a2 + x2) dx

[ arctan (x/a) / x dx = x/a - x3/(32a3) + x°/(52a°) - x’/(72a’) +- ...

[ arctan (x/a) / x2 dx = -1/x arctan (x/a) - 1/(2a) In ((a2 +x2)/x?2)

[ arctan (x/a) / x" dx = 1/((n-1) x"!) arctan (x/a) + a/(n-1) | 1 / (x"* (a2 + x?)) dx
[ arccot x dx = x arccot x + 1/2 In(1+x2)

[ arccot (x/a) dx = x arccot (x/a) + a/2 In (a2 + x2)

[ x arccot (x/a) dx = 1/2 (x2 + a2) arccot (x/a) + ax/2

[ x2 arccot (x/a) dx = x3/3 arccot (x/a) + ax2/6 - a3/6 In (x2 + a2)

| x" arccot (x/a) dx = x"*/(n+1) arccot (x/a) + a/(n+1) [ x"*! / (a2 + x2) dx

[ arccot (x/a) / x dx = /2 In x - x/a + x3/(32x3) + x°/(52a°) - x’/(72a’) +- ...

[ arccot (x/a) / x2 dx = -1/x arccot (x/a) + 1/(2a) In ((a2 + x2)/x2)

[ arccot (x/a) / x" dx = -1/((n-1) x"!) arccot (x/a) - a/(n-1) | 1/ (x"! (a2 + x2)) dx
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Area-Funktionen

[ arsinh x dx = x - arsinh x - V(x2 + 1)

[ arsinh (x/a) dx = x - arsinh (x/a) - V(x2 + a2)

[ arcosh x dx = x - arcosh x - V(x2 - 1)

[ arcosh (x/a) dx = x - arcosh (x/a) - V(x2 - a2)
[artanh x dx = x - artanh x + 1/2 In (1 - x2)

[ artanh (x/a) dx = x - artanh (x/a) + a/2 In (a2 - x2)
| arcoth x dx = x - arcoth x + 1/2 In (x2 - 1)

[ arcoth (x/a) dx = x - arcoth (x/a) + a/2 In (x2 - a2)

Bestimmtes Integral
o Pf(x) dx = - |2 f(x) dx
212 f(x)dx =0
A JPf(X) dx = , ] f(x) dx + .| ° f(x) dx

Definition des bestimmten Integrals
f(x) sei auf dem Intervall [a,b] beschrankt. Z = {a = Xq, 1, ..., Xn-1, Xn = b} sei eine Zerlegung des
Intervalls [a,b]. Es seien:

my = Minimum { f(x) | Xg-1 < X < X}

M, = Maximum { f(X) | Xk-1 < X < X}

&k € [Xk-1, Xi]

Sy (f,Z2) = T m(Xk - Xk-1) ; (Summenbildung k=1,...,n) ... heit Untersumme

S, (f,Z2) = £ Mi(Xk - Xi-1) ; (Summenbildung k=1,...,n) ... heiBt Obersumme

S (f,Z,8) = T f(Ex(Xk - Xk-1) ; (Summenbildung k=1,...,n) ... heiBt Riemannsche Summe
Ein Integral dieser Definition wird Riemann-Integral genannt. Daneben existieren weitere Integralbegriffe,
u.a. das Lebesgue-Integral.
Existiert ein Riemann-Integral so auch das entsprechende Lebesgue-Integral, umgekehrt nicht
notwendiger Weise.

Eine Folge {Z;} von Zerlegungen heiBt zuldssig, falls fir die Feinheiten §; = Maximum {| Xy - X1 |} der
Grenzwert der §; fiir i —« gleich Null ist.
f(x) heiBt dann integrierbar iber [a,b], falls firr jede zuldssige Zerlegungsfolge die Grenzwerte

Iimi%x SU(fIZi) = Iimiﬁoo SU(fIZi)
Der gemeinsame Grenzwert ist dann das bestimmte Integral , J ® f(x) dx. Existiert das bestimmte
Integral, so konvergiert die Folge der Riemannschen Summen.
Die Summen werden auch Darbouxschen Summen genannt.

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
- Ist f(x) in [a;b] stetig und F(x) irgendeine Stammfunktion, so wird
5 je_xdx <, [P f(x) dx = F(b) - F(a)
5 2.Fassung
Ist f(x) in [a;b] stetig, so ist die Integralfunktion
2 ] ¥ f(t) dt differenzierbar und (, [ * f(t) dt )" = f(x)

Mittelwertsatz der Integralrechnung
" Ist f(x) in [a;b] stetig, so gibt es ein & e (a,b) mit , | ® f(x) dx = (b-a) - f(&)

1 Erweiterter Mittelwertsatz
a jlfx"x dx Sind f(x) und g(x) stetig und g > 0 im Intervall [a,b], so gibt es ein £ € (a,b) mit
2 JPf(x) g(x) dx = f(&) - o I ° g(x) dx

Uneigentliches Integral
a [ 7 f(x) dx = limy,.,. 2 [ g(x) dx
= [P () dx = lim,, 5 [ g(x) dx
Der Cauchy-Hauptwert

! g a IPf(x) dx = limo (2 [ 7 f(X) dX + yur TP f(x) dx)
2 kann existieren, obwohl das uneigentliche Integral divergiert.
jlf* dx Abbildung: Uneigentliche Integrale
- f{x)
1
2.Erweiterter Mittelwertsatz
-1 Ist f(x) monoton und beschrankt und ist g(x) im

1 2 ¥ Intervall [%’b] integrierbar, so gilt
[P f(x) g(x) dx
Cauchy- a
integrierbar = f(a) 5] ©g(x) dx + f(b) | ® g(x) dx
mit c € [a,b]

Das bestimmte Integral , | ® f(x) dx mit f(x) = 0 mit kann also durch ein
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Rechteck der Seitenldange b-a und der Héhe f(c) dargestellt werden, wobei das Problem ist, die richtige
Stelle x = c zu finden.

Linearer Mittelwert (Integralmittelwert) f(c) der Funktionswerte im Intervall [a,b]:
f(c) = 1/(b-a) , J ® f(x) dx

FlUr eine lineare

Funktion ist ¢ = (a+b)/2.

Quadratischer Mittelwert, definiert man als das Integral Gber das Quadrat der Funktion f(x):

V[ 1/(b-a) o [ ® f(x)2 dx ]

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung (2)

Ist der Begriff der Stammfunktion bekannt, d.h. dass fir eine Funktion f(x) und
! deren Stammfunktion F(x) F'(x) = f(x)

j gilt, so lasst sich der Hauptsatz der Integralrechnung einfach herleiten.

/ Zur Berechnung der Differenz zweier Funktionswerte f(x;) - f(x;) wird das

i Intervall [Xx; ; X5] in Teilintervalle der Breite Ax zerlegt.

Fir die Strecke Ay = f(x; + AX) - f(x1) wird dann zum Beispiel (Abbildung)
Ay = f(Xq + AX) - f(X1) = (AY/AX)y1 - AX
da der Anstieg (Differenzenquotient) m = (Ay/Ax),; im Dreieck mit den Katheten
AX, Ay den Tangens des Anstiegswinkels darstellt.
Uberdeckt man das Intervall [x; ; x,] mit n Teilintervallen der Breite Ax, so wird

f(x2) - f(X1) = Zic1" (AY/AX)x1+G-1)ax * AX
Strebt n nun gegen Unendlich, so geht Ax gegen 0, der Differenzenquotient Ay/Ax
gegen den Differenzialquotient dy/dx = f'(x) und die Summe gegen das

Iquuad =
Ay
f
(xg)f
!
,l'l
4
|
)
J
!
&y
,lll
/
/
!
A
(xq) y
A
x
0 X3 )

F(x2) - F(x1) = xa [*2 F'(x) dx
Video siehe http://www.youtube.com/watch?v=4n6aB4aasyg

Obersumme, Beispiel
geg.: Funktion y = x2 ; ges.: Flache unter der Kurve im Intervall [0;1]

Lésung:

Einteilung des Intervalls [0,1] in 2% Intervalle der gleichen Lénge
Einschreiben von Rechtecken in jedes Teilintervall. Diese Rechtecke haben
die Breite 1/2¥ und die Hohe des jeweils gréBten Funktionswertes im
Teilintervall. Die Summe der Flacheninhalte néhern sich mit wachsendem k
der Flache unter der Funktion an.

k=1, 2 Teile
k=2, 4 Teile
k=3, 8 Teile
Allgemein
k, 2 Teile

und mit n = 2¥

Fir k — o geht
hat gerade den

bestimmte Integral f(x2) - f(X1) = xq [ X2 F(X) dx
Setzt man fur f(x) die Stammfunktion F(x) ein, wird
F(x2) - F(x1) = x1 12 f(x) dx

Ay =1/2* ((1/2)2+ 12) =5/8

A, =1/4* ((1/4)2 + (1/2)2 + (3/4)2 + 12 ) = 15/32

As; =1/8* ((1/8)2+ ...+ 12) =51/128

A = 1/25* ((1/k)2 + (2/k)2 + ... + (k/Kk)2)

A= 1/25* ((1/292 + (2/292 + ... + (2¥/29)2)

Ac=1/n*((1/n)2 + (2/n)2 + ... + (n/n)?2)

Ac=1/n*1/n2* (12 4+ 22 4+ ... + n?) = 1/n3 * ( n(n+1)(2n+1) / 6)
Ac=(n+1)(2n + 1)/ (6 n2)

auch n gegen « und lim A, = 1/3. Die Flache unter der Normalparabel im Intervall [0;1]
Inhalt 1/3. Fir die Untersumme, d.h. die Rechtecke mit dem jeweils kleinsten

Flacheninhalt im Intervall (in der Darstellung gelb), ergibt sich:

Y v=Ff(x)

a X

¥t

x+h

Agunten = (N - 1) (2n - 1)/ (6 n2?) mit dem gleichen Grenzwert.

Beziehung Flacheninhaltsfunktion - Randfunktion

Ist f(x) eine Funktion auf dem Intervall [a ; b] und f(x) >0 fiur alle x des Intervalls, so

nennt man die Funktion A(x), die den Flacheninhalt unter der Funktion f(x) im Intervall

[a; x] beschreibt, die Flacheninhaltsfunktion der Randfunktion f(x) Gber dem Intervall [a

; bl.

Sind m der kleinste Funktionswert f(x) und M der gréBte Funktionswert im Intervall [x ;

x+h], dann gilt fir die Flache A(x + h) - A(x) unter f(x) von einer Abszisse x bis x+h:
mh<AX+ h)-A(xX)<Mh m<[A(x+ h) -AX)]/h<M

Fir h — 0 streben m als auch M gegen f(x). Der mittlere Differenzenquotient [A(x + h) - A(x)] / h wird
dann zum Differenzialquotienten A'(x), d.h.

f(x) < A'(x) < f(x)

und somit A'(x) = f(x)

Die erste Ableitung der Flacheninhaltsfunktion A(x) entspricht somit der Funktion f(x). A(x) ist damit eine
Stammfunktion von f(x).
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Spezielle bestimmte Integrale
of “e®x"dx = I'(n+1)/a"**; a>0,n > -1
of » e x"dx = n!; n natiirlich
o ©e® x"dx = I((n+1)/2) / (2 a"™Y?); a>0,n > -1
of 2 e® dx = 1/(2a) Vnof e dx = 1/2 Vn
oJ*x2e®™ dx = 1/(4a3)Vn; a > 0

of © e cos bx dx = 1/(2a) e®/*¥): 3 > 0
of © x/(€* - 1) dx = 72/6

of © x/(€* + 1) dx = 72/12

of e sinx/ xdx = arccota; a >0

ol “eXInxdx = -C = -0,5772...

oJ e Inxdx =-1/4Vn (C+ 21n2)

of“e™In2 xdx = 1/8 yn ((C + 2 In 2)2 + n2/2)2

of * sin(ax)/x dx = n/2; fira > 0

of * sin(ax)/x dx = - n/2; fira < 0

of ©sin? x / p dx = 2°2 I'(p/2)2/T(p) , wenn p rationale Zahl mit ungeradem Z&hler und Nenner ist

of “sinbx / x$dx = b¥!/ (2 1(s) sin (sn/2)) ,0<s <2
of * cos(ax)/x dx =

of?cosbx/x¥dx =nb¥!/ (2T(s) cos (sn/2)),0<s< 1
of “ tan(ax)/x dx = n/2; fira > 0

of “tan(ax)/x dx = - n/2; fira< 0

ol ® (cos ax - cos bx)/x dx = In (b/a)

of " sin(ax) dx = [1 - cos(an)]/a

ol " cos(ax) dx = sin(an)/a

of * (sin x cos ax)/x dx = n/2 fur |a] <1 ; =n/4fir|a| =1; =0 fir |a] > 1

of © sin(x)/V¥x dx = V(n/2)

of © cos(x)/Vx dx = V(n/2)

of © x sin bx / (a2 + x2) dx = £n/2 e1?! , das Vorzeichen stimmt mit dem von b (iberein
of ©cosax / (1 + x2) dx = n/2 e’?

ol ¥ sin2 ax / x2 dx = /2 |a|

[ sin(x?) dx = V(n/2)

| * cos(x?) dx = \(n/2)

of 2 dx/(1 + cos x) = 1

ol " tan x dx = 1/2In 2

of 2 sin x / V(1 - k2 sin2 x) dx = 1/(2k) In ((1+k)/(1-k))
of 2 cos x / V(1 - k2 sin2 x) dx = 1/k arcsin k

of"cosax/ (1-2bcoxx+b2)dx=nb?/(1-b2)

Integralle logarithmischer Funktionen
JJ1Ininxdx = -C = -0,5772...
1IN X/ (x - 1) dx = n2/6
o 1IN X /(x+1) dx = - n2/12
of 1In x /(x2-1) dx = n2/8
of tIn (x+1) /(x2+1) dx = In 2 - n2/8
oJ T -x3) / ((1 + x)Inx)dx = In tan an/2
JP@-x)(1-xP)/((1-x%x)Inx)dx =
=In(T(a+1)TE+1)/T(a+p+1);a>-1,3>-1,a+p>-1

Spezielle bestimmte Integrale
o tIn (1/x)? dx = I'(a+1)
of " Insinxdx = -n/2 In 2
of % In cos x dx = -n/2 In 2
of *xInsinxdx = -n2/2 In 2
o™ sinxInsinxdx=In2-1

o “sinx/xInxdx =-n/2C

of “sinx/ xIn2xdx =n/2 C2 + n3/24

ol "In (a + b cos x) dx = = In((a + V(a2-b2)/2)

ol ™In (a - bcos x) dx = = In((a + V(a2-b2)/2)
of™In(a2-2abcosx +b2)dx =2rnlna;a=b >0
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of™In(a2-2abcosx +b2)dx=2nlnb;b>a>0
oJ ™ Intanxdx =0
o ¥ In(1+tanx)dx =n/81n 2

Integrale algebraischer Funktionen
of L dx/N(L - x2) = 7/2
o 2dx/[(1+x) W ] ==
ol P dx/\[ (x-a) (b-x) ] ==
of 2 dx/N[ a2 - x2 ] = n/2
of “dx/( a2 + x2) = n/(2a)
ajbdx/(xz—a2)=—oo
oJIx/N(1-x2)dx =1
of @ x2/N( ax - x2 ) dx = 37/8 a2
ol “dx/[ (1-x) Vx 1 =0
of 22 [ 2bx - x2 1 dx = -n/2 b2
It a*dx = (a2-1)/(aln a); a>0

Borwein-Integrale
Borwein-Integrale sind bestimmte Integrale, welche Produkte der Sinc-Funktion y = sin(ax)/(ax)
enthalten. Diese Integrale sind bekannt daflir, dass sie scheinbare Muster beinhalten, die sich dann aber
als falsch herausstellen.
Zum Beispiel wird
of  sin(x)/x dx = n/2
of * sin(x)/x sin(x/3)/(x/3) dx = /2
of * sin(x)/x sin(x/3)/(x/3) sin(x/5)/(x/5) dx = /2 ...
of * sin(x)/x sin(x/3)/(x/3) ... sin(x/13)/(x/13) dx = 7/2 ...
Aber!!!
of © sin(x)/x sin(x/3)/(x/3) ... sin(x/13)/(x/13) sin(x/15)/(x/15) dx =
= 467807924713440738696537864469 / 9356158494406409073100521750000 = ~ n/2 - 2,31-107%*
Eine langere Folge tritt auf bei
of * 2 cos(x) sin(x)/x sin(x/3)/(x/3) ... sin(x/111)/(x/111) dx = 7/2 ...
Aber ol ® 2 cos(x) sin(x)/x sin(x/3)/(x/3) ... sin(x/113)/(x/113) dx < n/2

Integration - Beispiel
7al™? cot x dx
| cot x dx = [ cos x /sin x dx
sin x =t ; cos x dx = dt
fecosx /sinxdx =[1/tdt=In|t] +c=1In|sinx| + ¢
wal™? cot x dx = In |sin n/2| - In |sin n/4| = In 1 - InV(2)/2 = - In V(2)/2 = 0.35
| cos x * x2 dx
Jcos x * x2 dx = x2 sin x - [ 2x sin x dx = x2 sin x - 2 Jx sin x dx =
= X2 sin x - 2 (X (- cos x) - J(-cos x) dx) = X2 sin X + 2x cOs X - 2 sin X + C =
=sin x (x2-2)+ 2xcosx + ¢
o] ™% (4 + 2 tan2 x) dx
J(4+2tan2x)dx =2 (2 +tan2x)dx =2 [ (1 + (1 + tan2 x)) dx =
=21dx+2J(1+tan2x)dx=2x+2tanx + ¢
OI”/4(4+2tan2x)dx=n/2+2tan1r/4-2tan0=1r/2+2=3.57
| x3/(16-x2) dx
I x3/(16-x2) dx = [ (-x + 16x /(-x2+16)) dx
x3:(-x2 + 16) = -x + 16x / (-x2 + 16)

16x /(16-x2) = A/(4-x) + B/(4+x) | *N

16X = A (4+x) + B (4-x) = 4A + Ax + 4B - Bx = x (A-B) + (4A+4B)
16 =A-B | *4

0 = 4A + 4B -A=8 -B=-8

J (-x + 16% /(-x2+16)) dx = | (-x + 8/(4-X) - 8/(4+x)) dx
-x2/2 + 8] 1/(4-x) dx - 8 [ 1/(4+x) dx =
-x2/2-81In [4-x| -8 In |44+Xx| +Cc = -x2/2 - In |(4-X)8(4+x)8| + c = - x2/2 - In |(16-x2)8| + C

Integration - Beispiel (2)

Aufgabe aus der Zeitschrift "Der Mathematikunterricht" (Heft 1; 1993; Seite 4):
I=1184/no]* dx / (1+x2)3

Substitution x = tan z ergibt dx/dz = 1/cos? z und flir das unbestimmte Integral
Jdx / (14x2)3 = [ dz / (cos2 z (1 + tan2 z)3) = [ dz / (cos2 z (1 + sin2 z/cos? z)3) =
Jdz / (cos2 z (1/ cos* z)) = [ cos* z dz

Mit dem Additionstheorem fiir cos® z
cos* z = 1/4 cos? (2z) + 1/2 cos (2z) + 1/4

wird  [dx/ (1+x2)3 = [ cos* zdz = 1/32 sin (4z) + 1/4 sin (2z) + 3/8 z
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und nach Ricksubstituieren mit

Jdx / (14x2)3 = [ cos* z dz = x/(4 (x2+1)2) + 3x/(8 (x2+1)) + 3/8 arctan x
Fir das bestimmte Integral ergibt sich somit

I=1184/n¢ ] dx/ (1+x2)3 = 1184/nlim,,. [ oJ 2 dx / (14+x2)3 ] =
1184/n lim,,. [ X / (4 (x2+1)2) + 3x / (8 (x2+1)) + 3/8 arctan x]%, =
1184/n lim,,, [ a/ (4 (a2+1)2) + 3a/ (8 (a2+1)) + 3/8 arctan a - 0] =
1184/n - 3/8 - n/2 = 222

X Bestimmtes Integral-Beispiel, Ausdehnungsarbeit von Gasen
] In einem Zylinder der Grundflache F befinde sich ein durch einen beweglichen
x=by Kolben komprimiertes Gas. Wenn der Kolben den Abstand x vom Zylinderboden hat,
| sei der Gasdruck im Zylinder p(x).
x=at Bei Verschiebung des Kolbens von x = a nach x = b wird vom Gas Arbeit geleistet,
die gegeben ist durch W = ,° F p(x) dx
Fir den Sonderfall der isothermen Ausdehnung eines idealen Gases mit der
Zustandsgleichung

p(x) - V(x) = p(a) - V(a) = const ; Boyle-Mariottesches Gesetz
ergibt sich dann mit dem Volumen V(x) = F-x

p(x) = p(a)-V(a) / V(x) = p(a)-V(a) / (Fx)

W = F .’ p(a) V(a) / (Fx) dx = p(a) V(a) .)” 1/x dx
Mit der Stammfunktion von f(x) = 1/x ergibt sich
A = p(a) - V(a) - [In x]°; = p(a) - V(a) - [In(b) - In(a)] = p(a) - V(a) - In(b/a)

x=0

Integrierbarkeit

Definition :

Es sei Ac Rund f: A —» R irgendeine Funktion. Eine differenzierbare Funktion g : A — R heiBt eine
Stammfunktion zu f, falls g' = f.

Besitzt f eine Stammfunktion, so nennt man f integrierbar. Mit dem Symbol 3(A) bezeichnet man die
Menge aller integrierbaren Funktionen auf A.

Hinweis: Eigentlich misste f "stammfunktionen-integrierbar" heiBen. Denn neben dem hier eingefiihrten
gibt es weitere Integrationsbegriffe, wie etwa riemann-integrierbar und lebesgue-integrierbar.

Diese Begriffe sind nicht aquivalent!

Die meisten wichtigen Funktionen sind jedoch in jeder Weise integrierbar und die Integrale stimmen in
diesen Fallen Uberein.

Jede stetige Funktion besitzt eine Stammfunktion. Jede monotone Funktion ist integrierbar. Jede (auch
nur stlickweise) stetige Funktion ist integrierbar.

Ist f(x) integrierbar, so braucht f(x) keine Stammfunktion zu haben! Hat f(x) eine Stammfunktion, so
braucht f(x) nicht integrierbar zu sein.

Cauchy-Schwarz-Integralungleichung
[aIPfO)g(x) dx 12 <[4 [°f2(x) dx ][ a]" g2(x) dx ]

Integralungleichungen
Die Ungleichungen gelten, falls die Integrale auf der rechten Seite existieren, d.h. endlich sind. Fir die
reellen Koeffizienten p, q > 1 gelt weiterhin 1/p + 1/ q = 1.

Dreiecksungleichung | of f(x) dx | <&l |f(x)| dx

Hoéldersche Ungleichung | & f(x) g(x) dx | < (& 1F(x) [P dx)*P (&f |g(x)]® dx)¥/d

Far p = g = 2 ergibt sich die Schwarzsche Integralungleichung

Minkowskische Ungleichung (&l 1FC)+a(x) ™ dx)Y" < (&f 1FO) T dx)¥" + (& 1g(x)|" dx)¥/"
Jensensche Ungleichung (&l 1F) P dx)P < (&f If(X)|"dx)"; firO<p < r

Jensensche Konvexitiatsungleichung
Fiir eine reelle, konvexe Funktion F(x), eine nichtnegative, integrierbare Funktion p(x) mit ¢/ p(x) dx > 0

wird F( 6l p()a(x) dx / (6l p(x) dx)) < 6l p(x) F(q(x)) dx / (¢l p(x) dx)

Integrierbare Funktionen

Integrierbare Funktionen missen nicht unbedingt stetig sein! Beschrankte Funktionen mit endlich vielen
Springen sind integrierbar.

Die Signum-Funktion y = sgn(x) ist liberall integrierbar. Die Betragsfunktion y = |x| ist tberall
integrierbar.

1943



Unbeschrankte Funktionen, wie z.B. Funktionen mit Polstellen, sind am Pol nicht integrierbar. Bei solchen
Funktionen darf die Integration nicht Gber eine Polstelle laufen.

Regeln fiir bestimmte Integrale
Bestimmte Integrale: Berechnung durch Einsetzen der Grenzen in die
Stammfunktion und Subtraktion des Wertes der Stammfunktion an der unteren
Grenze von dem Wert an der oberen Grenze:

2 I 2 f(x) dx = F(b) - F(a)
Vorzeichenumkehr des Integrales beim Vertauschen der Integrationsgrenzen

aIPf(x) dx = - 5 [? f(x) dx y = sgn(x)
Gleichheit von oberer und unterer Grenze: das Integral ist Null

212 f(x)dx =0
Bestimmte Integrale lassen sich in endlich viele Teilintervalle zerlegen,
beispielsweise in zwei

A JPF(X) dx = 5 [ f(x) dx + . [ ® f(x) dx X
Anderung der Benennung der Integrationsvariablen &ndert nicht den Wert des
Integrals 2 JPf(x) dx = , [P f(z) dz
Der Wert eines bestimmten Integrals ist allein durch die Grenzen und die
Funktion f(x) bestimmt.

y =sinx/ x

Integralrechnung, Beispiele S
Berechne die Integrale der folgenden Funktionen im angegebenen Intervall:

Funktion Intervall Lésung Funktion Intervall Lésung

f(x) = 2x [1, 3] 8 f(x) =x/2+1 [-2,2] 4

f(x) =5-x [1, 4] 7,5 f(x) = x2 [1, 3] 8,67

f(x) = x2/4 + 2[0, 4] 13,33 f(x) = 4 - x2/3 [-3, 3] 18

f(x) = 4x - x2 [0, 4] 10,67 f(x)=x3+1 [-1,1] 2

f(x) = x3/4-x+1 [-2, 2] 4 f(x) = x3/4 - 3x2/2 + 7x/2 [0,3] 7,31

f(x) = x*4 -2x2+4 [-2,2] 8,53 f(x) =4 -1/x2[0,5; 2] 4,5

f(x) =x+ 1/x [1, 2] 2,19  f(x) =Vx [0, 9] 18

Berechne den Inhalt der Flache zwischen Kurve und x-Achse:

f(x) =4 -x2 10,67 f(x) =x2-x-2 4,5

f(x) = 4x2 - x3 21,33 f(x) =x3-6x2+9x 6,75

f(x) =x3-6x2+8x 8 f(x) = x3 - 8x2 + 15x 21,08

f(x) = x3/3 - 3x 13,5 f(x) = x*-5x2 + 4 8

Berechne den Inhalt der Flache zwischen den beiden Kurven:

f(x) =x2,g(x) =x+6 20,83 f(x) = 4x - x2, g(x) = x 4,5
f(x) = x2, g(x) = 4x - x2 2,67 f(x) = x2, g(x) = 5 - x2/4 13,33
f(x) = x2, g(x) = x3 0,083 f(x) = x2, g(x) = x* 0,267
fx) =x3+1,gx) =4x+1 8 f(x) = x3 - 6x2 + 9%, g(x) = 3x - x2 3,08

Wie groB ist die Flache, die vom Graphen der Funktion f(x) =x2/4 +2, der Tangente im Punkt P(4/yp) und
den Koordinatenachsen begrenzt wird? Losung 4,33

Wie groB ist die Fléche, die vom Graphen der Funktion f(x) = x3/16 - 3x2/8 + 4, der Wendetangente und
den Koordinatenachsen begrenzt wird? Losung 13,25

Berechne den Inhalt der Flache, die vom Graphen der Funktion f(x) = x3 + 1, der Normalen im Punkt
P(1/yp) und der x-Achse begrenzt wird? Lésung 8

Integralrechnung, Beispiele (2)

1. Gesucht ist die Flache zwischen der Funktion f(x) = 0,25 x2 +2 und der x-Achse in den Grenzen a = -1
und b = 5.

Lésung: 22,5 FE

2. Gesucht ist die Flache zwischen der x-Achse und der Funktion g(x) = x2 - 2x in den Grenzen a = 0 und
b = 3.
Lésung: 2,66 FE

3. Gegeben sind die beiden Funktionen g(x) = x3 - 12x2 + 36x und f(x) = -3x + 28. Bestimmen Sie die
Schnittpunkte und die eingeschlossene Flache.
Lésung: 40,5 FE

4. Gegeben ist die Parabel g(x) = -x2 + 4. Dieser wird durch die Gerade f(x) = 3 die Spitze

abgeschnitten. Wieviel % der Parabelflache tiber der X-Achse sind das?
Lésung: 12,5%
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5. Die Flache, die von der x-Achse und den Graph der Parabel y = -0,5 x2 + 3x eingeschlossen wird, soll
durch eine Gerade, die durch den Ursprung geht, halbiert werden. Berechnen Sie den Schnittpunkt der
Parabel mit der Geraden.

Lésung: P(4,76 | 2,95)

6. Die Flache, die von der Normalparabel y = x2 und einer waagerechten Geraden eingeschlossen wird,
soll 36 FE betragen. Berechnen Sie den Abstand der Geraden von der x-Achse.
Lésung: ya =9

7. Berechnen Sie die Flache, die von den beiden Funktionen f(x) = x3 + 3x2 und g(x) = -x3 - 3x2 + 2x +
6 eingeschlossen wird.
Lésung: A = 16 FE

8.Von der Parabel y = x2 + 1 und den drei Geraden y = 2x + 3, x=0 und x = x; wird im 1.Quadranten
eine Flache A = 16/3 FE eingeschlossen. Wie grof ist x;?
Lésung: x; = 2

g

Flacheninhaltsberechnung

Gilt f(x) > 0 fiir alle x e [a,b], so gilt A = [ ° f(x) dx
Gilt f(x) < 0 fir alle x e [a,b], so gilt A = | o] ® f(x) dx |
Besitzt f(x) in (a,b) n Nullstellen:

A= L f(x)dx | + | xof 2 F(x) dx | + .. + | 3ol P f(x) dx | %)
Flachenstiick zwischen 2 Funktionen f(x) und g(x) 9(x)
f(x) und g(x) schneiden sich nicht in [a,b] a b &

A=1.°[f(x)-g[x]]dx | g{x)

f(x) und g(x) schneiden sich bei c in [a,b]
A=1al°0f()-glx]Tdx | + | [°[f(x)-g[x] ] dx |

Hinweis: Die Flache zwischen einer Kurve und der y-Achse entspricht der a ebo®
Integration der Umkehrfunktion.

Flache eines Kreises mit Hilfe der Integralrechnung

Kreis: x2 + y2 = r2

X =rsint; dx =rcos tdt

y = £(r2 - x2)
4,fTydx=4,]"V(r2-x2)dx =
O=t=0;x=r=t=n/2
4 o™ (r2-r2sin2t) *rcostdt =4 o] ¥?rV(1-sin2t) * r cos t dt =
4,1™ r2cos2tdt=4r2,]7? cos2tdt=4r2* 1 (2t + sin 2t) | o2
r2((n+sinn)-(0+sin0))=r2n

x>

Flache einer Ellipse mit Integralrechnung
Ellipse: b2x2 + a2y2 = a2b2
X =asint; dx = acos tdt
y = + J((a2b2 - b2x2) /a2) = V(b2/a2 (a2 - x2))

A =4 ,[2(b2/a2 (a2-x2)) dx = 4 b/a ¢ | ® V(a2-x2) dx = x=0=t=0
=4b/agl”V(a2-a2sin2t) *acostdt= x=a=t=mn/2
=4 b/agl” a(1-sin2t) *acostdt=4b/a,|”? a2cos2tdt=
=4abg[™ cos2tdt=4ab ¥ (2t + sin 2t) = ab (2t + sin 2t) [o™?
=ab((n+sinn)-(0+sin0))=abn
Y Kreissegmentflache
Gesucht ist die Flache A des hervorgehobenen Kreissegments.
Lésung: Es sei p = Y2k. Dann wird den Flacheninhalt
Aﬂmwﬁ 1/2A=0P (NR2-x2)-d)dx =oJPV(R2-x2)dx -d *p
S Nebenrechnung:
R Mit der Substitution x = R cos(u) und dx = -R sin(u) * du wird
5 R I=,[PV(R2-x2)dx = -/, [2s(P/R) R2 gin u du =
= R2 , [2reos®P/R) (1/2 - 1/2 cos 2u) du =
= 1/2 R2 (u)ﬂ/zarccos(p/R) _ 1/4 R2 (sin 2u)n/2arccos(p/R) =

= 1/4 R2 n - R2/2 arccos(p/R) - R2/4 sin n + 1/4 R2 sin 2(arccos(p/R)) =

und wegen cos(arccos(p/R)) = p/R und sin(arccos(p/R)) = d/R
I =1/2 R2 arcsin(p/R) +1/2pd

Fir den Flacheninhalt wird somit A=21-2d*p

A =R2arcsin (k/ (2R)) - 1/2d k

1945



Grundaufgaben

v
3L

L0

Py

P2

T

)

Py glx

1946

Funktion f(x) besitzt Nullstellen
Innerhalb des Intervalls werden die Teilflachen integriert und zur
Gesamtflache summiert

A= ]lf(x)dx+i|£f(x)dx+]if(x)dx+ jf(x)dx

Flache zwischen 2 Funktionen mit Schnittpunkten

Ahnlich wie bei Nullstellen, muss man auch die Flache integrieren,
die von zwei Graphen eingeschlossen wird, die sich schneiden. Auch
hier darf nicht tber die Schnittpunkte hinweg integriert

werden.j‘f(x)dx:Tf(x)der]gf(x)derTf(x)dx

Bei Funktionen, deren Graphen sich nicht schneiden, wird die Flache

b
zwischen den Graphen wie folgt berechnet: A=_|.(f1(x)—fz(x))dx

Vor dem Integrieren wird die ,untere"™ Funktion von der ,,oberen™
Funktion subtrahiert. Das Ergebnis, die Differenz, wird als eine
Funktion innerhalb des Intervalls integriert.

Bei Funktionen, deren Graphen sich schneiden, wird die Flache
zwischen den Graphen wie folgt berechnet:

A= [~ @ [~ AN [~

Fiur jede Teilflache wird die ,untere®™ von der ,oberen™ Funktion
subtrahiert und die Differenz-Funktion integriert. Alle Teil-Integrale
werden summiert. Alle Flachen haben absolute Betrage als
MaBzahlen. Es darf nicht Gber die Schnittpunkte hinweg integriert
werden.

Die Tangente t(x) berihrt den Graphen der Funktion f(x) im Punkt P4
und schneidet ihn im Punkt P,.

Uber die 1. Ableitung der Funktion ermittelt man die Gleichung fiir
die Tangente. Durch Gleichsetzen beider Funktionen ermittelt man
den Schnittpunkt P,. Damit sind die Intervallgrenzen gegeben. Die
Flache berechnet man mit:

A= [ ()~ f(x)dx

Der Graph der Funktion und eine Gerade schneiden sich in einem
Punkt und schlieBen mit der x-Achse eine Flache ein. Es missen die
Nullstellen beider Funktionen und ihr Schnittpunkt ermittelt werden.
Das Gesamtintervall besteht aus zwei Teilintervallen, die sich im
Schnittpunkt ,berihren™:

A= T f(x)dx-i—jg(x)dx



Volumen von Kugel, Kegel und Zylinder mit Hilfe der Integralrechnung y
Kugel: V=4/3rn

ki x2 +y2=r2 y2 =12 -x2 Kugel

V=n*24[" (r2-x2)dx =21 (r2x - x3/3) | ¢

=21 (r3-r3/3) - 22 (0 - 0) = 27 (2r3)/3 = 4/3 r3 1 +—F
Kegel: k = r/h fiy =r/hx v

V=1 lhr2/h2 x2 dx = & * r2/h2 * x3/3 | o" cegel

= 7 r2/h2 * h3/3 - n r2/h2 * 0/3 = (r2 x h)/3 )
Zylinder: fiy=r V=no["r2dx=nr2x o

=nr2h-nr20=r2nh TTh x

Flachenberechnung
Beispiel: A(u|v) mit u>0 sei ein Punkt des Schaubildes K von f(x) = e™. Die Parallele
durch A zur x-Achse schneide die y-Achse in B. Die Tangente in A an das Schaubild K r
schneide die y-Achse in C. Fiir welchen Wert von u wird der Flacheninhalt des Dreiecks
extremal?
Lésung: Tangente in A(ule™); -e ):y=-e“x +ue' +e" > C(0Jue+ e™). Flacheninhalt des Dreiecks
ABC: A(u) = 1/2u
(2-u)e™. Um das Extremum zu bestimmen setzten wir A'(u) = 0:

A'(uy=1/2u(2-ue" =0
bei u = 0 mit Vorzeichenwechsel von A' vom "+" nach "-". - Relatives Maximum A(2) = 2e™%. Da die
Randwerte lim, o A(0) = 0 und limy,. A(u) = 0 handelt es sich um ein absolutes Maximum.

Zylinder

-

¥ Anfange der Integralrechnung
Das Problem der Flachenberechnung ist sehr alt und wurde bereits
von Archimedes untersucht. Er ermittelte zum Beispiel, wie groB der
Flacheninhalt unter einer Parabel ist. Die ist erstaunlich, da es zu
seiner Zeit keine praktische Verwendung fiir diese Rechnungen gab.
Die grundlegende Idee flir diese Flachenberechnung ist folgende:
Man versucht, eine ,Kurvenflache™ mit solchen Flachen auszufiillen,
die man leicht berechnen kann. Das sind vor allem Rechteck- und
% x Dreieickflachen. Dann summiert man diese Teilflachen und erhalt die

/ N\ Gesamtflache. Archimedes fiillte die Parabelfldiche mit

gleichschenkligen Dreiecken aus. Die noch freigebliebene Flache wird
immer kleiner und wird mit einem immer kleineren Dreieck ausgefillt.
Theoretisch kann man mit allerkleinsten Dreiecken die Parabelflache ganz ausflillen. Mittels dieser
Methode kénnen sehr genaue Ergebnisse erzielt werden. Da die Flache ausgeschopft wird, nennt man
diese Methode auch ,Ausschépfungs-Methode", Fachbegriff: Exhaustions-Methode.
Die Ausschopfungs-Methode ist keine Integralrechnung im eigentlichen Sinn, da die Integralrechnung auf
einer anderen Methode beruht.

Elliptische Integrale

Elliptische Integrale sind Integrale, deren Integrand eine Quadratwurzel aus einem Polynom dritten oder
vierten Grades ohne mehrfache Wurzeln enthalt.

Elliptische Integrale sind nicht analytisch exakt auflésbar und missen durch Naherungsrechnungen
bestimmt werden. U.a. bei der Berechnung der Bogenlange einer elliptischen Kurve treten elliptische
Integrale auf.

Elliptisches Integral 1.Art F(k,0) = o % do / V(1 - k2 sin2 ¢)
Elliptisches Integral 2.Art E(k,0) = o/ * V(1 - k2 sin2 ¢) d¢

B(k,0) = o [®cos2 ¢ V(1 - k2 sin2 ¢) do

B(k,9) = 1/k2 (E(k,9) - (1-k2) F(k,$))
Elliptisches Integral 3.Art r(h,k,0) = o f¢do / (1 + hsin2 ¢) V(1 - k2 sin2 ¢))

Die angegebene Darstellung der Integrale wird Legendresche Normalform genannt. Die Bezeichnungen
F(k,0), E(k,9) und 11(h,k,$) gehen ebenfalls auf Legendre zuriick. Mitunter werden auch nur die
unbestimmten Integrale als die elliptischen Integrale bezeichnet.

Sind die oberen Integrationsgrenzen ¢ = n/2, so spricht man vom vollstandigen elliptischen Integral 1., 2.
und 3.Art.

Volistandige elliptische Integrale
Elliptische Integrale sind Integrale, deren Integrand eine Quadratwurzel aus einem Polynom dritten oder
vierten Grades ohne mehrfache Wurzeln enthalt. Diese sind Uber
F(k,¢) = o] *dj / V(1 - k2 sin2 ¢)
E(k,0) = o[ V(1 - k2 sin2 ¢) d¢
B(k,9) = o J® cos2 ¢ V(1 - k2 sin2 ¢) do
definiert.
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Durch Jacobi werden diese Integrale zur Konstruktion der nach ihm benannten Jacobischen elliptischen
Funktionen verwendet. Setzt man fir die obere Integrationsgrenze ¢ = n/2
so ergeben sich die vollstandigen elliptischen Integrale 1. und 2.Art mit

K(k) = F(k, n/2) E(k) = E(k, n/2) B(k) = B(k, n/2)

Nadherungsweise Berechnung der Jacobischen elliptischen Integrale
real procedure K(A) ; value A ; real A ;
begin real at, a2, b, kt ; integer n;
b := abs(sin(A));
if b>=0.9539 then begin
al := (1+b)/2; b := sqrt (b);
a2 :=(al + b)/2; k1 := cos(A);
b := sqgrt(al * b); K :=In(128 * (a2+b) * a2 * al ** 2 / k1 ** 4)/(a2 +b)/2
end
else begin b := abs(cos(A)); al:=1;
forn :=1,2,3 do begin
a2 := (al+b)/2; b := sqgrt(al * b); al := a2 end;
K := 3.14159265359/(al + b)
end end K

real procedure E(A) ; value A ; real A ;
begin real al, a2, b, s, kl ; integer n;
b := abs (sin (A));
k1l := abs(cos(A));
if b>= .9539 then begin
al:=(1+Db)/2;s:=kl *kl/2+al *al -b; b :=sqrt (b);
a2 := (al+b)/2; A:=al *b;s:=s/2+ a2 *a2-A;
b := sqrt(A); E := (a2+b)/2+(s/(a2+b)) * In(128 * (a2+b) * a2 * al * al/(kl ** 4)) end
else begin b:=kl;al:=1;s:=1+b*b;
forn :=1,2,3 do begin
a2 := (al +b)/2; A:=al *b; al := az;
s:=s/2-al *al + A; b :=sqrt (A) end;
E := 12.5663706144 * s / (al +b)
end end E

Fresnelsche Integrale

Die Fresnelschen Integrale sind analytisch nicht exakt auflésbare Integrale. Sie treten u.a. bei der
Klothoide auf.

Fresnelsches Integral 1.Art C(x) = ., ] * cos? t dt

Fresnelsches Integral 2.Art S(x) = ., [“sin2 tdt

Durch die Transformation x = V(2/xn) z ergeben sich die mit den Fresnelschen Integralen verbundenen
Funktionen

Ci(x) = V(2/n) o [ ¥ cos? t dt Si(x) = V(2/n) o [ X sin2 t dt

Cy(x) = 1/(N2 7) o | X cos t dt/+t S,(x) = 1/(N2 1) o | X sin t dt/t
die mitunter in der Literatur auch Fresnelsche Integrale genannt werden.
Auf der rechten Seite werden C,(x) und S,(x) fir einzugebene Argumente x > 0 ndherungsweise
berechnet. Fresnelsche Integrale und die damit verbundene Klothoide kénnen zur Berechnung
Haufigkeitsverteilungen bei Interferenzen genutzt werden.

Komplexe Nullstellen der Fresnelschen Integrale

1) C(x) = .. | * cos2 t dt

Nullstellen: 0,;1,7437 + 0,3057i; 2,6515 + 0,2529i ; 3,3208 + 0,2239i ; 3,8759 + 0,2047 i ;
4,3611 + 0,19091i ; ...

gerundete Werte V(4n-1) - In(m V(4n-1)) / (=2 V((4n-1)3)) + In(n ¥(4n-1)) / (z V(4n-1)) i

2) S(x) = .. ] ”sin2 tdt

Nullstellen: 0 ; 2,0093 + 0,2886 i ; 2,8335 + 0,2443 i ; 3,4675 + 0,2185 i ; 4,0026 + 0,2008 i ;
4,4742 + 0,1877 i ; ..

gerundete Werte 23n - In(2z ¥n) / (872 V(n3)) + In(2xVn) / (2x Vn) i

Maxima und Minima der Fresnelschen Integrale

1) C(x) = .. | * cos2 t dt

Maxima: M, = C(¥(4n+1)) = 0,779893 ; 0,640807 ; 0,605721 ; 0,588128 ; 0,577121 ; 0,569413 ; ...
Minima: m, = C(¥(4n+3)) = 0,321056 ; 0,380389 ; 0,404260 ; 0,417922 ; 0,427036 ; 0,433666 ; ...

2) S(x) = .. | “sin2 t dt
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Maxima: M, = S(¥(4n+2)) = 0,713972 ; 0,628940 ; 0,600361 ; 0,584942 ; 0,574957 ; 0,567822 ; ..
Minima: m, = S(¥(4n+4)) = 0,343415 ; 0,387969 ; 0,408301 ; 0,420516 ; 0,428877 ; 0,435059 ; ...

Integralgleichung

Bei einer Integralgleichung handelt es sich um eine Gleichung zur Bestimmung einer Funktion f(x), wobei
in der Gleichung ein Integral auftritt, dessen Integrand von f(x) abhangt.

Johann Bernoulli (1667-1748) behandelt in seiner "Ersten Integralrechnung" folgende Aufgabe:

Es ist die Funktion y = f(x) der Kurve OB zu bestimmen, die so beschaffen ist, dass die Flache OAB stets
ein Drittel des umschriebenen Rechtecks OABC ist.

Lésung: Es ergibt sich die Integralgleichung o[ * f(x) dx = 1/3 x f(x)

Diese Volterrasche Integralgleichung wird durch Differentiation geldst:
f(x) = 1/3 (x f'(x) + f(x)) df(x)/f(x) = 2 dx/x

Die Losung der homogenen linearen Differentialgleichung ergibt eine Schar von Parabeln
f(x) =Cx2; mt0<x<w

Beispiel 2: ol XeXf(y)dy =eX+x-1
Differenziation nach x ergibt o [XeXf(y)dy + e*f(x) = -eX+ 1
und mit Hilfe der Ausgangsgleichung X -x+ 14+ e f(x)=-e*+1

und f(x) = x &
Die Methode der Differenziation kann stets angewandt werden, wenn der Kern einer Volterraschen
Integralgleichung erster Art ein Polynom ist.

Numerische Integration oder Quadratur

Integrale, die analytisch nur schwer oder gar nicht zu Iésen sind, kdnnen numerisch durch eine
Aufspaltung des Integrals in eine endliche Summe berechnet werden. Unter numerischer Integration
versteht man die angendherte zahlenmaBige Berechnung eines bestimmten Integrals mit numerischen
Methoden.

Der Grundgedanke der numerischen Integration besteht darin, die Funktion y = f(x) ndherungsweise
durch ein Interpolationspolynom P(x) darzustellen und das Integral Gber das Interpolationspolynom als
Naherung fir das gesuchte Integral anzusehen. Das Intervall [a,b] wird in n Teilintervalle der Lange
d=(b-a)/n zerlegt. Teilpunkte: xo=a, x;=a+d, ..., Xx,=a+nd=b

Rechteckformel

Die Flache unter einer Funktion lasst sich ndherungsweise berechnen, indem man

das Gesamtintervall [a,b] in n gleich groBe Teilintervalle [a(i),b(i)] teilt, und in

diese Rechtecke einbeschreibt, deren Seiten zum einen von der Teilintervallbreite

Ax = Db(i) - a(i) zum anderen vom Funktionswertminimum bzw.
Funktionswertmaximum des Teilintervalls gebildet werden. ZweckmaBig ist dabei

] eine konstante Teilintervallbreite Ax, was allerdings nicht unbedingt notwendig ist.
0| Rechteckregel Die Summe aller "kleinen" Rechtecke, d.h. die Untersumme, ist kleiner als der

gesuchte Flacheninhalt, die Obersumme ist groBer.

Ist die Funktion im Riemannschen Sinne integrierbar, streben Untersumme U(n) und Obersumme O(n)

flr eine wachsende Zahl von Teilintervallen gegen die gesuchte Flache unter der Funktion.

Flache A wird durch Rechtecke angenahert A= f(x)dx | ~d (Yo + Y1 + «.. + Yn1)

Fir konstante Funktionen ist die Rechteckregel exakt.

Obersumm

Untersumme

Trapezformel, Trapezregel, Sekantenformel
Flache A wird durch Trapeze angenahert (d = (b-a)/n)
A= ,I°f(x)dx | ~d/2 (Yo + 2y1 + 2Y5 + ... + 2¥n1 + Yin)
zwei Stitzstellen
A=,]°f(x)dx | ~ (b-a)/2 (Ya + Yb)
Die Trapezformel entspricht dem Mittelwert der Ober- und Untersumme der
/ Trabezregm Rechteckformel. Fur Polynome ersten Grades ist die Trapezformel exakt. Der
Naherungsfehler ist von der GréBe nd3/12 f"(¢).
Als Poncelet-Formel wird der Mittelwert der Trapez- und Tangentenformel bezeichnet.
Kennt man auBer den Stiitzstellen X, bis x, auch x_.; und x,4+1, so gilt die modifizierte Trapezregel mit dem
Fehlerglied 11n/720 d® f*)(¢):
A =0 f(x)dx | ~d (Yo/2 +Y1 +Y2 +... +¥n1 +Y1n/2) + /24 (-Y.1 +Y1 +Yn “Ym+1)

Mittelpunktsregel

Wadhrend bei der Rechteckregel, je nach Wahl, der Funktionswert der linken bzw. rechten Intervallgrenze
zur Ermittlung der H6he des eingeschriebenen Rechtecks genutzt wird, liefert bei der Mittelpunktsregel
das arithmetische Mittel der Intervallgrenzen (der Mittelwert) die Stltzstelle. Bei einer Vielzahl von
Funktionen wird dadurch ein besserer Naherungswert erreicht. Die Glite der Konvergenz wird nicht
verbessert.

Tangentenformel A=],]Pf(x)dx | ~2(b-a)/n (yi + Y5+ ys + ... + Yn.1), N gerade
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2 Intervalle 3 Intervalle 4 Intervalle
U=3.2436 FE, O =5.8223FE U = 3.9212FE, O = 5.5616 FE U=4.1141 FE, O = 5.4005 FE

6 Intervalle 16 Intervalle 50 Intervalle
U=4.3676 FE, O =5.2248FE U =4.6619 FE, O = 4.9832 FE U=4.7753FE, O =4.8763 FE

Beispiel: Ober- O und Untersumme U flir y = x+sin(2x)+1 im Intervall [0,2], das Integral betragt 4.828
FE.

T Mittentangentenregel
,——
f(xp)

Diese Regel wird fir die Herleitung der Simpsonregel

verwendet. Ahnlich wie beim Trapezverfahrens soll hier eine

Aq Ag An-1 krummlinig begrenzte Flache im Intervall [a,b]

f(xq) 1) fixp) ndherungsweise durch Addition von gleich breiten
Trapezflachen parallel zur y-Achse berechnet werden. Jedoch

Xp=a 3 X2 r. xn-11  xp=b soll hier eine Trapezseite jeweils an jeder zweiten Stitzstelle

Tangente des Funktionsgraphen sein.

f(xg)

Zunachst wird das Intervall [a,b] in n Teile der gleichen Breite h unterteilt, wobei n eine gerade
natirliche Zahl ist. AnschlieBend zeichnet man an jeder Stitzstelle mit ungeradem Index (xi; X3; ...; ...}
Xn-1) €ine Tangente an den Graphen. Die Enden der Tangente liegen jeweils an der Stitzstelle vor und
nach dieser Stitzstelle. Hierdurch erhalt man Trapeze, die ein wenig Gber den Funktionsgraphen
hinausgehen. Die Flache dieser Trapeze wird mit A = a 2h berechnet. Die Breite dieser Flachen betragt
2h. Die Funktionswerte werden jeweils an der Stitzstelle berechnet, bei dem der Index ungerade ist.
Addition ergibt den Naherungswert M,:

M, = 2h [f(a+h) + f(a+3h) + ... + f(a+(n-1)h))
Stellt T, die entsprechende Flache mittels Trapezverfahren dar, so ergibt der Ansatz

Shn=02T,+M,)/3

S, = h/3 (f(a) + 4 f(a+h) + 2 f(a+2h) + 4 f(a+3h) +

+ ... + 2 f(a+(n-2)h) + 4 f(a+(n-1)k) + f(b))

die Simpson-Regel.

Simpsonsche Regel
Die Flache wird durch Teilflachen unter Parabelbdgen (Polynome zweiten Grades) angenahert. Das
Intervall muB in eine gerade Anzahl n von Segmenten unterteilt sein. Fiir Polynome bis einschlieBlich
dritten Grades ist die Formel exakt.

A =4l f(x)dx | ~d/3 (Yo +4y1 +2y> +4y3 ...+2¥n2 +4Yn1 +Y1n) d = (b-a)/n

Keplersche Fassregel

Johannes Kepler sorgte, wie damals Ublich, fir sich und seine Familie jahrlich durch das Einlagern von
einigen Fassern Wein. Es wunderte ihn aber bald die Volumenvermessungstechnik der Fassmacher bzw.
der Weinlieferanten. Es wurde mit einer Rute durch das an der dicksten Fassstelle gelegene Spundloch
zum Rand hin gemessen. Da Kepler klar wurde, dass so extrem unterschiedliche Fasser gleiches Volumen
hatten, naherte er die Fassbegrenzung durch eine Parabel an und entwickelte so die nach ihm benannte
Fassregel. Simpsonregel fir 2 Teilintervalle; x.,, = (a+b)/2

A=|.0"f(x)dx | ~ (b-a)/6 * [ f(a) + 4f(Xm) + f(D) ]
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Beispiel: Vergleich von Rechteck-, Trapez- und Simpsonregel fir y = x+sin(2x)+1 im Intervall [0,2] flr
jeweils 4 Intervalle, das Integral betragt 4.828 FE.

Rechteckregel = 4.4422 FE Trapezregel = 4.7541 FE Simpsonregel = 4.832 FE

Newtonsche 3/8-Regel A=],IPf(x)dx | ~3/8 (b-a) (Yo + 3y: + 3y> + y3), 3
Stltzstellen
Diese Formel wird in der Literatur auch Simpson-3/8-Regel genannt.

Romberg-Verfahren

Die Idee der Romberg-Integration ist, zusatzlich zu einer feineren Unterteilung der Intervalle in der
Trapezregel den Integrations-Fehler abzuschatzen und in die Integralberechnung mit einzubeziehen
(Extrapolation). Dadurch erhéht sich die Ordnung des Fehlergliedes, und man braucht meist wesentlich
weniger Iterationsschritte, um die gewlinschte Genauigkeit zu erreichen.

Sind T,, Werte der Trapezregel fir n Teilintervalle und T,, der Wert fir 2n Teilintervalle, so ergibt sich
eine bessere Naherung mit Konvergenzfaktor g = 1/16 Son = (4% Ty, - T0)/3,
Konvergenzfaktor q = 1/64 Ry, = (16* S,, - S,)/15,

Steklov-Verfahren
Erweiterung des Rombergverfahrens mit Tk = (4™ Tt k1 = Tmez) / (4M-1)

Herleitung der Keplerschen Fassregel
Bekannt sind von einer Parabel drei Stitzpunkte Py(Xo,Y0), P1(X1,Y1), P2(X2,Y2),
wobei x; genau der Mittelwert von X und X ist.
Ohne die Parabel selbst zu bestimmen, ist der Flacheninhalt unter der Parabel
im Intervall [xq ,X,] zu bestimmen.
Die Flache des von den auBeren Parabelpunkten und der Tangente im
Intervallmittelpunkt gebildete Parallelogramm wird von der Parabel gedrittelt.
Daraus ergibt sich fir die Flache unter der Parabel

A= Akleines Trapez + 1/3 AParaIIeIogramm
Die Parallelogrammflache ist die Differenz der Flachen des groBen und des
kleinen Trapezes, d.h.

Aparallelogramm = (Yo + ¥2)/2 (X2 - Xo) - Y1 (X2 - Xo)
und somit A=y; (X2-X0) +1/3 [(Yo + Y2)/2 (X2 - Xo0) - Y1 (X2 - X0)]

A= (x32-%0)/6 * (Yo +4y1+Y>3)
Die Simpson-Regel ergibt sich durch wiederholte Anwendung der Keplerschen Fassregel auf benachbarte
Intervalle.

Ha

Keplersche Fassregel
Johannes Kepler berichtete 1614, wie er auf seine
Betrachtungen zu der nach ihm benannten Fassregel verfiel:

"Als ich im November des letzten Jahres meine
Wiederverméahlung feierte, zu einer Zeit, als an den Donauufern
bei Linz die aus Niederésterreich herbeigefiihrten Weinfdsser
nach einer reichlichen Lese aufgestapelt und zu einem
annehmbaren Preis zu kaufen waren, da war es die Pflicht des
neuen Gatten und sorgenden Familienvaters, fiir sein Haus den
nétigen Trank zu besorgen.

Als einige Fadsser eingekellert waren, kam am vierten Tag der
Verkdufer mit einer Messrute, mit der er alle Fdsser, ohne
Riicksicht auf ihre Form, ohne jede weitere Uberlegung oder
Rechnung, ihrem Inhalt nach bestimmte.

Die Visierrute wurde mit ihrer metallenen Spitze durch das Spundloch quer bis zu den Réndern der
beiden Béden eingefihrt, und als die beiden Léangen gleich gefunden worden waren, ergab die Marke am
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Spundloch die Zahl der Eimer im Fass.

Ich wunderte mich, dass die Querlinie durch die Fasshélfte ein MaB fir den Inhalt abgeben kénne und
bezweifelte die Richtigkeit der Methode, denn ein sehr niedriges FalB mit etwas breiteren Béden und daher
sehr viel kleinerem Inhalt kénnte dieselbe Visierldnge besitzen. Es schien mir als Neuverméahltem nicht
unzweckmaéaBig, ein neues Prinzip mathematischer Arbeiten, ndmlich die Genauigkeit dieser bequemen
und allgemein wichtigen Bestimmung nach geometrischen Grundsatzen zu erforschen und die etwa
vorhandenen Gesetze ans Licht zu bringen."

Im Ergebnis gelang es Kepler, ohne Kenntnisse der noch nicht entwickelten Integralrechnung ein
Naherungsverfahren zur Bestimmung der Flache unter einer Parabel zu finden. Der Name "Fassregel" ist
streng genommen nicht korrekt, da hier kein Volumen, sondern ein Flacheninhalt ermittelt wird.

Newton-Cotes-Formeln
n
A=],IPf(x)dx | ~nh/P, = f(a+ih) pin + R,

i=0
mit P, = pon + Pin + ... + P1inn, h=(b-a)/n, pin ... Gewichte

P, Po :-- Pn
2 1,1

6 1,4,1

8 1,3,3,1

90 7,32,12,32,7

288 19, 75, 50, 50, 75, 19

840 41, 216, 27, 272, 27, 216, 41

17280 751, 3577, 1323, 2989, 2989, 1323, 3577, 751

Spezielle Bezeichnungen: n = 1 ... Rechteckregel ; n = 2 ... Simpson-Regel ; n = 3 ... Newtonsche 3/8 -
Regel ; n = 4 ... Bode-Regel

NoOuph,hwWNHID

Monte-Carlo-Verfahren
Sind die x; gleichverteilte Zufallszahlen im Intervall [0;1], so gilt = (1/n) * T f(x;)) ~ o[ ! f(x) dx
rekursive Formel: I, = [ Iy (k-1) + f(x¢) 1 /k

Bode-Regel, Boole-Regel
Die Bode-Regel ist die Newton-Cotes-Formel fir n = 4:

« X5 f(X) dx = 2/45 h (7 f; + 32 f, + 12 f; + 32 f, + 7 f5) - 8/945 h7 f®)(¢)
wobei die x; bis x5 jeweils den Abstand h voneinander besitzen
Der Name Bode-Regel ist nicht korrekt. Die Regel ist in Wirklichkeit von Boole (1960). Durch einen
Abschreibfehler wurde aus "Boole" 1972 "Bode". Dieser Fehler setzte sich allerdings in der Fachliteratur
durch.

Hardy-Regel ,;[*7 f(x) dx = 1/100 h (28 f; + 162 f, + 220 f, + 162 f; + 28 f,)
wobei die x; bis x; jeweils den Abstand h voneinander besitzen

Bessel-Quadratur
I~ (b-a)/n * (-1/24 * f(a-Ax) + f(a)/2 + 25/24 f(a+Ax) + f(a+2Ax) +...+ f(b-2Ax) + 25/24 f(b-Ax) + 1/2
*f(b) - 1/24 * f(b+Ax))

Hermite-Quadratur I = h/2 (f(a)-f(b)) + h T f(a+jh) + h2/12 (f'(a)-f'(b))
mit h = (b-a)/n und Summierung von j=1 bis n-1

Tschebyschow-Formel

n
Quadraturformeln der Struktur . | ! f(x) dx = 2/n = f(x;)

i=1
Die Stitzstellen x; ergeben sich aus den Wurzeln folgender Gleichungen:
Gn(x) =
X
1/3 (3x2-1)
1/2 (2x3 - x)

1/45 (45x* - 30x2 +1)

1/72 (72x° - 60x3 + 7x)

1/105 (105x® - 105x* + 21x2 -1)

1/6480 (6480x’ - 7560x° + 2142x3 - 149x)

1/42525 (42525x® - 56700x® 4+ 20790x* - 2220x2 - 43)

1/22400 (22400x° - 33600x’ + 15120x°> - 2280x3 + 53x)

Da nur fir n £ 7 und n=9 alle Wurzeln reell sind, sind nur diese Tschebyschow-Formeln fiir diese n
verfiigbar. Die Fehlerterme sind

OVCoOoONOTUTA,WNHFD
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fir ungerades n E, = ¢, "I (x)/(n+1)! mit ¢, = .1 ¥ XGp(X) dx
fir gerades n  E, = ¢, ™2 (x)/(n+2)! mit ¢, = ;| * x2Gp(x) dx
n Fehlerglied c, Abszissen x; exakter Wert

2 8/45 + 0.57735 +1/343

3 1/15 0
+0.707107  + 1(2V\2

4 32/945 +0.187592  +V((V5 - 2)/(3V5))
+0.794654 £ V((¥5 + 2)/(3V5))

5 13/756 0

+0.374541  +1/2 V((-V11 + 5)/3))

+0.832497  +1/2 V((N11 + 5)/3))
6 16/1575 + 0.266635

+0.422519

+ 0.866247

.323912
.529657
.883862

[cNeoNe]

.167906
.528762
.601019
.911589
d.h. z.B. firn =3

O
HH+H+HHOHHH O

[cNeoNoNo)

I=2/3*h* [f(-h/2%\2) + f(0) + f(h/2*V2) ] + R,

Tschebyschow-Radau-Quadratur

n
Quadraturformeln der Struktur ;[ ! x f(x) dx = = w; [ f(x) - f(- x;)]
i=1

Far die Quadraturformeln n.Grades ergeben sich die x; und w; zu:

n X; W;j X; Wi

1 0.7745967 0.4303315

2 0.5002990 0.2393715 0.8922365 0.2393715

3 0.4429861 0.1599145 0.7121545 0.1599145

0.9293066 0.1599145
4 0.3549416 0.1223363 0.6433097 0.1223363
0.7783202 0.1223363 0.9481574 0.1223363
Offene Newton-Cotes-Formeln
Newton-Cotes-Formeln ohne Intervallgrenzen
n-1
A=],]%f(x)dx | ~nh/P, = f(a+ih) pin + Ry mit h=(b-a)/n, pi, ... Gewichte
i=1

n Pn Po - Pn n Pn Po - Pn

2 1 1 3 2 1,1

4 3 2,-1,2 5 24 11,1, 1,11

6 20 11, -14, 26, -14, 11

GauB-Legendre-Formeln

Die Grundidee ist das Ausnutzen des Mittelwertsatzes der Integralrechnung. Das bestimmte Integral
entspricht der Intervallange (b-a) multipliziert mit dem Funktionswert f(c) an einer optimal zu wahlenden
Zwischenstelle c.

n

I=|..J*f(x)dx | »= Cif(x;) + R,

i=1

Sowohl die Gewichte C; als auch die Stitzstellen x; sind variabel. Die x; sind die Nullstellen der Legendre-
Polynome. Die Formeln integrieren Polynome bis 2n-1.ten Grades mit R=0.
Die Liste enthalt fir verschiedene n und die zugehdérigen Parameter i die Stitzstelle und deren Gewicht.
GauB-Quadraturen sind schon fiir wenige Stlitzstellen sehr genau. GauB-Quadraturen erfordern die
Berechnung von Funktionswerten an genau vorgegebenen Stitzstellen, daher fir tabellierte Daten meist
nicht geeignet.

Stiitzstellen x(i) und Gewichte C(i) der GauB-Legendre-Formeln

i x[in] C[in] i x[in] C[in]
0 2
0.57735027 1 2 -0.57735027 1

0.77459667 0.55555556 2 O 0.88888889 3  -0.77459667 0.55555556
0.86113631 0.34785484 2  0.33998104 0.65214515 3  -0.33998104 0.65214515

AWNHD
e e
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4 -0.86113631 0.34785484

5 1 0.9061798 0.2369269 2  0.5384693 0.4786287 3 0 0.5688889
4 -0.5384693 0.4786287 5 -0.9061798  0.2369269

6 1 0.9324700 0.1713245 2 0.6612094 0.3607616 3  0.2386192 0.4679139
4 -0.2386192 0.4679139 5 -0.6612094 0.3607616 6 -0.9324700 0.1713245

7 1 0.9491079 0.1294850 2  0.7415312 0.2797054 3  0.4058452 0.3818301
4 0 0.4179592 5  -0.4058452 0.3818301 6 -0.7415312 0.2797054
7 -0.9491079  0.1294850

8 1 0.9602899 0.1012285 2 0.7966665 0.2223810 3  0.5255324 0.3137066
4 0.1834346 0.3626838 5  -0.1834346 0.3626838 6 -0.525532410 0.313706646
7 -0.796666477 0.222381034 8  -0.960289856 0.101228536

9 1 0.968160240 0.081274388 2  0.836031107 0.180648161 3  0.613371433 0.260610696
4 0.324253423 0.312347077 5 O 0.330239355 6  -0.324253423 0.312347077
7 -0.613371433 0.260610696 8 -0.836031107 0.180648161 9 -0.968160240 0.081274388

10 1 0.973906529 0.066671344 2  0.865063367 0.149451349 3  0.679409568 0.219086363
4 0.433395394 0.269266719 5  0.148874339 0.295524225 6  -0.148874339  0.295524225
7  -0.433395394 0.269266719 8  -0.679409568 0.219086363 9 -0.865063367 0.149451349
10 -0.973906529 0.066671344

Beispiel: Fir nur n = 2 Stitzstellen soll die Normalverteilung numerisch integriert werden:
1/N(27) o [2e™2 dx = 1/V(2n) 1 [ e @2 dx ~ 1/4(2n) (e-(1-1/N3)2/2 + e-(1+1/43)2/2) ~ 0.4798
mit einer Abweichung vom wahren Wert (0,4772) von nur 0,5%!

Die Speziallform der GauB-Laguerre-Integration wird fiir uneigentliche Integrale mit exponentiell
abfallenden Integranden (z.B. fiir Boltzmann-Verteilungen) genutzt.

Legendre-Polynome
Lésungen der Legendreschen Differenzialgleichung
(1-x2)y"-2xy'+n(n+1)y=0;y = Pyx)

NSA

0. bis 4.Legendre-Polynom 6.Le§endre-Ponnom 8.Le§endre-Ponnom

Po(x) =1 Pi(x) = x

Po(x) = 1/2 * (3x2 - 1) P3(x) = 1/2 * (5x3 - 3x)

P4(x) = 1/8 * (35x* - 30x2 + 3) Ps(x) = 1/8 * (63x° - 70x3 + 15x)

Pe(x) = 1/16 * (231x° - 315x* +105x2 - 5) P,(x) = 1/16 * (429x” - 693x° + 315x3 - 35x)

Pg(x) = 1/128 * (6435x® - 12012 x® + 6930x* - 1260x2 + 35)
Alle Funktionen gehen durch den Punkt (1;1). Wahrend fiir x>1 die Funktionswerte immer steiler
verlaufen, bildet sich unterhalb x=1 Schwingungsverhalten aus.
Die Legendre-Polynome werden auch Kugelfunktionen genannt.
Die Legendre-Polynome geniigen der Rekursionsgleichung:
Po(x) = 1; Py =x (k+1) Prs1(x) = (2k+1) x Pi(x) - Kk Pi1(x)

EE e = | =

Tschebyschow-Polynome

0. bis 3.Tscheb§schow—Ponnom 4.TschebyschoW—Ponnom 5.Tschebysch0\)§}—Ponnom
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Tschebyschow-Polynome: Polynome, die liber die trigonometrischen Additionstheoreme hergeleitet
werden kénnen. Man setzt x = cos ¢, |x| < 1 und postuliert die Polynome Tk(x) = cos (ko)
Diese Polynome sind Lésungen der Tschebyschowschen Differenzialgleichung fir |x|<1:

(1-x2) y" -xy'+n2y =0;y=Ty(x)
Man erhalt die Polynome

To(x) =1 Ti(x) = x

T)(x) =2x2-1 T3(x) =4 x3-3x

Tax) =8x*-8x2+1 Ts(x) = 16 x> - 20 x3 + 5x
Die Tschebyschow-Polynome genligen der Rekursionsgleichung:

To(x) = 1; Ty(x) = x Tir1(X) = 2 X Ti(X) - Ti-1(X)

Tschebyschow-Polynome 1.Art sind Orthogonalpolynome mit der Gewichtsfunktion 1/v¥(1-x2), d.h. der
Term

At Ta() Tm(x) dx/V(1-x2)
ist gleich O fir verschiedene n und m, gleich n/2 fir m = n = 0 und gleich n fir m = n = 0.

'z | Tschebyschow-Polynome 2.Art
Tschebyschow-Polynome 2.Art: Polynome, die Uber die trigonometrischen
Additionstheoreme hergeleitet werden kénnen. Man setzt x = cos ¢, |Xx]| <
1 und postuliert die Polynome Uy(x) = sin ((k+1)¢) / sin ¢
Diese Polynome sind Lésungen der Tschebyschowschen
Differenzialgleichung fur |x| < 1
* (1-x2) y" -3 xy' +n(n+2) y =0 ; y = Uy(x)
1 Man erhalt die Polynome
UQ(X) =1
Ui(x) = 2x
U(x) =4 x2-1
Us(x) =8 x3-4x
Us(x) =16 x*-12x2 + 1
Us(x) = 32 x> - 32 x3 + 6 X
Ug(x) = 64 x°-80 x* + 24 x2 - 1
Us(x) = 128 x” - 192 x> + 80 x3 - 8x
Ug(x) = 256 x® - 448 x® + 240 x* - 40 x2 + 1
Die Tschebyschow-Polynome 2.Art genligen der Rekursionsgleichung:

Uo(x) = 1 ; Us(x) = 2x Uk+1(X) = 2 X Uk(X) - Uk-1(X)
AuBerdem gilt in Beziehung zu den Polynomen 1.Art T(x)
Ta(X) = Un(x) - X Up.1(x) d/dx Tna(x) = n Up1(X)

Vergleich der Quadraturverfahren
Die Berechnung der Flache unter der Funktion Y=SIN(X) im Intervall [0;PI]; exakter Wert =2; ergibt mit
den einzelnen Verfahren

Stltzstellen 10 100 5000 %-Fehler
Rechteck (unten) 1.572284 1.967433 1.999372 3.14 * 107 (-4)
Rechteck (oben) 2.297683 2.031251 2.000628 3.14 * 107 (-4)
Mittelpunktsregel 1.959103 1.999589 2

Trapez 1.983524 1.999836 2

Tangententrapez 2.030278 2.000329 2

Simpson 2.00011 2 2

3/8-Regel 2.000382[9] 2 2

4 _.Newton-Cotes 1.999983[8] 2 2

5.Newton-Cotes 1.999991 2 2

6.Newton-Cotes 2 [18] 2 2

7 .Newton-Cotes 2 [14] 2 2

3.offene Newton-Cotes 1.981133 1.999835 2

4.offene Newton-Cotes 2.066005 2.000658 2

Romberg 2.00011 2

Steklov 1.998751 1.999999 2

Bessell 1.999704 1.999999 2

Monte-Carlo 2.087464 1.987746 2.011721 0.586
GauB-Legendre 1 2.008248 2.000082 2

GauB-Legendre 2 1.999995 2 2

GauB-Legendre 3 2 2 2

GauB-Legendre 4 2 2 2

GauB-Legendre 5 2 2 2

Tschebyschow 1.999998 2 2

Tschebyschow n=4 2 2 2

Tschebyschow n=5 2 2 2

[ 1 Werte in Klammern geben die genutzten Stltzstellen an.
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Differenzialgeometrie

In der Differenzialgeometrie werden die Begriffe und Methoden der Analysis -insbesondere der
Differenzialrechnung und der Theorie der Differenzialgleichungen - auf die Untersuchung geometrischer
Gebilde angewendet. Die zugrunde liegenden geometrischen Raume oder Mannigfaltigkeiten miissen
daher, ahnlich wie in der analytischen Geometrie, auf Koordinatenbezogen sein.

In diese Raume sind andere geometrische Gebilde eingebettet, z.B. allgemeine Kurven oder gekriimmte
Flachen, die durch genligend oft differenzierte Gleichungen oder Funktionen charakterisiert werden. Zum
Verstandnis der héheren Teile der Differenzialgeometrie muss man die Tensorrechnung grindlich
beherrschen; ferner sind Kenntnisse aus der Topologie und aus anderen Gebieten der Mathematik
erforderlich.

Bogenelement einer Kurve
y=f(x) ds = V(1+Yy' 2) dx x=¢(t); y=y(t) ds = V[ y*2 + x*? ] dt
r=f(¢) ds = V[r2 +(dr/d¢)2] do

Leibnizsche Sektorenformel A =1/2 [ r2d¢, fir r = f(¢)

Flache zwischen den Kurven r = ry(¢) und r = r(¢) in den Grenzen ¢; und ¢;
A= 4119 o0 ] 20D rdrdo

Sektorenformel: zwischen x=x(t) und y=y(t): A=1/2 4 [® (xy*-x"y) dt

Bogenlange (Rektifikation) Lange des Kurvenstlickes zwischen P; und P,
y=f(x) =>s=,[°V(1+y"2)dx
x=x(t)undy =y(t) =>s =4[V y2+x2]dt
r=r(9) =s =4l V[ r2+ (dr/d$)2 ] do
Achtung
Waéhrend fiir den Kreis die Bogenldnge iiber of* V(1-sin2 ¢) d¢ exakt analytisch auflésbar ist, gilt dies fiir
die allgemeine Ellipse nicht mehr !
Das dort entstehende Integral ot V(1-& * sin2 ¢) d¢
ist nicht mehr analytisch geschlossen aufzulésen, da dieses Integral zu den sogenannten elliptischen
Integralen gehort, welche nur noch durch Integration der zugehdrigen unendlichen Reihe ndherungsweise
zu ermitteln sind
Elliptische Integrale sind Integrale, deren Integrand eine Quadratwurzel aus einem Polynom dritten oder
vierten Grades ohne mehrfache Wurzeln enthalt.

f(x) Bogendifferenzial
' A Die Bogenlange eines Kurvensttlicks lasst sich als bestimmtes Integral des Bogenelements
A ¥ auffassen. Das Differenzial ds wird auch Bogendifferenzial genannt:
Ax ds = V(1 + y'?) dx
Herleitung: Fir das rechtwinklige Dreieck unterhalb des Bogenstiicks s gilt
(as)? = (Ax)2 + (Ay)?

Grenzibergang flir A x — 0 fuhrt zu ds2 = dx2 + dy2
ds = V(dx2 + dy?2) ds = V( dx2 (1 + dy?/dx?))
ds = V(1 + dy2/dx?) dx ds = V(1 + f'(x)2) dx

Integration der Gleichung ergibt die Bogenldnge s s=,/%ds=,["J(1 + f(x)2) dx

Kreisumfang als Bogenldnge ¥
X2+y2=r2 2x+2yy =0

y =-2x/(2y) =-x/y |2 y'2=x?/y?
+y'2=1+x2/y2 = (y2+x2)/y2 = r2/y? ]
=4[ "V(r2/y2) dx = 4ro [ " 1/y dx = 4r o | " 1/¥(r2-x2) dx *
(x=r sin t, dx=r cos t dt) y

4r o[ ™2 1/N(r2-r2 sin2 t) r cos t dt = 4r o [ 2 1/(r V(1-sin2 t)) r cos t dt =
4r o ™2 cos t /N(cos2t) dt = 4ro ™2 cost/costdt=4r,[7?1dt=
4rt o2 =4rm/2-4r*0=2rxn

mnninmcH

k4

Bogenldnge der Astroide
gesucht: Bogenlange von x#3 + y(/3) = a(2/3)
Nullstellen: x?3 = a3 .y =0...x =+a ... N; (-a/0) , N5 (a/0)
Schnittpunkte mit der y-Achse: y®#3 = a3 . x =0 ...y =+a ... S; (0/a), S, (0/-a)
Schnittpunkte mit der y=x: (2x)%¥3 = a3 | 8x2 = a2 ... x2 = a2/8
X =+a/(2\2) = + (a2)/4 ... F; ((a~2)/4 ; (@a\2)/4) , F> (- (@ V2)/4 ; - (a v2)/4)
Schnittpunkte mit der 2. Mediane: P; ((a V2)/4 ; - (a V2)/4) , P, (- (a ¥2)/4 ; (a N2)/4)
f:2/3 x4 2/3y(y" =0
y = (2/3x) /(2/3 y) = - (1/3x) /(1/3Vy) = - 3y /3Nx |2
y’ 2 = 3\y2 / 3yx2 = (a¥3 - x(?/3)) / 34x2 = (3va2 - 3Yx2) / 3Vx2
1+ y’2=3Vx2/3VYx2 + (3Va2 - 3Vx2) / 3Vx2 = 3va2 / 3Vx2
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b=4,]3V(BVa2/3W2)dx=4,]23Va/3Vxdx =43Va,[?xt)dx =
= 4 3va (x‘*3) /(2/3) = 6 3Va * 3Vx2 [o%
=6 3Va (3Va2 - 0) = 6a
N Bogenlange der Normalparabel
v Die Bestimmung der Bogenldange der Normalparabel y = x2 im Intervall [0 ; 1] ist
nicht trivial! Dazu ist das Integral b=o/1V(1+ 4 x2)dx zu lésen.
T Unbestimmtes Integral
JN( + 4x2) dx = | Substitution 2x = r ; dx = 1/2 dr
=1/2 [J(1 + r2) dr = | Substitution r = sinh z ; dr/dz = cosh z
. 4 =1/2 J[V(1 + sinh2 z) * cosh z] dz = | 1 + sinh2 z = cosh2 z
. il > = 1/2 [ cosh2 z dz

Mit partieller Integration wird (u = cosh z ; v = cosh z)
f cosh2 z dz = sinh z cosh z - [ sinh2 z dz = sinh z cosh z - [ (cosh2 z - 1) dz
und somit f cosh2 z dz = 1/2 (sinh z cosh z + 2)
Riicksubstitution ergibt] V(1 + 4 x2) dx = 1/4 (sinh (arsinh r) cosh (arsinh r) + arsinh r) = 1/4 (2x V(1 +
4x2) + arsinh 2x)
Wird die Areafunktion arsinh x durch den Logarithmus ersetzt, bleibt
=1/4 (2x V(1 + 4x2) + In(2x + V(1 + 4x?)) + ¢
Fiir das bestimmte Integral wird =01 V(1 + 4x2) dx = 3/4 (In(1/2 + V5 /2) + V5/2 = 1.47894...
Fir die Bogenlange im Intervall [0 ; a] gilt allgemein
b =,/2V(1 + 4x2) dx = 1/4 (2a V(1 + 4a2) + In(2a + V(1 + 4a2))
Bemerkenswert ist, dass schon Archimedes (ohne Kenntnisse in Integralrechnung!) in der Lage war, die
Normalparabel zu rektifizieren.

y Bogenldange-Beispielaufgabe
Aufgabe: Ein elektrisches Kabel hangt zwischen zwei, in einem Abstand
von 200 Metern entfernten, Tirmen, wie in der Abbildung dargestelit.
150 Das Kabel hat die Form einer Kettenlinie
y =75 (ex/150) + e-x/150)
Berechne die Bogenldnge des Kabels zwischen den beiden Tirmen.

Lésung:

Mit y' = 1/2 (e¥/150) . gX/150)

wird  y'2 = 1/4 (Y79 -2 +e™X/73)
und 1+ y'2=1/2 (X150 4eX/150)2

T T

-100 100 x

Fur die Bogenlange wird somit
s=, J' b \/(1 + fl(x)z) dX - 1/2 100 .[ 100 (ex/150) +e-x/150) dX = [75 (ex/150) _e-x/150)]_100100 =
= 150 (e?? - e?3) = 215,147...
Die Bogenlange des Kabels betragt rund 215 m.

Bogenlange-Beispielaufgabe (2)
Aufgabe: Eine Wasserrutsche wird durch die Polynomfunktion

f(x) = 0,00005267 x4 - 0,004635 x3 + 0,127x2 - 1,424 x + 15
X € [0;40], beschrieben. Wie lang ist die durch f(x) definierte Rutsche?
Losung: Bogenlange der Funktion = 44,3 m

Aufgabe 2: Ein Schwimmreifen hat die Form eines Torus (Kreisringflache) mit
dem Meridiankreisradius r = 5 cm und dem Mittenkreisradius R = 25 cm.

a) Wie viel Luft passt in den Schwimmreifen, wenn er voll aufgeblasen wird?
b) Wie lange dauert das Aufblasen, wenn pro Atemzug etwa 0,5 Liter Luft
ausgeatmet werden und man in Ruhe etwa 15 Atemziige pro Minute macht?
Lésung:

a)V=2r2Rr2=12,34dm3

b) 24,68 Atemziige in 1,7 min

Masse einer Kurve
Es sei p = p(s) die Massendichte einer Kurve je pro Bogenlange. Die Masse m(c) eines Teilstlicks der

Lange o ist dann gleich m(o) = ol° p(s) dx

Wird im Term der Kurvenparameter t verwendet, dann ergibt sich fiir die Masse des Kurvenstiicks
zwischendenzut=0undt=r m(s(t)) = off p(s(t)) ds/dt dt

und mit Hilfe der Gleichung der Bogenlange m(s(1)) = off p(s(t)) V(x'(t)2 + y'(t)2) dt

Zur Begrindung zerlegt man die Kurve in kleine Teilstlicke der Masse Am und der Bogenlange As. Dann
gilt ndherungsweise Am = p As. Die Gesamtmasse m der Kurve ist damit angendhert

m =X Am = X AM/As As = T p As = I p AS/At At
Werden die Teilstiicke immer kurzer, ergibt sich im Grenziibergang die obige Gleichung.

1957



Masse eines Rechtecks

Essei-o <a<b<wund-o < c<d< . Das Rechteck R = {(x, y): a<x
i Ax = £, c <y <£d} habe eine Masse der Flachendichte p. Zur Berechnung der
“l Ay g Masse von R sei

] Ax = (b-a)/n ; Ay = (d-c)/n
und X; = a + JAX ; Yk = € + kAy
o . mitj k=0, .., n.
.'; b x Das Rechteck R wird in Reilrechtecke mit dem rechten oberen Eckpunkt (x;,
7 yw und den Seitenlangen Ax, Ay zerlegt. Fiir die Masse eines Teilrechtecks
gilt dann angenahert Am = p(X;, Yk) AX Ay
Die Masse von R wird dann definiert durch die Grenzwertbeziehung
Rl p(X,y) dx dy = limq,. Zj=1" p(Xj, Yi) AX Ay

Iterierte Integration, Satz von Fubini
Durch die Anwendung des Satzes von Fubini
rl p(X,y) dx dy = J? (P p(x,y) dx) dy = .[° (] p(x,y) dy) dx
kann die Berechnung des Integrals lber R auf die iterierte Berechnung eindimensionaler Integrale
durchgefiihrt werden.
Rechteck-Beispiel: o dx dy = J¢ (P dx) dy = J¢ (b-a) dy = (b-a)(c-d)
d.h. der Flacheninhalt von R bei einer Massendichte p = 1.

Windung einer Kurve
Windung einer Kurve im Punkt M wird eine Zahl genannt, die die Abweichung der
Kurve in der unmittelbaren Nahe dieses Punktes von einer ebenen Kurve angibt.
Die exakte Definition lautet:

T=Ilim|Ab”/MN|=|db~/ds|
Windungsradius t=1/T
Der Windungsradius ist der Kehrwert der Windung.
Bei Definition der Kurve in der Parameterform als Funktion von t mit x = x(t), y = y(t), z = z(t)
ergibt sich T=p2[dr?/dt*d2r~/dt2*d3r~/dt3] /| (dr~/dt)2] 3
wobei p der Krimmungsradius ist. Die Windung kann positiv oder negativ sein. Im Falle T > 0 sieht ein
Beobachter, der auf der Hauptnormalen parallel zur Binormalen steht, die Windung der Kurve im
Rechtsdrehsinn, im Falle T < 0 im Linksdrehsinn.

f(x) f(x) Volumen von Rotationskorpern (Kubatur)

Ein Rotationskérper (Drehkodrper) entsteht durch die
Rotation einer Funktion y = f(x) bzw. einer
Umkehrfunktion um eine Achse.

2
Ty
2
Uy’ a \
Uy h
o=t~y U=y

x Bei Rotation eines Flachenstiickes unter f(x) im

-~

Ay Intervall [a;b]
y = f(x)
Ax Rotation um x-Achse V = ,[° f2(x) dx
a) X b) Rotation um y-Achse V = | n,]°x2 * f' (x) dx |

x = x(t) und y= y(t)

Rotation um x-Achse V = [®y2x*dt

Rotation um y-Achse V =7 [®x2y*dt

r =r(¢)

Rotation um x-Achse V = 1t 43 ] % r2 sin2 ¢ (dr/d¢ cos ¢ - r sin ¢) do
Rotation um y-Achse V = r 4] % r2 cos2 ¢ (dr/d¢ sin ¢ + r cos ¢) do

Zur Bestimmung des Volumens eines Rotationskdrpers, der durch Rotation einer Funktion f(x) um die x-
Achse im Intervall [a,b] entsteht, teilt man das Intervall [a; b] in n gleichlange Teilintervalle und
betrachtet die einbeschriebenen und umbeschriebenen Treppenfiguren aus Rechtecken. Diese ergeben
bei der Rotation Zylinder.

Es sei V das Volumen des einbeschriebenen Treppenkdrpers aus Zylindern (analog fir das Volumen des
umbeschriebenen Treppenkérpers aus Zylindern).

Die Teilpunkte seien xq = a, X1, ..., X,-1 = b. Die Breite der Teilintervalle sei Ax.
Die Minima in den Teilintervallen seien my, m,, ..., m,. Diese Werte sind auch die Radien der Zylinder. Ax
ist die Hohe der einzelnen Zylinder.
Volumina der Zylinder: = m;2 Ax
Fir den unteren Treppenkdrper der Zylinder wird
V =7mm2 AX + 1 My2 AX + ... + T M2 AX
Strebt n gegen Unendlich, so nahern sich die m; den Funktionswerten f(x;) und somit
limo. (T M2 AX + T M2 AX + ... + 1 m,2 AX) = Summe Uber alle i von (n Ax f(x;)2)
Das gleiche Ergebnis folgt fiir die umbeschriebenen Teilzylinder, d.h. V =, | ® n f2(x) dx
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fix)=+x> Rotationskdrper um y-Achse
- ©  Ist eine Funktion f stetig und umkehrbar mit der Umkehrfunktion f*, so
entsteht bei der Rotation der Flache zwischen dem Graphen zu f, der y-
Achse und den Geraden mit den Gleichungeny = cund y = d ein
Rotationskérper mit dem Volumen
V=] (f*(y)2dy |

Beispiel: Das Volumen des Rotationsparaboloids mit der Funktion
f(x) = 1/2 x2
L um die y-Achse ist zu berechnen.
1 Da die Funktion f(x) eine im Intervall [1;4] stetige und umkehrbare
i Funktion ist, lasst sich die Umkehrfunktion f* bestimmen:
1 ax fx(y) = x = (2y)
Die veranderten Integrationsgrenzen ergeben sich aus ¢ = f(1) = 0,5 und
d = f(4) =8. Fir das Volumen gilt dann
V=]n0s/8((2y))2dy | =|nos/®2ydy| =63,75= = 200,28..
Die Gleichung n S (FF(y))2? dy
wird mit der Substitution x = f*(y), dy/dx = f'(x) und f(a) = c bzw. f(b) = d zu = 5 ® x2 f'(x) dx

Mantelflache M von Rotationskorpern (Komplanation)

y = f(x)

Rotation um x-Achse M = 27 [P [f(x) * V(1 + [f'(x)]2 ) ] dx

Rotation um y-Achse M = 2m ¢ [ ® [x * V(1 + (dx/dy)2 ) ] dy

x = x(t) und y= y(t)

Rotation um x-Achse M

Rotation um y-Achse M

r =r(¢)

Rotation um x-Achse M
M

2n [Py N[ x? +y*2]dt
2n B x [ x? +y 2 ]dt

=21 41 ] %2 rsin ¢ V[ r2 + (dr/d¢)2 ] d¢
Rotation um y-Achse = 2m 41 ] % rcos ¢ V[ r2 + (dr/d¢$)2 ] d¢
Arbeitsintegral W = [ 52 F dsKraft F, Weg von s; bis s,
y fix) =+x Mantelflache eines Rotationsparaboloids

Aufgabe: Die Mantelflache des Rotationsparaboloids, das durch Drehung
des Graphen der Wurzelfunktion um die x-Achse im Intervall [0 ; 5]
entsteht, ist zu berechnen.
Lésung:
Durch Einsetzen in die Formel fir den Mantelflacheninhalt

M =2m,]° [f(x) - V(1 + [f(x)]2) ] dx
ergibt sich mit y = Vx
und y' = 1/(2 ¥x)

M= 2r1oJ° (x - V(1 + 1/(4x))) dx

M= 2mof°V(x + 1/4) dx = 27 [2/3 (x + 1/4)*?]y> = 4/3 = (5,25%2 - 0,25%?) = 49,86... FE
Die Mantelflache des Rotationsparaboloids ist rund 49,86 Flacheneinheiten groB.
Allgemein fiir das Intervall [0 ; b]: M = 4/3 n ((b+0,25)%? - 0,25%?)

Sekundarstufe II-Aufgabe: Der Graf der Funktion f mit der Gleichung f(x) =1/16 x* -x2 und die x-
Achse schlieBen eine Flache vollstandig ein. Diese Flache rotiert um die x-Achse. Beschreiben Sie die
Form des Korpers. Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers.

Nun rotiert die Flache um die y-Achse. Welches Aussehen wei3t dieser Rotationskdrper auf? Bestimmen
Sie dessen Volumen.

Rotation um die x-Achse:

Der Koérper hat die Form einer Hantel.

V =2 |of*(1/16 x* -x2)2 dx| = 2= |of* (1/ 256 x® - 1/8 x® + x*) dx| = 163,403... VE

Rotation um y-Achse:

Der Korper ahnelt einer
Kuchenform.

V = n|of* (x2 (1/4x3 - 2x)) dx| =
n |of* (1/4 x° - 2x3) dx| = 128/3
= 42,666 n = 134,041 VE

Isolator-Korper
Rotationskorper mit der
erzeugenden Funktion f(x) =y =

a + b sin(c x 2n)
Parameterdarstellung x = u
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y = (a + b sin(c u 2n)) sin v

z = (a + bsin(cu 2n)) cos v

Die Konstanten a, b und c bestimmen das Aussehen der Figur. Zur Darstellung der Flache kénnen die
beiden Parameter u und v zum Beispiel folgende Werte (Definitionsbereich) annehmen: u € [1.5, 9.5], v
e [0, 2x].

Oberflache einer Kugel ¥
... entsteht durch Rotation eines Kreisbogens k um die x-Achse
k: x2 4+ y2 =r2y = +[r2 - x2]
y' =2 (r2 - x2)(Y2 * (- 2x) = - x / V[r2-x2]
y'2=x2/[r2-x?]
A= 4n o ["V[r2-x2] * V[1 + x2/[r2-x2]] dx = 4n o | " V[r2-x2] * V[[r2-x2+x2] /[r2-x2]]dx =
= 47 o [ "V[r2-x2] * \[r2/[r2-x2]] dx = 4n o [ " V[[(r2-x2) * r2] /[r2-x2]] dx =
=4nof " rdx =4nrx |o
=4n (r2-0) =4 nr2

*

Oberflache des Drehellipsoids
... das durch Drehung der Ellipse x2 + 2y2 = 2 um die x-Achse entsteht sa=1V[2];b=1
f'r2x+2*2yy’ =0y  =-[2x]/[4y] = - x/[2y] |2
y 2 = x2/[4y?] = x2/[4 * [2-x2]/2] = x?/[2 (2-x?)] = x?/[4-2x?] | +1
1+ y'2=[4-2x2] /[4-2x2] + x2/[4-2x2] = [4-x2] /[4-2x2]
y = £ V[[2-x2]/2]
= 21 g [ 2 N[[2-x21/2] * \[[4-x2] /[4-2x2]] dx = 27 ., | 2 V[[(2-X2) (4-x2)] /52 (4-2x2)]] dx =
= 21 o ] 2 A[[(2-x2) (4-x2)] /[4 (2-x2)]] dx = 27 o [ 2 [[4-x2]/4] dx = 7y | V[4-x2] dx =
=7 4 ["*N[4-4sin2t] 2costdt =n [ 7*2[1-sin2t] 2 costdt=
=7 4[4 cos2tdt=4n [ cos?2tdt=
4n * Va (2t + sin 2t) |4¥* = 1 (2t + sin 2t) |7 =
n [(n/2 + sin n/2) - (-n/2 + sin (-n/2))] =
=n[n/2+1+n/2-(-1)] =n(n+2) =n2+ 2x = 16.15 FE

>

Volumen einer Kugelschicht (Kugelzone)

V=m,g [ 2f2dx =mg [ (r2-x2)dx = 7 (r2 x - x3/3) [*? L
=n [(r2 Xz - X23/3) - (r2 x3 - x:3/3)] =%2-x; = h
=n[r2 (X2 - X1) - 1/3 (X23 - x43)] = ’
=n[r2h-1/3 (X3 - X1) (X22 + X3 X3 + X12)] =12 = x32 + p,2 “
=n[r2h-1/3h(X12 + X1 Xo + X32)] = P12 =r2 - x42 ¥ B2| | ®
=n h/6[6r2 -2 (X312 + X1 X3 + X32)] =pr2 =12 - X2 h
=nh/6[2r2 + 2r2 + 2r2 - 2 X412 - 2 X4 X3 - 2 X32] =
= h/6[2(r2-x12) +2(r2-x2)+2(r2-x;x)] =
=1th/6[2p12+2p22+2(r2-X1X2)] =
2r2 = (X312 + p12) + (X2 + py2)
= h/6[2p12 + 2 pa2 + (X312 + p12) + (X22 + p22) - 2 X3 Xo] =
=nh/6 [3 p12 + 3 p22 + (X12 - 2 X1 Xp + X32)] = w h/6 [3 (p12 + p22) + (X1 - X2)2] =
=n h/6 [3 (p12 + p22) + h2]
Volumen eines Kugelsektors vy
ri2=r2-(r-h)2=r2-(r2 - 2rh + h2) = 2rh - h2
Vi =[r2n (r-h)]/3 = [(2rh - h2) n (r - h)]/3 7,.
Vo =1 rn |7 (r2-x2) dx = n (r2x - x3/3) | =

= 1 [- r3/3 + r2h + (r-h)3/3] = 7 [- r3/3 + r2h + [r3 - 3r2h + 3rh2 - h3]/3]
= 1 (rh2 - h3/3)

V =V, + V, = [(2rh - h2) 7 (r - h)1/3 + = (rh2 - h3/3) =
= 1/3 (2r2h - rh2 - 2rh2 + h3) + /3 (3rh2 - h3) =
= 1/3 (2r2h - 3rh2 + h3 + 3rh2 - h3) = /3 * 2r2h = (2 r2 n h) /3

1
=n[(r3-r3/3) - (r2(r-h) - (r-h)3/3)] = n [r®-r3/3 - (r3 - r2h - (r-h)3/3)] = \ h =

vy Volumen eines Torus
" Ohne Guldinsche Regel
r M (0/R) k: x2 + (y-R)2 =r2
R (y-R)2 = r2 - x2 [
| H. y=R+t \/(rz_xz)
oberer Teil von k y = R + V(r2-x2) = f,
) unterer Teil von k y = R-(r2-x2) = f,
V=2%n0l" (f2-6£2)dx=2m0]" [(R+ V(r2-x2))2 - (R - V(r2-x2))2] dx =
=21 J"[R2 + 2R V(r2-x2) + r2 - x2 - (R2 - 2R V(r2-x2) + r2 - x2)] dx =
=21 o) " [4R V(r2-x2)] dx = 8Rm ¢ | " V(r2-x2) dx = | x =rsint
=8Rmo ™ N(r2 -r2sin2t) rcos t dt = | dx = r cos t dt
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=8Rng ™ r2cos2tdt= [ x=0=t=0
=8rr2R,yJ"cos2tdt= |X=r=t=mn/2
= 8n r2 R (/2 + (sin 2t)/4) |;”2 = 8x r2 R [(n/4 + (sin 1)/4) - (0 + (sin 0)/4)] =
=8rr2R(n/4+0-0-0)=2n2r2R

Mit Guldinscher Regel V=A*2n*n=A *2n*R=r2n%*2n*R=2n2r2R

Rotationskorper-Beispielaufgaben

Der Abschnitt des Graphen von f(x) zwischen den Punkten (x;/f(x;1)) und (x>/f(x;)) rotiert um die x-
Achse. Berechne das Volumen des dabei entstehenden Drehkdérpers!

Funktion Intervall Lésung Funktion Intervall Lésung

f(x) = 3x x1=0,x2=2 247 f(xX)=x/2+3 x1=0,x2=4 65,33 n
f(x) = x2/3 x1=0,x2=3 54n f(x)=x2+1 x1=0,x2=2 13,73 =«
f(x) = 3Vx x1=1,x2=8 18,6 = f(x) = 1/x x1=1,x2=5 0,8n
Wie obere Aufgabe, wobei die Kurvenstiicke um die y-Achse rotieren.

f(x) = 3x x1=0,x2=2 8n f(xX) =x/2+3 x1=0,x2=4 10,67 =«
f(x) = x2/3 x1=0,x2=3 13,57 f(x) =x2+1 x1=0,x2=2 8n
f(x) = 3Vx x1=1,x2=8 18,14 nf(x) = 1/x x1=1,x2=5 4

Gegeben sind die Kurve y2 = 8x und die Gerade y = 2x. Berechne das Volumen des Koérpers, der
entsteht, wenn das Flachenstiick zwischen der Kurve und der Geraden um die x-Achse rotiert!

Lésung 5,33 n

Das Flachenstiick zwischen den Parabeln y2 = 4x und x2 = 4y rotiert um die x-Achse. Wie groB ist das
Volumen des entstehenden Drehkdrpers?

Lésung 19,2 n

Die Form einer Vase entsteht, wenn der Graph der Funktion f: y = x2/20 + 5 zwischen den Grenzen x1 =
-8 und x2 = 10 um die x-Achse rotiert. Berechne das Volumen der Vase.

Lésung 768,4 n

Der Innenraum eines Trinkglases hat die Form eines Paraboloids (r = 3 cm, h = 12 cm). Wieviel
Flissigkeit fasst das Glas?

Lésung 54 = = 170 ml

In welcher H6he muss die Markierung fiir 1/8 | angebracht werden?

Lésung 10,3 cm

Die Form einer Linse entsteht, wenn das Flachenstiick zwischen zwei Parabeln um die y-Achse rotiert. Die
eine Parabel hat ihren Scheitel im Koordinatenursprung, die andere im Punkt S(0/3), und sie schneiden
einander im Punkt P(8/2). Ermittle die Gleichungen der Parabeln (Ansatz: y = ax2 + b) und das Volumen
der Linse.

Losung fl: y = x2/32; f2: y = -x2/64 + 3; V = 96n

Ein Fass ist 8 dm lang, sein Durchmesser betragt in der Mitte 8 dm und am Rand 6 dm. Die Fassdauben
haben die Form einer Parabel. Wie groB3 ist das Volumen des Fasses?

Lésung f: y = -x2/16 + 4; V = 108,27 = = 340 |

Wie oben, wobei der Scheitel der einen Parabel im Koordinatenursprung, der der anderen im Punkt S(0/-
1,5) liegt und sie einander in P(5/1) schneiden.

Losung fl1: y = x2/25; f2: y = x2/10-1,5; V= 18,75«

Statisches Moment
Festlegung: Dichtep =1

... einer kontinuierlich verteilten Masse M=ylpldV
... der Flache unter der Kurve y=f(x) zwischen a und b bzgl. der y-Achse My =4 [P xy dx
.. der Flache unter der Kurve y=f(x) zwischen a und b bzgl. der x-Achse M, = 1/2 . ° y2 dx

.. eines ebenen homogenen Kurvensticks der Kurve y=f(x) zwischen a und b bzgl. der y-Achse
M, =, [P x V(1 +y'2)dx
.. eines ebenen homogenen Kurvenstiicks der Kurve y=f(x) zwischen a und b bzgl. der x-Achse
My =,TPy (1 +y'2)dx
... eines Rotationskérpers um die x-Achse der Kurve y=f(x) zwischen a und b bzgl. der senkrecht zur x-
Achse stehenden Ebene durch den Ursprung
M=mn,[%xy2dx
... eines homogenen ebenen Flachenstiickes, das oben von der Kurve y=f(x), unten von der Kurve
y=g(x) und den Geraden x=a und x=b begrenzt wird bzgl. der x-Achse
My = 1/2 . [ [f(x)2 - g(x)2] dx
... bzgl. der y-Achse My =4 [P x * [f(x) - g(x)] dx

Schwerpunktskoordinaten
... eines ebenen homogenen Kurvenstiicks
Xs=My/s = o [P x V(1 +y 2)dx/,[° V(1 +y'2)dx
Ys = My/s =, 1Py V(1 +y' 2)dx /. [P V(1 +y'2)dx
... einer Flache unter y=f(x)
Xs = My/F =, [Pxydx/,["ydx Ys = My/F =, [Py2dx/[2,]°y dx]
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... einer Flache zwischen y=f(x) und y=g(x)
Xs = o [ ° X[f(x)-g(x)] dx / & [ ® [f(x)-g(x)] dx
Ys = al P [f(x)2 - g(x)2] dx / [2 4 ] ° [f(x) - g(x)] dx]
... eines Rotationskérpers um die x-Achse
Xs=M/V =, [Pxy2dx/,[Py2dx Ys=2s=0

Beispiel zu Schwerpunktskoordinaten
3.1 Aufgabe: Die dargestellte Flache wird nach oben durch eine quadratische Parabel
Z mit dem Scheitel bei x = 0 begrenzt. Man ermittle die Schwerpunktskoordinaten.

Gleichung der Parabel y = px2 + q
Z Aus den Endpunkten x0 = 0, yO = a/2 und x1 = b, yl = 3a/2 folgtq = a/2und p =
a/b2 y =a (x/b)2 + a/2
bow

Mit dem Flachenelement dA = y dx wird

xs=[xdA/[dA =[xy dx/[ydx =P x[a(x/b)2+ a/2] dx /b [a (x/b)2 + a/2]dx = 3/5b
Berlicksichtigt man, dass beim Flachenelement dA = y dx in y-Richtung der Schwerpunkt bei y/2 liegt,
wird ys=[y/2ydx/(5/6 ab) =47/100 a

Tangentengleichungen

Tangente ... Gerade, die eine Kurve in einem Punkt berihrt, d.h. Tangente und Kurve haben den gleichen
Anstieg ; Tangente im Punkt Py(Xg;Yo)

y = f(x) = Y - Yo =Y'(Xo) (X-Xo)

f(x,y) =0= (X - Xo) of(Xo,Y0)/0Xx + (Y - Yo) 0f(Xo0,Y0)/0y =0

x=x(),y=y(t)=> (xX-%X)y -(y-Yo)x"=0

Normalengleichungen

Normale im Punkt Py(Xo;Yo)

y =f(x) = Y - Yo =-1/y'(Xo) ( X - Xo)

f(x,y) =0= (X - Xo) of(Xo,Y0)/0yY + (Y - Yo) of(Xo,Yo)/Ox =0
x=x(t),y=yt)= (xX-%x)x"+(y-yo)y* =0

K=0

Kriimmung einer Kurve

s
W
o

Kriimmung am Punkt (Xo,Yo) k =y"(xo) / (1 +y'2)%? k=0
Radius des Kriimmungskreises r=1/k
Koordinaten des Krimmungskreises xm = Xp - y' * (1 +y' 2)/y" Ym = Yo + (1 +y' 2)/y"

Vektorielle Tangentengleichung

Eine Tangente ist eine Gerade, die eine Kurve in einem Punkt berihrt, d.h. Tangente und Kurve haben
den gleichen Anstieg.

Gegeben sei ein mathematische Kurve mit x=x(t),y=y{t), telt ti] r(t)” = OP(t) = (X(t)y(t))

Tangentengleichung
Dann gilt fiir die Tangente gy im Punkt P«(xx | y«) fur t« € [tg, t1]
gr: r(t)” = OP« + L 1/N((X*(t))2 + (y *(t+))2) (**™), ) ; L € R

.

Ist die Tangente parallel zur y-Achse wird als Sonderfall: (* (e y ) = (0y (%))
Normalengleichung gn: r(t)” = OP«” 4+ 1 1/V((X*(£+))2 + (Y *(t+))2) (V™) *xy) ; L € R

Kri.immung ks« in P*(X* I y»:) ks = 1/((X '(t*))Z + (y .(t*))2)3/2 IX'(t*) Y o (t%) x®O(t*) y®®(t*) I

Radius des Krimmungskreises R«: R« = 1/|kx«]|

Koordinaten des Krimmungskreismittelpunktes Py« (Xw« | Ymx) fUr kx« > 0 in P«(Xx | yx):
OPws« = OP«™ + Re/V((X*(t+))2 + (y *(t+))2) ("), ()

fir ke < 0 in Px(xx | y): OPws = OP:«™ = Re/N((X *(££))2 + (y *(t+))2) (7Y "R )

Tangentenberechnung, Beispiel

Aufgabe

Vom Punkt P(3|0) sollen die Tangenten an das Schaubild der Funktion f mit f(x) = x/2 + 2 gelegt werden.
Losung

Sei B(u|f(u)) ein Berthrpunkt. Die Gleichung der Tangente in B ist dann y = f'(u)(x - u) + f(u) und hier

f(x) =x/2 + 2 > f(x) = - 2/x2Tangente in B: y =-2/u2 (x -u) + 2/u + 2 (*)
Die Tangente soll durch P(3|0) gehen. Die "Punktprobe" in (*) mit x = 3 und y = 0 ergibt
-2/u2 (3-u)+2/u+2=0
Mit u2 multipliziert ergibt sich -2(3 - u) + 2u + 2u2 = 0 und die quadratische Gleichung u2 +2u - 3 = 0.
Mit den Losungen u; = 1 und u, = 3 ergeben sich die Beriihrungspunkte B;(1]3) und B,(-3]4/3).
Damit kann man also von P(3]0) zwei Tangenten an das Schaubild von f legen:
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Ihre Gleichungen sind
y = -2X + 6 mit Berthrungspunkt B;(1]3)
und y = -2/9 x + 4/3 mit Berihrungspunkt B,(-3|4/3)

Tangenten, Aufgaben

Aufgabe 1: Bestimme alle Punkte (x0|y0) an denen eine Tangente mit der
Steigung a = 2 an den Graphen der Funktionen angelegt werden kann. Gib
die Gleichungen aller méglichen Tangenten an.

a)f(x) = x2+2x +4  ¢) f(x) = 1/4 x* -1/3 x3 -x2 +2x +1  e) f(x) = -
1/(2x) +1

b) f(x) = 1/3 x3 -x2 -x +4/3 d) f(x) =Vx ) f(x) = 1/x2 -1

Aufgabe 2: Bestimme die Gleichungen aller méglichen Tangenten t durch den
Punkt P am Graph der Funktion f:

a) f(x) = x2 durch P(1]-3) d) f(x) = x3 - 4x durch P(-1|4)

b) f(x) = x2 +4x +1 durch P(-3]-6) e) f(x) = x3 +6x2 - 4x - 3 durch P(0|-
3) c) f(x) = x2 +6x +11 durch P(1]2)

Aufgabe 3:

a) Bestimme die Gleichungen aller mdéglichen Tangenten t durch den Punkt P(u|0) am Graphen der
Funktion f(x) = x2.

b) Fir welche t hat fi(x) = -2x3 + tx3 an der Stelle x = 1/3 eine waagrechte Tangente?

c) Fir welche t hat f(x) = 1/3 x3 -tx2 + 2x keine waagrechte Tangente?

Lésungen:
1a) t(x) = 2x+4 durch P(0]4) ; b) ti(x) = 2x+3 durch P(-1|1) und t,(x) = 2x-23/3 durch P(3]-5/3)

C) t1(x) = 2x+7/12 durch P(-1]-17/12) und t,2(x) = 2x+1 durch P(0]1) und t3(x) = 2x-5/3 durch
P3(217/3)

d) t(x) = 2x+1/8 durch P(1/16]|1/4) ; e) t(x) = 2x+3 durch P(-1/2]2) und t(x) = 2x-1 durch P(1/2]|0)

f) t(x) = 2x+2 durch P(-1]0)

2a) t1(x) = -2x-1 mit B(-1|1) und t2(x) = 6x-9 mit B(3|9) ; b) t1(x) = 2x mit B(-1]-2) und t2(x) = -6x-
24 mit B(-5]6) ; c) t1(x) = 16x-14 mit B(5|66) und t2(x) = 2 mit B(-3|2) ; d) t1(x) = -4x mit B(0|0) und
t2(x) = 11/4 x+27/4 mit B(-3/2|21/8) ; e) t1(x) = -4x-3 mit B(0|-3) und t2(x) = -13-3 mit B(-3|36) ;
3a) t1(x) = 0 mit B(0|0) und t,»(x) = 4ux - 4u2 mit B(2u|4u?2)
b) Ableitung fi'(x) = -6x2+2tx =0, t =1

c) 0 = f/(x) = x2-2tx+2 , keine Lésung im Intervall [-V2; V2]

Kriimmungskreis und Kriimmungskreismittelpunkt

Der Krimmungskreis im Punkt M wird die Grenzlage eines Kreises genannt,
der durch M und zwei benachbarte Punkte N und P der Kurve geht, wenn N
gegen M und P gegen M streben.

Er verlauft durch den betreffenden Kurvenpunkt und hat dort dieselbe 1.
und 2. Ableitung wie die Kurve. Demgemal schmiegt er sich der Kurve im
Berthrungspunkt besonders gut an. Er wird Schmiegkreis oder
Krimmungskreis genannt. Sein Radius heiBt Krimmungskreisradius. Es
zeigt sich, dass er der Kehrwert des Absolutbetrages der Kurvenkrimmung ist.

Krimmungskreismittelpunkt
Der Mittelpunkt C des Krimmungskreises ist der Kriimmungsmittelpunkt des Punktes M. Er liegt auf der
konkaven Seite der Kurve und auf der zugehdérigen Kurvennormalen.

Kreisevolvente
Evolvente des Kreises heiBt eine Kurve, die vom Endpunkt eines fest
gespannten Fadens beschrieben wird, wenn dieser von einem Kreis
abgewickelt wird, so dass der Kreisbogen AB gleich der Strecke AM ist.
Parametergleichung X =a (cost+ tsint)
/ﬂ) . y =a(sint-tcost)
a ... Radius des gegebenen Kreises, t ... Walzwinkel
Die Kurve besitzt zwei Zweige symmetrisch zur x-Achse. Der
Rickkehrpunkt A liegt bei (a;0), die Schnittpunkte mit der x-Achse bei x
= a/ cos tp , wobei ty die Wurzeln der Gleichung tan t = t sind.
Die Lange des Bogens AM betragt | = a/2 t2. Der Krimmungsradius ist r
= at = V(2a |). Der Krimmungsmittelpunkt B liegt auf dem Kreis.

'

NN
]

x

Kreisevolventengleichung
Wird ein um einen festen Kreis herumgelegter Faden straff abgewickelt, so beschreibt der Endpunkt
dieses Fadens eine Kreisevolvente.
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T Aus dem Bild folgt e=mn/2-t
. Weiterhin gilt, da der Faden straff abgewickelt werden und die Abwicklung
in A (t=0) beginnen soll
BP = BA = Rt ; mit BA = Kreisbogen

4 N Damit gilt fir die Koordinaten von P die Darstellung

Y ‘-.5 Xx=0Q=0C+CQ=0C+SP=R-cost+Rt-cose
“1——_8 \ y=QP=CS=CB-SB=R-sint-Rt-sing

' daraus ergibt sich mit sin(n/2 - t) = cos t und cos(n/2 - t) = sin t die

R/ / Parameterdarstellung der Kreisevolvente

/s P x=R:(cost+t-sint)

{ y=R-(sint-t-cost)
. c AT Q [~ X, Fir die Ableitung erhdlt man y' = tant
Evolute

... Kurve aller Krimmungsmittelpunkte der Krimmungskreise einer
Funktion. Die Tangenten der Evolute sind die Normalen der gegebenen
Kurve

Evoluten wurden erstmals von Diophant im Werk Conica (Buch V)
untersucht.

Abbildung: Kurve ... gestrichelt, Evolute ... durchgezogen / von links oben ‘

nach rechts unten: Kurve: Ellipse, Traktrix, Parabel, Deltoid, Evolute: y’ 4

Lamé-Kurve, Catenary, Neilsche Parabel, Deltoid 3

Ist die Kurve in der Form x = f(t) , y = g(t) gegeben, so gilt:
X = f _ (le + gl2) fl / (fl gn _ f" gl)
y=g+(f>+g?g/(fg"-fg)

Liegt die Kurve in der Form y = f(x) vor, dann erhalt man die Evolute E in der Parametergestalt:
x=t-f()(1+f(t)2) /(1) y =f(t) + (1 + f(1)2) / f(t)

M,

Evolute der Normalparabel

In der Abbildung ist die Evolute der Normalparabel zu sehen. Sie
kann wie folgt konstruiert werden:

K, Ky, K3, ... sind die Krimmungskreise zu der Normalparabel in
den Punkten S, Py, P; ...

Ihre Mittelpunkte M, M,, M,, ... bilden die Evolute zu der
Normalparabel.

Der rechte Ast der Evolute entsteht, wenn die Parabelpunkte P
nach links wandern.

Evolute - Tabelle
... fir spezielle Kurven ergeben sich als Evoluten ...

Kurve Evolute
Astroide zweimal so groBe Astroide
Kardioide Kardioide, die 1/3 so groB ist
Cayley's Sextic Nephroide
Kreis Punkt (0 ; 0)
Zykloide identische Zykloide K
Deltoid dreimal so groBes Deltoid
Ellipse Ellipsen Evolute = Lamé-Kurve
Epizykloide groBere Epizykloide
Hypozykloide ahnliche Hypozykloide
Limagon Kreis Katakaustic fiir eine Punktquelle
Logarithmische Spirale identische logarithmische Spirale
Nephroide 1/2 so groBe Nephroide
Parabel Neilsche Parabel
Traktrix Catenary

Katakaustik

Eine Katakaustik oder katakaustische Flache entsteht durch Reflexion der
Strahlen an einem krummflachigen Spiegel oder einer Folge solcher
Spiegel, die Katakaustik durch den ebenen Achsenschnitt der Flache.

Von besonderem Interesse ist die durch Spiegelung der Lichtstrahlen an
einem Kreis entstehende Katakaustik. Liegt der leuchtende Punkt L im
Unendlichen, so ist die Katakaustik eine Epizykloide, die durch das Rollen
eines Kreises vom Radius r/4 auf einem Kreise vom Radius r/2, wenn r
der Radius des spiegelnden Kreises ist, entsteht.

Die beiden Spitzen liegen auf der Achse zu beiden Seiten des Mittelpunkts
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im Abstande r/2 von ihm.

Liegt L in der Entfernung a von dem Mittelpunkte auBerhalb des Kreises, so liegen die Spitzen zu beiden
Seiten des Mittelpunkts auf der Achse in den Abstdanden a r/(2a - r) und a r/(2a + r) vom Mittelpunkt. Die
Kurve beriihrt den Kreis in denselben Punkten, in denen er von den von L ausgehenden Tangenten
berihrt wird.

Liegt L auf dem Kreis (Abbildung), so geht die Kurve in eine Kardioide tber, die durch das Rollen eines
Kreises vom Radius r/3 einem festen Kreise von demselben Radius entsteht. Die Kurve berihrt jetzt den
Kreis in L und die eine noch vorhandene Spitze liegt auf der Achse im Abstande r/3 vom Mittelpunkt.
Liegt L innerhalb des Kreises und ist a > r/2, so zerféllt die Kurve in zwei getrennte Aste, die zwei sich in
der Achse schneidende und mit ihr gleiche Winkel bildende Asymptoten besitzen. AuBer den beiden in der
Achse liegenden Spitzen treten noch zwei auBerhalb der Achse symmetrisch gegen sie liegende Spitzen
auf.

Quelle: Lueger, Otto: Lexikon der gesamten Technik und ihrer Hilfswissenschaften, Bd. 9 Stuttgart,
Leipzig 1914., S. 404-406.

Singuldre Punkte

a) Doppelpunkte, in denen sich die Kurve selbst schneidet

b) die auBerhalb der Kurve liegen

¢) in denen sich der Durchlaufsinn der Kurve andert (gleiche Tangenten)

d) Beriihrungspunkte, in denen sich die Kurve selbst bertihrt

e) Knickpunkte, in denen die Kurve sprunghaft die Richtung @ndert (unterschiedliche
Tangenten)

f) Asymptotische Punkte, um die sich die Kurve unendlich herumwindet

Ermittlung von singularen Punkten der Art a bis d: Untersuchung der Kurve in der Form
F(x,y) = 0. Notwendige Bedingungsgleichung: F=0undF,=0undF,=0
und mindestens eine der drei Ableitungen zweiter Ordnung verschwindet nicht. Die
Eigenschaft des mehrfachen Punktes hangt dann ab vom Vorzeichen von

= Fux Fyy = Fuy Fyx

A 7’
\ b
A v
A > 0: isolierter Punkt
@

A = 0: Rickkehrpunkt oder Beriihrungspunkt
A < 0: Doppelpunkt

y z fixy)  Definition von Mehrfachintegralen

—— fX) Doppelintegral: Grenziibergang einer
l / AN T Doppelsumme Gber Flachenbereiche Gber eine

dy = '—_’bﬂ dxdy  Funktion von zwei unabhangigen Variablen
I f(x,y); Integral in zwei Dimensionen; analog
~ / — / zum einfachen Integral definiert:
g(x) dx ¥
a dx b X X dy

-U f(XIY) dy dx = limn,max Zi=1
Flachendifferential: dA = dx dy
Ein Doppelintegral setzt sich aus duBerem und innerem Integral zusammen. Es wird durch zwei
aufeinanderfolgende gewdhnliche Integrationen berechnet. In Polarkoordinaten lautet das
Flachendifferential dA = r dr do : y=1/*? o[ f(r, ¢) dr do

..... n Zj=1,...m f(Xi,Yi) AX; Ay,

Dreifachintegral: Berechnet man durch drei aufeinanderfolgende gewdhnliche Integrationen. Je nach
Form des zu integrierenden Volumens wahlt man entsprechend angepasste Koordinaten bzw. passende
Volumenelemente.

kartesisch IIf dx dy dz
Zylinderkoordinaten il rdr do dz
Kugelkoordinaten il r2 sin 6 dr d¢ do

Beispiel Volumen einer Kugel off 4=o/*" o=0f" r2 sin 6 dr d¢ d6 = R3/3 2 ¢_o[" sin 0 dO = 4n/3 R3

Substitutionsregel fiir Mehrfachintegrale
Berechnung eines Integrals in beliebigen Koordinaten u, v und w, die durch x = x(u,v,w), y = y(u,v,w), z
= z(u,v,w) definiert sind. Zerlegung des Integrationsgebietes in Volumenelemente durch die

Koordinatenflachen u = konst, v = konst und w = konst.: ar 9r O
dV = |D| du dv dw 9y v ow

mit der Funktionaldeterminante (Jacobi-Determinante): D 375; 37y dy
Substitution des Integrals méglich fir D= 0: gu gv duwr
Il f(x,y,2) dV = [ f(u,v,w) ID| dw dv du N

t T w

Berechnungen mit Mehrfachintegralen
Flache zwischen zwei Kurven f(x) und g(x) in kartesischen Koordinaten
A= x=a-[b Q(X)F(X) dy dx = x=a~[b (f(x)-g(x)) dx
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Flache zwischen zwei Kurven in Polarkoordinaten r = r(¢) A= ot gl @ r dr do

Schwerpunkt (xs,Ys) einer Flache xs = 1/A I[ x dy dx ys = 1/A [y dy dx
A = [[ dx dy
Schwerpunkt (Xs,Ys,Zs) eines Koérper  xs = 1/V [If x dy dx dz ys = 1/V [l y dx dy dz
zs = 1/V [l z dx dy dz V = [[] dx dy dz
Trégheitsmoment eines Kérper I, = [l (x2 + y2) dx dy dz

Mehrdimensionale Integrale
Den Integrationsregeln fiir eindimensionale Integrale entsprechen analoge Regeln fir mehrdimensionale

Integrale.

Name der Regel Formel

Substitutionsregel «d F(X) dx = gl f(x(t)) |det x'(t)] dt

partielle Integration al (9 u) v dx = sl uvn; dF - gl u &v dx

Satz von GauB ol gu dx = z6f un; dF

Satz von GauB-Stokes w do = ol

Satz von Fubini ra) f(x,y) dx dy = _.[* (.. f(x,y) dx) dy (iterierte Integration)

Der Satz von GauB ergibt sich aus der Formel der partiellen Integration, indem man dort v = 1 setzt.
Der Satz von GauB-Stokes verallgemeinert den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
auf Mannigfaltigkeiten (z.B. Kurven, Flachen, Gebiete).

Die Formeln der partiellen Integration und der Satz von GauB sind Spezialfdlle des Satzes von GauB-
Stokes, der zu den wichtigsten Satzen der Mathematik gehort.

Lagrange-Interpolation
Sind die (x; ; y; ) Stutzstellen eines Polynoms P,(x) n-1.ten Grades, so gilt
Ansatz: P,(x) = Lo(X) Yo + Li(X) y1 + ... + Lo(X) vn

3 & Lagrange-Polynome
Li(x) = (X-Xo)(X-X1)+ o (X=Xi-1) (X~Xix1) - (X-Xn) / [ (Xi-X0) (Xi=X1) ... (Xi=Xi-1) (Xi-
2 Xis1) .o (Xi-Xpn) ]

Lagrange-Polynom, Beispiel
Funktion durch die Punkte A(0;0), B(1,-1) und C(3,3) soll durch ein Polynom
zweiten Grades angepasst werden. Die Koeffizienten sind:

et 2 3T = (x - 1)(x - 3)/3 = 1/3 (x2 - 4x + 3)
Ly = x (x - 3)/(-2) = -1/2 (x2 - 3%)

-1 B L, =x(x-1)/6 = 1/6 (x2 - X)
Die Funktion lautet
-2 f(xX) =0 *Lo(x) -1 *Li(x) + 3 *Ly(x) =x2-2x=(x-1)2-1

Lagrange-Interpolationsformeiln
Es seien die daquidistanten Stitzstellen xq, X1, ... und die zugehdrigen Funktionswerte fy = f(xg), f1 = f(x1),
... gegeben. Weiterhin sind h = x;,; - x;, p eine reelle Zahl und R das Restglied. Dann gilt:
Lagrange-Interpolation durch 2 Punkte, lineare Interpolation
f(xo + ph) =(1-p)fo +pfi + R
Lagrange-Interpolation durch 3 Punkte
f(xo + ph) = p(p-1)/2 f.4 + (1-p2) fo + p(p+1)/2f; + R
Lagrange-Interpolation durch 4 Punkte
f(xo + ph) = -p(p-1)(p-2)/6 f.1 + (p2-1)(P-2)/2 fo - p(p+1)(p-2)/2 f; + p(p2-1)/6 f, + R
Lagrange-Interpolation durch 5 Punkte
f(xo + ph) = (p2-1)p(p-2)/24 f.; - (p-1)p(p2-4)/6 f.1 + (p2-1)(p2-4)/4 fo - (p+1)p(p2-4)/6 f1 +
(p2-1)p(p+2)/24 f, + R
Lagrange-Interpolation durch 6 Punkte
f(xo + ph) = -p(p2-1)(p-2)(p-3)/120 f.; + p(p-1)(p2-4)(p-3)/24 f.1 - (p2-1)(p2-4)(p-3)/12 fo +
p(p+1)(p2-4)(p-3)/12 f; - p(p2-1)(p+2)(p+3)/24 f, + p(p2-1)(p2-4)/120 f5 + R

Newton-Interpolation
Ansatz I,(x) = Ag + A; (X-Xg) + Ay (X-Xg)(X-X1) + ... + Ay (X=Xp)(X-X1)...(X-Xn-1)
Ao = Yo
A1 = (Y1 - Yo) / (X1 - Xo)
Az = [(Y1 - Yo) - At (X2 - X0)]/ [(X2 - Xo) * (X2 - X0)] usw...
Gegeben seien die Argumente Xq, X1, ..., X, mit den Werten vy, Y1, ..., Yn. Man schreibe die Werte xq, X1,
..., Xp von links nach rechts in einer Reihe und darunter die zugehdrigen yg, Y1, ..., Yn.
Man berechne die Differenzen benachbarter y-Werte und dividiere sie durch die Differenzen der x-Werte.
Die neuen Werte werden zwischen die voneinander abgezogenen Werte eine Zeile tiefer geschrieben:
Yo1 = (Yo-Y1)/(Xo-X1); s Yn-1,n = (Yn-1-Yn)/ (Xn-1-Xn)
Als nachstes werden die Differenzen der neuen Werte gebildet und durch die Differenz der Randwerte
dividiert. Bei yo,; und y;,, sind die Randwerte xp und y,.
Mit den neuen Werten bildet man erneut die Differenzen, bis nur noch eine Differenz ibrigbliebt.
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Yo,1,..n = (Yo,1,.,01 = Y1,2,..n) / (Xo=Xn)
Die Werte mit einer Null als ersten Index, d.h. jeweils das am weitesten links stehende Glied einer Zeile,
sind die gesuchten Parameter Aq bis A,.
Beispielaufgabe: Durch die Punkte A(1, 30), B(2, 27), C(3, 25), D(4, 24) und E(5, 21) soll ein Polynom
4.Grades gezeichnet werden.
Newton-Schema:

1 2 3 4 5
20 27 25 24 21
-3 -2 -1 -3

1/2 1/2 -1

0 -1/2

-1/8

Das Polynom hat damit die Form
30 -3 (x-1) + 1/2 (x-1)(x-2) - 1/8 (x-1)(x-2)(x-3)(x-4)
Ausmultiplizieren und Zusammenfassen ergibt y=1/8x*+5/4 x3-31/8x2+ 7/4x + 31

Gregory-Newton-Verfahren
Das Gregory-Newton-Verfahren nutzt ein vereinfachtes Differenzenschema bei dquidistanten Stitzstellen,
d.h. Stitzstellen die gleich weit voneinander entfernt sind.
Zur Berechnung miissen nur noch die Differenzen der y-Werte gebildet werden, die Division durch die x-
Differenzen entfallt.
Die gefundenen yg 4, i-Werte missen am Ende zur Ermittlung der gesuchten Parameter Aq bis A, noch
durch den Abstand i! h' zwischen aufeinanderfolgenden x-Werten geteilt werden.
Ao = Yo 01
A; =Yo,1/ (1! h) 1 B, (x)
Az =Yo,1,2/ (2! h2)
An =Yoa,.n/ (0! h™)

0.8
Bernstein-Polynome
... Polynome vom Grad n 0.6 gt ' 1
B"(x) = (") X* (1-)™* ; k=0,1,2,...,n 1 BY (x)

Sie werden nur im Bereich 0 < x < 1 verwendet und haben dort die 0.4 !
Eigenschaften W

1. eine k-fache Nullstelle bei x = 0 0.2
2. eine (n-k)-fache Nullstelle bei x = 1
3. genau ein Maximum bei x = k/n /A\
4. alle Polynome eines Grades bilden eine Zerlegung der Eins 0 0.2 04 06 0.8 1x
5. die Polynome sind linear unabhangig und bilden eine Basis fur
Polynome vom Héchstgrad n, d.h., alle Polynome n-ten Grades kdnnen als Linearkombination von
Bernstein-Polynomen beschrieben werden.
Fur n=1,2,... wird B l(x) = x* (1-x)** sin(n k) / (n k (1-k))

B2(x) = 2 x* (1-x)** sin(n k) / (n k (k-1) (k-2))

B3(x) = 6 xX* (1-x)>* sin(n k) / (n k (1-k) (k-2) (k-3))

B*(x) = 24 x* (1-x)** sin(n k) / (n k (k-1) (k-2) (k-3) (k-4))
Die Polynome wurden von dem russisch-sowjetischen Mathematiker Sergej N.Bernstein 1911 eingefihrt.
Paul de Faget de Casteljau und Pierre Bézier konstruierten die gleichen Polynome, die heute verbreitet
Bézier-Polynome genannt werden.

Bézier-Polynome

Bézier-Polynom ... Darstellung einer Funktion mit Bernstein-Polynomen: f(x) = X b, B "(x), Summe von k
= 0 bis n

Bézier-Punkte Koordinaten b, einer Darstellung in Bézier-Polynomen

Bézier-Polygon Polygon mit den Eckpunkten P(x = k/n, y = by) fir k=0,...,n.

Interpolation mit dem Bézier-Polygon

Man hat n+1 aquidistante Stitzstellen (xo, Yo), ..., (Xo + N Aa, y,),setze sie als Punkte (x=k/n , y=y,) des
Bézier-Polygons und erhalt als Fitpolynom das Bézier-Polynom f(z) = £ yx B"(z) (Summe von k = 0 bis
n) mit z = (x-Xq) / (Ndx).

Die Approximation einer Kurve in vielen Punkten erfolgt stiickweise in Segmenten von jeweils n (in der
Praxis n = 4 Ublich) Punkten, die durch Kurven n-1-ten Grades angepasst werden. An den Randern
mussen zusatzliche Bedingungen wie ein- oder mehrfache Differenzierbarkeit erfiillt werden. Dies fuhrt zu
zusatzlichen Bedingungen bei den Bezier-Punkten, die man durch Einsetzen von Hilfspunkten erfillt.

Bézier-Kurve

Die kubische Bézier-Kurve ist grundsatzlich das wichtigste grafische Element, weil fast alle Formen und
Zeichenumrisse aus Bézier-Segmenten zusammengesetzt werden kénnen.
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Die Gestalt einer kubischen Bézier-Kurve wird durch den Start- und Endpunkt (Punkt O bzw. 3) und durch
die Bézier-Kontrollpunkte (BCP) auBerhalb der Kurve (Punkte 1 und 2) bestimmt. Dabei ist eine Bézier-
Kurve eine kubische Kurve, die jedoch eine Uberschneidung zulsst.

Die im Beispiel gezeichneten Geraden von Punkt 0 nach Punkt 1 sowie von

© Punkt 2 nach Punkt 3 bilden Tangenten durch Anfangs- bzw. Endpunkt der
@ Bézier-Kurve. Das Polygon, welches durch die vier Punkte gebildet wird, schlieBt
B immer die Bezier-Kurve vollstandig ein. Pierre Bézier beschreibt die nach ihm
benannte Kurve mit folgender kubischen Formel:
; x(u) = X (1-u)® + x; 3u (1-u)? + X, 3u? (1-u) + x5 u?

y(u) = yo (1-u)® + y; 3u (1-u)* + vy, 3u” (1-u) + y; u?
Dabei sind (Xq,Yo): Startpunkt; (x1,Y1), (X2,Y2): zwei Bézier-Kontrollpunkte
(BCP's) auBerhalb der Kurve; und (x3,y3): Endpunkt der Kurve. Der Wert 0 < u < 1 ist der Parameter der
Darstellung und wird entlang der Kurve standig etwas erhoht.

A

Bézier-Kurve, Algorithmus
Zeichnen einer Bezierkurve 3.Grades mit dem Algorithmus von de Casteljau
private void bezier(

double px0, double pyO, // anhand des Stuetzpunktes p0
double px1, double py1, // anhand des Stuetzpunktes p1
double px2, double py2, // anhand des Stuetzpunktes p2
double px3, double py3, // anhand des Stuetzpunktes p3
int depth) // aktuelle Rekursionstiefe

{
double gx01,qy01,gx12,qy12,qx23,qy23,qx012,qy012,qx123,qy123,qx0123,qy0123; // Hilfspunkte
if (depth > iter) // Iterationstiefe erreicht

set_line( new Point( (int)px0, (int)py0), new Point( (int)px3, (int)py3));

else {

depth++;
gx01 = (px0+px1)/2; qy01 = (pyO+pyl)/2;
gx12 = (px1+px2)/2; aqyl2 = (pyl+py2)/2;
gx23 = (px2+px3)/2; qy23 = (py2+py3)/2;

ax012 = (gx01+gx12)/2; qy012 = (qy01+qyl12)/2;

gx123 = (qx12+9qx23)/2; qyl123 = (qyl2+qy23)/2;

gx0123 = (qx012+9gx123)/2; qy0123 = (qy012+qy123)/2;
bezier (px0,py0,gx01,qy01,qx012,qy012,qx0123,qy0123,depth);
bezier (gx0123,qy0123,qx123,qy123,qx23,qy23,px3,py3,depth); }}

Quadratische Bézier-Kurve

¢ Eine quadratische Bézierkurve besitzt nur einen Kontrollpunkt, in der Abbildung C. CA
und CB sind dann Tangenten.
T Die Kurve ist dann der Weg, der fiir Py = A, P; = B, P, = C durch die Funktion

B C(t) = (1't)2 PO + 2t (1't) P1 + t2 Pz
mit t von 0 bis 1 verfolgt wird.

Nach dem Casteljau-Algorithmus ergibt sich die Kurve wie folgt:
Ein Hilfspunkt D ergibt sich mit dem Teilverhaltnis t als Teilpunkt der Strecke AC, ein
A Hilfspunkt E als Teilpunkt der Strecke CB.

Der Punkt T auf der quadratische Bézier-Kurve ist dann der entsprechende Teilungspunkt zum Verhéltnis
t auf DE.
Wichtet man den Einfluss der Punkte auf die Kurve und erweitert den Parameterraum von t auf die
reellen Zahlen, so ergeben sich rationale quadratische Bézier-Kurven.
Es gilt, dass jeder Kegelschnitt durch eine erweiterte rationale quadratische Bézier-Kurve parametrisiert
werden kann.

Raumliche Bézier-Kurve
Bézier-Kurven missen nicht auf die Ebene beschrankt bleiben. Es ist
ebenso moglich, diese Kurven auch im dreidimensionalen Raum zu
betrachten.
In der Abbildung sind einige raumliche Bézier-Kurven gezeichnet, deren
Endpunkte und Kontrollpunkte Eckpunkte eines Wiirfels sind.
Sind A (Xo,Yo0,Z0) der Startpunkt, B (xs,Y3,z3) der Endpunkt und C (x4,Y1,21),
D (x3,Y2,2>) die Kontrollpunkte, so ergibt sich die Raumkurve fir einen
Parameter 0 <t<1 zu

P=A(1-t)>+ C3t(1-t)2 + D 3t2 (1-t) + B t3
Zeichnet man die Bézier-Kurven fiir alle moglichen Kombinationen von
Anfangs-, End- und Kontrollpunkten in einen Wiirfel ein, so ergibt sich ein
interessantes Gebilde.
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Spline-Interpolation

Spline ... segmentierte Kurve, wobei jedes Segment jeweils durch ein

9 Polynom vom Grad n, das n-1 mal stetig differenzierbar, angepasst wird.

ﬁ c Subspline ... segmentierte Kurve mit Polynomen vom Grad n, die weniger
& oft, aber mindestens einmal differenzierbar ist. Meist werden kubische

Splines verwendet.

Gegeben sind die Stitzpunkte Pgy, Py, P, Ps und P4 (n = 4). Gesucht ist eine Funktion f(x), auf denen alle

diese Punkte liegen. f(x) wird durch kubische Parabeln s; (x) miti =1, 2, ..., n - sogenannte Splines -

stiickweise angendhert.

Forderungen

die Splines verlaufen durch die Stitzpunkte S; (Xi-1) = VYi-1 ; Anfang eines Splines (i =1 ... 4)

si (i) = Vi ; Ende eines Splines (i=1 ... 4)

die Splines werden ohne "Knick" miteinander verbunden

si1' (X)) = s (X;) ; gleiche Anstiege (i = 2 ... 4) Sii" (X)) =s5"(x); (i=2...4)

die Anstiege an den "Enden" sollen extrem sein S1" (Xg) = sy" (X)) =0

Spline - Beispiel
Annadherung der Funktion y = x* durch ein kubisches Spline mit den Stiitzstellen x,
=-1,x;=0und x, = 1. Esqiltfp=1,f, =0, f, = 1 sowie fy = -4, f', = 4.
Aus f'1_1 + 4 fll + fI1+1 =-44+ 4 f|1 +4=3 (fz - fo) =0 folgt f|1 =
Einsetzen flhrt im Intervall xo < Xx < Xy zuag=1,a; =-4,a, =5, a3 = 2.
s(x) = 1-4(x+1) + 5(x+1)2 - 2(x+1)3 = - x2 - 2x3
Im Intervall x; < x < x; fihrt Einsetzen zuag =1,a; =0, a, = -1, a3 = 2.
s(x) = - x2 4+ 2x3
Die Funktion y = x* wird damit approximiert durch
s(x) =-x2+ 2 |x|3
In der Abbildung ist das Ergebnis dargestellt.

Kubische Splines
Ein kubischer Spline ist eine glatte Kurve, die durch gegebene Punkte im
1 Koordinatensystem geht und eine minimale Gesamtkrimmung aufweist. Jedes

¥ = X~ 2* X3 Teilstiick ist dabei durch eine kubische Parabel ax3 + b;x2 + ¢ix + d; mit geeigneten

Koeffizienten a;, b;, ¢; und d; definiert.

"Glatte Kurve" bedeutet dabei im mathematischen Sinne, dass die Kurve zweimal stetig differenzierbar
sein soll. Alle gegebenen Punkte stellen als Stiitzstellen der Kurve auch Nahtstellen zwischen den
Teilkurven dar, in denen jeweils beide Funktionswerte, beide erste und auch zweite Ableitungen der
zusammentreffenden Teilkurven Ubereinstimmen. Diese Naht- oder Stitzstellen werden auch Knoten
genannt.

Herleitung:
Es seien n+1 Punkte (XolYo), (X11Y1) ... (XnlYn) gegeben, wobei xq < X; < ... < X, gelte.
Zur Gewinnung der Koeffizienten definiert man geeigneterweise die n Teilstlicke des Splines mit
Si(x) = ai(x-x;)3 + bi(x-x;)2 + ci(x-x) + d;,
wobei 0 =i < nist und S;(x) das Kurvenstlick zwischen den Punkten (x;|y;) und (Xi;+1|Yi+1) darstellt.
Da die Teilstlicke in den gegebenen Punkten nahtlos ineinander Gbergehen, gilt S;.1(X;) = Si(x;) = y; fur 1
<i<n.
Aus Si(x;) = y; folgt sofort d; = y;, denn in Si(x;) = ai(x;-%;)3 + bi(xi-x;)2 + ci(xi-x;) + d;i = y; werden alle (x;-
X;) Null.
AuBerdem gilt wegen S;_1(x;) = Si(xi)
3i-1(Xi7Xi-1) 3 + bi1(Xi=Xi-1)2 + Cia(Xi-Xi-1) + disp = @i(Xi-%;)3 + bi(xi-%)? + ci(xi-x) + d;
A 1(Xi-Xi-1)3 + bi1(Xi-X-1)? + Ci1(Xi-Xi-1) + diy = d (M
In allen gegebenen Punkten haben die anstoBenden Teilkurven gleiche Tangenten, es gilt also S',.1(x;) =
S'i(x;), wobei die Ableitung S'(x) = 3ai(x-x;)2 + 2bi(x-x;) + ¢ ist. Hieraus gewinnt man

S'-1(xi) = S'i(x)
3ai1(Xi7Xi-1)2 + 2bi.1(Xi-Xi.1) + Cip = 3ai(Xi-X)2 + 2bi(xi-X;) + ¢
3ai.1(Xi7Xi-1)2 + 2bi1(Xi-Xj.1) + Gy =G (In

SchlieBlich haben die anstoBenden Teilkurven in allen gegebenen Punkten auch gleiche Krimmungen, es
gilt also S"i.1(x;) = S"i(x;), wobei die 2.Ableitung S";(x) = 6a;(x-%;) + 2b; ist. Hieraus gewinnt man S"i-1(x;)
= S"(x1),

d.h. 6ai_1(Xi‘Xi_1) + 2bi_1 = 2b|

Aus dieser Gleichung folgt

a1 = (by - bi-1)/(3(Xi-Xi-1)) (I11)
(bi-bi_l)(Xi-Xi_l) + 2bi_1(Xi‘Xi_1) + Ci-1 = G (III) in (II) eingesetzt
(bi+bi-1)(Xi-Xi-1) + Ciip = G (1v)

(bi-bi-1)(Xi-%i-1)2/3 + bi1(Xi-Xi-1)2 + Ci1(Xi-X-1) + diy = d; (III) in (I) eingesetzt
(bi-bi-1)(Xi=xi-1)/3 + bi-1(Xi-Xi.1) + €.y = (di-di-1)/(Xi-Xi-1)
Ci1 = (di-di1)/(Xi-Xi-1) - (bi=bi-1) (Xi-Xi-1)/3 - bia(Xi-Xi-1) V)
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G = (dir1-di)/ (Xiz17%i) = (bir1-bi) (Xix1-%i)/3 - bi(Xi+1-Xi) V")
(V) und (V') in (IV) eingesetzt:
(bi+bi.1) (Xi-xi-1) +(di-di-1)/ (Xi-Xi-1) - (bi-bi-1) (Xi-Xi-1)/ 3-bi-1 (Xi-Xi-1)
= (div1-di)/ (Xis1-%1) = (Dis 17b3) (Xir-1-X1)/ 3+ bi(Xi+1-Xi)
3(bi+bi-1) (Xi-Xi-1) +3(di-di-1 )/ (Xi~Xi-1) - (bi-bi-1) (Xi-Xi-1) -3bj-1 (Xi=Xi-1)
= 3(di+1-di)/ (Xis17%i) = (Dis1-b1) (Xi1-%1) +3bi (X1 1-X1)
(Xi=Xi-1)Bi-1+2(Xi+ 1-Xi-1) Di+ (Xis 1-Xi) bir 1 = 3((disr1-di)/ (Xir1-%i)-(di-di-1)/ (Xi-Xi-1)) (VD)

Wegen d; = y; ist die rechte Seite von (VI) fir i>0 und i<n bekannt. Weil auch alle entsprechenden x
bekannt sind, lassen sich die b; flir 0<i<n mit einem linearen Gleichungssystem aus allen Gleichungen
(VI) gewinnen. by und b, sind die halben Krimmungen im ersten und im letzten Punkt, die frei
vorgegeben werden kdnnen und hier mit 0 angenommen werden.

Die Koeffizientenmatrix der linken Seite des Gleichungssystems stellt sich fiir by=b,,=0 wie folgt dar:

bl b2 b3 e bn—3 bn—2 bn—1
i=1 2(X2-Xg) X>-x; 0 0 0 0
i=2 X2-X1 2(X3'X1) X3-X2 0 0 0
i=n-2 0 0 0 0 Xn-27Xp-3 2(Xn-1~Xn-3) Xn-27Xp-3
i=n-1 0 0 0 0 0 Xn-1-Xn-2 2(Xn=Xn-2)

Die rechte Seite ergibt sich aus (VI) flir die angegebenen Indizes. Die Lésungen rickwarts in (V) und (III)
eingesetzt, ergeben sich die Koeffizienten ¢; und a;.

Splines in der Architektur
Splines werden auch in der Architektur genutzt. Dies erfolgt zwar noch nicht
sehr haufig, daftir aber spektakular.

Links ist ein FuBweg in der Parklandschaft South Bank Grand Arbour,
Brisbane Queensland Australien, abgebildet.

Der kilometerlange Weg, der Brisbane River Side von Grey Street trennt, ist
dabei von ingesamt 443 Stahlplastiken begrenzt, deren einzelne Abschnitte
die Form kubischer Splines aufweisen. Nachts werden die Strukturen gelb
angestrahlt, so dass ein zusatzlicher Effekt entsteht.

Der Park wurde 1997 von dem Melbourner Unternehmen Denton Corker
Marshall geplant und 1999 fertiggestellt. Der Park hat eine
schlangenformige Struktur, einzelne abgetrennte Bereiche haben Kreisform.
South Bank Grand Arbour wurde mittlerweile zu einer Touristenattraktion in
Brisbane.

B-Spline-Kurve
B-Spline-Kurven wurden von J. Ferguson 1964 bei Boeing eingeftihrt. In CAD-
Systemen taucht auch der Name NURBS (= Non-Uniform Rational B-Splines) auf.

Eine B-Spline-Kurve vom Grad n besteht aus Bezier-Kurven vom Grad n, welche mit
optimaler Glattheit zusammengesetzt sind:

B-Spline-Kurven kdénnen offen oder geschlossen sein. Bei einer geschlossenen B-
Spline-Kurve wird ein geschlossenes Kontrollpolygon zur Ganze geglattet. =
Im offenen Modus hat ein geschlossenes Polygon einen Anfangspunkt und einen damit
identischen Endpunkt; dort wird nicht geglattet.

Bei offenen B-Spline Kurven werden die Endpunkte mit Tangenten durch das
Kontrollpolygon angegeben. Die Kurve liegt dann in der konvexen Hiille des
Kontrollpolygons.

B-Spline-Kurven und damit auch die Bézier-Kurven sind Spezialfalle von NURBS.

NURBS haben einen zusatzlichen Designparameter, sogenannte Gewichte.

StandardmaBig sind alle Gewichte gleich 1. In diesem Fall stimmt die NURBS-Kurve

mit der gewdhnlichen B-Spline-Kurve Uberein.

Das Erhohen des Gewichtes eines Kontrollpunktes bewirkt, dass die Kurve zu diesem Kontrollpunkt
hingezogen wird. Multipliziert man die Gewichte aller Punkte mit

fx) demselben Faktor, so erhdlt man die urspriingliche Kurve.
?(1)=f(xo+f(r..)(x}g R — Taylor-Entwicklung

Ausgangspunkt: Der Funktionswert f(x), kann durch einen Punkt auf der
Tangente f'(x) in xqg angenahert werden. Dies ergibt sich aus dem
Mittelwertsatz der Differenzialrechnung. Die Naherung ist exakt fir
Polynome 1.Grades (Geraden) und bei anderen Funktionen um so
besser, je ndher x an xg liegt, d.h., je kleiner |x - xq| ist.

x_ Ist die Funktion mehrfach differenzierbar, so fuhrt dies zur Taylor-
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Entwicklung:
Entwicklung von f(x) an der Stelle xq zu einer Potenzreihe, f(x) muss in der Umgebung von xq beliebig oft
differenzierbar sein

t(x) = f(Xg) + f'(Xg)/1! * (X-Xq) + f'(X0)/2! * (X-Xg)2 + ...
Restglied nach Lagrange Rn(X) = (X - Xo)"* f" 1 (x0) / (n+1)!
Je kleiner das Restglied R, ist, desto besser ist die Naherung der Funktion f(x) durch das Taylor-Polynom.
Die Taylor-Formel erlaubt die Berechnung von Funktionswerten mit beliebiger Genauigkeit. Anzahl der
Glieder und damit der Grad des Polynoms, der fiir die geforderte Genauigkeit benétigt wird, hangt
wesentlich vom Abstand |x - xo| des Punktes xo vom Punkt x ab. Je gréBer |x - Xq|, desto mehr Glieder
mussen verwendet werden. Das Restglied kann im allgemeinen nicht exakt angegeben werden, da die
Stelle x* nicht bekannt ist. Es reicht jedoch haufig aus, wenn der Fehler nach oben abgeschatzt werden
kann.

MacLaurinsche Reihe Sonderfall der Taylorreihe: x=0
f(x) = f(0) + f(O)*x/1! + f"(0)*x2/2! + ...
Restglied Rp(x) = X" f"+ 1 (5x) / (n+1)!
Beispiel: Erste Taylornaherungen der Sinusfunktion
Ta(X) = x - X°/3! + x°/5! - x’/7! + - ... x"/n! (n ungerade)

Taylor-Entwicklung (2), Satz von Taylor
Grundlage der Taylor-Entwicklung ist der Satz von Taylor:
Es sei I = [xq, X] flir x > xo (bzw. I = [x, Xo] flr x < Xg) und f(x) n-fach stetig differenzierbar auf I und
n+1-mal differenzierbar in I\{x, Xp} und p eine nattrliche Zahl.
Dann gibt es fiir alle x aus I ein ® mit 0 < ® < 1, so dass mit dem Restglied von Schlémilch
Rn(X) = M D(xo+0(x-X0))/(n!p) (1-0)™P (x-x0)"**
die Taylorsche Formel
f(X) = Zizo” F9(X0)/K! (X-Xo) + Rq(X)
gilt.
Nachweis:Man setze  F(t) = f(x) - Se=o” FO>E)/k! (x-t)¥
G(t) = (x-t)°
Dann ist F(x) = G(x) = 0 und F(Xp) - F(X) = Ry(x), G(Xg) - G(X) = (X-Xg)°.
F'(t) = -Si=o” F D (0)/k! (x-1)K + Zpe," FEFD(E) /KD (x-t)<T = - fM D (t)/n! (x-t)"
G'(t) = p (x-t)**
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz existiert ein 0 < ® < 1 mit
(F(Xo) - F(x))/(G(x0) - G(X)) = F'(Xo+O(X-X0)) / G'(Xo+O(X-Xo))
Rn(X) / (X-Xg)? = B (xo+0(X-X0)) (X=(Xo+O(X-X0))" / (N!p (X-(Xo+O(X-X0)))"™
und  Rp(x) = f™D(x0+0(x-X0))/(n!p) (1-0)" P (x-xo)"**

Restglied von Lagrange

Fir p = n+1 erhalt man das Restglied von Lagrange R, (x) = f"™1(xq+0(x-X))/(n+1)! (x-Xo)"**
Restglied von Cauchy

Fir p = 1 erhalt man das Restglied von Cauchy Rn(x) = f" I (xq+0(x-X0))/n! (1-0)" (X-Xo)"**

Potenzreihen / Funktionenreihen
Unter einer Potenzreihe mit dem Mittelpunkt zy versteht man eine unendliche Reihe der Form
f(z) = Zn=0" an (z - 2o)"
wobei alle a, und z, feste komplexe Zahlen sind, wahrend die komplexe bzw. reelle Zahl z variiert.

Taylor-Reihen sind Sonderfalle der allgemeinen Potenzreihen.

Konvergiert eine Potenzreihe fiir die x-Werte eines Intervalls, kann durch die Grenzwerte eine Funktion
f(x) im Intervall definiert werden: Jedem x des Intervalls wird als Funktionswert f(x) der Grenzwert der
unendlichen Reihe zugeordnet.

Allgemeine Form: ap + a1X + axx2 + azx3 + ...

nirgends konvergent ... Konvergenz nur flir x = 0

bestandig konvergent ... Konvergenz fir alle x

Potenzreihe p(x) konvergiert immer an der Entwicklungsstelle x = xq, der triviale Fall p(xg) = ao.

Der Konvergenzradius r um die Entwicklungsstelle kann angegeben werden, wenn die Reihe auch fir
Werte ungleich xq konvergiert.

Der Konvergenzradius r der Potenzreihe ist die kleinste obere Schranke (Supremum) der Zahlen |x - Xg|,
fur die = an (X-Xp)" (Summe n = 0, ...,») konvergiert. Dabei gilt: 0 < r < .

Die Reihe divergiert fur alle x-Werte mit |x - Xo| > r. Der Konvergenzbereich ist das symmetrische
Intervall (xg - r, Xo + r) um die Entwicklungsstelle xg.

Linearkombinationen von Potenzreihen

Linearkombinationen von Potenzreihen diirfen im gemeinsamen Konvergenzbereich gliedweise ausgeflihrt

werden, wenn die Konvergenzbereiche der Potenzreihen lberlappen:
cZap(X-%X)"+dZ b, (x-X%)"=2(ca,+db,) (x-x)"
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Summandenweise Integration oder Differenziation einer Funktionen-Reihe X f,(x) ist nur méglich, wenn
die Reihe gleichmaBig konvergiert. Einfache punktweise Konvergenz fir jedes x reicht nicht aus!

Potenzreihen mit gleichmaBiger Konvergenz kénnen - unabhangig vom einzelnen x - zu jeder
vorgegebenen Genauigkeit € nach einer Anzahl von N Summanden abgebrochen werden. Der Fehler ist
dann kleiner gleich ¢. Gleichm&dBige Konvergenz von Potenzreihen bedeutet eine Potenzreihe konvergiert
auf jedem abgeschlossenen und beschrankten Teilintervall [xq - r1, Xg + r1] des Konvergenzbereiches
gleichmaBig, wenn ry kleiner als der Konvergenzradius rist: 0 < r; < r. Eine Potenzreihe besitzt absolute
Konvergenz, wenn innerhalb des Konvergenzbereiches die Potenzreihe absolut konvergiert.

Tal®)

Taylor-Entwicklung (3) 2
Beispiel: Erste Taylornaherungen der Sinusfunktion n=1 ElE
Ta(X) = x - X°/3! + x°/5! - X’/7! + - ... x"/n]
(n ungerade) =
Ti(x) = x
T3(x) = x - x°/3! x
Ts(X) = x - X°/3! + x°/5! 2 1 2 N\ 3 4
To(x) = x - X°/3! + x°/5! - x7/7! _
To(X) = x - X°/3! + x3/5! - x’/7! + x°/9! -1 s
Satz von Abel " n=3
Flr jede Potenzreihe, die weder bestandig noch nirgends

konvergent ist, gibt es einen Wert r >0, so dass die Reihe fiir | x | < r konvergiert und fir | x | >r
divergiert.

Konvergenz der Taylor-Reihe

Die Taylor-Reihe konvergiert flir x = Xxq trivialerweise gegen f(xg). Ansonsten braucht sie nicht konvergent
zu sein. Auch bei Konvergenz muss der Grenzwert nicht gleich dem Funktionswert f(x) sein.

Konvergenz der Taylor-Reihe gegen den entsprechenden Wert f(x), wenn fir das Restglied gilt: lim,_,, R,
= 0. Man sagt in diesem Fall, dass f(x) durch seine Taylor-Reihe dargestellt wird.

Operationen mit Potenzreihen
Vertauschbarkeit von Differentiation und Grenzprozess: Jede Potenzreihe darf im Innern ihres
Konvergenzbereiches gliedweise differenziert werden:

f'(x) = d/dx [ag + Z an (X = Xg)"] = T a, d/dx (X = Xg)" = Z (n+1) ans1 (X = X)"]
Die entstehende Potenzreihe hat denselben Konvergenzradius wie die urspriingliche Potenzreihe.
Gliedweise Integration: Konvergiert die Potenzreihe f(x) = T a, (X - Xg)" mit einem Konvergenzradius r,
so konvergiert auch die Reihe g(x) = C + T a,/(n+1) (x - Xo)™** und zwar mit dem gleichen
Konvergenzradius r.
Addition, Subtraktion, Multiplikation von zwei oder mehr Potenzreihen im gemeinsamen
Konvergenzbereich ist gliedweise mdglich. Konvergenz der Summe, der Differenz, des Produktes
mindestens im gemeinsamen Konvergenzbereich.
Stetigkeit: Eine Potenzreihe ist im Inneren ihres Konvergenzbereiches stetig.

Identitdatssatz: Sind die Grenzwerte zweier Potenzreihen gleich fir |x - xg| <,
T ay (X = X0)" T by (X = Xo)"
wobei r das Minimum der beiden Konvergenzradien ist, dann sind auch alle Ableitungen gleich,
Tnap(X-%)"'=23nb, (x - x)"?
T n(n-1) a, (x = X5)"2 = £ n(n-1) b, (x = Xo)"2 usw.
Damit folgt die Gleichheit der Koeffizienten a, und b,, wenn x = xq gesetzt wird,
ag = bg, a3 = by, @ = by, ...

Umkehrung von Potenreihen

Die Umkehrung der Potenzreihe y=a; X+ a,x2+azx3+ ...

ergibt die Potenzreihe Xx=byy+byy2+bsy3+..

mit den Bestimmungsgleichungen aisb;=1 a;3 b, =-a,
315 b3 = 2a,2 - a;a3 317 b4 = 5a;aa3 - 5a,3 - a;2 a4
a;° bs = 6a;2,2a, + 3a;2a52 - a;3as + 14a,* - 21a;a,2a;

a;'bg = 7a;3a,as + 84a;a,3a; + 7a;3asas — 28a;2a,a52 - a;%ag - 28a;2a52a, - 42a,°  USW.

Partialbruchentwicklungen

cot x = 1/x + 2x [1/(x2 - n2) + 1/(x2 - 4n2) + 1/(x2 - 9n2) + ..]
csc x = 1/x - 2x [1/(X2 - 72) + 1/(X2 - 4n2) + 1/(x2 - 972) + ...]
sec x = 4z [1/(n2 - 4x2) - 3/(9n2 - 4x2) + 5/(2512 - 4x2) -+ ...]

tan x = 8x [1/(n2 - 4x2) + 1/(9n2 - 4x2) + 1/(2512 - 4x2) + ..]
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Exponentialreihen
e =1+ x/1! + x2/2! + x3/3! + ...

eX=1-x/1! + x2/2! - x3/3! + - ...
e* = 1 +ix/1! -x2/2! -ix3/3! +x*/4! +--...

=1 -x2/2! +x*/4) -x5/6! +- ... +i(x/1! -x3/3! +x°/5! -...) = cos x +i sin x
e™ =1 -ix/1! - x2/2! + ix3/3! + x*/4! -- ++ ... = cos x - i sin x

a* =1+ In(a)*x/1! + In2(a)*x2/2! + In3(a)*x3/3! + ...
x/(eX-1) = 1 - x/2 + By/2! x2 - By/4! x* + B3/6! x° - + ...

Logarithmische Reihen

In (14+X) = x - x2/2 + x3/3 - x*/4 + - ...

In (1-xX) = -x - x2/2 - x3/3 - x*/4 - ...

In [(1+x)/(1-x)] = 2 (x + x3/3 + xX°/5 + X"/7 + ...)

In [(x+1)/(x-1)] = 2 (1/x +1/3x3 +1/5x5 +1/7X" +...)

Inu=Inv+ 2[(u-v)/(u+v) + 1/3 ((U-v)/(u+Vv))2 + 1/5 ((u-v)/(u+v))® + ...]1; fir x>0
Inx = 2 [(u-1)/(u+1) + 1/3 ((U-1)/(u+1))3 + 1/5 ((u-1)/(U+1))° + ...] ; fiir O>x<2

Inx = (x-1) - (x-1)2/2 + (x-1)3/3 - (x-1)%/4 +- ... ; fur x>1/2

In x = (x-1)/x + (x-1)2/(2x2) + (x-1)3/(3x3) + ... ; fir0 < [X| < =

In [sin x| = In |x] - x2/6 - x*/180 - x®/2835 - 221 B/ [n (2n)!] * x2" - ... ; fur |x| < /2
In cos x = -x2/2 -x*/12 -x5/45 -x8/2520 -22"1 (22" -1) B,/[n (2n)!] * x®" - ... ; fir 0 < |x| < /2
In [tan x| = In |x] + x2/3 + 7/90 x* + 62/2835 x® + 22" (22" - 1) B,/ [n (2n)!] * x*" + ...

Exponentialreihe (2)
Behauptung: Fir die spezielle Exponentialreihe gilt e =1+ 1/1! + 1/2!1 + 1/3! + ...
Nachweis:
Due Eulersche Zahl e entspricht dem Grenzwert lim,_.(1+1/n)". Die Folgenglieder werden mit der
binomischen Formel entwickelt
(1+1/n)" = S (M) (1/n) = Tio” n/(KI(N-K)!) 1/n% = 50" 1/k! (TTi=g* (n-3)/n)
Mit m>n ergibt sich die Abschatzung
(1+1/m)™ 2 5" 1/k! (T (m-j)/m)

Flir m - o strebt (m-j)/m gegen 1, d.h. e = limn,.(1+1/m)™ >3, " 1/k!
Andererseits wird aus (1+1/n)" = Tp" 1/K! (Mje"™ (n-j)/n)
durch Ersetzen von (n-j)/n mit 1 ein groBeres Produkt auf der rechten Seite, d.h.

(1+1/n)" < 20" 1/k! e = limy,,.(1+1/n)" < " 1/k!
Beide Abschatzungen zusammen ergeben T=o" 1/k! < e < 2" 1/k!
und somit e = Zy—o" 1/k!

Die Reihe konvergiert schnell. Schon fiir n = 10 ergibt sich als Naherungswert 2,718281801146384...

7 gultigen Dezimalstellen. n = 20 ergibt schon e = 2,718281828459045235... 18 gultige Ziffern.

Trigonometrische Reihen

sin x = x - x3/3! + x°/5! - X’/7! + - ... = x (1 -x2/(2*3)) (1 -x2/(4*5)) (1 -x2/(6*7)) ...

cos x = 1 -x2/2! + x*/4! - x8/6! + - ... = 1 - x2/(1*2) (1 -x2/(3*4)) (1 -x2/(5*6)) ...

sin2x =x2-1/3x*+ 2/45x% - + ...

cos2x =1-x2+ 1/3x%*-2/45x%x% + - ...

sin (x+a) = sina + x cos a - x2 sin a /2! - x3 cos a /3! + x*sina /4! + ...

cos (x+a) = cos a - x sin a - x2 cos a /2! + x3 sin a /3! + x* cos a /4! +- ...

tan x = x + 1/3 x3 + 2/15 x° + 17/315 x” + 62/2835 x° + ... + 22" (22" - 1) B,/(2n)! * x*"! + ...
cot x = 1/x - 1/3 x - 1/45 x3 - 2/945 x> - 1/4725 x” - ... - 22" B,/(2n)! * x*"! + .,

xcotx =1-1/3 x?-1/45 x* - 2/945 x° - ...

sec X = 1 + x2/2 + 5/24 x* + 61/720 x® + 277/8064 x® + ... + E,/(2n)! x>" + ...

cosec X = 1/x +x/6 +7/360 x3 +31/15120 x> +127/604800 x” +...+2(2"* - 1) B,/(2n)! x>"* +...
arcsin x = X + 1/2 x3/3 + (1*3)/(2*4) x°/5 + (1*3%*5)/(2*4*6) x'/7 + ...

arccos X = /2 - [x + x3/(2*3) + (1*3)/(2*4*5) x> + (1*3*5)/(2*%4*6*7) x” + ...

arctan x = X - x3/3 + x°/5 - x’/7 + - ...

arccot X = /2 - [x - X3/3 + x°/5 - X’/7 +- ...]

Hyperbelfunktionen

sinh x = (X + e™)/2 = x/1! + x3/3! + x3/5! + x’/7! + ...

cosh x = (eX-eX)/2 = 1 + x2/2! + x*/4! + x8/6! + ... + x>"/(2n)! + ...

tanh x = x -x3/3 +2/15 x°-17/315 x’+62/2835 x°-+...+(-1)"** 22" (22" -1) B /(2n)! *x*"1+...
coth x = 1/x + X/3 - X3/45 + 2/945 x° - 1/4725 x” +... + (-1)"** 22" B,/(2n)! * x*"! + ..

x coth x = 1 + 1/3 x? - 1/45 x* + 2/945 x® -+ ...

sechx = 1 - 1/2! x2 4+ 5/41 x* - 61/6! x® + 1385/8! x® + ... + (-1)"/(2n)! E, x*" + ...

csch x = 1/x - X/6 + 7x3/360 - 31x%/ 15120 + ... + 2(-1)" (2°™* - 1)/(2n)! B, x> + ...

mit
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Areafunktionen

arsinh x = x - 1/2 x3/3 + (1*3)/(2*4) x°/5 - (1*¥3*5)/(2*4*6) x’/7 + - ...

arcosh x = In (2x) - 1/[(2%2) x2] - (1*3)/[(2*4*4) x* - (1*3%5)/[(2*4%6%6) X°] - ...
artanh x = x + x3/3 + x°/5 + X’/7 + ...

arcoth x = 1/x + 1/(3x3) + 1/(5x°) + 1/(7x") + ...

Trigonometrische Reihen (2)
sinx = 1-1/2 cos2 x - 1/(2-4) cos* x - 1-3/(2-4-6) cos® x - ...

sin x = tan x - 1/2 tan3 x + 1-3/(2-4) tan® x - 1-3-5/(2-4-6) tan’ x + ...
sinx = 1-1/2 cot2 x + 1-3/(2-4) cot* x - 1-3-5/(2-4-6) cot ® x + ...
sinx = 1-1/2 1/sec? x - 1/(2-4) 1/sec* x - 1-:3/(2-4+6) 1/sec® x - ...

cosx = 1-1/2sin2x - 1/(2-4) sin* x - 1-3/(2-4-6) sin® x - ...

cos x = 1-1/2 tan2 x + 1-3/(2-4) tan* x - 1-3-5/(2-4-6) tan® x + ...
cos X = cot X - 1/2 cot3 x + 1-3/(2-4) cot® x - 1-3-5/(2-4-6) cot 7 x + ...
cosx = 1-1/2 1/csc2 x - 1/(2-4) 1/csc* x - 1-3/(2-4-6) 1/csc® x - ...

tan x = 1 + 1/2 sin3 x + 1-3/(2-4) sin® x + 1-3:5/(2:4-6) sin” x + ...
tan x = 1/cos x (1 - 1/2 cos2 x - 1/(2-4) cos* x - 1-3/(2-4-6) cos® x - ...)
tan x = sec x (1 - 1/2 1/sec? x - 1/(2-4) 1/sec* x - 1-3/(2-4-6) 1/sec® x - ...)
tan x = 1/csc x (1 + 1/2 1/csc2 x + 1-3/(2+4) 1/csc* x + ...)
cot x = 1/sin x (1 - 1/2 sin2 x - 1/(2-4) sin* x - 1:3/(2:4:6) sin® x + ...)
cot x = cos X + 1/2 cos3 x + 1-3/(2-4) cos® x + 1-3-5/(2-4-6) cos’ x + ...
cot x = 1/sec x (1 + 1/2 1/sec2 x + 1-3/(2-4) 1/sec* x + 1-3-5/(2-4-6) 1/sec® x + ...)
cot x = csc x (1 - 1/2 1/csc2 x - 1/(2-4) 1/csc? x - ...)
secx =1+ 1/2sin2x + 1-3/(2-4) sin* x + 1-3-5/(2-4-6) sin® x + ...
secx =1+ 1/2tan2 x - 1/(2-4) tan* x + 1-3/(2-4-6) tan® x - ...
sec x = 1/cot x (1 + 1/2 cot2 x - 1/(2-4) cot* x + 1-3/(2-4-6) cot ® x - ...)
secx = 1+ 1/2 1/csc2x + 1-3/(2-4) 1/csc* x + 1-3-5/(2+4-6) 1/csc® x + ...
cscx =1+ 1/2 cos? x + 1-3/(2-4) cos* x + 1:3-5/(2:4-6) cos® x + ...

csc x = 1/tan x (1 + 1/2 tan2 x - 1/(2-4) tan* x + 1-3/(2-4-6) tan® x - ...)
cscx =1+ 1/2 cot?2 x - 1/(2-4) cot* x + 1-3/(2-4-6) cot ® x - ...
cscx = 1 + 1/2 1/sec2x + 1-3/(2-4) 1/sec* x + 1-3-5/(2-4-6) 1/sec® x + ...

e"X = 1 + x + 1/21 x2 - 3/41 x* - 8/51 x> + 3/6! X + ..
esX =@ (1-1/21 x2 + 4/4! x*-31/6! x5 + ..))

Mit dem Modul M = 0,434294481903252 = 1/In 10 der natlrlichen Logarithmen wird
Ig sin x = Ig x - M (x2/(2-3) + x* / (22:32:5) + x® / (32:5:7-9) + x8/ (33-52.7-8) + x'9/

(32:52.7-9:11) + 691x!2 / (32:53:6:72:92.11-13) + 2x!% / (32-52.72:92.11-13) + 3617x6/
(32:53.72.92.11-13-15-16:17) + ...)

Ig cos x = Igx-M(x2/2 + x*/ (3-4) + x°/ (5:9) + 17x8 / (5-7-8-9) + 31x'° / (52-7-92) + 691x'2 /
(52:6:7-92-11) + 10922x™ / (3-52.72:92.11-13) + 929569x16 / (3-52:72:92.11-13:15:16) + ...)
Ig tan x = Igx +M (x2/ 3+ 7x*/(9:10) + 62x° / (5-7-92) + 127x® / (3-4-52-7-9) + 146x°/

(3:52:92:11) + 1414477x'2 / (33-53.72.92.11.13) + 32764x* / (32-52:72.92.11-13) +
16931177x16 / (2:32:53.7.92.11-13-15-17) + ...)

Ig sin (m/n n/2) = lgm +Ig (2n-m) + Ig (2n+m) -3 Ign + Ign - Igy - m2/n2 (a - 1/22) - m*/(2n*)
(B - 1/2%) - m%/(3n°) (v - 1/2°) - ..
mit o=1/22+1/42+ 1/62+ 1/82 + ...
B=1/2%+1/4* + 1/6% + 1/8* + ...
y=1/2% + 1/45 + 1/6% + 1/85 + ..
5=1/28+ 1/4% + 1/6® + 1/8% + ... usw.
Ilg cos (m/n n/2) = Ig (n-m) +Ig (n+m) - 2Ilgn - m2/n2 (A - 1) - m*/(2n*) (B - 1) - m%/(3n®) (X - 1)

mit A=1/32+1/52 + 1/72 + 1/92 + ...
B=1/3*4+1/5*+ 1/7* + 1/9% + ...
X =1/3%+1/5° + 1/7% + 1/9° + ...
A=1/3%+1/5% + 1/7% + 1/9% + ... usw.

Binomische Reihe
(a+b)" = ("g)a" + (" )a"b + (", )a"?b2 +...+ ( ",.q )ab™?! + (", )b"

n ganzzahlig (1£x)"
u nicht-ganzzahlig, reell, |x|<1 (1Ex)

L (" )x+(")x2£ .+ (-1)" (" )X"
(M )x+(M)x2E 0+ 1) (X" +

Die binomische Reihe wurde von Newton angegeben. Fiir ganzzahliges u bricht die unendliche Reihe ab
und geht in die binomische Formel lber.
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1774 bewies Euler: Die binomische Reihe konvergiert fir alle reellen Exponenten p und alle komplexen
Zahlen x mit |x| < 1.

Potenzreihen

Fir alle weiteren Potenzreihen gilt |x|<1 bzw. |x|<1:

1/(14+4x) =1 -x+ x2-x3 + - ...

1/(1-x) =1+ x+x2+x3+ ...

1/(1+x)2 =1 -2x + 3x2 -4x3 + - ...

1/(1-x)2 =14+ 2x + 3x2 + 4x3 + ...

1/(14+x)3 = 1 - 1/(1*2) * (2*¥3x - 3*%4 x2 + 4*5 x3 - 5%¥6 x* +- ...)

1/(1-x)3 = 1 + 1/(1*2) * (2*¥3x + 3*%4 x2 + 4*5 x3 + 5*%6 x* + ...)

1/(1+x)* = 1 - 1/(1%2*3) * (2%3*4x - 3*¥4*5 x2 + 4*%5%6 x3 - 5*¥6*7 x* +- ,.))

1/(1-x)* = 1 + 1/(1%2*3) * (2*%3*%4x + 3%¥4*5 x2 + 4*%5%6 x3 + 5*¥6*7 x* + ...)

1/(1+x)° = 1 - 1/(1*%2%3*4) * (2*3*4*5x - 3¥4*¥5%¥6x2 + 4*5*6*7 x3 - 5¥6*¥7*8 x* +- ...)
1/(1-x)° = 1 + 1/(1%2*3*4) * (2*%3*4*5x + 3*4*5%¥6x2 + 4*¥5*%6*7 x3 + 5*6*¥7*8 x* + ,..)
V(1£x) = 1 £ x/2 - 1/(2*4) x2 £ (1*¥3)/(2*4*6) x3 - (1*3*5)/(2*4*6*8) x* £ ...

3V(1£x) = 1 £ x/3 - (1*%2)/(3*6) x2 + (1*¥2%*5)/(3*6*9) x3 - (1*2*5*8)/(3*¥6%¥9*12) x* + ...
W(lEx) = 1 £ x/4 - (1*¥3)/(4*8) x2 £ (1*3*7)/(4*8*%12) x3 - (1*3*7*11)/(4*8*12*16) x* £ ...
1/9(14x) = 1 - x/2 + (1*¥3)/(2*4) x2 - (1*¥3*5)/(2*4*6) X3 + - ...

1/(1-x) = 1 + x/2 + (1*¥3)/(2*4) x2 + (1*¥3*5)/(2*4*%6) x3 + ...

1/3V(1+x) = 1 - x/3 + (1*4)/(3*6) x2 - (1*¥4*7)/(3*¥6*9) x3 + - ...

1/3V(1-x) = 1 + x/3 + (1*4)/(3*6) x2 + (1*¥4*7)/(3*6*9) x3 + ...

1/4(1+x) = 1 - x/4 + (1*5)/(4*8) x2 - (1*¥5%9)/(4*8%12) x3 + - ...

1/4(1-x) = 1 + x/4 + (1*5)/(4*8) x2 + (1*¥5*%9)/(4*8*12) x3 + ...

(1+x)%? = 1 + 3x/2 + (3*1)/(2*4) x2 - (3*1*1)/(2*4*6) x3 + (3*¥1*¥1*3)/(2*4*6*8) x* - ...
(1-x)%2 =1 - 3x/2 + (3%1)/(2*4) x2 + (3*¥1%1)/(2*4*6) x3 + (3*¥1*¥1%*3)/(2*4*6*8) x* + ...
(1+x)%? = 1 + 5x/2 + (5*3)/(2*4) x2 + (5*%3*1)/(2*4*6) x3 - (5*¥3*1*1)/(2*4*6*8) x* - ...
(1-x)>? = 1 - 5x/2 + (5*3)/(2*4) x2 - (5*¥3*1)/(2*4*6) x3 - (5*3*1*1)/(2*4*¥6*8) x* + ...
1/(1+x)¥? = 1 - 3x/2 + (3*5)/(2*4) x2 - (3*%5%7)/(2*4*6) x3 + (3*¥5%¥7*9)/(2*4*6*8) x* -+ ...
1/(1-x)*? = 1 + 3x/2 + (3*5)/(2*4) x2 + (3*5%7)/(2*4*6) x3 + (3*5*7*9)/(2*4*6*8) x* + ...
1/(1+x)%? = 1 - 5x/2 + (5*%7)/(2*4) x2 - (5*%7%9)/(2*4*6) x3 + (5*¥7*¥9%11)/(2*4*6*8) x* -+ ...
1/(1-x)*? = 1 + 5x/2 + (5*7)/(2*4) x2 + (5%7*9)/(2*4*6) x3 + (5*7*9*11)/(2*4*6*8) x* + ...

Nadherungsformeln fiir kleine x
Fehler < 0.001 bei 1.Naherung fur (... x) ; Fehler < 0.001 bei 2.Néherung fur (... Xx)

1.Naherung 2.Naherung (nachstes Glied)
(1£x)" 1+nx (...<<1) +n(n-1)x2/2
V(1£x) 1+x/2 (...0.089) - x2/8 (...0.25)
W(A+x)P 1+px/q +p(p-q)x2/(292)
(1+x)/(1-x) 142x (...0.022) +2x2 (...0.077)
((1+x)/(1-x))2 | 1+4x (...0.011) +8x2 (...0.043)
e* 1+x (...0.044) +x2/2 (...0.17)
a* 1+x1Ina +In2 a * x2/2
In (1+x) x (...0.044) - x2/2 (...0.14)
sin x X (...0.18/10.4°) - x3/6 (...0.63/36°)
COS X 1 (...0.044/2.6°) - x2/2 (...0.394/22.6°)
tan x x (...0.14/8.2°) + x3/3 (...0.38/21.6°)
arcsin x x (...0.18) + x3/6 (...0.42)
arccos X /2 - X (...0.18) - X3/6 (...0.42)
arctan x x (...0.14) - x3/3 (...0.35)
arccot x n/2 - x (...0.14) + x3/3 (...0.35)
sinh x x (...0.18) + x3/6 (...0.65)
cosh x 1 (...0.044) + x2/2 (...0.39)
tanh x x (...0.14) - x3/3 (...0.38)
arsinh x x (...0.18) - x3/6 (...0.43)
artanh x x (...0.14) + x3/3 (...0.37)

Naherungsformeln

Flr die transzendenten Funktionen existieren Naherungsformeln, mit denen diese schnell berechnet und
gut angenahert werden kénnen:
Sinus sina~a/3 (10/(a%2/20 + 1) - 7)

a im Bogenmal, im Intervall 0 < a < n/2 tritt der groBte Fehler am rechten Rand auf

(absoluter Fehler 0.00042, relativer Fehler 0.42 %)

sina~a ((21/(a2/42 + 1) - 11) a2/(-60) + 1)
a im BogenmaB, im Intervall 0 < a < n/2 tritt der groBte Fehler bei n/2 auf
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(relativer Fehler 0.01 %, d.h. 4 exakte Ziffern), bis 25° werden zehn Stellen richtig
wiedergegeben
Kosinus cosa=1-a2/4 (5/(a2/30 + 1) -3)
a im BogenmaB, bei 90° noch drei Stellen korrekt
cosa~1+ a2 ((28/(a2/56 + 1) - 13) a2/360 - 0.5)
a im BogenmaB, bei 90° noch fiinf Stellen korrekt
Tangens tana~a/6 (5/(-2/5a2 + 1) + 1)
a im BogenmaB, bei n/3 noch zwei Stellen korrekt
tana~a ((84/(-17/42 a2 + 1) + 1) a2/255 + 1
a im BogenmaB, bei 5 n/12 noch zwei Stellen korrekt

Grenzwerte trigonometrischer Reihen

Y=1" cos(kx) / k = -In(2sinx/2) ,0 < x < 2=

Yoy sin(kx) / k = (n - x)/2,0 < x < 2=

o1” cos(kx) / k2 = (3x2 - 6mx + 212)/12, 0 < x < 27

T=1” sin(kx) / k2 = - o[*In(2sinz/2) dz, 0 < x < 2x

T=1” cos(kx) / k3 = o of* In(2 sin t/2) dt + 1" 1/k3 , 0 < X < 21
S=1" 1/k3 = n3/25,79436... = 1,20206...

Sk=1" sin(kx) / k3 = (x3 - 3nx2 + 272X)/12,0 < X < 2n

Sk=1” (1)t cos(kx) / k = In(2 cos x/2) , n < X < =

ket (1) sin(kx) /k=x/2, n<x<m

Sket” (F1)%* cos(kx) / k2 = (n2 - 3x2)/12 ,-n<x <7
Sket” (F1)9* 1 sin(kx) / k2 = o€ In(2 cos z/2) dz , < x <7
Sket” (F1)%* 1 sin(kx) / k3 = (i2x - x3)/12 , -n < x < m

Sk=1" cos((2k+1)x) / (2k+1) = -1/2 In(tan x/2) , 0 < x <=

S=1” sin((2k+1)x) / (2k+1) = /4,0 < x <=

Tk=1" cos((2k+1)x) / (2k+1)2 = (n2 - 2nx)/8 , 0 < x < =

Tr=1” sin((2k+1)x) / (2k+1)2 = -1/2 o[ In(tan z/2) dz , 0 < x < =
Zk=1" sin((2k+1)x) / (2k+1)3 = (n2x - 1x2)/8 ,0 < X < =

Tie1” (-1)€ cos((2k+1)x) / (2k+1) = n/4 , -n/2 < x < /2

Sie1” (1) sin((2k+1)x) / (2k+1) = -1/2 In(tan(n/4 - x/2)) , -1/2 < x < 7/2
Se1” (1) cos((2k+1)x) / (2k+1)2 = -1/2 of/?>> In(tan z/2) dz , -n/2 < x < 7/2
Se1” (1) sin((2k+1)x) / (2k+1)2 = n/4 x , -1/2 < x < /2

Tie1” (-1)€ cos((2k+1)x) / (2k+1)3 = (n3 - 4nx2)/32 , -1/2 < X < 7/2

Integraltransformationen

Eine wichtige Strategie der Mathematik besteht darin, komplizierte Operationen durch einfachere
Operationen zu ersetzen. U.a. reduzieren Integraltransformationen Differentiationen auf Multiplikationen.
Die wichtigste Integraltransformation ist Fouriertransformation (nach Fourier, 1768-1830).

Die von Regelungstechnikern standig benutzte Laplacetransformation ist ein wichtiger Spezialfall der
Fouriertransformation.

Beispiellosungsstrategie fiir Differentialgleichungen:

Aus einer Differentialgleichung (D) entsteht durch Integraltransformation eine lineare Gleichung (A), die
sich in der Regel einfach I6sen lasst.

Ricktransformation der Losung von (A) ergibt die Losung der Ausgangsdifferentialgleichung (D).
Differenzengleichungen 16st man man der Z-Transformation.

Die Fouriertransformation ist das wichtigste Mittel der Theorie der linearen partiellen
Differentialgleichungen.

Spektralanalyse:

Die physikalische Grundidee der Fouriertransformation besteht darin, dass man elektromagnetische
Wellen in einzelne Frequenzbestandteile zerlegt und deren Intensitat untersucht. Auf diese Weise
erhalten die Astronomen und Astrophysiker immer neue Erkenntnisse Uber den Aufbau der Sterne, der
Galaxien und des gesamten Kosmos.

Erdbebenwarten benutzen die Fouriertransformation, um die sehr unregelmaBig ankommenden Signale in
periodische Schwingungen unterschiedlicher Frequenzen zu zerlegen. Mit Hilfe der Frequenzen und
Amplituden der dominierenden Schwingungen kann man dann den Ort des Erdbebens und seine Stdrke
bestimmen.

Eine besondere Integraltransformation ist das Heaviside-Kalkdil.
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Heaviside-Kalkiil
Der Heaviyside-Kalkiil ist eine spezielle Integraltransformation zur Lésung von Differentialgleichungen der
Form y - dy/dt = f(t)
Der englische Ingenieur Heaviside entwickelte Ende des 19.Jahrhunderts eine formale Losungsmethode:
Aus (1-d/dt) y = f(t) wird y=f/(1-d/dt)
Die geometrische Reihe
1/(1-q9Q=1+4+9g+9g2+ .. mitq = d/dt
liefert y = (1 + d/dt + d2/dt2+ ..)f
Damit ergibt sich die Lésungformel y = f(t) + f'(t) + f"(t) + ...
Fir ein Polynom f(t) stellt diese Formel eine Losung der Ausgangsgleichung dar.

Beispiel: Fiur f(t) = terhdlt many = t + 1. Tatsachlichwird y-y'=t+1-1=t.

Die Idee Heavisides war, dass man mit Differentialoperatoren in der gleichen Weise wie mit algebraischen

GroBen umgehen kann. In der Theorie der Pseudodifferentialoperatoren ist dies heute eine

mathematische Theorie. )

Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion ist ein Eulersches Integral zweiter Gattung.
[(x) = o~ ettt dt, fir x>0

[(x) = limy,, (n! n*) / [x (x+1) ... (x+n-1) ]

fur x = 0,-1,-2,... existieren Polstellen 1.0rdnung l_Jf'W
Eigenschaften

r'(x+1) = x '(x) rx) = (x-1)!

ri) =1 re)=1 =
r'(v+n+1) = (v+n)(v+n-1)...(v+1)v * T'(v) )
r'(x) r(i-x) = n/ (sin nx) ﬂ

I(x) T(x + 1/2) = vz / (2% 1(2x)

Konkrete Werte

I(1/2) = Vn r(-1/2) = -2 = I(3/2) = 1/2 Vx

Die Gamma-Funktion hat ein Minimum bei

X = 1.461632144968362341262659542325721328468196204006446351295988

y = 0.885603194410888700278815900582588733207951533669903448871200

Die Eulersche Konstante C kann definiert werden als -of*etIntdt=0.577215665 = C

Fur natirliche Zahlen n gilt I'(n+1) = n!
Die Gamma-Funktion kann als Verallgemeinerung der Fakultat angesehen werden.

X r'(x) X r'(x) X r(x) X r'(x) X r(x)

1.00 1.00000 1.01 0.99433 1.02 0.98884 1.03 0.98355 1.04 0.97844

1.05 0.97350 1.06 0.96874 1.07 0.99615 1.08 0.95973 1.09 0.95546

1.10 0.95135 1.11 0.94740 1.12 0.94359 1.13 0.93993 1.14 0.93642

1.15 0.93304 1.16 0.92980 1.17 0.92670 1.18 0.92373 1.19 0.92089

1.20 0.91817 1.21 0.91558 1.22 0.91311 1.23 0.91075 1.24 0.90852

1.25 0.90640 1.26 0.90440 1.27 0.90250 1.28 0.90072 1.29 0.89904

1.30 0.89747 1.31 0.89600 1.32 0.89464 1.33 0.89338 1.34 0.89222

1.35 0.89115 1.36 0.89018 1.37 0.88931 1.38 0.88854 1.39 0.88785

1.40 0.88726 1.41 0.88676 1.42 0.88636 1.43 0.88604 1.44 0.88581

1.45 0.88566 1.46 0.88560 1.47 0.88563 1.48 0.88575 1.49 0.88595

1.50 0.88623 1.51 0.88659 1.52 0.88704 1.53 0.88757 1.54 0.88818

1.55 0.88887 1.56 0.88964 1.57 0.89049 1.58 0.89142 1.59 0.89243

1.60 0.89352 1.61 0.89468 1.62 0.89592 1.63 0.89724 1.64 0.89864

1.65 0.90012 1.66 0.90167 1.67 0.90330 1.68 0.90500 1.69 0.90678

1.70 0.90864 1.71 0.91057 1.72 0.91258 1.73 0.91467 1.74 0.91683

1.75 0.91906 1.76 0.92137 1.77 0.92376 1.78 0.92623 1.79 0.92877

1.80 0.93138 1.81 0.93408 1.82 0.93685 1.83 0.93969 1.84 0.94261

1.85 0.94561 1.86 0.94869 1.87 0.95184 1.88 0.95507 1.89 0.95838

1.90 0.96177 1.91 0.96523 1.92 0.96877 1.93 0.97240 1.94 0.97610

1.95 0.97988 1.96 0.98374 1.97 0.98768 1.98 0.99171 1.99 0.99581

2.00 1.00000
r'(n+ 1/4) = 1-5:9:13-...-(4n-3) / 4" T'(1/4) r(i/4) = 3,6256099082...
r'(n+1/3) =1:4-7-10-...-(3n-2) / 3" 1(1/3) r(1/3) = 2,6789385347...
rin+1/2) =1-3-5-7-. (2n 1) /2" 1(1/2) r(1/2) = 1,77245385009...
r'(n+ 2/3) =2-5-8-11-...-(3n-1) / 3" 1(2/3) r(2/3) = 1,3541179394...
r'(n+ 3/4) =3-7-11- 5 -(4n-1) /4" 1(3/4) T(3/4) = 1,2254167024...

Rekursionsformeln, Mehrfachbeziehungen
r'(z+1) =z1(z) z! =z (z-1)!
1977



r(n+z) = (n-1+z)(n-24+z) ... (1+z) r(1+z) = (n-1+2)!

I(2z) = 1/¥(2r) 22V2 [(2) T(z+1/2)

r(3z) = 1/(2n) 32 1(2) [(z+1/8) T(z+2/3)

I(nz) = (2r)Y2 @™ pnz72 17 _ ™! 1(z4+k/n) ; GauBsche Multiplikationsformel

Komplexe Gamma-Funktion
arg I'(z+1) = arg I'(z) + arctan y/x
(1 +iy) =iy I'(iy)
r'(iy) T(-iy) = n / (y sinh ny)
r(1/2 +iy) r(1/2 -iy) = n / cosh ny
(1 +iy) (1 -iy) = ny / sinh ny

Extrempunkte der Gamma-Funktion
(1,462 ; 0,886) ; (-0,504; -3,545) ; (-1,573; 2,302) ; (-2,611; -0,888) ; (-3,635; 0,245) ; (-4,653; -
0,053); (-5,667; 0,009) ; (-6,678; -0,001)

Naherungsformeln

firo<x<1

I(x+1) = x° =1 - 0,5748646 x + 0,9512363 x2 - 0,6998588 x3 + 0,4245549 x* - 0,1010678 x° + R(X) ;
R(x) < 5-107°

firoO<x<1

r(x+1) = x° =1-0,577191652 x + 0,988205891 x2 - 0,897056937 x3 + 0,918206857 x* -
0,756704078 x° + 0,482199394 x° - 0,1932527818 x’ + 0,035868343 x® 4+ R(x) ; R(x) < 3 - 107

Stirling-Formel

I(z) ~ e? ZZY2N(2n) (1 + 1/(12 z) + 1/(288 z2) - 139/(51840 z3) - 571/(2488320 z*) + ...)
Asymptotische Formeln

I'(az+b) ~ € \(2n) (az)?*>1/2

INT(z) »(z-1/2)Inz-z + 1/2 In (2n) + Zm=1” Bom / (2m (2mM-1) z2™1)

INT(z) ~(z-1/2)Inz-z+ 1/2In (2n) + 1/(12 z) - 1/(360 z3) + 1/(1260 z°) - 1/(1860 Z7) + ...
Kettenbruchentwicklung
Inr(z) +z-(z-1/2)Inz-z+ 1/2In (2x) = [0, 12, 30, 53/210, 195/371, 22999/22737,
29944523/19733142, 109535241009/48264275462, ...]

Spezielle Betafunktion
Als Betafunktion B(z,w) wird der Ausdruck B(z,w) =TI (z) I'(w) / T'(z+w) definiert.

1y Digamma-Funktion

Die Digamma-Funktion, auch psi-Funktion, ist als Funktion definiert
durch y(x) = d/dx In(T"(x)) = '(x) / T'(x)

Sie ist damit die logarithmische Ableitung der Gammafunktion. Die
Digamma-Funktion ist die erste der Polygamma-Funktionen.

[ury

Die Digamma-Funktion ist in der héheren Mathematik durch eine Vielzahl
besonderer Eigenschaften vertreten. Es ist w(n) =H,1+7v
wobei H,, das n-te Element der harmonischen Reihe und y die Euler-
Mascheroni-Konstante ist.
1-1 Ist n ganzzahlig, so wird
y(n+1/2) =-y-2In2+ 31" 2/(2k-1)
Weiterhin ist  y(x) = of” (e*/t-e™/(1-e")dt
und w(s+1) = v + o' (1 - x°)/(1 - x) dx
Die binomische Reihe y(s+1) wird
w(s+1) = -y - Tuer” (1)K (%)

Rekursionsformel w(x+1) = y(x) + 1/x
Besondere Werte
w(l) = —y w(1/2) =-2In2 -y =-1,963510026021423...
w(1/3) = -n/(2V3) -3/2In3 -y w(1/4) = -n/2-3In2 -y

w(1/6) = -1/2V3-21n23/2In3 -y

Trigamma-Funktion
Die Trigamma-Funktion ist die zweite Polygammafunktion; die erste Polygammafunktion ist die
Digammafunktion .
Die Trigammafunktion ist eine spezielle Funktion und wird Ublicherweise mit y; bezeichnet und als zweite
Ableitung der Funktion In(T'(x)) definiert, wobei I'(x) die Gammafunktion bezeichnet.

wi(z) = d2/dz2 In ['(2)
Daraus folgt der Zusammenhang mit der Digammafunktion y(z), dass die Trigammafunktion die
Ableitung der Digammafunktion ist.
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v1(z) = d/dz y(z)
Besondere Werte
Mit G als Catalansche Konstante, {(x) der Riemannschen Zetafunktion und Cl, der Clausen-Funktion wird:

wi(1/4) = 12 + 8G wi1(1/3) = 2/3 2 + 3v3 Cly(2/37)
vi(1/2) = 1/2 2 w1(2/3) = 2/3 12 - 3V3 Cly(2/3n)
y1(3/4) = n2 - 8G yi(1) = ¢(2) = n2/6
w1(5/4) = 12 + 8G - 16 vi(3/2) = 1/2 2 - 4

yi(2) =1/6n2-1
Naherungsformel fiir z > 30 yy(z) ~ 1/z + 1/(2 z2) + 1/(6 z3) - 1/(30 2°) + 1/(422") - 1/(30 2°) + ...
fir z < 30 wi(z+1) = yy(2z) - 1/22

Polygamma-Funktion

Esist wn(x) = d"/dx" ! InT(x) = (-1)™ 7 t" et/ (1 -et) dt

mit der Digammafunktion y(x). Derartige Ableitungen werden auch als logarithmische Ableitungen von
I'(x) bezeichnet.

Die Werte der Polygammafunktionen fir rationale Argumente lassen sich meist ausdriicken unter
Verwendung von Konstanten und Funktionen wie =, V(x), T'(x), &(x), ...

Digamma-Funktion:  y(x) = d/dx In(I'(x)) = I'(x) / T'(x)

Trigamma-Funktion: y;(z) = d2/dz2 In T'(z)

wn(1) = (-1)"* nl ¢(n+1) Wn(1/2) = (-1)™* n! (2"1-1) ¢(n+1)

Wn(z+1) = yu(2) + (-1)" n! z"? wn(z) = (-1 nl 5 0” (z+k) ™z =0, -1, -2, ..
vi(2) ~ 1/z +1/(2 22) +1/(6 23) -1/(30 2°) +1/(42 27) -1/(30 2°) +...

Wal2) ~ -1/22 -1/23 -1/(2 2%) +1/(6 2°) -1/(6 2%) +3/(10 2'°) - 5/(6 2'?) +...

Unvollstandige Gamma-Funktion
P(a, x) = 1/T(a) o* e t** dt y(a, x) = P(a, x) I'(a) = o et t¥! dt
I'(a, x) = T(a) - y(a, x) = o[~ et t>! dt
P(n, x) =1-(1+x+x2/2! +...+x"/(n-1)!) e
P(a+1, x) = P(a, x) - x* e/ I'(a+1) y(a+1, x) = ay(a, x) - x*e™
v*(a-1, x) = xy*(a, x) + €™/ I(a) v*(a-1, x) = 1/1'(a) Tn=o” (-2)" / ((@a+n) n!)

Hadamard-Gamma-Funktion
Die Eulersche Gamma-Funktion I'(x) zur Erweiterung des
Fakultatsbegriffs auf reelle Zahlen ist nicht die einzige derartige
Maoglichkeit.
1894 wurde durch Jacques Hadamard die nach ihm benannte
Hadamardsche Gamma-Funktion H(x) angegeben. Diese interpoliert
ebenso den Fakultatsbegriff mit H(x+1) = x!
Der besondere Vorteil ist, dass H(x) keine Polstellen enthalt, im
Gegensatz zur Eulerschen Gamma-Funktion.
Die Hadamard-Gamma-Funktion H(x) ist definiert durch

H(x) = 1/T(1-x) d/dx In (T'(1/2-x/2) / T(1-x/2))
Hadamard's Gamma function is defined as
Mit Hilfe der Digamma-Funktion

y(x) = d/dx In(I'(x)) = I'(x) / I'(x)
wird  H(x) = (v(1-x/2) - w(1/2-x/2)) / (2 T(1-x))
Eine zweite Definitionsmadglichkeit ergibt sich Gber

Q(x) = 1 + cos(nx)/(2n) (w(1/4+x/2) - w(3/4+x/2))
und H(x) = I'(x) Q(x-1/2)

Unvollstandige Beta-Funktion
B.(a, b) = of 7 (1-t)* dt I«(a, b) = Bx(a, b) / B(a, b)
I.(a, b) = x Ix(a-1, b) + (1-x) I (a, b-1)

Dirichletsche Betafunktion

Die Dirichletsche Beta-Funktion B(s) ist eine Funktion, die mit der Riemannschen Zeta-Funktion verwandt
ist. Es ist B(s) = Zp=0” (-1)"/(2n+1)* =1-1/3°+ 1/5°- 1/7° +- ...

Ist s eine komplexe Zahl, so muss deren Realteil gréBer als Null sein.

Spezielle Werte:

B(0) =1/2 B(1) = arctan 1 = n/4
B(2) = G ; Catalansche Konstante B(3) = =3/32
B(5) = 5 7°/1536 B(7) = 61 77/184320

GauBsche Fehlerfunktion ¢(x) = e */2 = 1 - x2/(11*2) + x*/(21*22) - x8/(31*23) + - ...
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GauBsches Fehlerintegral g(x) = e =1 - x2/1! + x*/2! - x%/3! + - ...
G(x) = 2/Vn . [*e®dt = 2/¥n [ x - x3/(11*3) + x>/(2!1*5) - X’/(3!1*7) + - ...]

G(w) = 1 G(-x) = -G(x) G'(x) = 2/vn g(x)
O(x) = 1/NQ2n) ., [*e®2dt = 1/2 + 1/4(2n) [ x - x3/(11%¥2*3) + x5/(21%22*5) - x7/(31%23*7) + - ...]
Eigenschaften ®(0) =1/2 D(-x) =1 - dO(x) ®d(-0) =0 ®(w) =1

GauBsche Funktion

\ ... Funktion, welche zur GauBschen Normalverteilung gehort

Fehler-Funktion 2
Fehlerfunktion (Fehlerintegral) erf(x) ist o
definiert als Losung des Integrals fir a < 0:
o J‘ X eat+b/\/t dt =
= V(-n/a) e® erf(V(-ax)) ; a< 0
und mittels Integral der GauB-Funktion +
oI X e dt = 1/2 Vn erf(x)

¥

1‘ Konjugierte Fehlerfunktion - Komplement der 1 x
. 5 .5 Fehlerfunktion:  erfc(x) = 1 - erf(x)
F{x)=— e ETH)"/20 Im Bild sind die Fehlerfunktion und ihr Komplement dargestellt.
o-f2m Die Fehlerfunktion ist wie die Verteilungsfunktion der Normalverteilung
nicht durch eine geschlossene Funktion darstellbar und muss numerisch bestimmt werden.
Fir kleine reelle Werte erfolgt die Berechnung mit der Reihenentwicklung
erf(x) = 2/vVn (x - x3/3 + x°/10 - X7/42 +- ... + (-1)" x*"*' / ((2n+1) n!) +- ...

Fehlerfunktion-Ndaherung

Ndherungsformeln

flrO<x <
erf(x) = 1 - (0,3480242 t - 9,0958798 t2 + 0,7478556 t3) e + R(x) ; R(x) < 2,5 - 107
mitt = 1/(1 + 0,47407 x)

flr0<x < w
erf(x) = 1 - (0,254829592 t - 0,284496736 t2 + 1,421413741 t3 - 1,453152027 t* +
1,061405429 t°) e™* + R(x) ; R(x) < 1,5 - 107
mitt = 1/(1 + 0,3275911 x)

flrO<x <
erf(x) f 1-1/(1+0,278393 x + 0,230389 x2 + 0,000972 x3 + 0,078108 x*)* + R(x) ; R(x) <
5.10°

flrO<x <
erf(x) =1-1/(1+ 0,0705230784 x + 0,0422820123 x2 + 0,0092705272 x3 + 0,0001520143
x* + 0,0002765672 x> + 0,0000430638 x°)*® + R(x) ; R(x) < 3 - 107

Komplexe Nullstellen der Fehlerfunktion erf(z)

1,45061616 + 1,88094300 i ; 2,24465928 + 2,61657514 i ; 2,83974105 + 3,17562810 i ; 3,33546074
+ 3,64617438 i ; 3,76900557 + 4,06069723 i ; 4,15899840 + 4,43557144 i ; 4,51631940 +
4,78044764 i ; 4,84797031 + 5,10158804 i ; 5,15876791 + 5,40333264 i ; 5,45219220 + 5,68883744 i

Bernoulli-Polynome
Von Bernoulli 1713 bei der Untersuchung von Potenzsummen eingefiihrte ganzrationale Funktionen:

Bo(x) = Bi(x) = x-1/2

Bo(x) = x*-x+ 1/6 Bs(x) = x3-3/2x* + 1/2 x

Ba(x) = x*-2x3 +x%-1/30 Bs(x) = x° - 5/2 x* + 5/3 x> - 1/6 x

Be(X) = XZ -3x°+5/2x*-1/2x* + 1/42 B,(x) =x"-7/2x%+7/2x°-7/6x3+ 1/6 x

Bg(x) = x® -4 x7 +14/3 x%-7/3 x* + 2/3 x%>-1/30

\

0. bis 3. .Bernoulli-Ponnom 4.Bernou'lli-Ponnom 5. BernoLlIIi-Ponnom
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Besselsche Funktionen

1.Art ... (Summe vom m=0 bis »)

Die Funktionen (nach Friedrich Wilhelm Bessel) sind Grundlage fir die Losung der Besselschen
Differenzialgleichung: x%y" + xy' + (x>-n?)y = 0

In(x) == (-1)" (x/2)>™" / [mI(m+n)!] = £ (-1)" (x/2)?™*" / [[(m+1) I(m+n+1)]

30

}R[EDHICﬂ WILHELM BESSEL
1784 Asronom und Mathemsither — [R46

Bessel J(0)-Funktion J(1)-Funktion

DEUTSCHE BUNDESPOST

Zylinderfunktionen
Die Besselsche Differenzialgleichung x2y" + xy' + (x2-n2)y =0
besitzt fliir ganzzahlige n die Bessel-Funktionen J,(x) als Lésungen.
siehe
Flr ganzzahlige n ist neben der Bessel-Funktion erster Gattung ], die Bessel-Funktion zweiter Gattung Y,,,
auch Weber-Funktion oder Neumann-Funktion genannt, die zweite, linear unabhangige Lésung.
Yn(X) = limy,n (Jp(X) cos pn - J,(x)) / sin (pn)
Die Bessel-Funktion 2. Gattung hat im Ursprung eine logarithmische Singularitat.

Tritt eine Bessel-Funktion nur mit rein imagindren Zahlen auf, so spricht man von modifizierten Bessel-
Funktionen. I(x) = i J,(ix)
ist die modifizierte Bessel-Funktion n-ter Ordnung. Sie l6st die Differenzialgleichung
xX2y"+xy'-(x2+n2)y=0
Eine zweite Losung fir diese Differenzialgleichung ist
Kn(X) = limy 0 1/2 (Ip(X) - Lp(x)) / sin (px)
die auch MacDonald-Funktion genannt wird.

Zylinderfunktion-Naherungsformeln

fir-3<x<3

Jo(x) = 1 - 2,2499997 (x/3)2 - 1,2656208 (x/3)* - 0,3163866 (x/3)° + 0,0444479 (x/3)® - 0,0039444
(x/3)*° + 0,0002100 (x/3)* + R(x) ; R(x) < 5 - 1078

firo <x<1

Yo(x) = (2/7) In (x/2) Jo(X) + 0,36746691 + 0,60559366 (x/3)2 - 0,74350384 (x/3)* + 0,25300117
(x/3)% - 0,04261214 (x/3)® + 0,00427916 (x/3)*° - 0,00024846 (x/3)*? + R(x) ; R(x) < 1,4 - 108

fir 3 <x

Jo(x) = 1/4x fy cos 0g ; Yo(x) = 1/va fy sin 6

fo = 0,79788456 - 0,00000077 (3/x) - 0,00552740 (3/x)2 - 0,00009512 (3/x)3 + 0,00137237 (3/x)* -
0,00072805 (3/x)° + 0,00014476 (3/x)® + R(x) ; R(x) < 1,6 - 108

0o = x - 0,78539816 - 0,04166397 (3/x) - 0,00003954 (3/x)2 + 0,00262573 (3/x)3 - 0,00054125 (3/x)*
- 0,00029333 (3/x)° + 0,00013558 (3/x)°® + R(x) ; R(x) < 7 - 108

fir -3<x<3

1/x J1(x) = 1/2 - 0,56249985 (x/3)2 + 0,21093573 (x/3)* - 0,03954289 (x/3)® + 0,00443319 (x/3)% -
0,00031761 (x/3)'° + 0,00001109 (x/3)*2 + R(x) ; R(x) < 1,3 - 108

fir 0 < x

x Y1(x) = (2/7) x In (x/2) J1(x) - 0,6366198 + 0,2212091 (x/3)2 + 2,1682709 (x/3)* - 1,3164827 (x/3)°
+ 0,3123951 (x/3)® - 0,0400976 (x/3)*° + 0,0027873 (x/3)*? + R(x) ; R(x) < 1,1 - 1077

fir -3,75<x< 3,75 ; t = x/3,75
Io(x) = 1 + 3,5156229 t2 + 3,0899424 t* + 1,2067492 t® + 0,2659732 t® + 0,0360768 t'° + 0,0045813
t'? + R(x) ; R(x) < 1,6 - 107
fir 3,75<x; t =x/3,75
Vx e Ig(x) = 0,39894228 + 0,01328592/t + 0,00225319/t2 - 0,00157565/t3 + 0,00916281/t* -
0,02057706/t> + 0,02635537/t® - 0,01647633/t” + 0,00392377/t® + R(x) ; R(x) < 1,9 - 107
fur -3,75<x<3,75; t = x/3,75
1/x I3(x) = 0,5 + 0,87890594 t2 + 0,51498869 t* + 0,15084934 t® + 0,02658733 t® + 0,00301532 t'° +
0,00032411 t'2 + R(x) ; R(x) < 8 - 107
fur 3,75<x; t = x/3,75
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Vx e* I;(x) = 0,39894228 - 0,03988024/t - 0,00362018/t2 + 0,00163801/t3 - 0,01031555/t* +
0,02282967/t° - 0,2895312/t° + 0,01787654/t” - 0,00420059/t® + R(x) ; R(x) < 2,2 - 10”7

firO <x<2

Ko(x) = -In (x/2) Is(x) - 0,57721566 + 0,42278420 (x/2)2 + 0,23069756 (x/2)* + 0,03488590 (x/2)® +
0,00262609 (x/2)® + 0,00010750 (x/2)*° + 0,00000740 (x/2)*? + R(x) ; R(x) < 1 - 108

fir 2 <x

VX XX Ko(x) = 1,25331414 - 0,07832358 (2/x) + 0,02189568 (2/x)2 - 0,01062446 (2/x)3 + 0,00587872
(2/x)* - 0,00251540 (2/x)° + 0,00053208 (2/x)® + R(x) ; R(x) < 1,9 - 107

firo < x<2

x Ki(x) = x In (x/2) I;(x) + 1 - 0,15443144 (x/2)2 - 0,67278579 (x/2)* - 0,18156897 (x/2)° -
0,01919402 (x/2)® - 0,00110404 (x/2)° - 0,00004686 (x/2)'? + R(x) ; R(x) < 8 - 107°

fir 2 < x

VX XX Ky(x) = 1,25331414 + 0,23498619 (2/x) - 0,03655620 (2/x)2 + 0,01504268 (2/x)3 - 0,00780353
(2/x)* + 0,00325614 (2/x)° - 0,00068245 (2/x)® + R(x) ; R(x) < 2,2 - 107

Spharische Bessel-Funktionen
Die Differenzialgleichung

z2w" + 2zw' + (z2 - n(n+1)) w = 0, mit n natdrlich
hat als partielle Losungen die spharischen Bessel-Funktionen.

jn(2) = (/2 /2) Jns1/2(2) spharische Bessel-Funktion 1.Art
Yn(2) = (/2 /2) Yni1/2(2) spharische Bessel-Funktion 2.Art
h®(2) = jn(2) + i Ya(2) sphérische Bessel-Funktion 3.Art

h(z)n(z) = jn(2) - 1 yn(2)
Die Paare j,(z), ya(z) und h™ (z), h®®,(z) sind linear unabhangige Lésungen fiir jedes n.
jn(z) = 2"/(1-3-5-...-(2n+1)) (1 - 1/2z2/(1! (2n+3)) + (1/2z2)2/(2! (2n+3)(2n+5)) -+ ...
yn(z) = -(1:3:5-..-(2n-1))/z"* (1 - 1/2z2/(1! (1-2n)) + (1/222)2/(2! (1-2n)(3-2n)) -+ ...
Spezielle Funktionen
jo(z) =sinz/z
ji(z) =sinz/z2-cosz/z
j2(z) = (3/z3 - 1/z) sinz - 3/z2 cos z
jn(z) = (-1)" (d/dz)" sin z / z ; Rayleigh-Formel
Yo(z) = -j1(z) = -cos z / z
y1(z) = jo(z) = -cosz/z2-sinz/z
v2(z) = -j3(z2) = (-3/z3 + 1/z) cos z - 3/z2sinz
yn(z) = -(-1)" (d/dz)" cos z / z ; Rayleigh-Formel
Rekursionsformel
jn(z) = fo(2) sin z + (1)1 £, 4(z) cos z
fo(z) = 1/z
fi(z) = 1/z2
fo-1(2) + for1(2) = (2n+1) 1/z f4(2)

Modifizierte spharische Bessel-Funktionen
Die Differenzialgleichung z2w" + 2z w'-(z2 + n(n+1)) w = 0, mit n natirlich
hat als partielle Losungen die modifizierten spharischen Bessel-Funktionen.
modifizierte spharische Bessel-Funktion 1.Art

(/2 /2) Tns1/2(2) = €% jo(z &)
modifizierte spharische Bessel-Funktion 2.Art

N(1/2 /2) Lnaja(z) = 0007/ y (7 e7/2)
modifizierte spharische Bessel-Funktion 2.Art

(/2 /2) Knr1/2(2) = 7/2 (-1)" (/2 /2) (Tns1/2(2) - Ln-/2(2))
Spezielle Funktionen

(n/2 /z) 1y/5(z) = sinhz / z

(n/2 /z) 13/2(z) = -sinhz / z2 + cosh z / z

(n/2 /z) 1s/2(z) = (3/23 + 1/z) sinh z - 3/z2 cosh z

(n/2 /z) 1.4/(z) = cosh z/ z

V(n/2 /z) 1.35(z) = sinhz / z - cosh z / z2

(n/2 /z) Ls/2(z) = (3/z3 + 1/z) cosh z - 3/z2 sinh z

V(n/2 /2) Ky/2(2) = (n/2 /2) €7

(/2 /2) Ksp2(2) = (n/2 /2) €7 (1 + 1/2)

(n/2 /2) Ksj2(2) = (/2 /2) € (1 + 3/z + 3/z2)
Rayleigh-Formeln

(n/2 /2) 1n41/2(2) = 2" (1/z d/dz)" sinh z / z

(n/2 /2) 1o1/2(2) = 2" (1/2 d/dz)" cosh z / z

Eulersche Betafunktion
Die Eulersche Betafunktion, auch Eulersches Integral 1.Art, ist eine mathematische Funktion zweier
komplexer Zahlen, die mit B bezeichnet wird. Sie ist definiert mit B(x,y) = o J 1t (1-t)r dt
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wobei x und y einen positiven Realteil haben miissen.

Bei festem x bzw. y ist B eine holomorphe Funktion von y bzw. x, und es gilt die Symmetrierelation
B(x,y) = B(y,x)

Weiterhin ist B(x,y) = I'(x) T'(y) / T(x+y)

wobei I" die Eulersche Gammafunktion ist. Fiir negative ganzzahlige x oder y hat die Funktion Polstellen.

Jacobische elliptische Funktion
Carl Gustav Jakob Jacobi fiihrte 1830 die nach ihm benannten Funktionen ein. Es existieren zwolf
Jacobische elliptische Funktionen, von denen sich neun aus drei grundlegenden Funktionen bilden lassen.

Gegeben sei ein Parameter k, der elliptische Modul, fir den 0 < k < 1 gilt. Die drei Jacobischen
elliptischen Funktionen sind dann

der Sinus amplitudinis sn(z; k)

der Cosinus amplitudinis cn(z; k)

das Delta amplitudinis dn(z; k)
Sie sind elliptische Funktionen und besitzen zwei Perioden.
Fiur die Grenzwerte k = 0 und k = 1 ergeben die Jacobi-Funktionen trigonometrische Funktionen bzw.
Hyperbelfunktionen

sn(z; 0) = sin zsn(z; 1) = tanh z

cn(z; 0) = cos z sn(z; 1) = sech z

dn(z; 0) =1 sn(z; 1) =sechz

v h Sinus amplitudinis
aT Der Sinus amplitudinis sn(z; k) ist eine der grundlegenden elliptischen
Funktionen von Jacobi. Diese Funktion ist auch fir komplexe Zahlen
T definiert. F(z) = sn(z)
¥ = SN(X) Eigenschaften:
1T Perioden 4K; 2K
x  Nullstelle 2m K + 2ni K'
= 1: 2: 3: 4: = Polstelle 2m K + (2n+1) i K'
\ Die Parameter K und K' sind mit dem Modul k tber elliptische Integrale
aT verbunden: K =K(k) = o)™ d¢ / V(1 - k2 sin2 ¢)
K'=K'(k) = o[ ™2d¢ / V(1 + k2 cos? ¢)

Damit hat sn(z) Nullstellen bei z = 0 und z = 2K und Polstellen bei z = iK' und z = 2K + iK'.
Fir k = 1/2 geht sn(z; 1/2) in den lemniskatischen Sinus Uber, fiir k = 0 ergibt sich der klassischen Sinus
sin(z) und fir k = 1 der Tangens hyperbolicus tanh(z).
Die Funktion kann auch als Umkehrfunktion des unvollstandigen elliptischen Integrals 1.0rdnung
z=2(0) =o/%do /(1 - k2 sin2 0)
definiert werden. Dann gilt sn(z; k) = sin ¢

Jacobische elliptische Funktion (2)
Fur die drei Jacobischen elliptischen Funktionen Sinus amplitudinis sn(z; k), Cosinus amplitudinis cn(z; k)
und Delta amplitudinis dn(z; k) gelten folgende Beziehungen
(X, ¥, u, v.. (z;k))
cn2 +sn2 =1
dn2 + k2sn2 =1
cn(x +y) = (cn(x) cn(y) - sn(x) sn(y) dn(x) dn(y)) / (1 - k2 sn2(x) sn2(y))
sn(x +y) = (sn(x) cn(y) dn(y) + sn(y) cn(x) dn(x)) / (1 - k2 sn2(x) sn3(y))
dn(x +y) = (dn(x) dn(y) - k2 sn(x) sn(y) cn(x) cn(y)) / (1 - k2 sn2(x) sn2(y))
sn2u=2snucnudnu/(l1-ksn*u)=2snucnudnu/(cn2u + sn2udn2u)
cn2u = (cn2u-sn2udn2u)/(1-ksn*u)=(cn2u-sn2udn2u)/(cn2u+ sn2udn2u)
dn2u=(dn2u-ksn2ucn2u)/(1-ksn*u)=(dn2u+cn2u(dn2u-1))/(dn2u-cn2u(dn2u-1))

Aus den drei Grundfunktionen sn(z), cn(z) und dn(z) werden weitere elliptische Funktionen definiert:
ns(z; k) = 1/ sn(z; k)
nc(z; k) = 1/ cn(z; k)
nd(z; k) = 1/ dn(z; k)
sc(z; k) = sn(z; k) / cn(z; k) sd(z; k) = sn(z; k) / dn(z; k)
dc(z; k) = dn(z; k) / cn(z; k) 1ds(z; k) = dn(z; k) / sn(z; k)
cs(z; k) = en(z; k) / sn(z; k) cd(z; k) = cn(z; k) / dn(z; k)
Ableitungen (u = z;k)

(snu) =cnudnu (cnu)'=-snudnu
(dnu) =-ksnucnu (cdu) =-k*sdundu
(sdu)' =cdundu (ndu) =ksducdu
(dcu) =k*scuncu (ncu) =scudcu
(scu) =dcuncu (nsu)' =-dsucsu

(dcu)' =-csuncu (csu)')-nsudsu
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Berechnungsalgorithmus fiir Sinus amplitudinis sn(x)

real procedure sn(u, A) ;

value A, u; real A, u;
comment procedure for the Jacobian Elliptic Function (formula (1,8)),
A = arcsin (k), 0 <= A <= ~]2,0<=u<=K (k) ;

begin real array a [0: 3], b [0: 3] ; real at, t; integer i;
a[0] :=1; b [0] := abs (sin (A));
if b[0] >= .9539 then begin fori: = 1, 2 do begin
at:=(ali- 11+ b [i-11)/2;
b[i] :=sqgrt(ali-1] * b [i-1]) ; a [i] :=al end;
al := exp((a[2] +b[2]) * u) ; t:= (al -1)/(2 * sqrt(at)) ;
fori:=2,1,0dot:=2* a[i] * t/(ali]l+b[i]-(alil-b[i]) * t * t);
sn:=t/sqrt (t+t*t)
end

else begin b[0] := abs(cos(A));
fori:=1, 2, 3 do begin
al : = (a[i-1] + b[i-1]1)/2; b[i] := sqrt(a[i-1] * b[i-1]1); a[i] := al end;
al := (a[3] + b[3]) * u/2; t := sin(al);
fori:= 3,2,1,0do t := 2 * a[i] * t/(a[i]+b[i]+(alil-b[i]) * t *t); sn :=t
end

Komplexe elliptische Funktionen nach Jacobi
Die drei Jacobischen elliptischen Funktionen
der Sinus amplitudinis sn(z; k)
der Cosinus amplitudinis cn(z; k)
das Delta amplitudinis dn(z; k)
kdénnen auf den Bereich der komplexen Zahlen erweitert werden.
Ist k der Parameter und k' = V(1-k2), so wird mit
A =1 -dn2(u,k) sn2(v,k")

N = ' sn(u+iv) = (sn(u,k) dn(v,k") + i cn(u,k) dn(u,k) sn(v,k") cn(v,k')) / A
cn(u+iv) = (cn(u,k) cn(v,k") - i sn(u,k) dn(u,k) sn(v,k') dn(v,k")) / A
dn(u+iv) = (dn(u,k) cn(v,k") dn(v,k') - i k2 sn(u,k) cn(u,k) sn(v,k")) / A

Die Abbildung zeigt den Phasenplot des komplexen Delta amplitudinis dn(z).

Airy-Funktion

Die Airy-Funktionen Ai(x) und Bi(x) bezeichnen spezielle Funktionen. Diese sind Lésungen der linearen
Differentialgleichung (Airy-Gleichung) y'"-xy =0

Die Airy-Gleichung gibt eine Losung der Schrédinger-Gleichung fir einen Spezialfall an. Die Funktionen
sind nach dem britischen Astronomen George Biddell Airy benannt, der diese Funktion in seinen Arbeiten
in der Optik verwendete.

Far reelle Werte x gilt Ai(x) = 1/n o] © cos (t3/3 + xt) dt

Die zweite, linear unabhangige Losung der Differentialgleichung ist die Airy-Funktion zweiter Art Bi(x)
Bi(x) = 1/m o [* (exp(-t3/3 + xt) + sin (t3/3 + xt)) dt

Fir x = 0 ergeben sich als spezielle Werte
Ai(0) = 1/ (3V9 1(2/3)) Bi(0) = 1/ (V3 1(2/3))

Die Airy-Funktionen haben nur auf der negativen rellen Achse Nullstellen
fir Ai(x) ... x = -(3/2 n (n - 1/4))¥3  fiir Bi(x) ... x ~ -(3/2 = (n - 3/4))*3

Die ersten Nullstellen sind

Ai(x): -2,33811 ; -4,08795 ; -5,52056 ; -6,7867144 ; - 7,94413 ; - 9.02265 ...

Bi(x): -1,17371; -3,27109 ; -4,83074 ; -6,16985 ; - 7,37676 ; -8,49195 ; -9,53819 ...

Riccati-Bessel-Funktionen
Riccati-Bessel-Funktionen sind Lésungen der Differenzialgleichung
z2w" + (z2-n(n+1))w =10
und somit spezielle spharische Besselfunktionen. Die Riccati-Bessel-Funktionen sind damit

zjn(z) =z J(n/Z /2) Jnt1/2(2) Zyn(2z) =2 ¢(W/2 /2) Yni12(2)

zhW(2) = z (jn(z) + i Ya(2)) z h®(2) = z (jn(2) - i Ya(2))
Spezielle Funktionen

Z jo(z) = sin z zji(z) = 1/zsinz - cos z

zjx(z) = (3/z2-1)sinz-3/zcosz zyy(z) = -cos z

zyi(z) =-sinz-1/zcosz zVYx(z) =-3/zsinz-(3/z2-1)cosz

Hypergeometrische Funktion
Hypergeometrische Funktionen sind eine Gruppe sehr verallgemeinerter Funktionen. Eine
hypergeometrische Funktion wird durch
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an(albl asz ambn Iz) = 2k=0x (alk* . azk* L amk*)/(blk* . bzk* L bnk*) . Zk/k!

definiert, wobei die a;, b;, z komplexe Zahlen, m, n und k natlirliche Zahlen sind. Unter dem Symbol X<

(x € C, k € N) wird das Pochhammer-Symbol verstanden:
X = T(x+k)/T(X) = x (x+1) (x+2) « ... - (x+k-1)
Fir das Pochhammer-Symbol gilt zum Beispiel
1K =kt XM = x (x4+1)K ;XY = (x+k) X<

Hypergeometrische Funktionen kénnen durch entsprechende Wahl der Parameter sehr viele Funktionen

|

darstellen.
Exponentialfunktion €% = ¢Fo(]z) = Skeo® Z¥/k!
Sinusfunktion sin z = z oF (55, Y417
Kosinusfunktion cos z = oFy(y M41%) v &
geometrische Reihe  Fo(* 1) = Sko” 2 = 1/(1-2)
Ngrlund-Polynome o
Die Ngrlund-Polynome wurden 1960 von Carlitz als Verallgemeinerung |
der Bernoulli-Polynome eingefiihrt. 01
Abbildung(:lg\lfarlund—Ponnom B.M(x)
Bo (X) =1 i
B,M(x) = x - 1/2 o5
B:&(x) =x-1
B,(M(x) = x2-x + 1/6
B, (x) = x2 - 2x + 5/6 B, (x) = (1 - x)(2 - x)
BsM(x) = x3 - 3/2 x2 + 1/2 x B;P(x) =x3-3x2+5/2x-1/2
Bs®(x) = x3-9/2%x2 + 6 x - 9/4 B, V(x) = x*-2 x>+ x2-1/30
Bs(x) = x> -5/2 x* + 5/3x>-1/6 x BeW(x) = x6 -3 x> +5/2x*-1/2x2 + 1/42

B,M(x) = x” - 7/2 x® + 7/2 x° - 7/6 X3 + 1/6 X
BsM(x) = x® -4 x” + 14/3 x° - 7/3 x* + 2/3 x2 - 1/30

v A Hermitesches Polynom

o4 Darstellungen: Hqy(x) = (-1)" e d"/dx" e

ag] Sie sind Losungen der Differenzialgleichung

y'"-2xy'+2ny=0;n=20,1, 2, ..
32
Darstellungen

Ho(X) =1

Hi(x) = 2x

Hy(x) = (2x)2-2 =4x2-2

H3(x) = (2x)3 - 6(2x) = 8x3 - 12x

Ha(x) = (2x)* - 12(2x)2 + 12 = 16x* - 48x2 + 12

Hs(x) = 32x° - 160x3 + 120x

He(x) = 64x5 - 480x* + 720x2 - 120

H,(x) = 128x’ - 1344x° + 3360x3 - 1680x

Hg(x) = 256x® - 3584x% + 13440x* - 13440x2 + 1680
Hermitesche Polynome lassen sich die Rekursionsformeln berechnen:
Hne1(X) = 2 X Hn(X) - 2 n Hy.1(X) H'2(x) = 2 n Hp.1(X)
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Laguerre-Polynome

Laguerre-Polynome sind Losungen der Differenzialgleichung
xy"+(1-x)y'+ny=0;n=0,1, 2, ..

Sie sind darstellbar durch
La(X) = Zi=o” (-1)k! (") x5

Die ersten Laguerre-Polynome sind

Lo(X) =1

Li(x) =1-x

Ly(x) = (x2-4x +2) /2

L3(x) = -(x3-9x2 + 18x - 6) /6

La(x) = (x* - 16x3 + 72x2 - 96X + 24) /24

Ls(x) = -(x° - 24x* + 200x3 - 600x2 + 600x - 120) /120

Le(x) = (x® - 36x> + 450x* - 2400x3 + 5400x2 - 4320x + 720) /720

Ly(x) = -(x” -49x® +882x> -7350x* +29400x3 -52920x2 +35280x -5040) /5040

Harmonische Analyse

... Bestimmung der Fourier-Koeffizienten zur Naherung einer Funktion f(x) durch
eine Summe von trigonometrischen Funktionen

a; * sin (i*x) und b; * cos (i*x), i = 0,1,2,...,n,...

Nach einem Ergebnis von Faa di Bruno ergeben sich als explizite

Die Hermiteschen Polynome (nach Charles Hermite) sind Polynome mit den
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Dirichletsche Bedingung

Lasst sich das Intervall 0 < x < 2n in endlich viele Teilintervalle zerlegen und ist f(x) in jedem dieser
Teilintervalle stetig und monoton, so ist f(x) in eine Fourierreihe entwickelbar und die Fourierkoeffizienten
kénnen nach den Euler-Fourierschen Formeln eindeutig bestimmt werden.

Harmonische Synthese
Die harmonische Synthese ist die Umkehrung der harmonischen Analyse. Die einzelnen reinen
Schwingungen werden addiert und es ergibt sich eine Resultierende.

Fourier-Transformation

Fourier-Reihen sind Reihenentwicklungen periodischer Funktionen nach trigonometrischen Funktionen.
Ihre Verallgemeinerung, Fourier-Integrale, gestatten auch die Darstellung nichtperiodischer Funktionen
durch trigonometrische Funktionen.

Fourier-Reihe
Es sei f(x) eine integrierbare und periodische Funktion, der Periodenléange 2=. Als Fourier-Koeffizienten
der Funktion f(x) werden dann die reellen Zahlen aq, a4, ay, ..., an, ... und by, by, ..., by, ... bezeichnet, fir

die gilt ag = 1/n . [ ™ f(x) dx
an=1/n [ f(x) cosnxdx,n =1, 2, ..
b,=1/n ,["f(x) sinnxdx,n=1, 2, ..
Fourier-Reihe heiBt dann die unendliche Reihe ao/2 + Z,=1”" (a, cos nx + b, sin nx)

Satz von Dirichlet
Ist f(x) eine stetige Funktion oder besitzt nur endlich viele Unstetigkeitspunkte im Intervall [-r, =] und ist
monoton bzw. besitzt nur endlich viele Extrempunkte in [-x, n], so konvergiert die Fourier-Reihe von f(x)
flr jedes beliebige x aus dem Intervall [-n, =] und ihre Summe ist gleich

1) f(x) fur alle stetigen Punkten x im Intervall (-x, =)

2) 1/2 (f(xg - 0) + f(xo + 0)) fur alle Unstetigkeitsstellen xq

3)1/2 (f(-= + 0) + f(r - 0)) firx = -pund x ==

Fourier-Entwicklung periodische Funktionen
Anmerkung: alle Summen von n=1 bis «
Periode 27 ... f(x+2kr) = f(x)
f(x) = ag/2 + = (ancos(nx) + bysin(nx))
ag = 1/n ., [ ™ f(x) dx an = 1/n .. | * f(x) cos(nx) dx
b, = 1/n ;. [ ™ f(x) sin(nx) dx
Periode 2p ... f(x+2kp) = f(x)
f(x) = ag/2 + T (ancos(nnx/p) + bysin(nnx/p))
aop = 1/p -, [P f(x) dx an = 1/p -, [ P f(x) cos(nnx/p) dx
bn = 1/p -p I P f(x) sin(nnx/p) dx
Sonderfall ... f(x) gerade Funktion
Periode 27 ... f(x+2kr) = f(x)
f(x) = ap/2 + = ancos(nx) ag = 2/m o | ™ f(x) dx
an = 2/m o | ™ f(x) cos(nx) dx

w1
F (x)=l+2.[2] sinfi2/ - 0 7] Periode 2p ... f(x+2kp) = f(x)
T2 R 4 2j-1 f(x) = ag/2 + = ancos(nnx/p)
12 (. sn(Em sinGEmo) ao = 2/p o P f(x) dx
B R - a, = 2/p o | P f(x) cos(nnx/p) dx
£ Anmerkung: alle Summen von n=1 bis o
- Sonderfall ... f(x) ungerade Funktion
« Periode 2r ... f(x+2kn) = f(x) f(x) = T b,sin(nx) b,
B 5 25 7 E = 2/m o | ™ f(x) sin(nx) dx
-1 Periode 2p ... f(x+2kp) = f(x) f(x) = = bysin(nnx/p)
b, = 2/p o | P f(x) sin(nnx/p) dx
Nadherungsverfahren

Xi, Vi, i=0,1,...,2m-1 und m=12, 24, 36, ... seien im gleichen Abstand im Intervall [0; 2PI] verteilte
Punkte des Graphen der Funktion f(x):
ag =1/(2m) Zy; am
a; = 1/m X y; cos(j*i*n/m) b;
alle Summen tber i=0...2m-1. j=1,...,m-1

1/(2m) T y; cos(in)
1/m X y; sin(j*i*n/m),

Beispiel zu Fourier-Reihen
Die Funktion f(x) = -1 firr < x < 0 und = 1 fir 0 < x < n ist in eine Fourier-Reihe zu entwickeln.
Die Funktion ist ungerade, wodurch die Fourier-Koeffizienten a; = 0 sind. Fir die b,, wird
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b, = 2/m o ] * f(x) sin nx dx = 2/n o | " sin nx dx = -2/(xn) cos nx |o* =
= -2/(nn) (cos nn - cos 0) = -2/(=xn) ((-1)" - 1) = 2/(nn) (1 - (-1)") =
und somit =0 firn = 2k und = 4/(n (2k-1)) fir n = 2k-1
Fur die Fourier-Reihe von f(x) wird dann
f(x) = 4/n =1~ (sin(2k-1) x)/(2k - 1) = 4/ (sin x /1 + sin 3x /3 +sin 5x /5 + ...)
Setzt man hier x = /2 ergibt sich
1=4/n(1-1/3+1/5-1/7+..)
und daraus die Leibniz-Reihe fiir die Berechnung der Kreiszahl n
n/4=1-1/3+1/5-1/7 +- ...

weitere Fourier-Reihen:
1) f(x) = x = 2 Sk 1/n (1)1 sin nx = 2 (sin x - sin 2x /2 + sin 3x / 3 - sin 4x /4 + ...)
2)f(x) =1-2x=1+ 4 341" 1/n (-1)" sin nx
3)f(x) =2flir-n<x<0und=-4flir0O<x<n
Reihe = -1 - 12/n 51" (sin(2k-1) x)/(2k-1)
4) f(x) = x2 = 12/3 + 4 31" 1/n2 (-1)" cos nx
5) f(x) = |x] = n/2 - 4/n Z=1" (cos(2k-1) x)/(2k-1)2
6) f(x) = sin ax = 2/n sin na (sin x /(1-a2) - 2 sin 2x /(22-a2) + 3 sin 3x /(32-a2) + ...) ; a nicht
ganzzahlig Fig0x)
Fy(x) Rechteck-Schwingung
1 Entwicklung der Fourier-Reihe fur die
Rechteck-Schwingung
f(x) = 0 fir 2k-1 < x < 2k und x
=1 fir 2k < x < 2k-1 mitk = ...,- e ik V2
x 2,-1,0,1,2,...
1 2 Fourier-Approximation
oben: n=1 ssnnconcrnscnont] s
Fa(9 F1(x) = 1/2 + 2/x sin(nx)

1
unten: n=3 N
F3(x) = 1/2 + 2/n (sin(nx) + - : y
sin(3nx)/3)

1 2 links: n=10
F10(x) = 1/2 + 2/xn (sin(nx) + sin(3nx)/3) + ... + sin(9nx)/9)

Faq(>)

5 ["7”]*“ i -sinfes — - 7] unten: n=40 _ . _
— 2. T oE F40(x) = 1/2 + 2/n (sin(nx) + sin(3nx)/3) + ... + sin(39px)/39)
=8 [Sir(m_ sin3ma) | Si”(57"<)¢__] Dreiecks-Schwingung
: S e Entwicklung der Fourier-Reihe fiir die Dreiecks-Schwingung
9] f(x) = 2(x-2k) fir 2k-0,5 < x < 2k+0,5 und
= 2(2k-x+1) fir 2k+0,5 < x < 2k+1,5 mitk = ...,-2,-1,0,1,2,...

1 3 5 Fourier-Approximation Fy (%)
links oben: n=1 1

F1(x) = 8/x2 sin(nx)

-1
Fig(x 14
links unten: n=3
F3(x) = 8/n2 (sin(nx) + sin(3nx)/9)

x  Fourier-Approximation (nachste Seite)

g rechts oben: n=10

F10(x) = 8/xn2 (sin(nx) -+ ... + .
sin(97x)/81) 3k

rechts unten: n=40
F40(x) = 8/xn2 (sin(nx) -+ ... -
sin(39nx)/392)

[y

-1
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¥ Fourierreihen
~ 1.Abbildung von oben
/_: :ﬁﬁ - y=xfir-n<x<n
/|0 Vamsdn y = 2(sin x - 1/2 sin 2x + 1/3 sin 3x - )
y Fir die Argumente kn, k = ..., -2, 0, 1, 2, ... liefert die Reihe nach dem
' Dirichletschen Satz den Wert 0.
X
SENASANZE D pbbildung
y=|x]fir-n<x<n
v y = n/2 - 4/n(cos x + 1/9 cos 3x + 1/25 cos 5x + 1/49 cos 7x + ...)
A
| | | |
! '// »  3.Abbildung
Bl Tt y=xflir0<x<2n
v y =n-2(sin x + 1/2 sin 2x + 1/3 sin 3x + ...)
LN N\ x 4.Abbildung
—NJ0 a2 N y = xflr-n/2 < x < /2 nex furn/2 < x < n ;) -(n+x) fir -n < X < -n/2
’ y = 4/n(sin x - 1/9 sin 3x + 1/25 sin 5x - 1/49 sin 7x + ...)
BB 5.Abbildung
ey UlI_Jr" y=afir-n<x<0;afirO<x<n
Sy rrrer y = 4/n(sin x + 1/3 sin 3x + 1/5 sin 5x + 1/7 sin 7x + ...)
v
rechts 1.Abbildung von oben A Y ¥
y=cfir-n<x<0;cfir0<x<n= BT
y = (C1+¢3)/2 - 2 (c1-¢3)/n (sin x + 1/3 sin 3x + 1/5 sin 5x + ...) 27] uu ol 2m 147w
T .
2.Abbildung Yia m-a
y=0flir-n<x<-nto;fir-a<x<oa;firr-a<x<n 2| 3
=afiro < X < n-o T T i
= -a flir -n+oa < X < -a RS
y = 4a/n (cos a sin x + 1/3 cos 3a sin 3x + 1/5 cos 5a sin 5x + ...) L I R
3.Abbildung e e
y = ax/o fir -a < x < a vz AT
=afira <x < n-a AN o ny o
= -a fir -1+o < X < -a I
= a(n-x)/afirm-a < x <=
= -a(n-x)/a flir -n < X < -n+a
y = 4a/(na) (sin a sin X + 1/9 sin 3a sin 3x + 1/25 sin 5a sin 5x + ...)
fir o = n/3 wird y = 6a/n2 V3 (sin x - 1/25 sin 5x + 1/49 sin 7x - 1/121 sin 11x +- ...)
4 1.Abbildung von oben
AMMA M A y=x2flir-n<x<mn
2 / [\7{/[ 4/ P = n2/3 - 4(cos x - 1/4 cos 2x + 1/9 cos 3x -+ ...)
P B = =Y ¢
- 2.Abbildung
Ao y=-xefir-n<x<0;x2fir0<x<n
ANV ’Ll y = 2x(sin x - 1/2 sin 2x + 1/3 sin 3x - ...) - 8/=(sin x + 1/27 sin 3x + 1/125 sin
IZ:E:; 0 :rll‘r:f-ll—l:fael'r 5x + ..)
1 T AT A
! 3.Abbildung
i . y=x@x)fuir0O<x<n
/ \\., ;/\-.,j'/\"-.,_;/ \\../ x = 12/6 - (cos 2x + 1/4 cos 4x + 1/9 cos 6x + ...)
T 0 7 2w 3m
4.Abbildung
4 _ y=x(nx)firO<x<n
f,-f\.l f/\\ . Y =8/n(sinx+ 1/27 sin 3x + 1/125 sin 5x + ...)
—:\ /0 —f\ 2 3,-%-\ - R
\/ ./ \_  5.Abbildung
v y =|sinx| fir-n<x<n
\ ,-“'\1\._ /\ /\ a y =2/n-4/n (1/3 cos 2x + 1/15 cos 4x + 1/35 cos 6x + ...)
VW AV
= [0 7 21 3m Fourierreihen

Fourier-Reihen spielen bei der Beschreibung vieler technischer Probleme eine
groBe Rolle: in der technischen Mechanik, Elektrotechnik, Signaltheorie, Nachrichten- und
Regelungstechnik.
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Ein Beispiel aus der technischen Mechanik sind schwingende Systeme. Die trigonometrischen Funktionen
treten dort als Eigenfunktionen (Eigenschwingungen) auf, allgemeine periodische Losungen erhélt man
wegen der Linearitdt der Bewegungsgleichungen als Linearkombination dieser Eigenfunktionen. Letztere
stellen aber im mathematischen Sinn gerade die Fourier-Reihe dar.

Fourierreihe dargestellte Funktion  Glltigkeit

sin x + 1/2 sin(2x) + 1/3 sin(3x) + ... (m-x)/2 0<x<2n
cos X + 1/2 cos(2x) + 1/3 cos(3x) + ... - In(2 sin(x/2)) 0<x<2n
cos X + 1/22 cos(2x) + 1/32 cos(3x) + ... (3x2-6nx+2n2)/12 0<x<2n
sin x + 1/22 sin(2x) + 1/32 sin(3x) + ... (x3-3mx2+4+2n2x)/12 0<x<2n
cos X - 1/2 cos(2x) + 1/3 cos(3x) -+ ... In(2 cos(x/2)) m<X<T

sin x - 1/2 sin(2x) + 1/3 sin(3x) -+ ... x/2 T<X<T

cos X - 1/22 cos(2x) + 1/32 cos(3x) -+ ... (n2-3x2)/12 m<X<T

sin x - 1/22 sin(2x) + 1/32 sin(3x) -+ ... (m2x-x3)/12 T<X<T

sin x + 1/3 sin(3x) + 1/5 sin(5x) + ... -n/4 -1<x<0

sin x + 1/3 sin(3x) + 1/5 sin(5x) + ... n/4 O<x<mn

cos x + 1/3 cos(3x) + 1/5 cos(5x) + ... -1/2 In(tan (|x]/2)) -1 < X < 7, X20
cos X + 1/32 cos(3x) + 1/52 cos(5x) + ... (n2-2m|x|)/8 1< X<T

sin x + 1/33 sin(3x) + 1/53 sin(5x) + ... (mx(m-1x]))/8 1< X<T7

cos x - 1/3 cos(3x) + 1/5 cos(5x) -+ ... n/4 bzw. -n/4 1< X<T

sin x - 1/3 sin(3x) + 1/5 sin(5x) -+ ... -1/2 In(tan(n/4-x/2)) -n/2 < x < /2
sin x - 1/32 sin(3x) + 1/52 sin(5x) -+ ... nX/2 -n/2 < X < /2
cos x - 1/33 cos(3x) + 1/53 cos(5x) -+ ... (n3-4nx2)/32 -n/2 < X < /2
Die Tabelle enthalt zu ausgewdahlten Funktionen die Fourier-Reihen bis zum 5.Ndherungsglied.
Funktion Fourier-Reihe im Intervall -t < x< =

X 2 sin x - sin 2x + 2/3 sin 3x - 1/2 sin 4x + 2/5 sin 5x + ...

x2 n2/3 - 4 cos X + cos 2x - 4/9 cos 3x + 1/4 cos 4x - 4/25 cos 5x + ...

X2 4+ X w2/3 + 2sin x -4 cos X - sin 2xX + cos 2x + 2/3 sin 3x - 4/9 cos 3x - 1/2 sin 4x + 1/4 cos 4x +
2/5 sin 5x - 4/25 cos 5x + ..

x3 2(n2 - 6) sin x + (3-2n2)/2 sin 2x + 2/9 (3n2-2) sin 3x + (3-8n2)/16 sin 4x + 2/125 (25n2-6) sin
5x + ..

[x] n/2 - 4/n cos X - 4/(9x) cos 3x - 4/(25n) cos 5x + ...

sin2x 1/2-1/2 cos 2x

cos2x 1/2 + 1/2 cos 2x

sin3 x 3/4 sin x - 1/4 sin 3x

cos3 x 1/4 cos 3x + 3/4 cos x

Funktion Fourier-Reihe im Intervall 0 < x <=
X n/2 - sin 2x - 1/2 sin 4x - 1/3 sin 6x - 1/4 sin 8x - 1/5 sin 10x
X2 n2/3 - m sin 2x + cos 2x - n/2 sin 4x + 1/4 cos 4x - n/3 sin 6x + 1/9 cos 6x - n/4 sin 8x + 1/16

cos 8x - /5 sin 10x + 1/25 cos 10x + ...
[x| n/2 - sin 2x - 1/2 sin 4x - 1/3 sin 6x - 1/4 sin 8x - 1/5 sin 10x - ...

Schnelle Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation ist ein grundlegendes Verfahren der Signalverarbeitung. Durch die Fourier-
Transformation kénnen Signale von der Darstellung (Zeitpunkt, Abtastwert) in die Darstellung
(Frequenzanteil, Amplitude, Phase) lGberflhrt werden.

Viele Operationen, z.B. Filter, lassen sich im Frequenzraum leichter durchfiihren. AnschlieBend wird das
Signal mit der inversen Fourier-Transformation wieder zuriicktransformiert.

AuBerdem hat die Fourier-Transformation numerische Anwendungen. Zum Beispiel lasst sich die
Polynommultiplikation schneller durchfiihren, wenn die Polynome in Stitzstellendarstellung statt in
Koeffizientendarstellung vorliegen.

Das Verfahren der schnellen Fourier-Transformation (engl. Fast Fourier Transform - FFT) hat eine
Zeitkomplexitat von O(n log(n)). Dadurch ist die Polynommultiplikation sogar einschlieBlich der
Transformation in die Stitzstellendarstellung und die Ricktransformation schneller als die direkte
Multiplikation in Koeffizientendarstellung.

Grundlagen der diskreten Fourier-Transformation
Es sei n eine natirliche Zahl und w die primitive n-te Einheitswurzel im Kérper der komplexen Zahlen.

Eine nxn-Matrix F mit Fij = w'
far alle i, j € {0, ..., n-1} heiBt dann Fouriermatrix.
Die lineare Abbildung f: C" — C" mit fa)=a-F

fur alle Zeilenvektoren a € C" heiBt diskrete Fourier-Transformation; DFT.
Quelle: http://www.iti.fh-flensburg.de/lang/algorithmen/fft/fft.htm
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1111 Diskrete Fourier-Transformation (2)
. ) Beispiel zur diskreten Fourier-Transformation:
F = 1014 Es sei n = 4. Dann ist i primitive n-te Einheitswurzel. Die zugehdrige Fouriermatrix
- 14 11 ist links abgebildet.
151 i Zum Beispiel ist die -1 in der letzten Zeile der Matrix das Element

F3'2 =w3?=wb= ('1)3 = -1
Die Elemente der Matrix werden von 0 bis n-1 indiziert.
Die Fourier-Transformation des Vektors a = [1 1 1 0] ergibt

y=aF=[3il-i]
Damit ist die Fouriermatrix F die Vandermonde-Matrix des Vektors w°, ..., w"!. Die Matrix-Vektor-
Multiplikation y = a-F l3sst sich somit als Polynomauswertung an den Stellen w°, ..., w"* auffassen, wobei
der Vektor a die Koeffizienten des Polynoms enthalt.
Das Ergebnis yy, ..., Yn-1 ist die Stiitzstellendarstellung des Polynoms.

Die inverse Fouriermatrix F! existiert und ist gleich  F';; = 1/n - w™

fur alle i, j € {0, ..., n-1}. Die inverse Fouriermatrix enthalt die zu den Elementen der Fouriermatrix
inversen Elemente, dividiert durch n.

Die lineare Abbildung f': C" - C" mit f!(a) = a-F*!, fir alle a € C" heiBt inverse Fourier-Transformation.

Die inverse Fourier-Transformation des obigen Beispiels ergibt fiir den Vektory = [3i 1 -i]
a=yF!'=[1110]

In dieser Form ist die Fourier-Transformation eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Komplexitat O(n2).

Durch Ausnutzung der Symmetrie der n-ten Einheitswurzeln lasst sich die Berechnung auf O(n log(n))

beschleunigen. Dieses Verfahren heit schnelle Fourier-Transformation.

Die Idee des Verfahrens der schnellen Fourier-Transformation ist, die einzelnen Berechnungen der Matrix-
Vektor-Multiplikation y = a-F in einer speziellen Reihenfolge auszufiihren, so dass jeweils auf schon
berechnete Zwischenergebnisse zurlickgegriffen werden kann.
Dabei wird ausgenutzt, dass w"? = -1 ist und dass das Quadrat w2 der primitiven n-ten Einheitswurzel w
primitive n/2-te Einheitswurzel ist. Das Verfahren setzt voraus, dass n eine Zweierpotenz ist.
Zuerst werden die Komponenten von y mit geradem Index berechnet, indem der Vektor a mit den
entsprechenden Spalten der Fouriermatrix multipliziert wird. Es gilt fur alle k € O, ..., n/2-1:

yi' = Y2k = Zi=o,., nla'WIZk

.....

Da gilt

wi+n2)-2k i-2k+nk i-2k i-2k

=w = whkwk = w

und w™ = 1ist, wird yi' = Sico, n2-1 (@i + @ins2) WK

Mit m = n/2 sowie v = w2, v primifcive m-te Einheitswurzel, gilt
Yk = 2| =0,...,m-1 (al + a|+m) V.

d.h. y,' ist die k-te Komponente der Fourier-Transformation des Vektors (ai + ai+m)i=o, .,
der Ldnge m. Ahnlich werden die Komponenten von y mit ungeradem Index berechnet. Es g||t far alle k
€ {0, .., n/2-1} Yi'"' = Yoke1r = Zic =0,..,n-1 Qi W wh (kD)

Wlederum wird die Summe in zwei Halften aufgespalten Nach analogen Transformationen wird hier mit
m = n/2 sowie v = w2: Y = Zico,.,m-1 W (@ - @iem) V'K
d.h. yk'" ist k-te Komponente der Fourier- Transformatlon des Vektors

Wi - (al a|+m)| 0,..,m-1-
Durch rekursive Anwendung dieses Verfahrens auf Vektoren jeweils halber Lange wird im Ergebnis die
Fourier-Transformation berechnet.

Einstein-Funktionen

1.Funktion Ei(x) = x? e/ (e*-1)? 2.Funktion Ex(x) = x/ (e*-1)
3.Funktion E3(x) =In (1 -¢e) 4 .Funktion Esx) =x/(€*-1)-In(1-¢€)

1. und 2.Einstein-Funktion 3.Einstein-Funktion 4.Einstein-Funktion
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Niven-Polynome
Diese speziellen Polynome der Form
Po(x) = x" (1-x)" /n! = 1/n! £, 2" X
wobei die ¢, ganze Zahlen sind, kénnen sehr gut zum Nachweis der Irrationalitdt verschiedener Zahlen
genutzt werden, zum Beispiel fiir e oder p. Diese Polynome haben die Eigenschaften
0<P,(x)<1/nlfir0<x<1 P,(0)=0
P ™) =0firm<nundm>2n P, ((0) = m!/n! ¢, sonst
P.™(1) =0firm<nundm >2n P,(™(1) = m!/n! ¢, sonst
Pa(X) = Pn(1-x)
Die ersten Niven-Polynome sind
P;(x) = x-(1 - x) P>(x) = x2 -(x2-1)/2
P3(x) = x3:(x3 - 1)/6

Vektoranalysis
Die Vektoranalysis untersucht mit Mitteln der Analysis Vektor- und Skalarfunktionen (Felder) eines oder
mehrerer Argumente. Wichtige Begriffe und Satze zur Differenziation und Integration solcher Funktionen
werden erlautert.

Felder

Skalares Feld: Jedem Punkt P(x,y,z) des Raumes bzw. einer Flache wird eine skalare
GroBe (Zahl) U(x,y,z) = U(r”) zugeordnet.

Beispiel: Temperatur, Dichte, elektrisches Potenzial, Luftdruck, Hohe tber Normal-
Null (Meeresspiegel)

a) @
Aquipotenzialfliche
Aquipotenzialfldche oder Niveauflache ist eine Flache, auf der U(x,y,z) einen
konstanten Wert c hat.
Niveaulinie oder Hoéhenlinie, U(x,y) = c im zweidimensionalen Fall.
Beispiel: Das Potenzial einer elektrischen Punktladung hat konzentrische
Kugelschalen als Aquipotenzialflachen. Das Potenzial eines geladenen Drahtes hat b)
konzentrische Zylindermaéntel als Aquipotenzialfldichen. Das Potenzial zwischen den
Platten eines Kondensators hat parallele Ebenen als Aquipotenzialflachen.
Abbildung: Schnitt durch die Aquipotenzialflichen bei z=0: a) Punktladung, b)
geladener Draht, c) Plattenkondensator
c)

Vektorfeld

Jedem Punkt P(x,y,z) des Raumes wird ein Vektor A”(x,y,z) = A7(r”) zugeordnet.

Feldlinie

Kurve aller Punkte P(x,y,z), deren Vektor A”(x,y,z) Tangentialvektor zur Kurve ist. Damit bestimmt jeder
Punkt durch seinen Vektor die Richtung, in der die Feldlinie zum nachsten Punkt lauft. Bis auf Punkte mit
A~ = 0~ gehort jeder Punkt zu genau einer Feldlinie. Feldlinien schneiden sich nicht.

Stationdre Felder A~(x,y,z), U(X,y,z) hangen nur vom Raumpunkt ab, veranderliche Felder A~(x,y,z,t),
U(x,y,z,t) hdngen zusatzlich von weiteren GroBen ab, z.B. der Zeit t.

Ebenes Feld

Das Feld hangt nur von zwei Koordinaten (z.B. A7”(x,y)) oder sogar von einer Koordinate ab (z.B. U(z)).
Gelingt eine solche Darstellung, so vereinfacht das die Rechnung sehr, da Ableitungen nach der fehlenden
Koordinate zu Null werden.

Das Schwerefeld in der Nahe der Erdoberflache ist eben. Das Potentialfeld zwischen den Platten eines
Kondensators ist eben.

Kugelsymmetrisches Feld

Das Feld hangt nur vom Abstand r=J(x2 + y2 + z2)

des Punktes P(x,y,z) zum Ursprung ab. Es empfiehlt sich die Wahl von Kugelkoordinaten r, 38, ¢.

Das elektrische Feld einer Punktladung ist kugelsymmetrisch. Das Schwerkraftfeld, das von einem punkt-
oder kugelférmigen Kérper (Sonne, Erde) ausgeht, ist kugelsymmetrisch.

Zylindersymmetrisches Feld

Das Feld hangt nur vom Abstand r des Punktes P(x,y,z) von der z-Achse ab. Es empfiehlt sich die
Verwendung von Zylinderkoordinaten p, ¢, z. Das Magnetfeld um einen geradlinigen langen Leiter ist
zylindersymmetrisch. Das Strémungfeld in einer geraden Réhre ist zylindersymmetrisch.

Normierter Raum, Banachraum
Ein Vektorraum V Uber den reellen Zahlen R, oder den komplexen Zahlen C, heif3t ein normierter
Vektorraum oder kiirzer normierter Raum, wenn es eine Abbildung || ||: V — R gibt, welche die
folgenden Eigenschaften besitzt

|la]] > O fir allea=0
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|Ixall = x| |]al]| fur alle x € Rund a € V (Homogenitat)

|la + bl] <[la]|] + |Ib]| fir allea, b eV
Diese Abbildung wird Norm genannt. Man benutzt die Doppelstriche || || um die Norm vom Absolutbetrag
der reellen Zahlen zu unterscheiden. Die 3.Eigenschaft ist die Dreiecksungleichung in vektorieller Form.

Eigenschaften normierter Vektorraume

Sei V ein normierter Vektorraum mit der Norm || || und a € V. Dann gilt:
[10]] =0 [1-all = [lall
Durch den Ansatz d(x, y) = ||x - y|| wird auf V eine Metrik erklart. Damit ist V insbesondere ein

metrischer Raum. Begriffe, wie konvergente Folge, Cauchyfolge, offene Mengen und abgeschlossene
Mengen usw. gelten auch fir normierte Raume.

Banachraum
Ein vollstandiger normierter Raum heiBt Banachraum, benannt nach dem Mathematiker Stefan Banach.
Beispiele: (R, | |) ist der normierte Raum der reellen Zahlen mit der Betragsfunktion. R" mit der p-Norm

(R 11 11p)
Hx]] = (Zie" 1&IP)YP firl<p <o
wobei x = (&4, ..., £,). Diese Norm geht fir p — o in die die Maximumnorm
[IX]] = MaXjcn IE,:II
Uber. Weitere Spezialfadlle der p-Norm sind
[IXI] = Zi=1" 1&] ; Summennorm [1x]] = V( Zi=1" |1&] )2 ; euklidische Norm.

Der Beweis der Normeigenschaften ist relativ einfach; die Dreiecksungleichung entspricht der
Minkowskischen Ungleichung. Der R" mit einer beliebigen Norm ist vollstdndig, also ein Banachraum.

Normierter Raum

Stetige Funktionen

Sei C([a, b]) die Menge aller stetigen Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b]. Mit
[IfI] = Supxcra,by [f(X)] = MaXyca,by [F(X)]

definieren wir eine Norm. Dieser Raum ist ein Banachraum.

Polynome
Der Funktionenraum der Polynome P = {p:[a,b] —» R: p ist Polynom} < C([a,b])
mit der Norm 1Pl = MaX(a,s) IP(X)]

ist nicht vollstandig.
Nachweis: e* = 5,_o" x*/k! ist gleichmaBig konvergent auf [a, b]. Daraus folgt, die Folge (p,). mit
Pn(X) = Zk=o" x*/k! e P
ist eine Cauchyfolge bezlglich || ||.. Angenommen § p € P mit
[1pn - PII = 0 = [p(x) - €| < [[p(X) - Pa(X)]].c + [IPa(X) - €*]].. > O
Damit ist p(x) = e*, was ein Widerspruch zu unserer Annahme steht, da die Exponentialfunktion kein
Polynom ist.

Raum C([O, 1])
Der Raum C([0, 1]) ist mit der Norm [Ifll: = ol |f(t)| dt  nicht vollstandig.

Differenzialoperatoren

Operator, eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Punkt des Definitionsbereiches der Urbildmenge genau
einen Punkt der Bildmenge zuordnet. Bild- und Urbildmenge brauchen nicht identisch zu sein, z.B. kann
ein Operator ein skalares Feld auf ein Vektorfeld abbilden oder umgekehrt.

Differentialoperator d/dt ordnet jeder Funktion f(t) ihre Ableitung df/dt zu

Partieller Ableitungsoperator o/dy leitet eine Funktion f(x,y,z,...) mehrerer Veranderlicher nach einer
Variablen y ab. Die anderen Variablen werden als Konstanten behandelt.

Gemischte partielle Ableitung: Nacheinanderausfithrung von partiellen Ableitungen nach verschiedenen
Komponenten

Ist die abzuleitende Funktion f(x,y,z) zweifach stetig partiell differenzierbar, so kann die Reihenfolge der
Ableitungen vertauscht werden.

Nabla-Operator (Hamilton-Operator), formal ein Vektor, dessen entsprechende Komponenten die
partiellen Ableitungsoperatoren bilden: V =9/ox i~ + ofoy j~ + o/oz k™
Laplace-Operator, das Skalarprodukt des Nabla-Operators mit sich selbst; Summe Uber alle partiellen
zweiten Ableitungen

A = 82/6x2 + 82/0y2 + 62/6z2
Der Laplace-Operator ist ein Skalar und kein Vektor.
Biharmonischer Operator

VU = VYVW)= A(AU) = AU
4 4 4 2 K K K K 2
: N . 0—4+a—4+a—4+26—28—2+23—28—2+28—26—2.
zweifache Ausfliihrung des Laplace-Operators dzt = dy* 9z da* dy Oy’ 9z dz? 9z
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Gradient eines Skalarfeldes ¢(x,y,z)
... eines skalaren Feldes U ordnet jedem Punkt des Feldes U(r->) einen
Vektor zu, der in Richtung des starksten Anstiegs von U zeigt und den
Betrag der Ableitung des Feldes in diese Richtung besitzt

grad ¢ = 89/ox i + /oy i~ + 86/oz k> = Vi

Vektorfeld v~ heiBt Potenzialfeld, wenn skalare Funktion ¢(x,y,z) existiert
mit v~ = grad ¢
Eigenschaften
| grad ¢ | = V( 0«2 + ¢,2 + §,2)
AJoBv?dx” =0 < v’ ... Potenzialvektor
grad (c¢) = cgrad ¢ grad (¢1 * ¢2) = grad (¢1) * grad (¢>)
grad (¢102) = ¢2 grad (¢1) + ¢1 grad (¢2) grad c = 07
Der Gradient steht senkrecht auf den Niveauflachen.
Konservativ heiBt ein Vektorfeld A>, wenn das Linienintegral [c A>dr” nur von den Endpunkten der Linie
und nicht vom Integrationsweg abhéngt. Jedes konservative Feld A” besitzt ein Potential U mit A” = -
grad U und jedes Gradientenfeld ist konservativ. grad U dr” ist ein totales Differential von U.

Richtungsableitung
... die Ableitung eines skalaren Feldes im Punkt r” in Richtung des auf eins normierten Richtungsvektors
n—)

oU / an> = limy o (U(r> + At n”) - U(r?))/At
In Kartesischen Koordinaten r” = x e,> + y e,” + z e,” l&sst sich die Richtungsableitung als Skalarprodukt
des Richtungsvektors mit dem Gradienten des Feldes beschreiben oU/on®=n>egrad U = ny
oU/ox+nyoU /oy +n,0U/ oz

Vektorgradient, Richtungsableitung eines Vektorfeldes

Die Richtungsableitung eines Vektorfeldes in Richtung des auf eins normierten Richtungsvektors n ist
(n” grad) A> = 6A>/an” = limy o (A”(r> + At n?) = A>(r?))/At

Verallgemeinert auf nicht normierte Vektoren a> = a n, kann man t = -1 als Multiplikation der

Richtungsableitung mit dem Betrag a von a” darstellen (a® grad) A® = a(n”
grad) A”
In kartesischen Koordinaten l&sst sich schreiben (a” grad) A” = (a” grad A,) ex” + (a” grad A)) e,

+ (a” grad A,) e,

Der Vektorgradient, der Operator grad A, der jedem Vektor a” den Vektor (a® grad) A” zuordnet. Diese
Zuordnung lasst sich in kartesischen Koordinaten als Multiplikation eines Vektors mit einer Matrix
beschreiben. Der Vektorgradien%lzann guchajls Matrix (Tensor) dargez'fllt \évErden

da (?X az . dx 3X dz
a4, 94, 094, ( a" ) gradﬁ | 24, 04, 094,
dr By 8z v | ey ey s
a4, (‘ng a4, @ 8‘53 SXZ aA,
dx dy az 2z dy dz

Er hat Bedeutung vor allem in der Elastizitdtslehre im Maschinenbau (Spannungstensor,
Dehnungstensor).

(grad)A =

d'Alembert-Operator 2 =v?-1/c? &/ot?; c ... Lichtgeschwindigkeit

Nabla-Operator, Rechenregeln

Nabla-OperatorV = g/ox i~ + 6/oy j~ + 6/oz k™

Far skalare Felder ¢, y und fur Vektorfelder f2, g gilt:
V-+y)=V-o6+V- vy V.- (fP+g)=Vv.-fP+Vv.g”
VX (f?+g)=Vxf>+Vxg” V-y)=yV-o0+6V- -y
V(@-f)=f>.V.¢+¢-V-f>=f".grad ¢ + ¢ - divf”
V- - f)=-fF"xV.-6+¢-VxTF

f
1

Divergenz eines Vektorfeldes v’(x,y,z)

-

2 ¥ /./ // Die Divergenz oder Quelle eines Feldes A~ im
- - ~ Punkt (x,y,z) ist die Bilanz des durch die
i By Oberflache F eines infinitesimal kleinen Volumens
,f ! ,/’ ! pz V um den Punkt (x,y,z) gehenden Vektorflusses
1 j ' A, d.h. die Differenz zwischen ZufluB und Abflu

divv? =VVv>=u+ vy, +w,
divA®> =0 zuflieBender Anteil gleich abflieBender Anteil, Vektorfeld v mit div v = 0 heiBt

quellenfrei
divA®> >0 abflieBender Anteil iberwiegt, Quelle
divA®> <0 zuflieBender Anteil Gberwiegt, Senke
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Das Quellfeld div A” kann als Skalarprodukt des V-Differentialoperators mit einem Vektorfeld A>
aufgefasst werden und ist daher ein skalares Feld. Fiir die Ergiebigkeit eines Volumens V ist [, div A>
dv.

Rechenregeln: A”, B sind Vektorfelder, U ist ein skalares Feld, a> ein konstanter Vektor, c eine
Konstante:

diva>=0 div (a®U) = a> grad U div (A® + B?) = div A® + div B>
div (A~ + a?) = div A~ div (U A”) = U divA”> + A”> grad U dic (cA”) = c div A~
div (A® x a”) = a” rot A~ div (A® x B®) = B” rot A> - A” rot B>

Rotation eines Vektorfeldes v’(x,y,z)
Rotation eines Vektorfeldes definiert ,Wirbel®, d.h. geschlossene Feldlinien
eines Vektorfeldes. Definiert ist sie liber das Linienintegral entlang der
Umrandung C einer infinitesimalen Flache F.

rotv? =V xv™~
Vektorfeld v mit rot v = 0 heil3t wirbelfrei

Beziehungen rot grad ¢ = 0 ... Gradientenfeld ist wirbelfrei
div rot v = 0 ... Rotorfeld ist quellenfrei
divgrad ¢ = A ¢

Satz von GauB3 im Raum

Sei G ein geeignetes Gebiet des R3 (sternformig). Die Randflache sei durch x (u,v) so parametrisiert,
dass x,” x x,~ nach "auBen" zeigt. Es sei v~ ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt [v” do” =
[llg div v (x?) d(x,y,2)

Die Quellenstarke von A” ist am Ursprung (0,0,0) divergent und an allen anderen Punkten 0. Die
zugehorigen skalaren Funktionen U mit (V U = A®) sind Greensche Funktionen zur Poisson-Gleichung.

Satz von GauB in der Ebene

Sei G ein geeighetes Gebiet des R2 (sternformig). Sei weiter die Randkurve 6G so parametrisiert, dass G
"links" von oG liegt. Es sei v~ ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt v dx> = - [[gdiv
v (x7) d(x,y)

Fluss von v~ durch 6G als Fluss von v~ durch 6G wird das Integral [z (v n~) do
bezeichnet
Die Zirkulation in Vektorfeldern fiir alle geschlossenen C ist definiert als Z = [ f>dx”. IstZ =0

bzw. grad ¢ = f”, dann heiB3t das Vektorfeld v~ zirkulationsfrei.
17BELGIQUE-BELSIE g 45

Stokescher Integralsatz lcv>dr’ =Jls rot V? n” do

S ist Fldchenstiick mit der Randkurve C, d.h. das Integral [[s rot V” n” do hédngt nicht
von der Form des Flachenstiicks S sondern nur von der Randkurve C ab. Auf der
belgischen Briefmarke zum Internationalen Mathematischen Jahr 2000 ist der
Integralsatz von Stokes (in anderer Schreibweise) gewirdigt.

Zweite Formulierung: Das Integral (iber die Wirbel rot A in einer Flache F ist gleich der
Zirkulation des Vektorfeldes um den Flachenrand C. Die Rotation ist nur am Rand
wirksam. Die Rotationen im Inneren heben sich auf.

Der Stokessche Integralsatz gilt in allen Dimensionen, allerdings ist die Formulierung
Uber sogenannte Pfaffsche Formen unhandlich.

WORLD MATHEMATICAL YEAR

Quellen- und wirbelfreies Feld

Quellen- und wirbelfreie Felder lassen sich als Gradientenfelder (wirbelfrei) eines Potentialfeldes U
darstellen. Das Potentialfeld muss die Laplace-Gleichung erftillen: AU =divgradU =0

Fur die Randbedingung gibt es zwei Mdéglichkeiten:

1. Dirichletsches Problem: Der Wert von U auf der Oberflache des betrachteten Volumens ist festgelegt.
2. Neumannsches Problem: Die Richtungsableitung des Feldes senkrecht zur Oberflache ist festgelegt.
Die Losung der Laplace-Gleichung zu den Randbedingungen kann oft nur numerisch erfolgen. Das Feld B~
erhalt man durch

B> = -grad U.

Wirbelfreie Felder
Wirbel-, aber nicht quellenfreies Feld: Man untersucht ein Potentialfeld P, flir das die Poisson-Gleichung
gelost wird

- AP = -divgrad P = p
Die Funktion U = a/r, die (mit a = 1) mit der Dichte p gefaltet wird (GauBsches Theorem) ist wegen der
Lésungseigenschaft der Differentialgleichung - AP = p eine Greensche Funktion zur Poisson-Gleichung.
Die Lésung zu den Randbedingungen erhélt man durch die Uberlagerung mit einem entsprechenden
wirbel- und quellenfreien Feld U. Das Feld B erhalt man durch B> = -grad(P+U).
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Quellenfreie Felder

Quellen-, aber nicht wirbelfreies Feld: Man kann aus der Quellenfreiheit div B> = 0 schlieBen, daB das
Vektorfeld B> sich als Rotation eines Vektorfeldes A” schreiben ldsst divB>=divrot A> =0
Fur A” wird gefordert, dass div A®> = 0 ist (reines Wirbelfeld). Es gilt dann rot B> = rot rot A> = -A A”)
j?, was wieder zu einer Poisson-Gleichung fir die Vektorkomponenten von A fiihrt. Eine L6sung hierzu
ist

Allgemeiner Fall

Feld mit Quellen und Wirbeln: Das Problem eines wirbel-, aber nicht quellenfreien Feldes ergibt als
Losung ein Potentialfeld P. Dann I6st man das Problem eines quellen-, aber nicht wirbelfreien Feldes und
erhalt das Vektorfeld A”. Die Lésung zu den Randbedingungen wird durch die Uberlagerung mit einem
entsprechenden wirbel- und quellenfreien Feld U bestimmt. Das Feld B> ist dann: B> = rot A” - grad
(U + P).

Greensche Formeln
Die Greenschen Formeln beruhen auf dem Prinzip der partiellen Integration. U, V sind skalare Funktionen,
K ist das Integrationsvolumen und F die Oberflache des Volumens.
Erste Greensche Formel: Es wird gemaB der Produktregel
(uv) = u'v+uv' mitu=Uundv =grad V
partiell integriert und der GauBsche Integralsatz angewandt
fK [U AV + (gradU) - (grad V)] d = }S; [U grad V] - fi dF,
wobei n” der auf der AuBenfldche stehende Normalenvektor ist.
Zweite Greensche Formel: Zweimalige Verwendung der ersten Greenschen Formel mit vertauschten
Argumenten.
f [UAV - VAU dK = f [UgradV — V grad U] - fi dF.
" K
Die Bedeutung der Greenschen Formeln liegt in ihrem Nutzen bei der analytischen Lésung von
Potentialgleichungen unter speziellen Randbedingungen.

Vollstiandiges Differenzial
Wenn u eine differenzierbare Funktion ist, wird die nachfolgende Summe das vollstéandige Differenzial der

Funktion genannt du = 0u/oxy dxy + ou/ox, dxy + ... + ou/ox, dx,
Mit Hilfe der Vektoren grad u = (du/éxy , 6u/dXs , ... , 8U/dXy)" dr = (dxy , dxy, ..., dXx,)
lasst sich das totale Differenzial als Skalarprodukt du =grad u edr

darstellen. In der zweiten Gleichung handelt es sich um den Gradienten fiir den Fall von n unabhangigen
Variablen.

Anwendung in der Fehlerrechnung
Im Rahmen der Fehlerrechnung, z.B. bei der Betrachtung der Fehlerfortpflanzung, wird das totale
Differenzial du zur Schatzung des Fehlers Au verwendet. Aus der Taylorschen Formel folgt

| Au | = |[du + Ry| < |du| + |Ry| = |du]
d.h., der absolute Fehler |Au| kann in erster Naherung durch |du| ersetzt werden. Damit ist du eine
lineare Approximation fir Au.

Maxwellsche Gleichungen

Die vier Maxwellschen Gleichungen beschreiben die Erzeugung von elektrischen und magnetischen
Feldern durch Ladungen und Stréme, sowie die Wechselwirkung zwischen diesen beiden Feldern. Sie sind
die Grundlage der Elektrodynamik und wurden in den Jahren 1861 bis 1864 von James Clerk Maxwell
entwickelt.

Die differenziellen und integralen Formen sind zum einen durch den GauBschen Integralsatz zum anderen
durch den Satz von Stokes miteinander verbunden:

1. Physikalisches GauBsches Gesetz: Das D-Feld ist ein Quellenfeld. Die Ladung (Ladungsdichte p) ist

Quelle des elektrischen Feldes. Der elektrische Fluss durch die geschlossene Oberflache oV eines

Volumens V ist gleich der elektrischen Ladung in seinem Inneren.
divD=VeD=p;[yDedA=Q()

2. Das B-Feld ist quellenfrei. Es gibt keine magnetischen Monopole. Der magnetische Fluss durch die
geschlossene Oberflache eines Volumens ist gleich der magnetischen Ladung in seinem Inneren, namlich
Null, da es keine magnetischen Monopole gibt.

divB=VeB=0;[yBedA=0

3. Induktionsgesetz: Jede Anderung des B-Feldes fiihrt zu einem elektrischen Gegenfeld. Die Wirbel des
elektrischen Feldes sind von der zeitlichen Anderung der magnetischen Induktion abhéngig.
Die elektrische Zirkulation tiber der Randkurve 6A einer Flache A ist gleich der negativen zeitlichen
Anderung des magnetischen Flusses durch die Flache.
rot E+ 6B/ot = VxE + dB/ot =0 ; [,y Eeds + d/dt (Ja Be dA) =0
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4. Verallgemeinertes Durchflutungsgesetz: Die Wirbel des Magnetfeldes hangen von der elektrischen
Leitungsstromdichte j, und von der elektrischen Flussdichte D ab.
Die magnetische Zirkulation Gber der Randkurve A einer Flache A ist gleich der Summe aus dem
elektrischen Strom und der zeitlichen Anderung des elektrischen Flusses durch die Flache.

rot H =V><H=j|6D/6t;faAH-ds=IAj|+d/dt(fAD0dA)

Feldlinien, orthogonale Linien
... Kurven, die eine Kurvenschar eines Feldes senkrecht schneiden. Die Tabelle enthalt typische
Feldformen und ihre zugehérigen Feldlinien.

kreisférmiges Feld
kartesisch: x2 + y2 =
konst

differentiell: yy' + x =0
Feldlinien

kartesisch: y = kx
differentiell: xy’' -y =0

parabolisches Feld
kartesisch: y2 = 4a2 (a-x)
differentiell: yy'2 + 2xy’' -y =
0

Feldlinien

kartesisch: y2 = 4a2
differentiell: yy'2 — 2xy’ -y =

hyperbolisches Feld
kartesisch: x2 - y2 =
konst

differentiell: yy’ -x =0
Feldlinien

kartesisch: xy = konst
differentiell: xy’ + y =0

doppelt kreisformiges Feld
kartesisch: x2 + y2 = ax
differentiell: 2xyy’ = y2 -
X2

Feldlinien

kartesisch: (x2 + y2) = ay
differentiell:
(y2-x2)y"+3xy =0

i

=

R
B

lgﬁ ng

&,

(((

Doppel-Eiférmiges Feld
kartesisch: (x2+y2)3 =
a2x*

differentiell: 3xyy’ = 2y2-
X2

Feldlinien

kartesisch: (x2+y2)3 =
aty?

differentiell: (2y2-x2)y’ +
3xy =0

kreisférmiges Feld

kartesisch: (x-1)2+y2 = k (y2
+(x+1)2)

Feldlinien

kartesisch: ?

Cassini-Feld

polar: p* - 2p2 cos 26 = k

Feldlinien
polar: p2 = cos(2a) /
cos(20 +2a)

Cayley Aquipotenzialfeld
geometrische Definition
1/MA - 1/MB = konstant
Feldlinien

geometrisch:

(MA”/MA - MB”/MB) o
AB” =

Ovales Cayley-Feld
geometrische Definition
1/MA + 1/MB = konstant
Feldlinien

geometrisch:

(MA”/MA + MB”/MB) e
AB” =k

Elliptisches Feld
geometrische Definition
MA + MB = konstant
Feldlinien

geometrisch: MA - MB =
konstant

Quartic-Feld

kartesisch: y2 =a2(1+ 1/

(a2+x2))

Feldlinien

kartesisch: x2

(az+y?2))
!

a2(1-1/

Hyperbolisch-kubisches
Feld

kartesisch: (y-k)(x2+y2)y
Feldlinien

kartesisch: (x-k)(x2+y2) +

Leminskate des Bernoulli
Feld: p2 = o cos 260
Feldlinien: p2 = « sin 20

Parabel
Feld: y = a x2
Feldlinien: 2x2 + y2 = a

Schleifen
Feld: p = o cos 26
Feldlinien: p* = o sin 26

Logarithmische Spirale
Feld: p = o exp(0)
Feldlinien: p = o epx(-0)
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Richtungsgrenzwert

Sei E < R"und f: (E < R") > R!. Sei ferner x, € R" ein Haufungspunkt. Man sagt, dass f in x, einen

Grenzwert g hat, wenn fiur jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass |f(x) — g| < ¢ fir alle x € E mit 0 <||x-

Xo||< 8 gilt. Man schreibt dann lim, o f(x) = g oder |iy r(x,..x)=g- S€if: (EcR") > R", xo e HPE,
(X)X )X

U,(x,)\{x,} c E - Sei des weiteren | e R" \ {0} ein Vektor. Falls der Grenzwert |;p, f(x, + 1) €Xistiert, so
1—0+0

heiBt er Grenzwert von f in Richtung |, bzw. Richtungsgrenzwert.

Iterierter Grenzwert
Sei E ein Rechteck. £ =(x,—a.,x,+a)*(y, - p.y,+ ) und f: (E c R2) > R!. Wenn fiir jedes y mit 0<|y-yo|<p
ein o(y) := limyxo f(X,y) existiert und wenn ,._ i (5 eXistiert, so schreibt man , _ i, jim £(x,,) Und
Y=>Yo Y2V XX
nennt dies einen iterierten Grenzwert.
Beispiel fir f(x,y) = x2+2xy+5: lim lim(x* + 23 +5) = lim(9+ 4y) = 13 lim lim(x’ + 2xy+ 5) = lim(x” + 2x+5) = 13- In
! x—2 y— X!

yol x>2
diesem Beispiel sind die iterierten GW sogar vertauschbar, was nicht immer gilt. Der Gbliche Grenzwert
ist auch 13.

Stetigkeit fiir Vektorfelder

Ein Vektorfeld f: (E c R") > R™ heiBt stetig in xo € E, wenn x, Haufungspunkt ist und lim, o f(x) = f(xo)
gilt. Das Feld heiBt stetig auf E, wenn es in jedem Punkt von E stetig ist. Ein Vektorfeld ist genau dann
stetig in einem Punkt oder einer Menge, wenn jede Komponente stetig ist. Beziehungen zwischen
Grenzwerte:

Wenn f in einem Punkt xq einen Grenzwert g hat und II. Gilt, dann besitzt f in xq Grenzwert in jede
Richtung | und all diese Grenzwerte sind gleich g. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht! Wenn der
Ubliche Grenzwert und ein iterierter Grenzwert existieren, dann sind beide gleich.

Differenzierbarkeit eines Vektorfeldes

Die Abbildung f: (G < R™) = R™ heiBt in einem Punkt a € G differenzierbar, wenn es eine lineare
Abbildung A € I(R", R™) gibt, so dass f(a+h) = f(a) + Ah + a(h) mit ||a(h)|| / |Ih]] = O far h > 0 gibt.
Anders geschrieben: f ist in a differenzierbar < f(a+h) = f(a) + Ah + o(||h]]) (h > 0) oder f(x) = f(a) +
a(x-a) + o(||x-al|) (x > a).

Wenn f(a+h) = f(a) + Ah + o(]|h]|]|) (h = 0) mit einer linearen Abbildung gilt, dann ist A eindeutig
bestimmt.

Wenn eine lineare Abbildung A e I(R", R™) existiert, fiir die f(a+h) = f(a) + Ah + o(||h||) (h = 0) gilt,
dann wird diese lineare Abbildung die Ableitung von f in a genannt und mit f'(a) oder df(a) oder Df(a)
bezeichnet.

Ableitung eines Skalarprodukts d(A” B?)/dt = dA”/dt B> + A” dB”/dt
das entstandene Feld ist ein Skalarfeld

Ableitung eines Kreuzprodukts d(A” x B?)/dt = dA”/dt x B> + A” x dB?/dt
das entstandene Feld ist ein Vektorfeld

Beispiel: Ableitung des Drehimpulses L? nach der Zeit:

dL?/dt = d/dt (r® x p®) = dr?/dt x p> + r> x dp~/dt
Wegen dr?/dt = v> = p?/m sind im ersten Kreuzprodukt die Vektoren parallel, wodurch das erste Produkt
verschwindet, d.h.

d/dtL>=r>x F~.
In Zentralkraftfeldern gilt F>(r) = F(r) r”/r, wodurch auch der zweite Term verschwindet. Das
Verschwinden der Ableitung bedeutet hier die Erhaltung des Drehimpulses.

Ableitung eines Spatprodukts d[A” (B® x C?)]/dt = dA®/dt (B> x C?) + A” (dB>/dt x C?) + A>

(B x dC?/dt)
Das entstandene Feld ist ein Skalarfeld.
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Jacobi-Matrix

Die Jacobimatrix ist die Matrixdarstellung der Ableitung in der Standardbasis von R" und R™. Wenn man
alle Komponenten einer Funktion mehrerer veranderlichen partiell ableitet kann, ergibt das endgliltige
Ergebnis eine Matrixdarstellung und diese Darstellung wird Jacobimatrix bezeichnet. Somit kann man die
Ableitung mit der Jacobimatrix identifizieren.

df=%dxl+...+gndxnEdf(a)h=%(a)-hl+...+gn(a)~hn » h=(h.....h,) e R"ist ein Vektor.

Das bedeutet, dass die Jacobimatrix mit einer Zeile mit einem Vektor h® durchmultipliziert wurde.

Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel fiir Felder
Produktregel: (fz)(a)=g(a)f (a)+ f(a)g (a) Oder (J(f2))(a)= G(a)(Jf)a)+ f(a)(Jg)(a)
Quotientenregel: [l) _g@)/f (@)= f(a)g(a) oder ( (ij j: 1 _

)@ @y N )@) = g le@na - f@ea
Kettenregel: Es sei (go /)(x) = g(f(x)) definiert

(go /) (@)=g (f(a)f (@oder  (J(gof))a)=(Jg) /(@) )a)

Integration eines Vektors
Vektoren werden komponentenweise integriert [A>(t) dt = [ A(t) dt e,” + [ A/(t) dt e,® + [ A(t) dt

e,”

Physikalische Anwendung
Geschwindigkeit und Beschleunigung
Bewegt sich ein Teilchen langs einer Kurve s(t) in Abhangigkeit von der Zeit t, so versteht man unter der
Geschwindigkeit

ds/dt = V(dx/dt)2 + (dy/dt)2 + (dz/dt)2)
Die Beschleunigung ist defniert als die 1.Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit

a = dv/dt = d2s/dt2 = (dx/dt d2x/dt2 + dy/dt d2y/dt2 + dz/dt d2z/dt2) / J(dx/dt)?

+ (dy/dt)2 + (dz/dt)2)
= dx/ds d2x/dt2 + dy/ds d2y/dt2 + dz/ds d2z/dt2

Teilgebiete der Differenzialgeometrie

Elementare Differenzialgeometrie

Elementare Differenzialgeometrie beschaftigt sich mit Kurven und zweidimensionalen gekriimmten
Flachen im dreidimensionalen reellen Raum. Durch Arbeiten von GauB3 wurde es mdglich, die Krimmung
auch quantitativ zu erfassen.

Das Problem der Minimalflachen fiihrte ebenso zur Entwicklung der elementaren Differenzialgeometrie.
Die in der Natur vorkommenden Seifenhdute lassen sich als Minimalflachen beschreiben. Die
mathematische Darstellung dieser Flachen lasst sich dabei mit den Methoden aus der Variationsrechnung
entwickeln.

Die geometrischen Eigenschaften dieser Flachen wie Kriimmung oder Abstande zwischen beliebigen
Punkten auf einer Minimalflache werden mit den Methoden der Differenzialgeometrie berechnet.

Moderne Differenzialgeometrie

Die abstrakte Differenzialgeometrie entsteht aus der Beschreibung geometrischer Objekte ohne Rickgriff
auf einen umgebenden Raum.

Wichtigster Begriff ist die differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein
geometrisches Objekt, ein topologischer Raum, der lokal aussieht wie der n-dimensionale reelle Raum.
Fir den Begriff der Differenzierbarkeit werden differenzierbare Abbildungen und differenzierbare
Funktionen auf der Mannigfaltigkeit eingefihrt.

Differenziale erhalten die Bedeutung von Derivationen, das sind Operatoren, die jedem Vektor eines
Tangentialblindels die Ableitung der Funktion zuordnen.

Riemannsche Geometrie

Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit gibt es keine vordefinierte Langenmessung. Ist sie zusatzlich
gegeben, spricht man von Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Diese Mannigfaltigkeiten sind Gegenstand
der Riemannschen Geometrie, die auch die Begriffe der Krimmung, der kovarianten Ableitung und der
Parallelverschiebung auf diesen Mengen untersucht.

»Kurven auf einer Kugel

Differenzialtopologie

Die Differenzialtopologie benutzt Mittel der Differenzialgeometrie und der Topologie zum Studium
topologischer Eigenschaften der betrachteten Mannigfaltigkeiten.
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Mannigfaltigkeit

Unter einer Mannigfaltigkeit versteht man eine Punktmenge, deren Punkte auf n-Tupel (X1, X5, ..., Xn)
reeller Zahlen als die Koordinaten der Punkte umkehrbar eindeutig abgebildet sind.

Die Koordinaten kénnen, wie die Parameter einer Kurve oder Flache, umkehrbaren, geniigend oft
differenzierbaren Koordinatentransformationen unterworfen werden.

Nur jene Beziehungen zwischen den Koordinaten einer Mannigfaltigkeit haben geometrische Bedeutung,
die von der Wahl des Koordinatensystems nicht abhangen.

Algebraische Mannigfaltigkeit

Eine algebraische Mannigfaltigkeit ist eine Punktmenge eines projektiven Raumes, die durch ein System
algebraischer Gleichungen definiert wird, denen die Koordinaten ihrer Punkte geniligen.

Die algebraische Mannigfaltigkeit ist der grundlegende Begriff der modernen algebraischen Geometrie,
der den eindimensionalen Begriff der Kurve und den zweidimensionalen Begriff der Flache auf beliebige
Dimensionen verallgemeinert.

Die algebraische Mannigfaltigkeit kann auch durch eine Parameterdarstellung charakterisiert werden, die
Anzahl der zur Beschreibung notwendigen Parameter ist gleich der Dimension der Mannigfaltigkeit.

i Bildbearbeitung
: Schwerpunkt der Bearbeitung von Bildern ist es, Fehler zu beheben, die beim
Fotografieren oder anderen Bilderfassungen entstehen kénnen, zum Beispiel
Uber- und Unterbelichtung, Unscharfe, Kontrastschwéche, Bildrauschen,
Rote-Augen-Effekt, stiirzende Linien usw. Durch diese Fehler wirken Bilder oft
zu dunkel, zu hell, zu unscharf oder auf andere Art mangelhaft. Mit Hilfe von
Filtern werden die vorhandenen Bilder verandert.
Insbesondere die Funktionsanalysis liefert dazu effiziente Verfahren.

Laplace-Filter
Der Laplace-Filter bzw. diskrete Laplace-Operator ist ein Filter zur
Kantenerkennung, der den Laplace-Operator annahert.

Af = 02f/ox2 + 02f/oy?2
Unter einer Kante versteht man eine Kurve, entlang derer der Gradient des
Bildes immer in Normalenrichtung zeigt. Eine Kante kann sich nur einstellen,
wenn folgende Gleichung erfillt ist
= 0 =V (Vf) = Af
Damit sucht man Nulldurchgange eines Laplace-gefilterten Bildes. Der Laplace-Filter liefert dabei eine
Obermenge der moglichen Kanten. Genutzt wird dabei ein Faltungsmaske der Form

-1 -1 -1
-1 8 -1
-1 -1 -1

Diese Maske wird auf die einzelnen Bildpunkte angewendet. Im Ergebnis erhalt man ein Bild, bei dem die
Kanten deutlich hervortreten.

1999



