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EBENE TRIGONOMETRIE

1. Die trigonometrischen Funktionen der Winkel von 0° bis 90°

Zur Wiederholung:

1. Was versteht man unter ihnlichen Dreiecken ?
2. Geben Sie Bedingungen an, unter denen Dreiecke dhnlich sind!

3. Was wissen Sie iiber das Verhiiltnis gleichliegender Seiten in ihnlichen Dreiecken ?

4. Was wissen Sie iiber gleichliegende Winkel in dhnlichen Dreiecken ?

Ein wichtiges Maschinenelement sind konische Zapfen (auch Kegelzapfen oder kurz
,.Kegel” genannt). Sie ergeben sich als mathematische Kérper, wenn von einem ,,mathe-
matischen Kegel” die Spitze abgeschnitten wird. Es sind
sogenannte Kegelstiimpfe (Abb. 2). Sie konnen auf einer
Drehmaschine durch Schriigstellen des Oberteils des ver-
schiebbaren Werkzeugschlittens, des sogenannten Lings-
supports, hergestellt werden. Der Einstellwinkel des Sup-

ports p hiingt vom Kegelwinkel « ab; offenbar ist ff = ;

(Abb. 3; zur Vereinfachung wurde der Antrieh weggelassen).
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4 Trigonometrische Funktionen der Winkel von 0° bis 90°

Nun wird in der Technik aber die Gestalt eines Kegels nicht durch den Winkel o

oder ; angegeben, sondern durch die Fachbezeichmmg 5. Kegel 1 “. Das bedeutet
x

(Abb. 4a), daB auf eine Zapfenlinge von x mm sich der Durchmesser D um 1 mm

Mitnehmerscheibe vermindert. Hat der Ke-

1 . gel cine andere Linge [,
* Reitstock so verjiingt ersich von D

W r auf d (um D — d), wobei
= Q} e —— Eﬁé : T wegen des Strahlensatzes

die Proportion gilt:

——
Spannherz lix=(D—d):l

Drehstahl (ABb. 4b)

Sowohl in Abbildung 4 a
als auch in Abbildung 4 b

: M/{%‘I sind ,.Kegel 1:4“ dar-
\.l gestellt.

Abb.8 Fiir das Arbeiten aunf

der Drehmaschine ist es

notig, aus der Vorschrift 1:x den Einstellwinkel B des Supports, also letztlich den
Kegelwinkel « zu bestimmen.

Mit den bisher bekannten mathematischen Mitteln ist die Bestimmung des Winkels a
nur auf geometrischem Wege moglich. Eine sorgfiltig angefertigte und mafgerechte
Konstruktion nach Abbildung 4a ermoglicht es, die Grofe des Winkels a mit meist
hinreichender Genauigkeit abzulesen. Die Bestimmung des Winkels durch Rechnung
ist dagegen mit den bisher behandelten mathematischen Mitteln nicht miglich.

—
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H

T
:if:?r'?g"

e

Abb.4a Abb.4b

- Die Bearbeitung technischer oder naturwissenschaftlicher Probleme fiihrt hiufig
zu Aufgaben, in denen in einer Figur Zusamnwnhénge zwischen Streckenverhiiltnissen
und Winkeln auftreten. Die rechnerische Lisung solcher Aufgaben ist mit Hilfe der

| Trig rie miglich. Diese beschiftigt sich zunichst mit Dreiecken?® und

zeigt, wie man aus drei bestimmten gegebenen Stiicken alle iibrigen Stiicke und auch
den Flicheninhalt durch Rechnung finden kann.

! Tri-gono-metrie (griech.), wirtlich: Drei-Winkel-M g: frei: Dreiecksberech




1. Die Sinusfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Im rechtwinkligen Dreieck A BC der Abbildung 5 bezeichnet man die dem Winkel
gegeniiberliegende Kathete a = BC als Gegenkathete und die dem Winkel «
anliegende Kathete b = AC als Ankathete in bezug auf den Winkel a. Die Strecke
¢ = AB liegt dem rechten Winkel 4 C B gegeniiber; sie ist die
Hypotenuse. .

Andert sich der Winkel &, so muB} sich notwendigerweise auch

8 W : . "
das Seitenverhiltnis — &ndern, so daf} jedem Winkel & ein ganz
c
bestimmter Verhiltniswert zugeordnet ist. Das Seitenverhiltnis ¢ o

ist demnach eine Funktion des Winkels a. Es wird als der Sinus
des Winkels « bezeichnet.

. a
a) = sina =
f(L) b c Abb.5

Erklarung 1

Im rechtwinkligen Dreieck bezeichnet man das Verhiilinis aus der Gegenkathete eines
Winkels und der Hypolenuse als den Sinus dieses Winkels.

. Gegenkathete
sing = —/———
Hypotenuse
Gegenkathete
Hypotenuse
er wird kleiner, wenn der Winkel kleiner wird. Davon kann man sich anschaulich
iiberzeugen, wenn man verschiedene rechtwinklige Dreiecke mit derselben Hypote-
nuse, aber verschiedenen Winkeln a zeichnet und die GréBlen der Gegenkatheten be-

trachtet (Thaleskreis!).
Bezeichnet man den Winkel als unabhingige Variable mit x und den Wert des Ver-
hiltnisses Gegenkathets
Hypotenuse
Ausdruck der Sinusfunktion:

Der Wert des Seitenverhiltnisses wiichst, wenn der Winkel wiichst;

als abhiingige Variable mit y, so erhiilt man als analytischen

y=f(x)=sinx

Die Funktionswerte y = sin x sind als Verhiltnis zweier Strecken unbenannte Zahlen;
ihre Berechnung ist nur in Ausnahmefillen mit elementaren Hilfsmitteln maglich.

2. Die Tangensfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Bei der Diskussion der linearen Funktion y = mx ist der Koeffizient m von x als
Richtungsfaktor bezeichnet worden, weil er die Richtung der Geraden kennzeichnet.
Auch der Winkel « zwischen der positiven Richtung der Abszissenachse und der Ge-
raden konnte dazu dienen. Wir wollen ihn als Richtungswinkel bezeichnen. Wir fragen,
ob. zwischen m und « eine funktionale Beziehung besteht.

Die Umformung des analytischen Ausdrucks v = mx zu m = % zeigt, dall m das

Verhiiltnis zweier Strecken darstellt, nimlich aus dem Lot y = PQ von einem beliebi-
gen Punkte P der Geraden auf die x-Achse und dem zugehérigen Abschnitt x = 0Q



6 Trigonometrische Funktionen der Winkel von 0° bis 90°

auf der x-Achse vom Ursprung 0 bis zum FuBpunkt des Lotes Q (Abb. 6). Das Lot PQ
und der Abschnitt OQ auf der x-Achse sind bekanntlich die Strecken, durch die die
Ordinate y und die Abszisse x des Punktes P(x;y) im
rechtwinkligen Koordinatensystem grafisch dargestellt
P(xy) werden.

‘Im rechtwinkligen Dreicck OQ P ist die Seite PQ = y
Y die Gegenkathete, die Seite 0Q = x die Ankathete in
bezug auf den Winkel a.
/Io X Q X Andert sich der Richtungswinkel «, so mu8 sich not-

wendigerweise auch das Seitenverhilinis ¥ dndern.
& x

Jedem Winkel « ist ein bestimmter Verhiltniswert

y' ist demnach eine Funktion des Richtungswinkels a.

Abb. 6

zugeordnet. Das Seitenverhiltnis
Es wird als der Tangens des Winkels a bezeichnet.
g(a) = tana = Z
Wir stellen also fest: Der Richtungsfaktor m ist der Tangens des Richtungswinkelsa :
m = tan a.
Erklirung 2

Im rechtwinkligen Dreieck bezeichnet man das Verhiilinis aus der Gegenkathete und
der Ankathete eines Winkels als den Tangens dieses Winkels.

Canei— Gegenkathete
" Ankathete
Gegenkathete

Der Wert des Seitenverhiiltnisses wiichst, wenn der Winkel wiichst; er

Ankathete
wird kleiner, wenn der Winkel kleiner wird. Auch davon kann man sich anschaulich
iiberzeugen, wenn man mehrere rechtwinklige Dreiecke mit verschiedenen Winkeln a,
aber gleichen Ankatheten b (vgl. Abb.5) zeichnet, und auf die Verinderung der
Grifle der Gegenkathete achtet. Bezeichnet man den Winkel als unabhiingige Variable
Gegenkathete

mit & und den Wert des Verhiltnisses o
Ankathete

als abhingige Variable mit y, so
erhilt man die Tangensfunktion.
y=g(x)=tanx

Die Funktionswerte y = tan x sind als Verhiiltnisse zweier Strecken ebenfalls unbe-
nannte Zahlen; ihre Berechnung ist nur in Ausnahmefillen mit elementaren Hilfs-
mitteln moglich.

Auch das Kegelverhiltnis 1 im Einfijl\rungsbeispifl ist durch die Tangensfunktion

Ay

mit dem Kegelwinkel x verkniipft durch tan T 7.2 (Abb. 2 und 4a).

3. Die Sinusfunktion am Einheitskreis

Es sei ein rechtwinkliges uv-Koordinatensystem gegeben (Abb. 7).
LiBt man einen im Ursprung des Koordinatensystems beginnenden Strahl um seinen
Anfangspunkt 0 (0;0) von der positiven Seite der u-Achse als Ausgangslage aus im



Die Sinusfunktion am Einheitskreis 7

positiven Drehsinn, das ist entgegen dem Uhrzeigersinn, rotieren, so idndert sich
laufend der Winkel x zwischen Strahl und positiver Seite der u-Achse.
Um den Punkt O sei weiter-
hin ein Kreis mit dem Radiusr Vv
gezeichnet. Der bewegliche
Schenkel des Winkels x schneide
den Kreis in P (13 v). Der FuB-
punkt des Lotes von P aus auf P
die u-Achse sei (). Das Drei-
eck 0Q P ist rechtwinklig. L
Nach der Erklirung 1 ist in
diesem Dreieck

0 u Q[ v 0] Q 1’u
PQ v

sinx = P = (1) Abb.7 Abb. 8

Ergebnis: Das Verhiltnis des Lotes von einem auf der Kreisperipherie beweglichen
Punkte P auf die u-Achse zum Radius des Kreises ist gleich dem Sinus des Winkels x.
Wird dabei der Radius r in derselben Einheit gemessen wie das Lot v, so ergibt sich
@ als Funktionswert sinx das Verhiltnis der beiden MaBzahlen dieser Strecken. Die
Maf3zahl des Lotes ist dabei die Ordinate v des Punktes P (u;v).
Wird um den Punkt O der Kreis mit der MaBeinheit 1 als Radius gezeichnet, den
man den Einheitskreis nennt (Abb. 8), so geht Gleichung (1) iiber in

sinx = tl) =v (2)

Ergebnis: Die Ordinate v eines auf der Peripherie des Einheitskreises liegenden Punk-
tes P ist gleich dem Sinus des zugehirigen Winkels a.

Wichtig ist, daf} das uv-Koordinatensystem hier wie im folgenden aus zwei linear
geteilten Koordinatenachsen mit gleichen Einheiten besteht. Die vorstehende Betrach-
tung hat zunichst nur fiir Winkel zwischen 0° und 90° Giiltigkeit, da sich fiir Winkel
x=0° und x = 90° kein rechtwinkliges Dreieck ergibt. d

Aus Abbildung 8 kénnen wir besonders gut ablesen, wie sich der Funktionswert
y = sin x édndert, wenn sich der Winkel x éindert. Nimmt der Winkel x ab und nihert
sich 0°, so nihert sich sin x dem Wert 0. Fiir sin 0° versagt Erklirung 1. Man setzt des-
halb durch eine Definition fest:

sin 0° = 0. (3)

Nimmt der Winkel x zu und nihert sich 90°, so nihert sich sin x dem Wert 1.
Man definiert entsprechend:
sin90° = 1 4)

Folgerung: Die Sinuswerte der Winkel zwischen 0° und 90° liegen zwischen 0 und 1,
und zwar gehort zum griofieren von zwei Winkeln stets der groBere Sinuswert.



4. Die Tangensfunktion am Einheitskreis

Im Punkt A (1;0) der Abbildung9 wird die Tangente an den Einheitskreis des
uv-Koordinatensystems gelegt. Der bewegliche Schenkel des Winkels x schneide die
Tangente in R. In dem rechtwinkligen Dreieck 04 R ist dann:

_ AR _ AR _ R
tanx = 0 = " - = AR v

Ergebnis: Die MaBzahl des Abschnittes 4 R auf der Tan-
gente im Punkte A des Einheitskreises ist gleich dem Wert
des Tangens des Winkels x.

Aus Abbildung 9 kénnen wir ablesen, wie sich der Funk-
tionswert y = tan x dndert, wenn sich der Winkel x éndert.
Nimmt der Winkelx ab und nihert sich 0°, so nihert sich
auch tan x dem Werte 0. Fiir tan 0° versagt Erklirung 2. Man
setzt deshalb durch Definition fest: X

tan 0° = 0. 0 ! 4w
Nimmt der Winkel x zu und nihert sich dem Wert 90°, so Abb.o

wiichst der Abschnitt AR unbegrenzt, und damit wird der Wert
der Funktion y = tan x grofler als jede angebbare Zahl. Ihr Verhalten ist vergleichbar

tanx

mit dem der Funktion y = > wenn x sich dem Werte 0 nihert. Fiir x = 90° ist die
Tangensfunktion demnach nicht erklirt. Es gilt also:
tan 0° =0;
“tan 90° ist nicht erklirt.

Wiichst der Winkel x von 0° bis 90°, so wiichst der Tangens des Winkels x von 0 bis
zu Werten, die grofer sind als jede angebbare Zahl.

Aufgaben

1.a) Zeichnen Sie mehrere rechtwinklige Dreiecke, die in einem spitzen Winkel iibereinstimmen !
Bestimmen Sie in ihnen das Verhiltnis der Gegenkathete dieses Winkels zur Hypotenuse
b) und vergleichen Sie die einzel Ergebnisse mitei
¢) Wie indert sich das Verhiiltnis, \~cnn sich der Winkel andert’

»

Welche Werte haben sina und sinf in einem rechtwinkligen Dreieck
a) mit den Katheten a = 4 dm und b = 3 dm,

b) mit der Hypotenuse ¢ = 13 mm und der Kathete a = 5 mm,

¢) mit den Katheten a = b= 2 cm,

d) mit der Hypotenuse ¢ = 8 ¢cm und der Kathete a = 4 cm,

€) mit der Hypotenuse r und den Katheten s und ¢?

Zeichn‘en und messen Sie die Winkel, fiir die der Sinus folgende Werte annimmt!
) 0,5 b) 0,25 o) 0,1 2 0,3 ) 0,4

L]

)08 2) 0,9 h) i 15
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4. Zeichnen Sie zwei rechtwinklige Dreiecke 4, B, C, und 4, B, C, mit den Winkeln a; = a, = 60°
und mit den Katheten b, = 5 ecm bzw. b,= 7 cm!

Messen Sie in beiden Fillen die Gegenkathete a, baw. a, und bestimmen Sie die Quotienten

G b2
b, und By

Was stellen Sie fest? Begriinden Sie Ihre Feststellung!

5. Beweisen Sie mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre: In rechtwinkligen Dreiecken, die in einem
spitzen Winkel iibereinstimmen, ist das Verhaltnis aus Gegenkathete und Ankathete unab-
hiingig von der Liinge der Katheten!

6. Zeichnen Sie rechtwinklige Dreiecke mit den Winkeln x = 107, 20°, 307, . . ., 80°!
Bestimmen Sie in jedem dieser Dreiecke das Verhiltnis der Katheten a : b!
Tragen Sie die gefundenen Werte in eine Wertetafel ein!

Kommt es auf die Gréfle der Dreiecke an ?
Uberlegen Sie, wie man die Verhiltnisse a : b mglichst leicht bestimmen kann!

7. Welche Werte haben tan « und tan § in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten
a) a= ldm und l;:ldm: b)a=2cm und b=4cm;

¢)a=06m und b=09m; d) pundq?

8. Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Tangens folgende Werte annimmt:

4 - =
a) 0,53 b) 08; o) 7 d) 1: e) 2; ) V3: g I5: h) 5!
9. Zeichnen Sie rechtwinklige Dreiecke mit gleicher Hypotenuse und mit den Winkeln § = 10°,
207, 30%, ..., 80° und bestimmen Sie jedesmal das Verhiltnis
Gegenkathete b Gegenkathete i
Ankathete * Hypotenuse

Tragen Sie die Ergebnisse einschlieBlich der Werte fiir 0° und 90° in eine Wertetafel cin!

10. In einem Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne von der Linge I mit dem zugehérigen Zentri-
winkel a gezeichnet. Das Lot vom Kreismittelpunkt auf die Sehne halbiert Zentriwinkel und
Sehne.

a) Stellen Sie eine funktionale Beziehung zwischen halbem Zentriwinkel, halber Sehne und
Kreisradius auf!

b) Wie groB} ist in einem Kreis vom Durchmesser 7 cm die Sehne zu den Zentriwinkeln 20°,
80°, 100°, 140°?
Benutzen Sie zur Bestimmung die Tabelle aus Aufgabe 9b!

5. Die Kosinusfunktion im rechtwinkligen Dreieck

¢

Im rechtwinkligen Dreieck .4 BC der Abbildung 10
stellt das Seitenverhiltnis b:c¢ den Sinus des Win-
kels f dar. Man kann jedoch das Seitenverhilt-
nis b:c¢ auch in Beziehung zum Winkel x setzen.
Fiir den Winkel « bedeutet b:c¢ das Verhiiltnis von
Ankathete zur Hypotenuse.

Abb. 10
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Erklirung 3

Im rechtwinkligen Dreieck bezeichnet man das Verhiiltnis aus der Ankathete eines
Winkels zur Hypotenuse als den Kosinus dieses Winkels.

Ankathete
cos g = ——
Hypotenuse
- .. . Ankathet " 2 . 5 .
Das Seitenverhiltnis ——~2°®_ yichst, wenn der Winkel kleiner wird; es wird
Hypotenuse

kleiner, wenn der Winkel wiichst.
Machen Sie sich das an einer Thaleskreisfigur wie beim Sinusverhiltnis in Kapitel 1

klar!

: ... Ankathete . 3 & :
Jedem Seitenverhiltnis _ADRUIRE ist ein bestimmter Winkel zugeordnet und um-
Hypotenuse
gekehrt. Bezeichnet man den Winkel als unabhiingige Variable mit x und den Wert
Ankathete

des Verhiltnisses
funktion

als abhingige Variable mit y, so erhilt man die Kosinus-
Hypotenuse

y =h(x)=cosx.

Die Funktionswerte y = cos x sind als Verhiltnisse zweier Strecken ebenfalls un-
benannte Zahlen; auch ihre Berechnung ist mit elementaren Hilfsmitteln nur in Aus-
nahmefillen moglich.

6. Die Kotangensfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Im rechtwinkligen Dreieck der Abbildung 10 stellt das Seitenverhiltnis a : b den Tan-
gens des Winkels « dar. Die Grofle des Winkels & wird auch durch das umgekehrte
Verhiiltnis b : @ bestimmt.

Erkliarung 4

Im rechtwinkligen Dreieck bezeichnet man das Verhiiltnis aus der Ankathete und der
Gegenkathete eines Winkels als den Kotangens dieses Winkels.

dob.a = Ankathete
Gegenkathete
Ankathete
Gegenkathete
wenn der Winkel wichst.
Machen Sie sich das an einer Figur wie beim Tangensverhiltnis in Kapitel 2 klar!
Jedem Seitenverhiltnis _Ankathete .o bestimmter Winkel zugeordnet und
Gegenkathete
umgekehrt. Bezeichnet man den Winkel als unabhiingige Variable mit x und den Wert
Ankathete
Gegenkathete
Kotangensfunktion.

Das Seitenverhiltnis wichst, wenn der Winkel kleiner wird ; es wird kleiner,

des Verhiiltnisses als abhiingige Variable mit y, so erhdlt man die

y=Fk(x)=cotx

Die Funktionswerte y = cot x sind als Verhiltnisse zweier Strecken ebenfalls unbe-
nannte Zahlen; ihre Berechnung ist mit elementaren Hilfsmitteln wiederum nur in
Ausnahmefillen moglich.
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7. Die Kosinusfunktion am Einheitskreis

Im rechtwinkligen Dreieck der Abbildung 11 ist nach Erklirung 3:
0Q

uw
Csx = p =7=1u (1)
Ergebnis: Die Abszisse w eines auf der Peripherie des Einheitskreises liegenden
Punktes P ist gleich dem Kosinus des zugehirigen Winkels a.

Aus Abbildung 11 kénnen wir ablesen, wie sich der Funktionswert y = cos x dndert,
wenn sich der Winkel x dndert. Nimmt der Winkel x ab und nihert sich 0°, so nihert
sich cosx dem Wert 1. Fiir cos 0° versagt Erklirung 3.
Man setzt deshalb durch eine Definition fest:

cos 0° =1 (2)
Nimmt der Winkel x zu und nihert sich 90°, so nihert
sich cos x dem Wert 0.
Fiir cos 90° versagt Erklirung 3.
Man definiert entsprechend:

c0s90° =0 (3)
Folgerung: Die Kosinuswerte der Winkel zwischen 0° 0|  cosx
und 90° liegen zwischen 1 und 0, und zwar gehort zum
groBeren von zwei Winkeln stets der kleinere Kosinuswert. Abb.11

8. Die Kotangensfunktion am Einheitskreis .
Zur Wiederholung:

1. Wie nennt man die Winkel » und f§ in Abb. 12°?

2. Welchen Satz kennen Sie iiber derartize Winkel an geschnit- V
tenen Parallelen ?

3. Beweisen Sie diesen Satz! ; !

Im Punkt B (0; 1) der Abbildung 13 wird die Tangente
an den Einheitskreis des uv-Koordinatensystems gelegt.

Der bewegliche Schenkel des Winkels x schneide die Abb.12

Tangente in T. Das Dreieck OTB ist rechtwinklig, und "

es gilt LOTB=< x.

Nach Erklirung 4 ist dann B cot x T

BT BT X

cotx = 0B~ 1 T BT

Ergebnis: Die MaBzahl des Abschnitts B T auf der Tan- !

gente im Punkte B des Einheitskreises ist gleich dem

Wert des Kotangens des Winkels x. .

Aus Abbildung 13 kénnen wir ablesen, wie sich der X
Funktionswert y = cot x dndert, wenn sich der Winkel x 0 | u

dndert. Abb.13
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Nimmt der Winkel x zu und nihert sich 90°, so nihert sich cot x dem Wert 0.
Fiir cot 90° versagt Erklirung 4. Man setzt deshalb durch Definition fest: cot 90° = 0.
Nimmt der Winkel x ab und nihert sich dem Wert 0°, so wird der Abschnitt BT
und damit der Wert der Funktion y = cot x gréfer als jede angebbare Zahl. Fiir x = 0°
ist deshalb die Kotangensfunktion nicht erklirt. Es gilt also:
cot 0° ist nicht erklirt;
cot 90° = 0.
Wiichst der Winkel x von 0° bis 90°, so nimmt der Kotangens von Werten, die grofler
sind als jede angebbare Zahl, bis zum Wert 0 ab.

Aufgaben

[

. Zeichnen Sie mehrere rechtwinklige Dreiecke, die in einem spitzen Winkel iibereinstimmen!
Bestimmen Sie in ihnen das Verhiltnis der Ankathete dieses Winkels zur Hypotenuse und
vergleichen Sie die einzelnen Ergebnisse miteinander! Wie édndert sich das Verhiltnis, wenn
sich der Winkel éndert ?

Welche Werte haben cosa und cosf} in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Seiten, wie
sie in Aufgabe 2, Seite 8, angegeben sind ?

Vergleichen Sie jeweils sina mit cosff und cosa mit sinf!

o

&

Konstruieren Sie rechtwinklige Dreiecke mit
a) a= 22,5 b) o= 45°, ) a= 67,5°
und ermitteln Sie die Kosinuswerte dieser Winkel!

»

Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Kosinus die in Aufgabe 3, Seite 8, ange-
gebenen Werte annimmt!

o

Zeichnen Sie iiber dem Durchmesser eines Halbkreises Dreiecke, deren Spitzen auf der
Peripherie liegen! Wie éndert sich
a) die Gegenkathete
b) die Ankathete eines der spitzen Winkel des Dreiecks, wenn dieser, bei kleinen Winkeln
angefangen, zunimmt ?
Zichen Sie daraus Folgerungen fiir den Verlauf der Sinus- bzw. der Kosinusfunktion!
Fiir welches rechtwinklige Dreieck ist sin a = cos a ?
. Zeichnen Sie zwei rechtwinklige Dreiecke 4,B,C, und 4,B,C, mit den Winkeln a; = a, = 50°
und mit den Katheten a,= 6 em bzw. a,= 8 cm!
Messen Sie in beiden Fillen die Ankathete b, bzw. b, und bestimmen Sie die Quotienten
b b\
i und o
Was stellen Sie fest ?
Begriinden Sie ihre Feststellung!
7. Welche Werte haben cota und cotf in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten,
wie sie in Aufgabe 7, Seite 9 angegeben sind ?
8. Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Kotangens die in Aufgabe 8, Seite 9, an-
gegebenen Werte annimmt!
9. Zeichnen Sie rechtwinklige Dreiecke mit gleichen Hypotenusen und mit den Winkeln a = 10°,
Ankathete |
Gegenkathete -
Tragen Sie die Ergebnisse einschlieflich des Wertes fiir 90° in eine Wertetafel ein!

=l

20°, 30°,...,70° und bestimmen Sie jedesmal das Verhiltnis

10. Zeichnen und messen Sie die Werte
a) der Kosinusfunktioa, b) der Kotangensfunktion
am Einheitskreis fiir die Winkel 10°, 20°, ..., 70°!
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9. Der Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen
Wir haben kennengelernt, daB im rechtwinkligen Dreieck 4 BC (Abb. 14) folgendes
gilt:
Der Sinus eines Winkels ist das Verhiiltnis der Gegenkathete zur Hypotenuse.

_ Gegenkathete

. [
sina = —
¢ Hypotenuse

Der Kosinus eines Winkels ist das Verhiltnis der Ankathete zur Hypotenuse.

o L ATKatHetE
CRE== Hypotenuse

Der Tangens eines Winkels ist das Verhiltnis der Gegenkathete zur Ankathete.

@ _ Gegenkathete
b Ankathete

I

tan o

<
Der Kotangens eines Winkels ist das Verhiiltnis der Ankathete zur Gegenkathete.

b _  Ankathete

ta=— =
o a Gegenkathete

Man nennt diese Seitenverhiltnisse die trigonometrischen Funktionen oder Winkel-
funktionen.

¢
Im folgenden untersuchen wir eine Reihe wichtiger Zusammenhiinge zwischen den
trigonometrischen Funktionen.

1) Im rechtwinkligen Dreieck ABC der Abbil-
dung 14 ist

a+f=190° (1)
und damit p=90°—« (2)
Zwei Winkel, die einander wie a und § zu 90° erginzen, Abb. 14

nennt man Komplementwinkel. Im rechtwinkligen Drei-
eck ist also jeder spitze Winkel der Komplementwinkel zum anderen spitzen Winkel.
Es ist weiterhin

.. a
sSInx = — (3)
c

und cos = f (4)

Daraus folgt
sin a = ¢os f§
und wegen (2)
sin @ = cos (90° — ) (5)
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Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Kosinus seines Komplementwinkels. In
ghnlicher Weise ergeben sich auch .

cos @ = sin (90° — @) (6)
tan ¢ = cot (90° — «) (O]
col ¢ = tan (90° — &) (8)

Durch die Formeln (6) und (8) werden die Bezeichnungen Kosinus und Kotangens
verstiindlich: complementi sinus (abgekiirzt cosinus) bedeutet Sinus des Komplement-
winkels, complementi tangens (abgekiirzt cotangens) bedeutet Tangens des Kom-
plementwinkels.

Diese Komplementbezichung gilt nicht nur fiir einzelne Winkel, sondern fiir die
gesamten Funktionen sin x und cos (90° — x) bzw. tan x und cot (90° — x). In diesem
Sinne nennt man die Kosinus- bzw. die Kotangensfunktion die Kofunktionen zur Sinus-
bzw. zur Tangensfunktion.

Damit kénnen wir die Formeln (5) bis (8) folgendermafien zusammenfassen:

Die Funktion eines Winkels ist gleich der Kofunktion seines Komplementwinkels.

2) Im rechtwinkligen Dreieck der Abbildung 14 ist
=2 ' =
sina = - (1) cosa = - (2)
Durch Quadrieren von (1) und (2) folgen

2 2
(sina)? = sin®a = :ﬂ {1y (cosq)? = cos? o = %27 1) (2)

Durch Addition der Gleichungen (1") und (2) folgt

2 2
sin?a + cos?a = & ;tb (3)
Nach dem Satz des Pythagoras gilt aber im rechtwinkligen Dreieck
a?+ b= c% (4)
Durch Einsetzen von (4) in (3) folgt
sinfe + cos?e = 1. (5)

Die Summe der Quadrate des Sinus- und Kosinuswertes eines Winkels ist gleich 1.

Die Formel (5) wird auch als die trigonometrische Form des pythagoreischen Lelirsatzes
bezeichnet. Das ist nicht nur durch den Aufbau der Formel, der an den dgs pythago-
reischen Lehrsatzes erinnert, bedingt, sondern hat tiefere Griinde.

Wenn man gemiBl Abbildung 8 und Abbildung 11 aus dem Einheitskreis das recht-
winklige Dreieck O QP herauszeichnet und alle drei Seiten wie dort beschriftet, nim-

! Man sagt fiir (sin «)? nicht',,Sinus alpha Ql‘mdrat“, sondern ,,Sinus Quadrat alpha®, um zu
kennzeichnen, daf3 nicht der Winkel, sondern der Funktionswert zu quadrieren ist. Entsprechendes
gilt fiir beliebige Potenzen simtlicher Winkelfunktionen.
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lich mit sin x, cos x und 1, auBerdem jetzt die Hypotenuse mit Hilfe des pythagoreischen
Lehrsatzes nochmals durch die Katheten ausdriickt (¢ = a® + b2), so ergibt sich die
Formel (5). Priigen Sie sich diese einfache Figur zur Unterstiitzung Thres Gediichtnisses
ein! Beachten Sie dabei, daB es sich nur um eine Veranschaulich g dieser Bezieh

handelt! °
Aus Gleichung (5) folgen )
sina = ]/1 — cosa (6)
cosa = J/1 — sina (7)

Bei den Wurzeln wird das negative Vorzeichen nicht verwendet, da die bisher betrach-
teten Sinus- und Kosinuswerte stets positiv sind.

3) Im rechtwinkligen Dreieck ABC der Abbildung 14 ist

tana = ; (1)
cota = @)
Durch Multiplikation ergibt sich
a b
tana cot o = - - e (3)
tane cote =1 (4)
bzw tana = (5)
cote
1
und cota = 6)
tana
Das Produkt aus dem Tangens und dem Kotangens eines Winkels ist gleich 1.
Dividiert man in Gleichung (1) Zihler und Nenner durch.c, so erhilt man
tan o = = 7
= (1)
c
Nach 2) (1) ist aber % = sin « und nach 2) (2) ist 'z’— = CoS &,
Damit folgt
lang = 22% (8)
cosa
Auf dhnliche Weise ergibt sich
cota =22 9)
sin &

Auch die Beziehungen (8) und (9) lassen sich geometrisch gewinnen. Wenn Sie z. B.
aus Abbildung 8, 9 und 11 die Dreiecke OQP und OAR fiir denselben Winkel x und
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mit derselben Einheit r = 1 her: ich in eine einzige Figur, so daB sich die beiden
Winkel x decken, so kénnen sie wegen der Ahnlichkeit die Proportionalitit der Kathe-
ten feststellen (Strahlensatz): tan x: 1= sin x : cos x. Das ist aber die Beziehung (8).
Fiir die Beziehung (9) 148t sich eine dhnliche Figur gewinnen. Beide konnen ebenfalls
Thr Gedichtnis unterstiitzen, wenn Sie sie sich einpriigen.
Aus den Gleichungen

2) (5) sin?a+ cos?a=1

3) (4) tana cota=1

sin &
cos X

3) (8) tana =

lassen sich Beziehungen herleiten, die aus der Kenntnis cines Funktionswertes eines
Winkels die Berechnung der iibrigen Funktionswerte dieses Winkels erméglichen, ohne
den Winkel selbst zu bestimmen. Die gedichtnismiBige Beherrschung dieser drei
Formeln ist unbedingt erforderlich.

T X s 1 5 s
Beispiel: Gegeben ist sina = Y 1/2 ; es soll tan o bestimmt werden. Dazu muf zu-

niichst tan « nur mit Hilfe von sin a ausgedriickt werden.

Nach 3) (8) ist tana = ;’:Z 5
nach 2) (7) ist cosa=J1 — sin?a.

Einsetzen von 2) (7) in 3) (8) fiihrt auf

sin &
tan & =
1— sin®x
Fiir sina = % ﬁ ergibt sich dann
PR )
tanx = S = 77 =1
Vi-g Vg
Aufgaben
1. Beweisen Sie die Formeln!
a) sinx =1 — cos®a b) cosa = V1 — sin*x

2. Leiten Sie aus den nachstehend angegebenen Werten der Sinus- und Tangensfunktion die
entsprechenden Werte der Kofunktionen her!

T Tw [ [ w [ & | o | o [ [ w o

T

;; 1 0 ] 0,174
\0 0,176

0,940 | 0,985 ! 1
2747 | 5671 | —

0,643
0,839

0,766
1,192

0,866
1,132

0,342 ‘ 0,5
0,364 | 0,577

tan x
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3. Nach den Ausfithrungen am Schlufl von 3) geniigt die Kenntnis eines Funktionswertes eines
Winkels, um alle iibrigen Funktionswerte dieses Winkels zu bestimmen.
Die folgende Ubersicht zeigt alle moglichen Umformungen:

ausgedriickt | |
Nh sin & cos tan & cot &

gesucht —

- tan &
sin & — V1 — cos®n e —lf —
[ V1+ tan®a Y1+ cot?x
| e 1 cot x
cos & V1 —sin®a = ‘ —_— —
| V14 tan®~ Y1+ cot?x
| in o Y1 — cos?ar | 1
tan o —— — — | ——
cos o | cot o
{
cos & 1
cot ———— TR —
V1 — cos®x tanx

Fiinf Beziehungen dieser Ubersicht sind bereits hergeleitet worden. Welche sind es? Leiten
Sie die iibrigen sieben Beziehungen entsprechend her!

4. a) Entneh Sie aus Abbildung 8 das Dreieck OQP, bezeichnen Sie den Winkel bei O
mit «, und (wie in Abbildung 8) PQ mit sinx und OP mit 1! Driicken Sie nun die dritte
Seite mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes durch 1 und sina aus! Stellen Sie jetzt die
vier trigonometrischen Funktionen von « auf und vergleichen Sie die Ergebnisse mit der
1. Spalte der Tabelle in Aufgabe 3!

b) Verfahren Sie genauso mit dem Dreieck OQP aus Abbildung 11!
¢) Desgleichen mit dem Dreieck OAR aus Abbildung 9!
d) Desgleichen mit dem Dreieck OTB aus Abbildung 13!

Anmerkung: Diese vier Figuren sind gute Gedachtnisstiitzen fiir die U, 1 bezieh
der Tabelle in Aufgabe 3!

5. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!

p cos y
a) tanx-cosx b)-sin 8 - cot f§ A <) s
sin x tan f T
d) FreE e) wotf f) tana - J1— sin®x
6. Beweisen Sie die Richtigkeit der Beziehungen
1 1
i & s Voo =}
a) 14 tan®x P b) 1+ cot’x o
7. Gegeben sind:
a) sin 30°= 0,5 b) tan45°= 1 ¢) cos 60°= 0,5
d) tan 0°=10 e) cot 90°=0 f) sin 13°= 0,2250
g) cos 40°= 0,7660 h) tan 52°= 1,280 i) cot 59°= 0,6009

Bestimmen Sie mit Hilfe der in Aufgabe 3 enthaltenen Ubersicht die iibrigen Funktionswerte
der Winkel!

2 [00920]
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10. Geometrische Dar

Um die vier trigonometrischen
Funktionen in einem xy-Koordi-
natensystem geometrisch zu veran-

g der trig

ischen Funktionen

y=ICDSX

y=s(n x

schaulichen, hat man darin Punkte
mit den Winkeln x (0° < x < 90°)
als Abszi und den zugehérigen
Funktionswerten als Ordinaten
einzuzeichnen.

Es ist zweckmiBig, auf der Ab-
szissenachse als Einheit fiir die

X
S
| o7
o
8| 8
o=
S e
]
S| €
b S

Winkelgrade die Linge desjenigen
Bogens zuwiihlen, den der Zentriwinkel 1°
auf der Peripherie des Einheitskreises
ausschneidet. Man rollt dazu den vierten
Teil des Einheitskreises auf dem positi-
ven Teil der x-Achse vom Koordinaten-
anfangspunkt O aus ab und teilt die so
gefundene Strecké in 90 gleiche Teile.

In den Abbildungen 15 und 16 sind
die Bilder der vier trigonometrischen
Funktionen

y=sinx y =tanx

y=cosx y=cotx gezeichnet.

Die Konstruktion der zu einem ge-
gebenenWinkel gehérigen Kurvenpunkte
wird aus den Abbildungen deutlich.
Man erkennt aus den Abbildungen:

1. Im Bereich 0° < x < 90° sind
a)y=sinx und y=tanx
steigende Funktionen,
b)y=cosx und y=cotx
fallende Funktionen.
2. Sinus- und Kosinusfunktion (Abb.15)
sowie Tangens- und Kotangensfunk-

0 10° 20° 30° 40

507 60° 70° 807 90°
A

)
Abb.15
/
% g
8 §
L L
Ly L Ll ) T
0° 10" 20° 30° '50’ 0° 20°60° 90"
Abb.16 | 45"

tion (Abb. 16) liegen jeweils symmetrisch zu der Parallelen zur y-Achse durch den
Punkt 45° auf der Abszissenachse. Daran erkennt man anschaulich:
sin x = cos (90° — x) und tan x = cot (90° — x).

w

nicht erklért.

11. Berechnung einzelner Funktionswerte

Zur Wiederholung:

1. Welche Sonderformen von Dreiecken kennen Sie ?

. Die Tangensfunktion ist fiir den Winkel 90°, die Kotangensfunktion fiir den Winkel 0°

2. Machen Sie Aussagen iiber die Grofle von Seiten und Winkeln sowie iiber die Lage der Hohen

in diesen Dreiecken!
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3. Konstruieren Sie ein gleichseitigés Dreieck mit der Seite a und berechnen Sie die Dreiecks-
hihe!
4. Konstruieren Siesein Quadrat mit der Seite @ und ziehen Sie eine Diagonale!

a) Was fiir Figuren entstehen dann? 4

b) Wie lang ist die Diagonale ?

Fiir die Losung trigonometrischer Aufgaben ist es erforderlich, die vier Funktions-
werte fiir beliebige Winkel zwischen 0° und 90° zahlenmiBig zu bestimmen. Das ist
zuniichst nur dadurch moglich, indem man rechtwinklige Dreiecke mit den gegebenen
Winkeln zeichnet, die Seiten mifit und danach die jeweiligen Seitenverhiltnisse aus-
rechnet. Wegen der Ungenauigkeit von Zeichnung und Mes-
sung erhilt man dabei nur Niherungswerte. )

Fiir die Winkel 30°, 45° und 60° lassen sich die Funktions-
werte aber ohne Schwierigkeiten auf anderem Wege, nimlich
unter Zuhilfenahme planimetrischer Lehrsiitze ermitteln.

Bekanntlich 1d8t sich jedes Dreieck in zwei rechtwinklige
Dreiecke zerlegen. Die Héhe h zerlegt ein gleichseitiges
Dreieck (Abb.17) in zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke
mit Winkeln von 30° und 60°. Im rechtwinkligen Dreieck ADC

der Abbildung 17 ist h= - /3.
Damit ergibt sich:

a a -
) ) 5 o —)3
sin 30° = sin60°= — = = —
a a a
sin30°= 1 sin60° = L /3
2 2
a > a
=iys &
cos30° = b8 oa 0P = <2
N a a
5 1 5 1
cos 30° = — ]/3 cos600° = 5
a a a g=
= 513
tan 30° = Bl B tan60° = e 2
h a V3 a a
2 2 2
tan 30° = ; ]/g | tan 60° = ]/§
@ ofe a a
=) 4 =
cot36° = 1 — 2 GOL60% 2
i e hays
2 2 2
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Die Diagonale d zerlegt ein Quadrat (Abb.18) mit der Seite a in zwei gleich-
schenklig-rechtwinklige Dreiecke. Im gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck ABD
der Abbildung 18 ist

d=a}2.
0 ¢ Damit ergibt sich:

sind50= 2. = ¢ tan450= 2
d ~ d  g4y2 a

a -
| sin 450 = | 2 ' tan430= 1 |
=% = O, =8
2 il 8 cos 450 = il cot 45° "

Abb.18 cos 450 = ; V2 cot45° =1

Mit den eben berechneten und den fiir 0° und 90° festgesetzten Funktionswerten
ergibt sich folgende Ubersicht:

« | 0o | 300 [ 4° | 600 | 90°
| | -
. 1 1 1,5
sin @ ’ 0 T |z V2 J 3 V3 1
| |
| 1.,= | 1= 1
cos & 1 5 V3 T V2 ' ey 0
|
= | —_—
wne |0 % B | 1 l B -
| = | i |
cote - V3 ‘ 1 3 V3 [

Die gedichtnismiBige Beherrschung dieser Funktionswerte ist unerlifBllich. Dabei ge-
niigt es, wegen der Komplementbezichung, wenn man sich nur die Folgen der Sinus-
und Tangenswerte einprigt. Fiir die Sinuswerte kann man dazu folgende Gedichtnis-
stiitze benutzen:

« | o0 | 300 [ 45° | 60° [ 90°
|
sne | 31T ] 3T | 317 | 35 f 3

12. Die Tafeln der trigonometrischen Funktionen

Nur die wenigsten der trigonometrischen Funktionswerte lassen sich so einfach be-
rechnen, wie es im Kapitel 11 an einigen Beispielen gezeigt wurde.

Zur Berechnung der Funktionswerte beliebiger Winkel benutzt die Mathematik
Hilfsmittel, die im Mathematikunterricht der Oberschule nicht behandelt werden. Die
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Werte der trigonometrischen Funktionen sind im allgemeinen irrationale Zahlen. Fiir
den Gebrauch in der Praxis sind die Werte der trigonometrischen Funktionen in Tafein
zusammengefalit und auf vier, fiinf oder mehr Stellen gerundet.

Die Tafeln 13 und 14 in ,,Vierstellige Logarithmen — Zahlen, Werte, Formeln* ent-
halten die Werte der vier trigonometrischen Funktionen fiir die Winkel von 0° bis 90°,
fortschreitend in zehntel Grad, auf vier geltende Ziffern gerundet. Wie alle Tafeln,
ermoglichen es auch diese, zwei Aufgaben zu lésen:

a) Gegeben ist der Winkel, gesucht ist der Funktionswert.
b) Gegeben ist der Funktionswert, gesucht ist der Winkel.

1) Aufsuchen der Funkti tey=5(x)

Zur Wiederholung:

1. Erliiutern Sie die Begriffe ,,steigende Funktion* und ,,fallende Funktion*, indem Sie bei jeder
der vier trigonometrischen Funktionen angeben, wie sich der Funktionswert bei einer Ande-
rung des Winkels éndert!

2. Erldutern Sie den Begriff Kofunktion!

In der Tafel der natiirlichen Werte der Sinus- und Kosinusfunktion (Tafel 13 aus
,,Vierstellige Logarithmen — Zahlen, Werte, Formeln®, Volk und Wissen Volkseigener
Verlag Berlin 1959, Bestell-Nr. 00915-1) nutzt man die Tatsache aus, daB die Kosinus-
funktion die Kofunktion zur Sinusfunktion ist, daB sie also dieselben Funktionswerte
wie die Sinusfunktion aufweist, nur zugeordnet zu anderen Winkeln nach der Beziehung
sin x = cos (90° — x).

Die in Tafel 13 tabellierten Werte der Sinusfunktion fiir Winkel von 0° bis 90° sind
also gleichzeitig die Werte der Kosinusfunktion, jedoch hierbei in umgekehrter An-
ordnung, d. h. fiir die Winkel von 90° bis 0°. Die Tafel muf} infolgedessen mit zwei
entgegengesetzt laufenden Winkeleingéngen fiir die Sinus- und fiir die Kosinusfunktion
versehen werden.

Es gehoren

die in der duBlersten linken Spalte angegebenen Winkel (Laufrichtung von oben
nach unten) zur obenstehenden Funktion, also zur Sinusfunktion;

die in der #ullersten rechten Spalte angegebenen Winkel (Laufrichtung von unten
nach oben) zur untenstehenden Funktion, also zur Kosinusfunktion.

Tafel 13 enthilt die Werte der Sinus- und Kosinusfunktion fiir volle und zehntel
.Grade, gerundet auf vier geltende Ziffern. Dabei stehen in den (waagerechten) Zeilen
die Werte fiir die Zehntel ein und desselben Grades, in den (senkrechten) Spalten die
Werte fiir dasselbe Zehntel aufeinanderfolgender Grade.

Tafel 14 enthilt in entsprechender Tabellierung die Werte der Tangens- und der
Kotangensfunktionen fiir Winkel von 0° bis 90° bzw. von 90° bis 0°, ebenfalls gerundet
auf vier geltende Ziffern. In diesem Falle niitzt man die Beziehung

. tan x = cot (90° — x)  aus.
1. Beispiel:  sin15,6° = 0,2689

Da die tabellierten Funktionswerte fast alle gerundet sind, miiite eigentlich geschrie-
ben werden: sin 15,6° = 0,2089. Doch verzichtet man (wie auch bei logarithmischen
Rechnungen) auf diese Unterscheidung im Schrifthild.
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2. Beispiel: cos 39,3° = 0,7738

Ist der Winkel mit einer Genauigkeit von hundertstel Grad gegeben, so muB man inter-
polieren. Fiir das Interpolieren gelten bei dezimal geteilten Graden die gleichen Regeln
wie beim Interpolieren in anderen Tafeln (Logarithmentafel, Quadratzahltafel).

3. Beispiel: sin 23,47°

sin 23,40° = 0,3971

sin 23,47°=0,39 ..

sin 23,50° = 0,3987
Wiichst der Winkel um 10 Hundertstelgrad, so wichst der Funktionswert um
D = 16 Zehntausendstel.

Wichst der Winkel um 7 Hundertstelgrad, so wichst der Funktionswert um d Zehn-
tausendstel. e .

Wegen der linearen Interpolation ergibt sich folgende Beziehung:
7:10 = Eigendifferenz d : Tafeldifferenz D
7:10=d:16

Daraus folgt = L‘;Ol =112 el

Nun fiigt man d = 11 Zehntausendstel zu 0,3971 hinzu und erhilt sin 23,47° = 0,3982.

4. Beispiel: cos 52,14°

cos 52,10° = 0,6143

cos 52,14° = 0,61 ..

cos 52,20° = 0,6129 )
Wichst der Winkel um 10 Hundertstelgrad, so fillt der Funktionswert um D
= 14 Zehntausendstel.

Wichst der Winkel um 4 Hundertstelgrad, so fillt der Funktionswert um d Zehn-
tausendstel.

Wegen der linearen Interpolation ergibt sich folgende Beziehung:
4: 10 = Eigendifferenz d : Tafeldifferenz D
4:10=d:14

Daraus folgt d= % =56 ~6

Nun zieht man d = 6 Zehntausendstel von 0,6143 ab und ervhﬁlt: cos 52,14° = 0,6137.

5. Beispiel:
tan 68,44° — - 2,526 d=34 50 5
. +0,005 )
tan 68,44° = 2,531
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6. Beispiel:
cot 57,39° =  0,6420 d="""=225=~23
—0,0023 g
cot 57,39° = 0,6397

Ist der Winkel in sexagesimaler Teilung, also in Grad, Minuten und Sekunden, gegeben,
so erfolgt zuerst eine Umrechnung in dezimal geteilte Grade.

7. Beispiel: tan 68°20'24"; 26'24" = 24’ + 221"
24° 144°

P P2 04% P = e 22 °
24 P 0,4°: 224 144 3600 004

tan = 68°26'24" = tan 68,44°

Die weitere Rechnung erfolgt nun wic im 5. Beispiel.

2) Aufsuchen des Winkels &

Man sucht den gegebenen Funktionswert fiir die Sinus- und Kosinusfunktion in
Tafel 13, fiir die Tangens- und Kotangensfunktion in Tafel 14 auf.

Bei der Sinus- und Tangensfunktion liést man die vollen Grade fiir den Winkel-
wert x in der Zeile, in welcher der Funktionswert steht, links ab; bei der Kosinus-
und Kotangensfunktion dagegen rechts. Die Zehntelgrade stehen fiir Sinus bzw.
Tangens in den Spalten der Kopfzeilen; fiir Kosinus bzw. Kotangens in den Spalten
der Fullzeilen.

1. Beispiel: sin x = 0,9100; x = 65,5°
2. Beispiel: tan x = 1,466; x=55,7°
3. Beispiel: cos x = 0,9985; x = 3,1°

4. Beispiel: cot x = 0,0332; x = 88,1°

In den meisten Fillen wird der gegebene Funktionswert nicht in der Tafel stehen.
Dann muf} man interpolieren.
5. Beispiel: tan x = 0,3652

Der gegebene Funktionswert liegt zwischen den in der Tafel verzeichneten Werten
0,3640 und 0,3659:
tan 20,0° = 0,3640,

tan x = 0,3652
tan 20,1° = 0,3659

Wiichst der Funktionswert um ) = 19 Zehntausendstel, so wichst der Winkel um
10 Hundertstelgrade.

Wichst der Funktionswert um d = 12 Zehntausendstel, so wichst der Winkel um
n Hundertstelgrade.
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Wegen der linearen Interpolation ergibt sich folgende Beziehung:
n : 10 = Eigendifferenz d : Tafeldifferenz D
n:10=12:19

Daraus folgt n=——=63...='6

Nun fiigt man n = 6 Hundertstelgrad zu 20,0° hinzu und erhilt: x = 20,06°,

6. Beispiel: cot x = 00,5189

Der gegebene Funktionswert liegt zwischen den in der Tafel verzeichneten Werten
0,5206 und 0,51806; cot 62,5° = 0,5206

cot x =0,5189
cot 62,6° = 0,5184

Da es sich hierbei um eine fallende Funktion handelt, gehért beim iiblichen Fortschrei-
ten in Richtung wachsender Winkel zum ersten Winkel der groflere Funktionswert.
Dieser nimmt also bei den Interpolationsschritten ab.
Nimmt der Funktionswert um D = 22 Zehntausendstel ab, so wird der Winkel um
10 Hundertstelgrad grofier.
Nimmt der Funktionswert um d = 17 Zehntausendstel ab, so wird der Winkel um
n Hundertstelgrad groBer.
Wegen der linearen Interpolation ergibt sich folgende Beziehung:

n: 10 = Eigendifferenz d : Tafeldifferenz D

n:10=17:22
Daraus folgt n= llﬁ_LO ~7,7T=8
Nun fiigt man n = 8 Hundertstelgrad zu 62,5° hinzu und erhilt: x = 62,58°.

7. Beispiel:

. ,I o
sinx = 0,3110 n="p==2

x = 18,10°

+0,02°

x=18,12°

8. Beispiei:

cosx = 0,8768 i = 3;81_0 i

x = 28,70°

+0,04°

x = 28,74°

Soll der errechnete Winkel ausnahmsweise einmal in sexagesimaler Teilung, alsoin Grad,
Minuten und Sekunden, ausgedriickt werden, so erfolgt anschlieBend eine Umrechnung:
P 0,7°=7.6 =42

0,04°=4.36"= 144" = 224"
x = 28°44'24"



Die Tafeln der trigonometrischen Funktionen

Aufgaben

Bestimmen Sie mit Hilfe der Tafeln 13 und 14!

1

»

w

-

@

al

a) sin 3°
e) sin 47°
i) sin 79°
n) cos 25°

r) cos 68°

a) tan 5°
e) tan 42°
i) tan 83°
n) cot 27°
r) cot 64°

. a) sin 3,5°

e) sin 44,6°
i) sin 79,9°
n) cos 27,4°
r) cos 64,8°

a) tan 1,92°
e) tan 41,72°
i) tan 75,93°
n) cot 14,74°
r) cot 53,46°

. a) cos 22,94°

€) sin 58,11°
i) tan 64,42°
n) tan 53,76°
r) cot 41,88°

.a) sin 0,2°

e) sin 1,77°
i) sin 3,25°
n) sin 4,71°

r) sin 5,34°

b) sin 15°
f) sin 54°
k) sin 87°
o) cos 32°
s) cos 72°

b) tan 12°
f) tan 59°
k) tan 84°
o) cot 36°
s) cot 76°

b) sin 14,2°
f) sin 53,9°
k) sin 87,6°
o) cos 39,6°
s) cos 65,3°

b) tan 17,44°
f) tan 58,31°
k) tan 86,34°
o) cot 26,59°
s) cot 61,31°

b) tan 74,37°
f) cot 13,79°
k) cot 87,44°
o) sin 34,26°
s) cos 9,67°

b) tan 0,2°

f) tan 1,77°
k) tan 3,25°
o) tan4,71°
s) tan 5,34°

¢) sin 29°
g) sin 61°
1) cos 2°
p) cos 49°
t) cos 80°

c) tan 22°
g) tan 63°
1) cot 8°
p) cot 48°
t) cot 87°

c) sin 26,4°
g) sin 65,3°
1) cos 4,8°
p) cos 47,1°
t) cos 72,9°

¢) tan 28,55°
g) tan 52,79°
1) cot 1,12°
p) cot 34,53°
t) cot 75,31°

¢) cot 73,06°
g) sin 63,44°
1) tan 81,53°
p) cot 25,61°
t) cot 11,82°

¢) sin 0,83°
g) sin 2,6°
1) sin 4,14°
p) sin5,0°
1) sin9,1°

d) sin 37°
h) sin 70°
m) cos 17°
q) cos 51°
u) cos 89°

d) tan 31°
h) tan 70°
m) cot 13°
q) cot 56°
u) cot 88°

d) sin 38,2°
h) sin 73,7°
m) cos 16,4°
q) cos 53,2°
u) cos 82,2°

d) tan 39,67°
h) tan 69,16
m) cot 4,79°
q) cot 43,887
u) cot 87,46°

d) cos 17,32°
h) sin 87,11°
m) cos 37,22°
q) sin 19,24°
u) tan 27,19°

d) tan0,83°
h) tan 2,6°
m) tan 4,14°
q) tan 5,0°

u) tan9,1°
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7. Bis zu welchen Winkeln stimmen die Werte der Sinus- und der Tangensfunktion
a) auf vier Dezimalen,
b) auf drei Dezimalen iiberein ?
¢) Begriinden Sie diese Erkenntnis geometrisch und formulieren Sie sie in Worten!

a) sin x = 0,7108
d) sin y = 0,0972
g) cos a = 0,2215
k) cos x = 0,7547

n) tan f = 1,739

©

10.

11.

q) cot x = 5,050
t) cot y = 0,2549

Bestimmen Sie die
a) sin x = 0,8708
d) sin y = 0,3942
g) cos & = 0,1731
k) cos x = 0,7629
n) tan f = 3,212

q) cot x = 0,9918
t) cot y = 1,442

Bestimmen Sie die
a) sin x = 0,3021
d) tan o« = 0,4397
g) sin & = 0,9876
k) sin y = 0,6318
n) cot f = 2,499
q) tan y = 15,13
t) cot y = 41,03

a) sin 24° 15

d) cot 80° 03"

g) tan 52°52' 40”
k) cot 42°48' 15”
n) sin 3°42' 15
q) cos 0°54" 30"
t) tan 18° 18" 18”

. Bestimmen Sie die Winkel!

b) sin & = 0,9945
e) sin x = 0,5821
h) cos f = 04115
1) tan x = 0,1890
o) tan y = 4,041

r) cot & = 2,014

u) cot x = 0,0070

Winkel!

b) sin & = 0,9321
e) sin x = 0,5885
h) cos f = 0,4117
1) tan x = 0,6448
o) tan y = 0,4876
r) cot a = 1,667

u) cot x = 0,9927

Winkel!

b) cot y = 1,274
e) cos & = 0,2793
h) tan y = 3,469
1) cos f = 0,5475.
o) sin § = 0,8927
r) cos x = 0,7262
u) tan f = 4,211

b) cos 37°21"

e) sin 75°20° 30”
h) cot 29°19” 50”
1) cos 66° 17" 15”
o) tan 70° 48’ 50"
r) tan 45°45' 45"
u) cot 30°30" 30”

¢) sin ff = 0,2622
f) cos x = 0,8686
i) cos y = 0,9348
m) tan o = 0,6976
p) tan x = 71,62
8) cot f = 1,122

¢) sin f = 0,6421
f) cos x = 04171
i) cos y = 0,2006
m) tan o = 0,1478
p) tan x = 1,004

s) cot f = 0,7272

¢) cos y = 0,6992
f) cot x = 2,471

i) cos a = 0,1289
m) tan y = 0,4991
p) cosy = 0,3431
s) sin y = 0,8876

¢) tan 69°57
"£) cos.61° 47" 20”
i) cot 1°30° 30"
m) sin 19°20' 45"
p) sin 29° 18’ 30"
s) cos 54° 54’ 54"



13. Anwendungsaufgaben

Wenn aus gegebenen Strecken Winkel berechnet werden sollen oder aus gegebenen
Strecken und Winkeln andere Strecken, so ist'das mit Hilfe der trigonometrischen
Funktionen méglich, sofern Winkel und Strecken in rechtwinkligen Dreiecken liegen.
Bei jeder derartigen Anwendungsaufgabe ist daher das erste und wichtigste Ziel, ein
solches fiir die Berechnung geeignetes rechtwinkliges Dreieck zu erkennen. In einer
Skizze sollte man es moglichst auffillig markieren und an ihm die gegebenen und ge-
suchten Stiicke kennzeichnen, dhnlich wie es ﬁ'uher bei den Konstruktionsaufgaben
geschah.

1. Beispiel;
Welchen Anstlegswmkc] besitzt eine Schraube mit metrischem Gewmde, deren Ge-
windedurchmesser d = 11,4 mm und deren Ganghéhe h = 2,0 mm betrigt ?
Lésung:
Aus. Abbildung 19 ergibt sich
)

.
and =73

[S)
N o
T 2,0 mm L* _—*u:’r.d_—l
114°

- 11,4 mm
Mit dem Rechenstab errechnet man

tan o« = 0,0559.

Abb.19

Aus Tafel 14 ergibt sich w=32°
Die Schraube besitzt einen Anstiegswinkel von 3,2°.

2. Beispiel:

Der in Abbildung 20 dargestellte Bolzen soll gedreht werden. Wie groB sind Support-
einstellwinkel und Kegelwinkel ? (Vgl. dazu das Einfiih-

rungsbeispiel auf S. 3.) T
- g 2
Lésung: . Pl { 7 %
Nach Abbildung 20 ist }—T————W/
3 1

Aus Tafel 14 ergibt sich ——2‘ ~ 5,71° (nach DIN 254: 5°42'38")
& =~ 11,42° (nach DIN 254:11°25"16")

Der Supporteinstellwinkel betriigt etwa 5,71°; der Kegelwinkel etwa 11,42°,
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3. Beispiel:

An den Strecken der Deutschen Reichsbahn stehen am Beginn von Steigungen Schilder,
von denen eines in Abbildung 21a dargestellt ist.

Die Beschriftung besagt, daB auf 40 m waagerechte Enlfemung 1 m senkrechte Er-
hebung kommt; und zwar hilt die gleiche Steigung auf den nichsten 830 m Strecken-
linge an. (Abb. 21b; nicht mafigerecht)

Qm
A

& /- h=1m
AL-e=60m—lg '

Abb. 21a Abb, 21b

Wie grof ist der Hohenunterschied H zwischen Anfang A4 und Ende C, dieses Strecken-
abschnitts ?

Lésung:

Aus Abbildung 20 entnehmen wir

1 H . —
tana = & und 830m — Sm%s also H =830 sinam

5 ) 1 i .
Es ist demnach erforderlich, aus tan ¢ = o den Wert fiir sin & zu errechnen. Das ist

nach Kapitel 9, Aufgabe 3 méglich durch
g 1

. tan x 40
Mme == —

Y1+ tan®a / EN
L '+ 1600
Dann ergibt sich:

830 830
= =20 m
40 1/1601 V1601
1600

Mit dem Rechenstab errechnet man H ~ 20,75 m. Die Erhehuné betriigt also rund 20,8 m.
Nicht immer ist das wichtige rechtwinklige Dreieck sofort

sichtbar. Oft tritt es uns als halbes gleichschenkliges Dreieck

entgegen.

4. Beispiel:

Aus einem Rundstahl mit dem Durchmesser d = 60 mm soll

ein regelmiBiges Fiinfkant gefrist werden (Abb. 22).

Bestimmen Sie

a) die Seite s des Fiinfkants, L_d

b) den prozentualen Verlust an Querschnittfliche! Abb.22
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Losung:

Der Querschnitt des Fiinfkants, ein regelmiBiges Fiinfeck, besteht aus fiinf kongruen-
ten gleichschenkligen Dreiecken mit dem Winkel y = ~%?oz =T72° an der Spitze und
dem Schenkel —g = 30 mm. Durch die Hohe h, wird das gleichschenklige Dreieck in

zwei kongruente rechtwinklige zerlegt. In diesen gelten die Beziehungen:

. S R SR
gy —sing und A, : g = cos 5

Daraus errechnet man

2 -
s=d'sin%: h,:%cos%; FDreieck=dT'5iﬂ%"COS§
5 .y y
und Frgutea = 7 @~ sin 5 - cos 5

In Zahlen (mit Tafel 13 und dem Rechenstab):
s = 60 - gin 36° mm = 60 - 0,5878 mm = 35,3 mm
;- % - 60°- sin 36° - cos 36° mm? = > 3600 - 0,5878 - 0.8090 mm? = 2140 mm?
Die Kreisfliche Fy,.;, = %dz ergibt sich zu
Fxeeis = Z 3600 mm? = 2830 mm?

Der Verlust an Querschnittsfliche betrigt also
2830 mm? — 2140 mm? = 690 mm? & 6;’8‘;(:)0 9% ~ 24,49
Die Seite des Fiinfkants betriigt 35,3 mm, der Verlust an Querschnittsfliche rund 249,

Ubungen: (Alle Zahlenrechnungen sind mit dem Rechenstab durchzufiihren.)

1. Ein Graben hat beiderseits einen Boschungswinkel a = 42° sowie eine Tiefe t= 2,50 m.
Berechnen Sic die Boschungslinge!

L]

Berechnen Sie die Sparrenlinge x aus der durch
Abbildung 23 gegebenen Skizze einer Dach-
konstruktion!

3. Berechnen Si¢ den Umfang der Breitenkreise,
auf denen folgende Orte liegen:
a) Berlin
b) Moskau
¢) Johannesburg (Siidafr. Union) o
d) La Plata 50

e) Kairo
f) Ihr Heimatort! L 10,00m j

Berechnen Sie die Entfernung (auf dem Breiten- i Abb. 23
kreis) zwischen a) Naumburg und Gérlitz, i
b) zwei weitcren Orten, die die gleiche geographische Breite besitzen!

»

©@

. Zwei Kreise beriihren einander von auBlen. Ihre Durchmesser verhalten sich wie a) 1:2,
b) 1:3, c) 1:4.
Unter welchem Winkel schneiden die beiden éuBleren Tangenten einander ?
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6.a) Berechnen Sie die zu einem beliebigen Zentriwinkel & gehorige Sehne s, den zugehorigen
Kreisbogen b und die Pfeilhohe h (Abstand der Bogenmitte von der Sehne) eines Einheits-
kreises (Abb. 24) als Funktionen des Zentriwinkels und
stellen Sie diese Funktionen grafisch dar!

b) Wie lauten die analytischen Ausdriicke fiir die Funktio-
nen s(«); b(a) und h(a) in einem Kreis mit dem Radius r ?

7.Die Fliche eines Kreissegments iiber der Sehne s, das von
dem Kreisbogen b begrenzt wird, berechnet man als Differenz
aus dem Kreissektor zum Bogen b und dem gleichschenkligen
Dreieck iiber der Sehne s als Basis, dessen Spitze im Kreis-
mittelpunkt liegt.
a) Wie grof} ist die Fliche des Kreissegments zum Zentri-
winkel a= 54° in einem Kreis mit dem Radius r = 1 m?

b) Berechnen Sie die Pfeilhhe h des Segments in Auf- “Abb. 24
gabe a)!

¢) Voneinem Segment sind die Sehne s = 5,40 m (Spannweite s) und die Pfeilhshe h = 0,50 m
(Bogenhthe h) gegeben. Berechnen Sie die Fliche des Kreissegments und den zugehorigen
Zentriwinkel!

d) Stellen Sie 1. den Sektor zum Bogen b eines Einheitskreises,

2.den Flicheninhalt des gleichschenkligen Dreiecks iiber der Sehne s als
Basis, dessen Spitze im Mittelpunkt des Einheitskreises liegt,

3. das Kreissegment iiber der Sehne s, das von dem Kreisbogen b begrenzt
wird,

als Funktionen des Zentriwinkels « analytisch und grafisch dar!

8. Eine Kiste vom Gewicht 220 kp' wird mittels einer Schrotleiter abgeladen (Abb. 25).

Bei welchem Winkel & beginnt' die Kiste zu gleiten, wenn zur Uberwindung der Reibung
17 kp erforderlich sind ?

9. Beim Abstecken eines rechtwinklig dreieckigen
Grundrisses ergeben sich die Seitenlingen fiir (’
die Hypotenuse zu 53,50 m und eine Kathete ‘ﬂ
zu 25 m.
Wie grofl sind die Winkel des rechtwinkligen
Dreiecks, der Flicheninhalt und die dritte AbD.25
Seite ?

10. Die Tiefe von Kohlenflozen wird durch Bohrun- g }‘— e ———

gen ermittelt. i ’ T
Bestimmen Sie aus Abbildung 26 den gegen die  Bohrloch ‘ - |
Horizontale einfallenden Winkel a des Flozes! | * Bohrloch|! R
Vs |
e=180m ! ‘
= 21,50 m Floz7777777,

t,=20,20 m Abb.26
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I1. Berechnung des rechtwinkligen und des gleichschenkligen Dreiecks

14. Die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen

Die meisten Werte der trigonometrischen Funktionen in der Zahlentafel sind Nihe-
rungswerte mit vier geltenden Ziffern. Das numerische Rechnen mit ihnen ohne Ver-
wendung des Rechenstabs wird im allgemeinen recht umstiindlich. Reicht die Genauig-
keit des Rechenstabs nicht aus, so verwendet man zur Erleichterung der Rechnung die
Logarithmen der Werte der trigonometrischen Funktionen. Zur deutlichen Unter-
scheidung der Werte der trigonometrischen Funktionen von ihren Logarithmen nennt
man erstere die natiirlichen Werte der trigonometrischen Funktionen.

Die Logarithmen der natiirlichen Werte der trigonometrischen Funktionen sind in
Tafel 2 und Tafel 3 in derselben Weise tabelliert wie die natiirlichen Werte selbst.

Diese Tafeln sind in gleicher Weise zu handhaben wie die Tafeln der natiirlichen
Werte der trigonometrischen Funktionen.

Alle Sinus- und Kosinuswerte sowie die Tangenswerte fiir Winkel von 0° bis 45°
und die Kotangenswerte fiir Winkel von 45° bis 90° sind kleiner als 1. Ihre Logarithmen
miissen demnach negative Kennzahlen haben.

So ist beispielsweise
cos 31,5° = 0,8526;

also Ig cos 31,5° = 1g 0,8526 = 0.9308—1

In den Tafeln 2 und 3 wird bei allen Logarithmen mit negativer Kennzahl die Kenn-
zahl — 10 verwendet; doch ist diese nicht mit gedruckt worden. Sie muf} also jeweils
erginzt werden. In Tafel 2 steht also z. B. fiir |

Ig cos 31,5° der Wert 9.9308; das bedeutet:
Ig cos 31,5° = 9.9308 — 10

Bei dezimaler Teilung der Grade ist die Interpolation genauso durchzufiihren wie beim
Rechnen mit Logarithmen.

Beispiele:

Natiirliche Werte der trigono- Logarithmen der Funktionswerte
metrischen Funktionen (Tafeln 2 und 3)

(Tafeln 13 und 14)

sin 21,43° = 0,3654 Ig sin 21,43° = 9.5627—10

cos 80,08° = 0,0579 Ig cos 860,08° = 8.7628—10

tan 34,94° = 0,6986 Ig tan 34,94° = 9.8442—10

cot 29,87" = 1,741 1g cot 29,87° = 0.2408

Zu beachten ist, daB die Logarithmen der Sinus- und Tangenswerte von 0° bis 5° und
die Logarithmen der Kosinus- und Kotangenswerte von 857 bis 90° auf Tafel 4 gesondert
bis auf hundertstel Grad verzeichnet sind.
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Aufgaben
1. a) Igsin 19,5° b) Ig sin 31,67° ¢) Igsin 17°42’
d) lg sin 53°6' e) Ig cos 73,92 f) Ig cos 37,57°
g) lg cos 45°22'45” h) Ig sin 24,7°

2. Suchen Sie die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen der in den Aufgaben 1 und 3
des Kapitels 12 angegebenen Winkel auf!

3.a) lgtan 21,28° b) Ig tan 50,68° ¢) lg tan 87,55°
d) Ig tan 47° 33’ e) Ig cot 38,95° f) lg cot 45,08°
g) lg cot 2057 12" h) Ig cot 1,54°

4. Suchen Sie die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen der in den Aufgaben 2, 4
und 5 des Kapitels 12 angegebenen Winkel auf!

5. Stellen Sie dic Funktionen
a) y= Igsin x b) y=lgcos x c) y=Igtanx
d) y= lg cot x grafisch dar!

Benutzen Sie dazu die Tafelwerte fiir x = 15°; 30°; 45°, 60°; 75°!

Verwenden Sie fiir a) und b) bzw. fiir ¢) und d) je ein gemeinsames Koordinatensystem!

Beschreiben Sie den Verlauf jeder Funktion! Insbesondere untersuchen Sie folgende Pro-

bleme:

1. Wie verlaufen die Funktionen in der Umgebung von x= 0° und x = 90°?
II. Fiir welche Winkel éndern sich die einzelnen Funktionen besonders stark, fiir welche

besonders wenig ?

IIL. Untersuchen Sie, ob die Kurven zu a) und b) bzw. die zu ¢) und d) Symmetrieeigen-
schaften aufweisen!

6. Welche rechnerischen Beziel besteh isch

a) lgtanx und Ig cot x;

b) lgsin x, Ig cos x und Igtan x;
¢) lgsin x, lgcos x und g cot x?

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Gleichungen fiir einige selbstgewihlte Beispiele Ig tan x und
Ig cot x aus Ig sin x und Ig cos x!
Gibt es eine entsprechende Beziehung auch zwischen Ig sin x und lg cos x?

7. Bestimmen Sie die Winkel!

a) lgsin x= 9.6903—10 b) lgsin a= 0.3775—1
¢) Igsin y= 9.5717—10 d) Igsin f= 0.0135—1
e) lgsin y= 0.1437—1 f) lgsin y= 9.7963—10
g) lgsin x= 0.8101—1 h) Igsin a= 9.9438—10)
i) Ig cos y= 9.7230—10 k) lg cos x= 0.6400—1
1) g cos a— 9.A000—10 m) lg cos f= 0.9995—1
a) lg cos a= 9.9892—10 0) Ig cos f= 9.9900—10

2) lg cos y= 0.4840—1 q) lgcos x= 9.2700—10



8. Bestimmen Sie die Winkel!

e

Berechnungen

a) lg tan x= 0.1387

¢) Ig tan y= 9.6486—10
e) lg tan f= 0.8345—1
g) lg tan a = 0.1599

i) Ig cot a= 0.1888

1) Ig cot x= 0.2880

n) lg cot = 9.9848—10
p) lg cot = 0.2509

a) lg sin x= 1.4920—10
¢) Igtan f= 0.2833—3
e) lg tan a = 1.2000

g) lgsin x= 9.8583—10
i) lg cos y= 0.4459—2
1) Ig cot a= 8.3090—10
n) Ig cot f= 0.1064—1

Bestimmen Sie die Winkel!

am rechtwinkligen Dreieck

b) lg tan f= 9.1479—10
d) lg tan a = 0.6190—1
f) lg tan x= 0.8003

h) Ig tan y= 1.0944

k) Ig cot y= 9.6129—10
m) Ig cot y= 0.3688

o) lg cot a= 0.9800

q) lg cot x= 0.6971—1

b) Ig cos a= 9.6000—10
d) Ig cot y= 0.8293—2

f) lg cot y= 1.6250

h) Ig cos y= 8.8221—10
k) Ig tan f= 0.8036—1

m) lg sin x= 9.4783—10
0) lgsin x= 0.7460—2
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p) lg cos y= 9.4840—10 q) lg tan a = 8.8960—10

15. Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck

Im Abschnitt 1 war erldutert worden, dafl die Trigonometrie lehre, wie man aus
drei Bestimmungsstiicken eines Dreiecks die iibrigen Stiicke und den Flicheninhalt
durch Berechnen findet. Da im rechtwinkligen Dreieck stets der rechte Winkel gegeben
ist, sind zur Bestimmung dieses Dreiecks immer nur zwei Stiicke erforderlich. Dazu
konnen die Hypotenuse, die beiden Katheten und einer der beiden spitzen Winkel in
geeigneter Zusammenstellung dienen. Das ist auf viererlei Weise moglich; gegeben
konnen sein (vgl. Abb. 27):

1. die Hypotenuse und ein Winkel
(z. B.¢ = 51,90 m; a = 52,55°%)

2. eine Kathete und ein Winkel.
(2. B.a = 13,56 m; a = 67,21°)

3. eine Kathete und die Hypotenuse A c 8
(z. B. @ = 35,60 m; ¢ = 51,60 m) Abb.27

4. die beiden Katheten
(z. B.a= 1548 m; b= 9,63 m).

3 [00920]
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Bei der Bearbeitung solcher Berechnungsaufgaben sollen folgende Anweisungen be-
achtet werden:

a) Zuniichst wird die Aufgabe unter Verwendung der allgemeinen Symbole a. b, c,
a, 3, F gelost, erst in einem zweiten Teil werden die gegebenen speziellen Zahlenwerte
zur Berechnung verwendet.

b) Zur Losung stellt man Bezichungen zwischen den gesuchten und den gegebenen
Groflen auf und 16st sie nach den gesuchten GroBen auf. Oft miissen dabei trigono-
metrische Funktionen benutzt werden.Eine gute Hilfe bei dem Auffinden dieser Be-
ziehungen ist eine Figur mit Markierung der gesuchten und der gegeb Stiicke.

¢) Eine gesuchte GroBe gilt erst dann als berechnet, wenn sie nur durch die in der
Aufgabe gegebenen GroBen ausgedriickt ist.

Beispiel (1. Fall der obigen Zusammenstellung):

Gegeben: Die Hypotenuse (¢ = 51,90 m) und ein Winkel (¢ = 52,55°).
Gesucht: a, b, 3, F.

Allgemeine Lésung (Die Symbole a, b, ¢, a, B, F bedeuten Gréflen!):

1. sina=" 3. B=90°—«
c
a=c-sina
2. cosa:—b 4. F=~g£
c 2
b=c-cosx e, CE BIOICCETGURTE
_ c¢*-sina-cosx
- 2
Rechnerische Lésung mit Hilfe von Logarithmen
(Die Symbole a, b, ¢, F' bedeuten Zahlenwerte)
1. lga=lgc+lgsina 2. lgb=lgec+lgcosa

Ig e= 1.7152
Igsina= 9.8998—10
lga—11.6150—10

lga= 1.6150

a=41,21
3. B =90°— 52,55°

B = 37.45°

lge= 17152
lgcosa= 9.7830—10
lgh=114991—10
lgh= 1.4991
b=31,56

1 Unter einer ,,GroBe’ wollen wir in diesem Zusammenhang eine MafBzahl einschlieBlich ihrer
Benennung (Mafeinheit), unter einem ,,Zahlenwert** die reine MaBzahl (ohne die MaBeinheit)
verstehen.
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4. lgF=2150+1gsina+lgcosa—lg2
lgc=1.7152
2 .lgc=3.4304
Ig sin & = 9.8998—10
Ig cos a = 9.7839—10
Ige? sinicrx ;:os o= 3.?41—
1g 2 = 0.3010

1g F = 2.8131
F =650,3
Die Stiicke des Dreiecks sind:
a=4121m o= 52,55° F = 650,3 m®
b= 31,56 m B=37,45°
c=51,90m 'y=90°
Aufgaben

1. Berechnen Sie Seiten, Winkel und Flicheninhalte der rechtwinkligen Dreiecke (vgl. Abb.27),
von denen folgende Stiicke gegeben sind!

a) c= 125m; 0= 35,60°
b) ¢= 10,5 em; B = 40.30°
¢) a= 63 cm; o = 40,30°
d) b= 80,70 m; B = 62,30°
e) a= 14,54 cm; ¢ = 29,08 cm
f) b= 420 m: ¢ =645 m
g) a=54,85m; b= 74,54m
h) a= 12,7 cm; b=49cm
i) a= 25m; F=420m?
2. Mitunter kénnen auch andere Strecken des rechtwinkligen Dreiecks unter den gegebenen

Stiicken vorkommen, z. B. die Hohe h auf die Hypotenuse oder die durch h auf ¢ entstehen-
den Hypotenusenabschnitte p und g.

a) p= 10,2 cm; a= 31,50°
b) ¢g= 2,53 m; ¢c=420m
¢) a= 60,5 cm; ' h= 152 cm
d) p=3,2dm; q=5,6dm

(Anleitung zu b und d: Benutzen Sie den Hihen- oder den Kathetensatz!)
3'
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16. Berechnungen am gleichschenkligen Dreieck

Das gleichschenklige Dreieck wird durch seine Symmetrie-
achse, die gleichzeitig Basishohe ist, in zwei kongruente
rechtwinklige Dreiecke zerlegt. In diesen ist der Schenkel
des gleichschenkligen Dreiecks die Hypotenuse, die Basishihe
und die halbe Basis sind die Katheten. Als Winkel enthilt
das rechtwinklige Dreieck den Basiswinkel und den halben
Winkel an der Spitze des gleichschenkligen Dreiecks.

Das Zuriickfiihren des gleichschenkligen Dreiecks auf
das rechtwinklige bedingt, daB auch hier 2 von den mog-
lichen Bestimmungsstiicken (Schenkel a, Basis ¢ und einer

Abb.28 der Winkel) geniigen, um das Dreieck festzulegen, d. h. um

eine Berechnung der fehlenden Stiicke und des Flichenin-

halts zu erméglichen. Die gegebenen Stiicke kénnen dabei in folgender Zusammen-
stellung auftreten (Abb. 28):

1. Die Basis und ein Winkel (z. B. ¢ = 12,40 m und « = 56,2°)
2. Der Schenkel und ein Winkel (z. B. ¢ = 15,2 ¢cm und y = 76,8°)
3. Die Basis und der Schenkel (z. B. ¢ = 14,30 m und a = 25,10 m)

Im Gegensatz zum rechtwinkligen Dreieck ist es bei der Berechnung der Fliche
beim gleichschenkligen Dreieck notig, die Basishhe zu bestimmen.
Beispiel: (2. Fall der obigen Zusammenstellung)
Gegeben: Der Schenkel (a = 15,2 cm) und der Winkel an der Spitze (y = 76,8°).
Gesucht: a, ¢, F. '
Allgemeine Lésung: (a, ¢, &, 9, F bedeuten GrofBlen)
1. 2a=180°—y

—90°_ 7
a =90 3
e
in P
2 = e T 2a
c=2a sm%
1
3. F=?c~h,_.
?_ ke
cos 5=
hy=a - cos5

=15 i Y Y s g v e
F-—2 2a-sin 5 -a - cos 5 = a?sin - cos 5
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Rechnerische Lésungunter Verwendung von Logarithmen (a, ¢, F bedeuten Zahlen-

werie)
1. o=90°— 38,4°=51,6°

2. lge=Ig2+4lga+lgsin ;’
Ig 2 =0.3010
lga=1.1818

g sin 2 = 9.7932—10

Ige = 1.2760

c=18,88

= i L &

3. IgF=2Ilga+Igsin 3 + 1g cos 3
lga=1.1818

2.1ga=2.3636
lg sin - = 9.7932—10
g cos 5 = 9.8941—10

1g F = 2.0500

F=1124
Die Stiicke des Dreiecks sind:
a=152cm o« = 51,6°
b =152 cm B =51,6°
¢ =18,88 cm =~ 18,9 cm y=T16,8°

(; = 38,4”)

F=112,4 cm?

Das gleichschenklige Dreieck besitzt eine besondere Bedeutung als Bestimmungs-

dreieck des regelmiBigen n-Ecks.

In Abbildung 29 ist die Seite des regelmiBigen
n-Ecks mit s, bezeichnet. Die Schenkel AM und BM
sind die Radien r, des Umkreises, die Basishohe des
Bestimmungsdreiecks ist zugleich der Radius r; des
Inkreises des regelmiBigen n-Ecks. Der Winkel an
360°
“n
Die Fliche des n-Ecks besteht aus n kongruenten
Dreiecksflichen.

der Spitze des Bestimmungsdreiecks ist ¢ =

Beispiel:

Gegeben ist die Seite s = 6,41 dm des regelmifi-
gen Zwilfecks. Wie groff sind die Radien von In-
und Umkreis sowie der Flicheninhalt ?

Gegeben: Die Zwolfeckseite (s = 6,41 dm) Gesucht: r,r;, F
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Allgemeine Lésung (s, r,, r;, I bedeuten Groflen)

Zu allen Berechnungen mu8 als HilfsgroBe der Winkel an der Spitze ¢ des Bestimmungs-
dreiecks verwendet werden.

s
n? 2 ¢ _n
1. sm2—ru 2. cotz— s
2
s s '3
I, = A ri=—2—cot £l
3. F=12.%7 =651,

= 6.5-2oot L =3t 2
F—652cot2 3500t2

Rechnerische Lésung mit Hilfe von Logarithmen (s, r,,r;, F bedeuten Zahlen-

werte)
. 360° = o. J_. o
?="1 = 30°; s =15

L lgr,=lgs —lg2 —lgsin
Igs = 0.8069
lg2 = 0.3010

lgsin - = 9.4130 — 10

Igr, = 1.0929

r, = 12,39
2. lgr=1lgs —{-lgcot%J -1g2
lgs = 0.8069
lgeot & = 05719
lgs - cot 2 = 1.3788
g2 = 0.3010

lgr; = 1.0778
ri= 11,96
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3. 1IgF=1g342 1gs+ lgcot%

1g s = 0.8069
2-1gs=1.6138
1g3=10.4771

g cot 7 = 0.5719

Ig F = 2.6628
F =460
Die Stiicke des Zwélfecks sind:
s = 6,41 dm r;=11,96 dm
r,= 12,39 dm F= 4,60 m®
Aufgaben
1. Berechnen Sie Seiten, Winkel und Flicheninhalt der gleichschenkligen D !
von denen die f?lgenden Stiicke gegeben sind!
a) c= 125m: he=85m
b) a= 5,70 m: c=3,50m
¢) ec= 20,1 cm; : 7= 55,40°
d) ¢= 75,92 dm: a= 53,53°
e) h= 4,786 m: y= 32,10°
2. In einem regelmilligen n-Eck ist

a) der Umkreisradius r, b) der Inkreisradius r; gegeben.
Zeigen Sie, daf} der Flicheninhalt des regelmiBigen n-Ecks im Falle

5 s
a) F=§r.fsin%, im Falleb) F=n rtan 1—‘:"7 ist!

39

(vel. Abb.28),

3. Berechnen Sie Seite, In- und Umkreisradius sowie Flicheninhalt fiir folgende regelmiBigen

n-Ecke!

a) n= T; s = 13,2 cm
b) n= 10; ry= 23,5 cm
c) n= 5; ry= 17,4 dm

d) n= 8; F = 23,4Tm?
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2.

3.

4.

5.

17. Anwendungsaufgaben

Am #ufleren Ende eines Tragarms mit Zugstange hingt eine Last Q = 400 kp (Abb. 30).

a) Bestimmen Sie geometrisch durch cine maBgerechte Zeichnung Gréfe und Richtung der
auf den Tragarm und auf die Zugstange wirkenden Teilkrifte fiir die Neigungswinkel
a= 30°; 45°: 60° der Zugstange gegen den Tragarm!

b) Handelt es sich um Zug- oder um Druckkrafte ?

¢) Berechnen Sie trigonometrisch die Grofle der Teil-
krifte fiir die angegebenen Neigungswinkel!

Am Ende eines Tragarmes mit Stiitze hiingt eine Last

von 400 kp (Abb. 31).

a) Bestimmen Sie geometrisch durch eine maflgerechte
Zeichnung Grofie und Richtung der auf den Tragarm
und auf die Stiitze wirkenden Teilkrifte fir die Nei-
gungswinkel a = 30°; 45°; 60° der Stiitze gegen den
Tragarm!

b) Werden Tragarm und Stiitze auf Zug oder auf Druck
beansprucht ?

c) Berechnen Sie die Grofle der Teilkrifte fiir die an-
gegebenen Neigungswinkel!

Abb. 20

Ein Ausleger soll 2000 kp tragen und ist mit einem
Seil von 5000 kp Tragfihigkeit abzufangen (Abb. 32).
Wie grofl muf3 das Mafl x mindestens werden, wenn die
Tragfihigkeit des Seiles nicht iiberschritten werden soll ?

Eine Schraube ist selbsthemmend, wenn die parallel zur 7 Q=400Kp
schiefen Ebene wirkende Reibungskraft R gleich oder
grofer als der Hangabtrieb H ist (Abb. 19).

Wie hoch darf die Ganghéohe h einer Stahlschraube von
D = 52 mm: Durchmesser im Hachstfall sein, damit die
Schraube selbsthemmend ist? Der Reibungswinkel von
Stahl auf Stahl (bei Olfettung) ist o = 8,50°.

Lichtbrechung r —_— -
Fallen Lichtstrahlen unter dem Winkel a aus Luft in Seil kp Iragkra

ein optisch dichteres Mittel ein, so werden sie von ihrer >
urspriinglichen Richtung zum Einfallslot hin derart ge- L
brochen, daf3 das Verhiltnis des Sinus des Einfallswin-

kels & zum Sinus des Brechungswinkels f gleich der
Brechungszahl n des optischen Mittels gegeniiber Luft ist.

SN

Abb. 31

Brech iz sinoe
rechungsgesetz: sinf =n Q=2000 kp

Bei umgekehrtem Strahlengang ist die Brechungszahl Abb. 32

n= L . .

Ein Lichtstrahl fillt unter dem Einfallswinkel a= 15°; 30°; 45° 60°; 75°; 90° aus Luft
in Wasser. Die Brechungszahl fiir den Ubergang von Luft in Wasser ist n= %

a) Berechnen Sie die zugehérigen Brechungswinkel §!

b) Stellen Sie die einander zugeordneten Werte von Einfalls- und Brechungswinkel in einer
Tafel zusammen !
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¢. Beim Durchgang durch eine planparallele Platte wird ein Lichtstrahl parallel verschoben.
a) Wie grof§ ist die Parallelverschiebung, die ein Lichtstrahl durch eine planparallele Glas-
platte von d= 10 cm Dicke bei einem Einfallswinkel a = 60° erfahrt (n: —g‘) ?

b) Bestimmen Sie den Gang des
Lichtstrahls geometrisch!

¢) Stellen Sie die Verschiebung des
Lichtstrahls als Funktion des
Einfallswinkels « grafisch dar!

e

Auf ein Glasprisma (Brechungs-
3
zahl n= %) dessen brechende Fli-

chen einen Winkel &= 60° bilden,
fillt ein Lichtstrahl unter dem Ein-
fallswinkel «, = 45° ein (Abb. 33).

a) Bestimmen Sie geometrisch den
Gang des Lichtstrahls!

Abb.33

b) Bestimmen Sie rechnerisch die
Gesamtablenkung & des Licht-
strahls! 3

,—’| (=800 =
. Unter dem Grenzwinkel der totalen )
N !
n
=S

Reflexion versteht man denjenigen
spitzen Einfallswinkel im optisch
dichteren Mittel, fiir den der Bre- P3N
chungswinkel im optisch diinneren

Mittel 90° wird. Wie grof} ist der

Grenzwinkel der totalen Reflexion by
fiir den Ubergang von

3
a) Wasser in Luft (n’ = 'Z);

=—1500 —o=1

Abb. 34

b) Glas in Luft (n’ = %)" 120

9. Eine oben und unten offerie Uber-
gabeschurre ist herzustellen. Die
technische Zeichnung zeigt Abb. 34.

l=—60

Der Rutschwinkel y soll 50°, die

(obere) Aufnahmefliche 0,4 m* und L
die (untere) Abgabefliche 0,25 m?® .
betragen.

Berechnen Sie die fehlenden Mafle
fiir by, by, Iy, I und B!

ety baearas
—140

10. Berechnen Sie fiir die in Abbil-
dung 35 dargestellte. Schwalben-
schwanzfiihrung das Mafl x!



42

11

12.

13.

14.

15.

16.

Die Berechnung des rechtwinkligen und gleichschenkligen Dreiecks

Berechnen Sie fiir das in Abbil-
dung 36 dargestellte Fiihrungs-
prisma die fehlenden Mafe!

Die Neigung von Nasenkeilen, die
zur Befestigung von Ridern auf
Wellen dienen, betrigt 1:100
(Abb. 37).

a) Berechnen Sie den Neigungs-
winkel !

b) Warum ist es in diesem Falle
belanglos, ob man die Neigung
als das Verhaltnis von d zur
waagerechten Entfernung e oder
zur schrigen Strecke s defi-
niert ?

Eine Rauchabzugshaube ist an-
zufertigen (Abb. 38). Berechnen
Sie die Neigungswinkel der Seiten-
bleche gegen die Grundfliche!

Auf der Drebmaschine soll ein
konischer Zapfen gedreht werden
(vgl. dazu das Einfithrungsbeispiel
auf S. 3).

a) Wie groBl muf} der Einstellwin-
kel am Werkzeugschlitten sein.
wenn D = 80 mm (30 mm:
100 mm). d= 60 mm (20 mm:
60 mm) und = 100 mm
(120 mm; 90 mm) werden sol-
len?

b) Wie grofl mufl man den kleinen
Durchmesserd eines [= 45 mm
langen konischen Zapfens wih-
len, wenn D = 25 mm und die

: 1 1
Neigung des Zapfens =10

betragen sollen ?

Bestimmen Sie den Supportein-
stellwinkel & (in Grad und Minu-
ten) fiir den in Abbildung 39 dar-
gestellten Kegel!

Der Dreher hat bei der Arbeit
nach Aufgabe 15 versehentlich
11° 40" eingestellt. Wie gro wird
jetzt der kleine Kegeldurchmes-
ser?

1302

|
L

-

!

.

1

780 —————e=
Abb.36

1o /1 Neigung 1:100

800

Abb. 39

































































































































































































































































































































