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1. Winkelfunktionen
und ebene Trigonometrie

Dreht man eine Spule in einem Magnetfeld, so wird eine elektrische
Spannung erzeugt. Diese Erkenntnis bildet die Grundlage fiir den Bauvon
Generatoren, die zur Umwandlung von kinetischer Energie in elektrische
Energie dienen. Auf der obigen Abbildung aus dem VEB Sachsenwerk
Niedersedlitz kann man die beiden Hauptteile eines Generators erkennen,
den Stator und den Rotor. Der Rotor, ein michtiger Elektromagnet,
wird mit Hilfe eines Krans in den Stator eingefiihrt. Zur Stromerzeu-
gung wird der Rotor von einer Turbine gedreht. Dabei wird in den Spulen,
die der Stator auf einem Kranz von Eisenkernen trigt, eine Wechsel-
spannung induziert. Die Spannung #éndert stindig ihre GréBe und wechselt
ihre Polaritdt. Die GroBe der induzierten Spannung ist eine Funktion
des Winkels, den der Rotor bei seiner Umdrehung beschreibt. Derartige
Winkelfunktionen werden wir im folgenden Kapitel kennenlernen.



1.1. Die Winkelfunktionen

Die Sinusfunktion

.1.

2,

a) Fertigen Sie ein Gelenkviereck an, bei dem alle Seiten die gleiche Linge
haben (Rhombus)! Bewegen Sie das Viereck so, daf ein Innenwinkel alle
Winkel von 0° bis 180° durchliuft! Wie verindert sich dabei der Flichen-
inhalt des Rhombus ?

«  b) Zeichnen Sie Rhomben mit den Seiten
[ / @ = 5 cm und den Winkeln x; = 10°;
£ 74 oy = 20°; a5 = 30°; ...; &y = 170°
" / (Abb. 1.1.)! Messen Sie die zugehori-

\ E / - gen Hohen hy; hy; hg; ...; hyy, und
R bestimmen Sie die Fldcheninhalte A,;
a, Ag; Ags. . . 3 Ayy! Welcher Flicheninhalt
Abb. 1.1, ergibt sich fiir xy = 0° und x,q = 180°?

¢) Stellen Sie den Flicheninhalt A des Rhombus als Funktion des Winkels «
graphisch dar [A = f (x)]!

d) Berechnen Sie die Flicheninhalte der Rhomben mit den Seiten a = 5 cm
und den Winkeln x = 30°; 45°; 60°; 90°; 120°; 135°; 150°, indem Sie die
Jjeweilige Hohe rechnerisch ermitteln! Vergleichen Sie mit den unter b) ge-
Jfundenen Werten! Wik fiigen sich die Werte fiir « = 45° und « = 135° ein ?

e) Wie indert sich die graphische Darstellung der Funktion A = f (x), wenn
Sie @ = 3 cm (7 cm) wdhlen ?

Dreht sich eine Spule glcwhﬂ:rmtg m einem homogenen Magnetfeld, so wird
in ihr eine Wechsel g U i iert. Diese dndert stindig ihre Grife
und wechselt ihre Polaritit in regelmifigen Zeitabstinden. Zeichnen Sie den
Verlauf der Spannung U in Abhdngigkeit vom Drehwinkel x wihrend einer
Umdrehung der Spule!

Der Flicheninhalt 4 eines Rhombus hiingt bei gegebener Seitenldnge vom Winkel &
ab. Ebenso hingt die in einer Spule induzierte Spannung U vom Winkel « ab. Die

Abhingigkeit ist in beiden Fillen von gleicher Art;
v sie liBt sichaber durch keinederbisher behandelten
Funktionen ausdriicken. Im folgenden werden wir

! diese Funktion niher bestimmen.

n ® . d Es sei ein rechtwinkliges uv-Koordinatensystem

mit gleicher Teilung auf den Achsen gegeben
) (Abb. 1.2.). Ein Winkel x entsteht dadurch, daB

0 " man einen Strahl um seinen Anfangspunkt 0 (0; 0)

7 b von der positiven u-Achse als Ausgangslage aus

dreht. Als positiven Drehsinn legt man fest, daB die
positive u-Achse durch Drehung um 90° in die
Abb. 1.2, positive v-Achse iibergefiihrt wird.




Um O sei ein Kreis mit beliebigem Radius r gezeich Der bewegliche Schenkel
des Winkels x schneide den Kreis im Punkt P (u; v). Dreht sich der Strahl um O bis
in die Ausgangslage zuriick, so hat er die vier Quadranten des Kreises iiberstrichen,

und der Punkt P ist auf der Peripherie des Kreises einmal herumgelaufen.

' Von P sei das Lot auf die u- Achse gefillt und der Fufpunkt mit Q bezeichnet. Wie
bewegt sich Q, wenn P, von der Ausgangslage auf dem positi Teil der u-Achse
beginnend, einen vollen Umlauf ausfiihrt ?

Im Verlauf der Drehung des Strahls dndert sich mit dem Winkel x die Linge des
projizierenden Lotes P,Q, des zugehorigen Punktes P,(n =1; 2; 3;...). Im
I. Quadranten vergroBert sich die Linge des Lotes P,Q, mit wachsendem Winkel
x(0° < x < 90°) von 0 bis r (Abb. 1.3.). Im IL Quadranten verkiirzt sich die Lange

Abb. 1.3, Abb. 1.4,

u

des Lotes P,Q, mit wachsendem Winkel x (90° < x < 180°) von r bis 0 (Abb. 1.4.).
Uberschreitet der Winkel den Wert 180°, so nimmt die MaBzahl des Lotes negative
Werte an, und zwar nimmt sie im III. Quadranten von 0 bis —r ab und steigt im
IV. Quadranten von —r bis 0 an.

Die mit Vorzeichen versehene MaBzahl des Lotes P,Q, hingt bei konstanter
Linge des Radius OP = r (r > 0) eindeutig vom Winkel x ab.

Wir bilden nun das Verhaltnis %ﬂ . Dieses Verhiltnis (der Radius OP ist

zunichst konstant) hingt ebenfalls eindeutig vom Winkel x ab und #ndert sich in
gleicher Weise wie das projizierende Lot PQ selbst. Bedenkt man, da nach dem
Strahlensatz fiir die Winkel x das Verhaltnis W auch fiir verinderte
Radien jeweils gleich ist, so erkennt man, daf

das Verhiltnis % nur vom Winkel x, nicht aber vom Radius OP abhingt.

Da die MaBzahl des projizierenden Lotes PQ gleich
der Ordinate v des Punktes P ist, kann das Ver-
haltnis auch lauten:

Ordinate v:MaBzahl des Radius r.

Dieses Verhiltnis nennt man den Sinus (sin)! des

Winkels x.

1 sinus (lat.), Rundung, Wolbung Abb. 1.5,



Definition 1: Das Verhiiltnis der Ordinate v des auf der Peripherie laufenden Punktes P zur
MaBzahl des Radius r des Kreises um O nennt man den Sinus des Winkels x (Abb. 1.5.).

(1) sinx = I%_U(O’ = x = 360°) oder sin x :%

Fiir beide Gleichungen gilt: r 4= 0. In der zweiten Gleichung ist v mit Vorzeichen,
von r jedoch nur die MaBzahl zu verwenden.
Die Funktion, welche die Abhingigkeit des Verhiltnisses

Ordinate : MaBzahl des Radius
vom Winkel ausdriickt, heit nach Erkliarung 1 Sinusfunktion. Als Funkti ich
wird dabei das Symbol sin benutzt.
Bezeichnet man den Wert des verinderlichen Quotienten mit y, so erhdlt man die
Funktion

y = sinx.

. Ermitteln Sie mit Hilfe der Abbildung 1.2., in der r konstant ist, die Funktions-
werte der Sinusfunktion fiir die Winkel x = 0°; 90°; 180°; 270°; 360°! (Im
II1. und 1V.Quadranten nimmt sin x negative Funktionswerte an.)
In der ersten der eingangs gestellten Aufgaben wird die Abhingigkeit des Flichen-
inhalts 4 des Rhombus vom Winkel x durch die Sinusfunktion ausgedriickt. Der
Flacheninhalt ist proportipnal sin x:
A ~ sina.

Mit wachsendem Winkel a nimmt der Flicheninhalt des Rhombus im Bereich
0° < & < 180° zuniichst zu, erreicht bei x = 90° einen Héchstwert (Quadrat) und
nimmt dann wieder ab.
Im zweiten Beispiel besteht die gleiche Abhingigkeit zwischen induzierter Span-
nung U und Winkel a. Es gilt

U ~ sinx.
Die induzierte Spannung steigt im Bereich 0° < & < 360° zunichst von U =0 an,
erreicht einen Hochstwert und fillt wieder ab. Sie nimmt negative Werte an, durch-
lduft einen Tiefstwert und steigt wieder bis U = 0 an.

Die Kosinusfunktion

Bei der Drehung des Strahls OP um 0 in Abbildung 1.2, 4ndert sich mit dem Winkel x
auch die Projektion OQ des Radius auf die u-Achse
(Abb. 1.6.).
Das Verhiltnis Projektion (W: Radius OP, das auch
lauten kann

Abszisse u : MaBzahl des Radius r,

hiingt ebenfalls nur vom Winkel x ab. Dieses Ver-
héltnis nennt man den Kosinus (cos) des Winkels x.




> Definition 21 Das Verhilltnis der Abszisse u des auf der Peripherie laufenden Punktes P zur
MabBzahl des Radius r des Kreises um O nennt man den Kosinus des Winkels x (Abb. 1.6.).

(2) cosx = L?— (0° < x < 360°) oder cosx =

Fiir beide Gleichungen gilt: r == 0. In der zweiten Gleichung ist wieder nur die MaB-
zahl von r zu verwenden.

Die Funktion y, welche die Abhingigkeit des Verhaltnisses

Abezisse : MaBzahl des Radius
vom Winkel x ausdriickt, heiBt Kosinusfunktion:
y = cos .
Ermitteln Sie die Funkti te der Kosinusfunktion fiir die Winkel x = 0°;

90°; 180°; 270°; 360°! Im II.und III. Quudramen hat u negative Werte. Dahar
nimmt y = cos x in diesen Quadranten negative Funktionswerte an.

Die Tangensfunktion

Eine weitere Winkelfunktion erhalten wir durch
das Verhiltnis i
Ordinate v : Abszisse u,

das ebenfalls nur vom Winkel x abhéngt (Abb.1.7.).
Fiirx = 0°ist v =0 und u =r (r % 0), also -~ = 0.
Mit wachsendem x nimmt - zu. Wenn der Winkel »
sich dem Wert 90° nahert, wichst der Quotient
iiber alle Grenzen. (Dieser Fall kann mit der Funk-
tion y =% verglichen werden, wenn sich x dem
Wert 0 ndhert.) Fiir x = 90° existiert demnach kein ~ Abb-1.7-
Tangenswert. Das gleiche gilt fiir x = 270°.

Im II Quadranten ist der Quotient l.. negativ. Das Verhiltnis % wichst mit zu-
nehmendem Winkel und erreicht fiir x = 180° den Wert 0. Der Quotient = zeigt im
IIL. Quadranten das gleiche Verhalten wie im I. Quadranten, und im IV. Quadranten
verhdlt er sich wie im II. Quadranten.

> Definition 81 Das Verhilltnis der Ordinate v sur Abszisse u des auf der Peripherie laufenden
Punktes P nennt man den Tangens® des Winkels x.

(3) lanx_7(O°gxg360°,x-,—90“,x;270)
Die Funktion y, welche die Abhingigkeit des Verhaltnisses
Ordinate 1 Abszisse
vom Winkel x ausdriickt, heiBt Tangensfunktion:
y = tanz.

1 tangere (lat.), bertihren



Die Kotangensfunktion

Als vierte Funktion am Kreis betrachten wir das Verhiltnis der Abszisse u zur
Ordinate v (Abb. 1.7.).

’ Definition 4: Das Verhiiltnis der Abszisse u zur Ordinate v des auf der Peripherie laufenden
Punktes P nennt man den Kotangens des Winkels x.

(4) cotx =— (0 < x < 360°; x==180°)

Die Funktion y, welche die Abhingigkeit des Verhltnisses
Abszisse : Ordinate

vom Winkel x ausdriickt, heit Kotangensfunktion:

y = cotx.
Nihert sich der Winkel x im I. Quadranten von gréBeren Winkelwerten her dem
Wert 0, so wichst der Quotient - und damit die Funktion y = cotx iiber alle
Grenzen. Fiir x = 0° existiert die Funktion y = cotx nicht. Das gleiche gilt fiir
x = 180° und x = 360°.
Im II und im IV.Quadranten haben die Tangensfunktion und die Kotangens-
funktion negative Funktionswerte.
Zwei weitere, nicht so bedeutende Winkelfunktionen sind der Sekans und der Ko-
sekans eines Winkels.
Der Sekans (sec) des Winkels x (Abb. 1.2.) ist das Verhiltnis

Radius OP : Projektion 0Q.
Der Kosekans (cosec) des Winkels x ist das Verhaltnis

Radius OP : projizierendes Lot PQ.
Fiir die Umrechnung gelten die Gleichungen:

1 1
secx = —— und cosecx = o —.
corx inz

Aufgaben
1. Zeichnen Sie um den Anf: 0 eines uv-K ysten
Kreise, und legen Sie in den I. Quadranten einen Strahl, der in O beginnt!
a) Bestimmen Sie jeweils das Verhiltnis ,,Ordinate des Schnittpunktes des Strahls mit dem
Kreis zur MaBzahl des zugchongen Rldms“'
b) Vergleichen Sie die einzelnen Erg inander!
¢) Wie dndert sich das Verhiiltnis i lm I. Quadranten, wenn sich der Winkel éandert ?
d) Beurteilen Sie, warum die Sinusfunktion durch das Verhiltnis von Ordinate zur MaBzahl
des Radius und nicht durch die Ordinate allein definiert wird!
e) Welche besondere Rolle spielt der Kreis, der die Lingeneinheit als Radius hat ?
f) Fiihren Sie die Untersuchungen auch im II. Quadranten durch!

1 130 T 1 Sy

»

. Um den Anfangspunkt O eines uv-Koordinatensystems sei ein Kreis mit dem Radius r
gezogen. Von O geht ein Strahl aus, der den Kreis im Punkt P (u; v) schneidet und mit dem
positiven Teil der Abszissenachse den Winkel x bildet. Wie groB ist jeweils sin x, wenn fiir
die Symbole die folgenden Werte gesetzt werden ?

a)r =8;v=4 b) r 0= e)r =13;v=—5
d) u=3;0=4 u=v=2
gu=—lv=3 h) r e;v=a i) u=bjv=2a




6.

»

10.

11.

12.

13.

. Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Sinus die folgenden Werte annimmt!

)3 BT 9F Ol € —03 )04 g —08 h)o9
Beachten Sie, daB sich jeweils zwei Winkel ergeben! Uberlegen Sie, wie man die Aufgabe
méglichst leicht l6sen kann!

i) Warum ist 1,1 als Funktionswert des Sinus nicht méglich ?

a) bis ¢) Beantworten Sie die Fragen der Aufgaben 1a, b und ¢ fiir das Verhaltnis ,,Ab-

szisse des Schnittpunktes P des Strahls mit dem Kreis zur MaBzahl des zugehérigen Radius*!
d) Fiihren Sie die Untersuchungen auch im II. und III. Quadranten durch!

‘Wie groB sind fiir den in Aufgabe 2 geschilderten Sachverhalt die Werte von cos x, wenn fiir
die Symbole die folgenden Werte gesetzt werden ?

a)r=3;u=2, by r=2;u=)3

¢) bis i) Siehe Aufgabe 2¢ bis i!

Besti Sie die Kosi te der folgenden Winkel nach Definition 2 durch Messung
am Kreis!

a) 225°  b) 45° ) 67,5°  d) 135°  e) 202,5°  f) 337,5°

Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die die Kosinusfunktion die in Aufgabe 3a bis h
b Werte !

. Zeichnen Sie um den Anfangspunkt O eines uv-Koordinatensystems einen Kreis mit dem

Radius r!

Wie verindert sich a) die Ordinate v, b) die Abszisse u eines Punktes P, der die Kreislinie,
vom Punkt P, (r; 0) begi d, im math isch positiven Drehsinn durchlauft? Ziehen Sie
daraus Folgerungen fiir den Verlauf der Sinus- bzw. der Kosinusfunktion!

Fiir welche Winkel ist sin x = cosx? In welchen Fallen ist sin x = —cosx?

. Vergleichen Sie miteinander:

a) sin 30° und cos 60°, b) sin 60° und cos 30°,

¢) sin x und cos (90°—x), 0° < x < 90°,

d) cos x und sin (90°—x), 0° < x < 90°!

Um den Ursprung O eines uv-Koordinatensystems sei ein Kreis mit dem Radius r gezeichnet.

a) Auf dem Kreisbogen mégen zwei Punkte, P und P’, im L. bzw. II. Quadranten symme-
trisch zur v-Achse liegen. Driicken Sie die zu P und P’ gehérenden Winkel durch
x (0° < x < 90°) aus!
Bestimmen Sie dann durch Messung am Kreis die Sinus- und Kosinuswerte beider Winkel,
und vergleichen Sie die Werte miteinander!

b) Driicken Sie die zu P und P’ gehérenden Winkel durch x (0° < x < 90°) fiir den Fall aus,
daB die Punkte im I. und IV. Quadranten symmetrisch zur u-Achse liegen! Vergleichen
Sie die Sinus- und Kosinuswerte dieser Winkel miteinander!

Tragen Sie in einem uv-Koordinatensystem in O an den positiven Teil der u-Achse den
Winkel 55° an, und suchen Sie auf seinem freien Schenkel (im I. Quadranten) die Punkte P,
und P, auf, deren Abszissen u; = 4 bzw. u, = 6 sind! Messen Sie in beiden Fillen die Ordi-
naten v, und v,, und bestimmen Sie die Quoti :—: und :—:!

Was stellen Sie fest? Begriinden Sie Ihre Feststellung!

Mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre ist zu beweisen, daB im uv-System an konzentrischen Kreisen
um O, die von einem Strahl (Anf: kt O) geschnitten werden, das Verhiltnil%

der Schnittpunkte unabhiingig von der GréBe der Koordinaten ist.

Bestimmen Sie fiir die Winkel a) 30°, b) 60°, ¢) 120°, d) 150° am Kreis im uv-System das
Verhiltnis v : u durch Messung! Kommt es auf den Radius des Kreises an ?



14.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

Welche Werte hat tan x am Kreis im uv-System, wenn der Schnittpunkt P des zum Winkel x
gehorenden Strahles mit dem Kreis die folgenden Koordinaten hat ?

) u=4;v=3 bD)u=v=1 )u=—4;v=2
d)u=2v=-—15 e) u=—09;v=—0,6 f) Abszisse b; Ordinate a.

Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Tangens die folgenden Werte annimmt !

)3 BF 94 H-1 3 ) —F

Tragen Sie im uv-Koordinatensystem in O an den positiven Teil der u-Achse den Winkel 35°
an, und suchen Sie auf seinem freien Schenkel (im I. Quad ) die Punkte P, und P,,
deren Ordinaten v, = 6 bzw. v, = 8 sind!
Mellon Sie in beiden Fillen die Abszissen u, bzw. u,, und besti Sie die Q

—* und "' !

Wn ltel.lon Sie fest? Begriinden Sie Ihre F\ llung!

Bestimmen Sie am Kreis nach Definition 4 durch Messung die folgenden Funktionswerte!
a) cot 15° b) cot 75° ¢) cot 105° d) cot 165° e) cot 195° f) cot 255°

Welche Werte hat cot x am Kreis im uv-System, wenn der Schnittpunkt P des zum Winkel x
gehorenden Strahles mit dem Kreis die in Aufgabe 14 aufgefiihrten Koordinaten hat ?

Bestimmen Sie die Werte der Kotangensfunktion fiir die in Aufgabe 13 angefiihrten Winkel
a) durch Messung am Kreis im uv-System,

b) unter Verwendung des in Aufgabe 18 gefund Z hang ischen der Tang
und der Kotangensfunktion!
Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der K die folgenden Werte i !

D+ b2 25 4 —08 €5 )5

Stellen Sie, soweit méglich, die Werte der vier Winkelfunktionen fiir x = 0°; 90°; 180°;

270°; 360° in einer Tabelle zusammen! )

In einigen Lehrbiichern der Math ik werden die Winkel- Abb. 1.8,

funktionen am rechtwinkligen Dreieck erklért.

a) Wenden Sie die Definitionen 1 bis 4 auf das rechtwinklige
Dreieck ABC in Abbildung 1.8. an!

b) Erkliren Sie die Winkelfunkti h kli
Dreieck! Welcher Beschrinkung unterllegen diese Ere
klérungen ?

1.2, Der Zusammenhang
der Winkelfunktionen

Die Darl gen im Abschnitt 1.1, iiber die Winkelfunktionen kénnen in folgenden

Faustregeln zusammengefa3t werden:

1)
3)

Ordinate Abszisse

Mabaal dos Fadiar = SI0US 2) Fatebl o Taay = Kosinus,
Ordinate. Absaisss
Abwine- = T8DgeNS, 4) Srdinme = Kotangens,

Fiir alle vier Verhdltnisse wurde die Abhingigkeit vom Winkel x festgestellt.

10



Die Verh#ltnisse vir u:r viu uiv

stellen die Funktionen sin x cos x tan x cot x

des Winkels x dar.

Aus der Zusammenstellung entnehmen wir, daB8 die Verhiltnisse, die Tangens und
Kotangens erkliren, fiir denselben Winkel x zueinander reziprok sind. Die Tangens-
und die Kotangensfunktion eines Winkels haben reziproke Werte. Fiir die Werte der
Sinus- und der Kosinusfunktion eines Winkels gilt eine derartige einfache Beziehung
nicht.

Die Bilder der Winkelfunktionen

Die Winkelfunktionen kdnnen im rechtwinkligen Koordi ystem dargestell
werden. Hierzu verwendet man die Winkel x als Abszissen und die Funktionswerte y
als Ordinaten der Kurvenpunkte. Die Abbildung 1.9. stellt das Bild der Funktion

Abb. 1.9,
14
Java v i v s T
v :
N
oS W
\an I
L 200+ 22, (-1)

y = sin x im Bereich 0° < x < 360° dar. Die Funktionswerte wurden einer Dar-
stellung im uv-Koordinatensystem entnommen, in der dem Radius des Kreises der
Wert 1 gegeben wurde. In diesem Einheitskreis (Abb. 1.9., linker Teil) geht die
Gleichung (1) iiber in

(la) sinx = L;q- = PQ, wobei in diesem Fall nur die MaBzahl der Strecke PQ ge-
meint sein soll.

Die MaBzahl der Lénge des Lotes PQ im Einheitskreis ist also jeweils gleich dem
Sinus des entsprechenden Winkels x.

Es ist zweckmiBig, auf der Abszissenachse des xy-Systems als Einheit die Linge des-
jenigen Bogens zu wihlen, den der Zentriwinkel 1° auf der Peripherie des Einheits-
kreises ausschneidet. Man rollt dazu den Einheitskreis auf dem positiven Teil der
x-Achse vom Ursprung O aus ab und erhilt eine Strecke, die dem Vollwinkel 360°
entspricht,

Um ein Bild der Funktion zu zeichnen, reicht es praktisch aus, wenn man den rechten
Winkel im Einheitskreis in sechs gleiche Teile teilt und die zu einem Winkel von 15°
gehbrende Bogenlinge niherungsweise durch die Sehne ersetat.

. Wie ermittelt man in der Abbildung 1.9. filr einen gegebenen Winkel den sugehori-
gen Kurvenpunkt ?

11



Aus der Abbildung 1.9. ist ersichtlich:
Die Werte der Sinusfunktion y = sin x liegen zwischen y = —1 und y = + 1.
Es gilt also der Wertevorrat: —1 < y < 4 1.
Im I. und IV. Quadranten ist die Sinusfunktion eine steigende, im II. und
III. Quadranten eine fallende Funktion. Im Bereich 0° < x < 360° ist jedem
Winkel x ein Funktionswert y = sin x eindeutig zugeordnet. Diese Aussage kann
man jedoch nicht umkehren.

Wieviel Winkelwerte gehéren a) im allgemeinen zu einem gegebenen Funktions-
wert, b)) zuy = + 1,y =—1,y =0?
Dagegen wird im Bereich 0° < x < 90° jedem
Winkel x ein Funktionswert y (0 < y < +1)
umkehrbar eindeutig (eineindeutig) zugeordnet.
y Man sagt auch: Die Funktion y = sin x bildet
W0 y-fte)-sinx die Menge der Winkel x (0° < x < 90°) auf
die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und
+1(0 <y < + 1) eineindeutig ab (Abb. 1.10.).
Die Abbildung 1.11. zeigt das Bild der Funk-
tion y = cos x, das in dhnlicher Weise wie das
0 der Sinusfunktion gezeichnet wird. Als Ordina-
o 90° x ten y hat man die entsprechenden Abszissen u
im Einheitskreis des uv-Koordinatensystems zu
verwenden.

Abb. 1.10.

yroos x

Zur Konstruktion des Bildes der Tangensfunktion in Abbildung 1.12. wurde an den

Einheitskreis im Punkt 4 (1; 0) die Tangente (Haupttangente) gelegt. Der den Win-

kel x erzeugende Strahl schneidet die Tangente in R. Nach dem Strahlensatz gilt
AR:1 =v:u.

Da v: u = tanx ist, ergibt sich

AR = tanx, wobei in diesem Fall nur die
MaBzahl der Strecke AR gemeint sein soll.
Der Abschnitt AR auf der Haupttangente im
Punkte 4 des Einheitskreises stellt also den Tan-
gens des Winkels x geometrisch dar.! Liegt der
Winkel x im II. oder IIIL. Quadranten, so schnei-

! Diese ische Deutung lift die Bezei Tangens fiir das Ver-
hiltnis viu der Koordi eines Krei andlich werden.




det der bewegliche Schenkel des Winkels x die
Tangente nicht. Der den Tangens des Winkels x
darstellende Abschnitt der Haupttangente wird
in diesem Fall von der Verlingerung des beweg-
lichen Schenkels iiber den Scheitel O hinaus ge-
bildet (Abb. 1.13.). Auf dieser geometrischen
Darstellung der Funktionswerte beruht das Kon-
struktionsverfahren fiir das Bild der Funktion
y = tanx (Abb. 1.14.).

In dhnlicher Weise erhilt man das Bild der Ko-
tangensfunktion (Abb. 1.15.). Hierzu wird an den
Einheitskreis im Punkt B (0; 1) die Tangente
(Nebentangente) gelegt.

Der bewegliche Schenkel des

v
(u;v)
I
X\ A
1

I
%
§
Abb, 113, R
N

Winkels x schneidet diese Tan- {
gente in T. Die Dreiecke 0TB 1 / |
und OQP sind dhnlich; somit [ | I !
gilt die Proportion: 3 |+ Fix) +tan x | | |
BT:1 =u:v. | | I
| ' | |
2 | | | |
; | I I |
1 ' I ' |
T
| | | l
u o ﬁ' o 2m° 7 x
| | | I
i | | | I
Tapres
y | |
2 | | | |
| | | I
-3 | | : :
|
I | | |
Abb. 114, ] I | | |
Da u:v = cot x ist, ergibt sich v
BT = cotx, wobei in diesem Fall nur die wtx T
MaBzahl der Strecke BT gemeint sein soll. A
Der Abschnitt BT auf der Nebentangente im s
Punkte B des Einheitskreises stellt also den Ko- I v
tangens des Winkels x geometrisch dar. A
Im IIL. und IV. Quadranten wird der den Ko- ! 0 v a0 I u

tangens des Winkels x darstellende Tangenten-




cot x L
0 _u
u
¥
r
Pluv)
Abb, 1.16.
Beachten Sie, daB die Funk-
tionswerte der Tangens- und J
Kotangensfunktion nicht die 4

Strecken AR bzw. BT selbst,

sondern deren MaBzahlen, also
unbenannte Zahlen sind!

Die Vorzeichen

der Winkelfunktionen

Der Radius r ist stets positiv,
aber die MaBzahlen der Pro-

jektion OQund des projizieren-

abschnitt von der Verlingerung des beweg-
lichen Schenkels iiber den Scheitel O hinaus
gebildet (Abb. 1.16.). Bei der Konstruktiondes
Bildes der Funktion y = cotx hat man als
Ordinaten die Tangentenabschnitte BT zu
verwenden (Abb.1.17.). In den Abbildungen
1.14. und 1.17. zeigt der Verlauf der Kurven
anschaulich, daB die Funktion y = tan x fiir
x = 90° und x = 270°, die Funktion y = cotx
fir x = 0° x = 180° und x = 360° nicht
definiert ist.

Abb. 1.17.

den Lotes PQ bzw. die Koordi-
naten u und v nehmen je nach -7
dem Quadranten das positive
oder negative Vorzeichen an.
Die Vorzeichen von u und v -2
bestimmen damit das Vor-
zeichen der Winkelfunktionen
fiir die Winkel dieses Quadran- 9

i

ten.
-k -
Vorzeichen der Winkelfunkti in den vier Quadranten
1 1I 111 v
sin + + — —
cos =+ = = +
tan -+ — + _
cot - — =+ =

. Leiten Sie die Vorzeichen aus den Definiti
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der Winkelfunktionen her!



Beziehungen zwischen den Funktionen bei gleichem Winkel

Dividiert man die Gleichung (1) sin x = > durch die Gleichung (2) cos x = =, 80 er-
hélt man fiir den gleichen Winkel x die Grundformel

sinx

(5) tanx=_—_—.

Entsprechend ergibt die Division der Gleichung (2) durch die Gleichung (1) fiir den
gleichen Winkel x die Grundformel

(6) cotx =22%

sinx *

Sprechen Sie diese Beziehungen in Worten aus!
Fiir welche Winkelwerte hat die Formel (5), fiir welche die Formel (6) keine
Giiltigkeit ?

Durch Multiplikation der Gleichungen (5) und (6) findet man

(7) tanz-cotx=1.

. Lésen Sie Gleichung (7) nach tan x bsw. nach cot x auf!
Sprechen Sie die sich ergebenden Beziehungen in Worten aus!

Nach den Definitionen (1) und (2) ist sinx = —:- und cosx = ; Werden die beiden
Gleichungen quadriert und anschlieBend addiert, so ergibt sich:

(sinx)? + (cosx)? =% + "'—: =i

"

Wie aus den Abbildungen 1.5., 1.6. und 1.7. hervorgeht, gilt nach dem Satz des
PYTHAGORAS v? + u? = r?fiir jeden Punkt P (u;v) im L. bis IV. Quadranten.
Hieraus ergibt sich:

(sinx)? + (cosx)? =1.
An Stelle von (sin x)2 bzw. (cos x)2 schreibt man vereinfacht sin?x bzw. cos?x.
So erhilt man

(8) sin®x 4 cos?x =1.

. Lésen Sie die Gleichung (8) nach sin x bzw. nach cos x auf!

Einige weitere Beziehun-
gen gehen ausder Abbil-
dung 1.18.hervor. Inder
Abbildung 1.18.a wurde
im I. Quadranten der
Winkel x, in der Abbil-
dung 1.18.b der Winkel
(90° — x) eingezeichnet.

v

<

A (uyivy)

]

30°-x
0 u @ Ty
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Abb, 1.18.a und 1.18.b




Auf Grund der Definitionen der Winkelfunktionen (1) bis (4) gelten die folgenden
Gleichungen:
sin (90° — x) =%~, tan (90° — x) =:_:'
cos (90° — x) =%, cot (90° — x) = —L
Da die Dreiecke O0QP und 0Q, P, kongruent sind, kann man setzen:
u, =vund v; = u.

Wendet man die Definitionen der Winkelfunktionen nnchmals an, so ergeben sich

aus den obigen Gleichungen die Kompl beziehung,
©) sin (90° — x) = cosx, tan (90° — x) = cotx,
cos (90° — x) = sinx, cot (90° — x) = tanx.

Durch die Formeln in der zweiten Zeile werden die Namen Kosinus und Kotangens
verstdndlich: complementi sinus (abgekiirzt cosinus) bedeutet Sinus des Komple-
mentwinkels, complementi tangens (abgekiirzt cotangens) bedeutet Tangens des
Komplementwinkels. Die Kosinus- bzw. die Kotangensfunktion nennt man die
Kofunktionen zur Sinus- bzw. zur Tangensfunktion und umgekehrt.
Die Beziehungen (9) kénnen zu folgender Aussage zusammengefaBt werden:
Die Funktion eines Winkels ist gleich der Kofunktion seines Kompl inkels (Kompl
mentbeziehung).
Die Formeln (5) bis (8) werden verwendet, um aus gegebenen Werten einer Winkel-
funktion entsprechende Werte anderer Winkelfunktionen zu berechnen. Mit Hilfe
der Formeln (9) werden Werte der entsprechenden Kofunktion des Komplement-
winkels ermittelt.

. Beispiel 1:

Gegeben ist sin x; = 5 L Y2, Es ist tanx, zu bestimmen. Hierzu ist es erforder-
lich, daB zunichst tanx durch sin x ausgedriickt wird.
Nach (5) ist tanx =-2% und nach (8) cosx = T — sinix. Indem wir fiir
cosx den Wurzelausdruck einsetzen, erhalten wir:

sinx

tanx =
Yi—sintx

Fiir sinx; = -;— Y2 ergibt sich daraus:

. Beispiel 2:
Bekannt seien die Werte der Sinusfunktion fiir die Winkel x = 30°; 45°; 60°.
Welche Werte hat die Kosinusfunktion fiir diese Winkel ?
Es ist cos 30° = sin (90° — 30°) = sin 60°;
co8 45° = sin (90° — 45°) = sin 45°;
cos 60° = sin (90° — 60°) = sin 30°.
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Auigaben

1. a) Fiir die Sinus- und die Kosinusfunktion ist zwischen 0° und 90° von 10° zu 10° eine drei-
stellige Tafel aufzustellen.
Anleitung: Zeichnen Sie den I.Quadranten eines Einh und tragen Sie die
‘Winkel 10°; 20°; 30°;...; 80° ein! Wihlen Sie als Radius 1 dm! Die Funktionswerte
kann man so auf zwei Dezimalstellen genau bestimmen und die dritte Dezimalstelle
schitzen (Millimeterpapier!). Kosinus- und Sinusfunktion haben den gleichen Werte-
vorrat; die Funktionswerte sind aber and: Winkeln zugeord Welcher Z
hang ergibt sich daraus fiir die Funktionen y = sinx und y = cos x?

b) Stellen Sie auch fiir den II. Quadranten eine Wertetafel der Sinus- und der Kosinus-

funktion auf!

2. a) Stellen Sie eine dreistellige Tafel der Tang und der K funkti isch
0° und 90° von 10° zu 10° auf!
Anleitung: Es ist tan x die Mafzahl des Haupttangentenabschnittes, cot x die MaBzahl
des Nebentangentenabschnittes.
‘Welchen Zusammenhang beobachten Sie an den Funktionen y = tanx und y = cotx?
b) Stellen Sie auch fiir den II. Quadranten eine Wertetafel der Tangens- und der Kotangens-
funktion auf!

3. a) Die Funktionswerte tan x und cot x sind zueinander reziprok.
Leiten Sie unter Benutzung dieser Tatsache aus dem Verlauf der Tangenskarve im I. bis
IV. Quadranten den Verlauf der Kotangenskurve her!
b) Entwickeln Sie den Verlauf der Kot kurve im I. Quadi auch mit Hilfe der
Beziehung cot x = tan (90°— x)!

4. Esist eine Tabelle aufzustellen, aus der hervorgeht, ob die Winkelfunktionen in den einzelnen
Quadranten steigen oder fallen.
5. a) Stellen Sie die Nullstellen der Sinus- und der Kosinusfunktion zusammen! (Darunter sind
die Stellen x zu verstehen, fiir die sin x = 0 bzw. cos x = 0ist.)
b) Stellen Sie diejenigen Stellen an denen y = sinx und y = cosx die Werte
+1 und — 1 annehmen!

6. In einem Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne von der Liinge | mit dem zugehérigen Zentri-
winkel « gezeichnet. Das Lot vom Kreismittelpunkt auf die Sehne halbiert Zentriwinkel und
Sehne.

a) Stellen Sie die Funktion auf, welche die Beziehung zwischen halbem Zentriwinkel, halber
Sehne und Kreisradius ausdriickt!

b) Wie groB ist in einem Kreis vom Durchmesser 7 cm die Sehne zum Zentriwinkel 20°;
80°; 140°?
Anleitung : Benutzen Sie zur Bestimmung die Tafel aus Aufgabe 1!

7. a) Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = sinx im Bereich 0° < x < 360°! Bedienen Sie

sich der Konstruktion mit Hilfe des Einheitskreises!
Stellen Sie die Symmetrieverhiltnisse der Sinuskurve fest!
Drehen Sie die Kurve um den Punkt x = 180° um den Winkel 180°! Was beobachten Sie?
Wie konnte man diese Erkenntnisse fiir das Zeichnen der Kurve ausnutzen?

b) Stellen Sie sich eine Schablone fiir die Sinuskurve her!

¢) Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = cos x im Bereich 0° < x < 360°!
Stellen Sie die Symmetrieverhéltnisse der Kosinuskurve fest!

8. Bestimmen Sie graphisch durch Interpolation an der Sinus- bzw. Kosinuskurve die folgenden

Funktionswerte!
a) sin5° b) sin 78° ¢) sin175° d) sin 258°
e) cos25° f) cos62° g) cos118° h) cos355°

2 [001001] 17



9.

10.

11

12,

13.

14,

15.

18

Entneh Sie der graphischen D. llung der Funktion y = sin x die Winkel, deren Sinus

P

die folgenden Werte haben!
a) 0,35 b) 0,70 €) —0,30 d) —0,65

E h Sie der graphischen D. llung der Funktion y = cos x die Winkel, deren Kosinus

die folgenden Werte haben!

a) 0,40 b) 0,125  ¢) —0,45 ) —0,140

a) Stellen Sie die Abhéingigkeit der Ordmate v vom Winkel x an Kreisen mit r = 3 cm; 4 cm;
5 cmin ein und d lben uv-K y graphisch dar! Geben Sie die Abhéangig-

keit analytisch an!

b) Zeichnen Sie die Bilder der Funktioneny = 2sinx;y = 3 sinx;y = & umx,
y=1,5 cosx!
Untersuchen Sie, wie sich durch den Koeffizi das allg ine Verhal der Sinus-
bzw. Kosinusfunktion verindert (Nullstellen; Stellen, an denen die Funktion einen
Hochst- bzw. Tiefstwert annimmt; Steigen bzw. Fallen)!

¢) Stellen Sie die Abhingigkeit der Linge der Sehne vom halben Zentriwinkel % fiir den
Kreis vom Durchmesser 7 cm graphisch dar (Aufg. 6)! Entnehmen Sie die Lingen der
Sehnen fiir die in Aufgabe 6.b angegebenen Zentriwinkel aus der graphischen Darstellung!

d) Stellen Sie die Abhingigkeit des Flicheninhaltes 4 eines Rhombus mit der Seite a von
einem der Winkel, «, analytisch und graphisch dar!
Vergleichen Sie den Flicheninhalt eines beliebi hiefwinkli Rhombus mit dem
Flicheninhalt des Quadrates mit der gleichen Seite!

a) Die Bilder der Sinus- und der Kosinusfunktion sind im I. Quad in ein und dasselb

xy-Achsenkreuz zu zeichnen.

Spiegeln Sie die Kurven an der Parallelen zur y-Achue durch den Punkt mit der Abszisse
x = 45°! Zeichnen Sie dazu entweder (1) nur das Bild einer der beiden Funktionen oder (2)
beide Funktionen lediglich im Bereich von 0° bis 45°, und vervollstindigen Sie die Zeich-
nungen durch Spiegelung!

Durch welche Beziehungen wird das Verfahren analytisch begriindet?

b) Zeichnen Sie die Bilder der Sinus- und der Kosinusfunktion nun auch im IL bis I'V. Qua-
dranten! Nutzen Sie die Moglichkeit der Spiegel an der Parallelen zur y-Achse durch
den Punkt mit der Abszisse x = 225°!

Durch welche Beziehungen wird das Verfahren analytisch begriindet?

a) Zeichnen Sie die Bilder der Tangens- und der K funktion im I. Quad in
dasselbe xy-Achsenkreuz!

Untersuchen Sie, in bezug auf welche Symmetrieachse die beiden Kurven symmetrische
Figuren sind!

Wie driickt sich dieser Zusammenhang analytisch aus? Welche Veremfachung erg|bl sich
fiir die Anlage einer gemeinsamen Tafel der Tang und der K ?

b) Zeichnen Sie die Bilder der Tang und der Kot gensfunktion auch im II. bis I'V. Qua-
dranten, und untersuchen Sie, in bezug auf welche Symmetrieachse die Kurven in diesem
Bereich symmetrische Figuren sind!

Wie driickt sich dieser Zusammenhang analytisch aus?

Bestimmen Sie durch Interpolation an der Tang: bzw. K kurve die folgend
Funktionswerte!

a) tan 73° b) tan 11° ¢) tan 107° d) tan 191°

€) cot 39° f) cot 66° 8) cot 107° h) cot 294°

E h Sie der graphischen D: llung der Furktion y = tanx die Winkel, deren

Tangens die folgenden Werte hat!
a) 1,50 b) 0,50 ¢) —0,83 d) —2,10



16. E: h Sie der graphischen D. llung der Funk y = cotx die Winkel, deren Kotan-
gens die folgenden Werte hat!
a) 2,10 b) 0,83 c) — 0,50 d) —1,50

17. Leiten Sie aus den nachstehenden Werten der Sinus- und der Tangensfunktion die entspre-
chenden Werte der Kofunktionen her!

x | 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°
sin x 0 0,174 0342 05 0,643 0,766 0,866 0,940 0,985 1
tan x 0 0176 0,364 0,577 0,839 1,192 1,732 2,747 5,671 —

18. Beschreiben und vergleichen Sie den Verlauf der Kurven der Sinus- und der Tangensfunktion
im Bereich von 0° bis 90°!
‘Welche Punkte haben die beiden Kurven gemeinsam ?
19. Beweisen Sie die Formeln
a) sin x = J/1 —cos®x, b) cosx = J1—sin®x!
20. Bestitigen Sie die Richtigkeit der Beziehungen
b) 1+ cot?x =

a) 14 tan’x = und

1 1,
costx sintx ©
= cosx; y = tanx; y = cotx konnen jeweils die drei

2]1. Aus den Funktionen y =sinx; y
d ‘Winkelfunkti bestis werden.

Leiten Sie die Beziehungen her, und vervollstindi, Sie die nachstehende Tabelle!
ausgedriickt
durch :
sin x cos x tan x cot x

gesucht

sin x - y1 —cos®x

cos x Y1 —sin®x —

tan x =

cot x .

22. a) Am Einheitskreis ist OP =1 und PQ £ sin x (Abb. 1.19.). Driicken Sie die dritte Seite
mit Hilfe des Satzes des PYTHAGORAS durch 1 und sin x aus! Stellen Sie dann gemé8 den
Definitionen 1 bis 4 die vier Winkelfunktionen von x auf, und vergleichen Sie die Ergeb-
nisse mit der ersten Spalte der Tabelle in Aufgabe 21!

b) Verfahren Sie genauso mit dem Dreieck OQP aus Abbildung 1.20.!
¢) Desgleichen mit dem Dreieck OAR aus Abbildung 1.21.!

Abb. 1.19. Abb. 1.20. Abb, 1.21. R
v v v
P 4 P
x
§
x
s
s
X X X A
ol Q T 0| csx @ T o 0] re1 LI
2+ 19



v Abb. 1.22. d) Desgleichen mit dem Dreieck OTB aus Abbildung 1.22.!
_ocotx T Anmerkung: Diese vier Figuren sind gute Gedéchtnis-
8 stiitzen fiir die Umrechnungsbeziehungen der Tabelle in
Aufgabe 21.
'E 23. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!
a) cosx-tanx b) sinx-cotx «¢) ::::
sin x tan x
_ d) = ©) o=
0 ¢ f) tanx - 1 —sin’x
24. Gegeben sind die folgenden Funktionswerte.
a) sin 30° = 0,5 b) tan45° =1 ¢) cos 120° = —0,5
d) tan0° =0 e) cot 270° =0 f) sin 13° = 0,2250
cos 40° = 0,7660 h) tan 308° = — 1,280 i) cot 59° = 0,6009
g

Bestimmen Sie mit Hilfe der Tabelle in Aufgabe 21 die iibrigen Funktionswerte der Winkel!

25. Berechnen Sie aus den gegebenen Funktionswerten jeweils die Werte der drei anderen Winkel-

funktionen!
a) sin =% h)cosx=% c) tanx =3
d) cot x = |3 e)sinx=:—‘: ()cosx:—%yz-}-]&_
g) tanx=-:- h) cot x =2—}3 i) ginx:—%
1

k) cos x = 3 1) tanx =—1 m)cotx=}/3——2
Schiilerauftrag

' Fertigen Sie das in Abbildung 1.23. dargestellte
Geriit zum Bestimmen der Werte der Winkel-
funktionen an!
Es besteht aus einem durchscheinenden Deck-
blatt mit dem Vollkreis und dem Durchmesser
sowie aus einem Grundblatt mit dem Quadrat
und dem Quadranten. Auf den Quadratseiten
kann man fiir den mit dem Durchmesser einge-
stellten Winkel unmittelbar die Funktionswerte
sinx, cosx, tanx (0°< x < 45°) und cotx
(45° < x < 90°) ablesen. Fiihren Sie den Beweis!
Wie findet man die Tangenswerte fiir Winkel
zwischen 45° und 90° und die Kotangenswerte
fiir Winkel zwischen 0° und 45°?
Beurteilen Sie die Genauigkeit, mit der Sie die
Funktionswerte an Threm Geriit ablesen kénnen!

1.3. Die Tafeln der Winkelfunktionen

Die Werte der Winkelfunktionen sind. iiberwiegend irrationale Zahlen. Sie sind in
Tafeln zusammengefait, die
das Aufsuchen des Wertes y = f(x) einer Winkelfunktion f(x) zu einem gegebenen
Winkel x
sowie das Aufsuchen des Winkels x zu einem gegebenen Funktionswert f (x)
erméglichen.
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Im folgenden wird stets auf das Tafelwerk von Beyrodt/Kiistner Vierstellige Log-
arithmen — Zahlen, Werte, Formeln Bezug genommen.

Aufsuchen der Funktionswerte bzw. der Winkel

‘ Erliutern Sie die Begriffe steigende Funktion und fallende Funktion, indem
Sie im I. Quadranten bei jeder der vier Winkelfunktionen angeben, wie sich der
Funktionswert bei einer Anderung des Winkels indert!

Die Tafel 13 enthilt unter Ausnutzung des Umstandes, daB die Kosinusfunktion die
Kofunktion zur Sinusfunktion ist, die Funktionswerte fiir y = sin x und ¥ = cos %
(0° < x < 90°). Entsprechend enthilt die Tafel 14 die Funktionswerte fiir y = tan x
und y = cot x.

Die Winkel im Rahmen auf der linken Seite und oben bilden den Tafeleingang fiir
die Funktion y = sinx (y = tanx), die Winkel im Rahmen auf der rechten Seite
und unten den fiir die Funktion y = cos x (y = cotx). Dabei sind die Winkel fiir
die Funktionen Kosinus bzw. Kotangens in entgegengesetzter Folge aufgefiihrt.

Die Funktionswerte sind jeweils zwei Winkeln zugeordnet. Einerseits stellen sie den
Sinuswert (Tangenswert) eines Winkels dar, andererseits den Kosinuswert (Kotan-
genswert) des Komplementwinkels.

. Beispiele :

sin 21,0° = 0,3584; cos (90° — 21,0°) = cos 69,0° = 0,3584
tan63,2” = 1,980; cot (90" — 63,2°) = cot 26,8° = 1,980

Da die tabellierten Funktionswerte fast alle gerundet sind, miiBite eigentlich geschrie-
ben werden: sin 21,0° & 0,3584. Man verzichtet jedoch wie auch bei den Logarithmen
auf diese Unterscheidung im Schriftbild.

Ist der Winkel gesucht, so liest man bei gegebenem Sinusfunktionswert (Tangens-
funktionswert) die Gradzahl in dem Winkelrahmen ab, der die linke Spalte und die
obere Zeile bildet. Bei gegebenem Kosinusfunktionswert (Kotangensfunktionswert)
findet man die Gradzahl in dem Winkelrahmen, der die rechte Spalte und die untere
Zeile bildet.

sinx = 0,4664 cosx = 0,2284 tanx = 0,7400 cotx = 10,99
x=217,8° z="76,8" x = 36,5° x= 5,2°

Aufsuchen der Funktionswerte y = f(x) mit Interpolieren
Ist der Winkel mit einer Genauigkeit von Hundertstelgrad' gegeben, so hat man zu

interpolieren. Fiir das Interpolieren gelten bei dezimal geteiltem Grad die gleichen
Regeln wie beim Rechnen mit Logarithmen.
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- Beispiel 1:

y =sinl3,27°
Aus Tafel 13 entnimmt man die Funktionswerte fiir sin 13,20° und sin 13,30°,
zwischen denen der gesuchte Funktionswert liegt.

ne [8in13,20° = 0,2284 d
100 | 6in13,27° = 0,22. . |
sin 13,30° = 0,2300

Nach dem Einsetzen in die Interpolationsformel d = Dw

d=2"=112~1L
Man addiert 11 Zehntausendstel zu 0,2284 und erhilt

y =sin13,27° = 0,2295.

B Beicpici 2:
: y = c0s52,14°
c0s52,10° = 0,6143
cos 52,14° = 0,61..
c0852,20° = 0,6129
Wiichst der Winkel um 10 Hundertstelgrad, so fillt der Funktionswert um D = 14

Zehntausendstel.
Wiichst der Winkel um n = 4 Hundertstelgrad, so fillt der Funktionswert um d

Zehntausendstel.

Die Eigendifferenz berechnet man zu d =
6 Zehntausendstel von 0,6143 und erhilt
y = cos 52,14° = 0,6137.

- Belsplel 3:

= tan 68,44°
tan68,44° = 2,625 d =
+ 0,005
tan68,44° = 2,531
Ist der Winkel in sexagesimaler Teilung, also in Grad, Minuten und Sekunden gegeben,
so hat man vor der Benutzung der Tafeln die Minuten (') und Sekunden (") in dezi-
male Teile eines Grades umzurechnen. Fiir die Umwandlung von m’ bzw. s in Grad
gelten folgende Formeln:

10°

100

D

" ergibt sich:

= 5,6, gerundet 6. Man subtrahiert

13-4
L —52~5

60" =1° 60" = (5)°
r=@r =
m' = () s = ()

- Beispiel 4:

17° 13’ 25" sind in Grad und Dezimalgrad zu verwandeln (auf zwei Dezimal-
stellen). S

13 = (;—j)“ ~ 0,217° 25" = (%)“ ~ 0,007°

Ergebnis: 17° 13" 25" ~ 17,22°
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Es gibt auch Tafeln der Winkelfunktionen, denen die sexagesimale Teilung des
Winkels zugrunde gelegt ist.

Aufsuchen der Winkel x mit Interpolieren

Steht der gegebene Funktionswert nicht in der Tafel, so hat man beim Aufsuchen
des Winkels zu interpolieren.

. Beispiel 5:
tanx = 0,3652

Der gegebene Funktionswert liegt zwischen den in der Tafel 14 verzeichneten Werten
0,3640 und 0,3659, zu denen die Winkel 20,00° und 20,10° gehoren:

»o [tan20,00° = 0,3640 d
1% 1700 |tan20,0.° = 0,3652 |“| D
tan 20,10° = 0,3659
Nach dem Einsetzen in die Formel n = d;o ergibt sich:
n=”l‘9m=6,3.. ~ 6. 19-9°

Man addiert 6 Hundertstelgrad zu 20,00° und erhilt x = 20,06°. =

B Beispict 6: |
cosx = 0,8768

x= 28,70° n=22 x4 L
+ 0,04°

x=  28,74° 1
Soll der errechnete:Winkel in sexagesimaler Teilung ausgedriickt -4

werden, so hat man anschlieBend umzurechnen: b

x = 28,74° 0,1° = 6'; 0,01° = 36"
0,7° =176 =42’ 05-3°
0,04° = 4 - 36" = 144" = 2’ 24"

x = 28° 44’ 24" i

Die Winkelfunktionsleitern auf dem Rechenstab -

Werden die Punkte der Sinuskurve mit den Abszissen x = 0°; 10°;
20°;...; 90° senkrecht auf die y-Achse projiziert, so erhilt man eine i
Darstellung der Funktion y = sinx in Form einer Funktionsskale. Auf

der Funktionsskale in Abbildung 1.24. sind auf der Einheitslinge u
0...1 die Punkte, die den Winkeln 0°; 10°;...; 90° entsprechen, rot

markiert: Stark gerundete Werte der Sinusfunktion kénnen somit auf -‘
dieser sogenannten Doppelleiter abgelesen werden.

Die rote Teilung der Funktionsskale in Abbildung 1.24. ist eine Sinus- [
teilung der Einheitslinge 0 ... 1. Abb.1.24.
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Die Sinusfunktionsleiter auf der Riickseite des Rechenstabes unterscheidet sich von
der eben beschriebenen dadurch, daB8 die Logarithmen der Sinusfunktion abgetragen
sind. Auf dem Normalrechenstab sind auf einer Linge von 25 ¢cm die Logarithmen der
Zahlen 0,1 bis 1 aufgetragen. Dementsprechend sind bei der Sinusleiter die Logarith-
men der Funktion y = sin x im Wertebereich 0,1 < y =< 1 abgetragen und mit den
zugehérigen Winkelangaben versehen. Da 0,1000 = sin 5,74° ist, beginnt die Sinus-
leiter auf dem Rechenstab mit 5,74° (Abb. 1.25.).

Die Sinusleiter ist auf die logarithmische Skale D des Rechenstabes abgestimmt.

6° 0° 2° 3 W 5° Abb. 1.25.

5ne ¥°

Somit kann man zu einem gegebenen Winkel x im Bereich 5,74° = x = 90° den
Funktionswert y = sin x ablesen. Umgekehrt findet man zu einem gegebenen Funk-
tionswert y im Wertebereich 0,1 < y = 1 den zugehdrigen Winkel.

Wegen der Komplementbeziehnng cos x = sin (90° — x) kann die Sinusfunktions-
leiter auf dem Rechenstab auch dazu benutzt werden, zu gegebenen Winkeln x im
Intervall 84,26° = x = 0° den Kosinuswert zu finden und umgekehrt.

Stellen Sie eine Sinusfunktionsleiter her, indem Sie auf einem Kartonstreifen auf
einer Strecke von 250 mm Linge die Logarithmen der Werte der Sinusfunktion
fiir folgende Winkel auftragen: 10°; 20°; 30°; 40°; 50°; 60°; 70°; 80°; 90°!
Uberlegen Sie, mit welchem Faktor Sie die Mantissen der Logarithmen multi-
plizieren miissen!

Schreiben Sie die Winkelwerte an!

Vergleichen Sie Ihre Sinusleiter mit der auf dem Rechenstab!

Bei der Tangensfunktionsleiter auf dem Rechenstab sind die Logarithmen der Tan-
gensfunktion y = tan x, ebenfalls fiir den Wertebereich 0,1 < y < 1 abgetragen und
mit den zugehérigen Argumenten versehen.

Da 0,1000 = tan 5,71° und 1,000 = tan 45° ist, reicht die Tangensleiter auf dem
Rechenstab von 5,71° bis 45°. Man kann also auf dem Rechenstab die natiirlichen
Zahlenwerte der Tangensfunktion nur im Bereich 5,71° < x < 45° ablesen und
umgekehrt.

Wegen der Komplementbeziehung cot x = tan (90° — x) kann die Tangensleiter ver-
wendet werden, zu gegebenen Winkeln x im Bereich 45° < x < 84,29° den Kotan-
genswert zu finden und umgekehrt. Auerdem findet man auf dem Rechenstab fiir
Sinus und Tangens kleiner Winkel eine gemeinsame Leiter. Sie reicht von 0,75° bis
5,73° entsprechend den Funktionswerten 0,01 bzw. 0,1 fiir Sinus und Tangens. Es
ist sin 0,57° = tan 0,57° = 0,0100. Da sich beim Funktionswert 0,1000 die zuge-
hérigen Winkelwerte bei Sinus und Tangens in den Hundertstelgraden unterscheiden
(5,74° baw. 5,71°), ist fiir den Winkel der mittlere Wert 5,73° zu nehmen. Diese
Leiter ldBt sich auBerdem fiir die Kosinusfunktion und die Kotangensfunktion im
Bereich 89,43° = x = 84,27° verwenden.

' Stellen Sie eine Tangensleiter her!
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Kombiniertes Tafel-Stab-Rechnen

Falls bei der Losung einer Aufgabe die Genauigkeit des Rechenstabes ausreicht, aber
kein Stab mit Winkelfunktionsleitern zur Verfiigung steht, benutzen wir zum Auf-
suchen der Funktionswerte die Tafeln der Winkelfunktionen und rechnen im iibrigen
mlt dem Rechenstab. Diese Methode wird als kombiniertes Tafel-Stab-Rechnen

ichnet. Sie hat insb dere auch Bedeutung bei Winkelfunktionswerten, die
auf dem Rechenstab nicht unmittelbar abgelesen werden kénnen.

. Geben Sie diese Bereiche des Rechenstabes an!

B seispiel7: x =187 7.0 sin 446°
Wir finden in Tafel 13 sin 44,6° = 0,7022.
Mit Hilfe des Rechenstabs berechnen wir den Ausdruck % -8,7-17,1-0,702.
Es ergibt sich x = 21,7.

. Beispiel 8: sinx = %i
In Tafel 13 finden wir sin55,7° = 0,8261.
Mit Hilfe des Rechenstabs berechnen wir den Ausdruck
sinx = 0,936.
Nun suchen wir in Tafel 13 den Winkel auf. Es ergibt sich
x = 69,4°.

g — 2,73 - tanT3.4° - cosd
. piel 93 2= T

Den Funktionswert tan 73,4° finden wir nicht auf dem Rechenstab. Wir kénnten
tan 16,6° ablesen und davon den reziproken Wert nehmen. Desgleichen kénnten
wir cos 3,5° als sin 86,5° ablesen, aber nur mit geringer Genauigkeit. Deshalb suchen
wir tan 73,4° in Tafel 14, cos 3,5° in Tafel 13 auf und berechnen den Ausdruck
2,3 - 3,35 - 0,998
684

Wir erhalten x = 1,34.

36,6 - 0,826
= und finden

Beziehungen zwischen Funktionswerten von
Winkeln aus verschiedenen Quadranten Ak
(Quadrantenbeziehungen)

Die Werte der Winkelfunktionen fiir Winkel
des I.Quadranten werden aus den Tafeln 13
und 14 entnommen. Aber auch die Funk-
tionswerte von Winkeln in den Quadranten II
bis IV kénnen mit Hilfe dieser beiden Tafeln
bestimmt werden.




Es sei x5 ein Winkel im IL. Quadranten (Abb. 1.26.). Auf Grund der Definitionen (1)
bis (4) gelten die folgenden Gleichungen:

s Py
sin xpg =2, tan x;;:%,
cosxyp =— -, cot xy = %

Spiegelt man das Dreieck OQP in Abbildung 1.26. an der v-Achse, so erhilt man das
Dreieck 0Q' P’ im I. Quadranten. Der Winkel POQ = (180° — xy1) entspricht dann
dem Winkel P'0Q. Weiter ist PQ = PQ Q" und 0Q =—0Q'! Setzt man in die obigen
Gleichungen ein und beriicksichtigt, daB

bl Py

—— = sin (180° — xy1), <~ = tan (180° — xyy),
2 —cos(180°—xn), o = cot (180° — xm)

ist, so ergibt sich:
sin x;p = sin (180° — xyy), tan x;; = —tan (180° — xyy),
cos xp = —cos (180° — xpy), cot xy = —cot (180° — xyy).

Diese Gleichungen setzen die Winkelfunktionen eines Winkels im II. Quadranten zu
den entsprechenden Winkelfunktionen des im I. Quadranten gelegenen Supplement-
winkels in Beziehung.

Die Quadrantenbeziehung fiir den IIL. Quadranten erhilt man mit Hilfe einer
Spiegelung des Dreiecks OPQ in Abbildung 1.27. am Koordinatenursprung des
uv-Koordinatensystems. Das bedeutet, daB dieses Dreieck um O um den Winkel 180°
gedreht wird. Man erhilt wiederum ein Dreieck 0Q'P’ im I.Quadranten, und der
Winkel QOP = (xpy — 180°) entspricht dem Winkel Q'OP'.

Abb. 1.27. Abb. 1.28.
Fiihren Sie die Untersuchungen iiber die kadfunknonen im III. Quadranten
weiter!

Die Quadrantenbeziehung fiir den IV. Quadranten wird mit Hilfe einer Spiegelung
des Dreiecks OQP mit dem Winkel POQ = (360° — x1y) an der u-Achse gewonnen
(Abb. 1.28.).

Fiihren Sie die Untersuchungen iiber die Winkelfunktionen im IV. Quadranten
selbst durch!
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Zwischen den Winkelfunktionen, die zu Winkeln in hoheren Quadranten gehdren,
und den Winkelfunktionen des entsprechenden Winkels im I. Quadranten gelten die
folgenden Beziehungen:

II. Quadrant

(10) sinx = sin (180° — xy) tanxy = — tan (180° — xyy)

cos xy; = —cos(180° — xyy) cot xyp = —cot (180° — xyy)
I1II. Quadrant
(11) sin xq = —sin (xm — 180°)  tanxyp = tan (xr — 180°)
cos xgp = —cos (¥ — 180°)  cot xpp = cot (21 — 180°)
IV. Quadrant
(12) sin xry = —sin (360° — x1v) tan x;y = —tan (360° — xpy)
cosxyy = cos (360° — xpy) cot x;y = —cot (360° — x1y)

Die Beziehungen (10) bis (12) fiihren die Winkelfunktionen im II. bis IV. Quadranten
auf die entsprechenden Funktionen im I. Quadranten zuriick.

. Beispiele:
10) cos 152° = —cos (180° — 152°) = —cos 28°
11) cot 215° = cot (215° — 180°) = cot 35°
12) tan 312° = —tan (360° — 312°) = —tan 48°

Allgemein:

Um den Wert einer Winkelfunktion zu einem Winkel x (90° < x < 360°) zu ermitteln,
sucht man in den Tafeln 13 bzw. 14 den Wert der gleichen Funktion fiir den Winkel
180° — x, x — 180° bzw. 360° — x auf. Zur schnellen Vorzeichenbestimmung dient
die Tabelle auf Seite 14.

Man erkennt, daB bei jeder der vier Funktionen jedes Vorzeichen genau zweimal vor-
kommt. Bei einem gegebenen Funktionswert eines Winkels x findet man infolgedessen
fiir den Winkel (im Bereich von 0° < x < 360°) zwei Losungen.

Beispiel 13:
sinx = 0,9664

Der Funktionswert ist positiv, also liegen die Winkel x im I. und IL Quadranten.
) =5 0° < x < 90°)

(]

180° — x (0° < = < 90°)
Aus der Tafel entnimmt man x = 75,1°.
Demnach ist
x = 15,1°;
xp = 180° — 75,1° = 104,9°.
B seispici 14:
cosx = —0,7145
Der Funktionswert ist negativ, also liegen die Winkel x im II. und IIL. Quadranten.
= 180° — 2 (0° < x < 90°)
2 = 180° + x(0° < 2 < 90°)

x1r
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Aus der Tafel entnimmt man x = 44,4°,
Demnach ist
xy = 180° — 44,4° = 135,6°;
xnr = 180° 4 44,4° = 224,4°.

Auigaben

Ubungen im Tafelrechnen
Bestimmen Sie mit Hilfe der Tafeln 13 und 14 die folgenden Funktionswerte!

A. a) sin 12° b) sin 84° ¢) sin  3° d) sin  29°

" ) sin 37° f) sin 135° g) sin 97° h) sin 200°
i) cos 2° k) cos 17° 1) cos 32° m) cos 51°
n) cos 68° o) cos 150° p) cos 101° q) cos 213°

2. a) tan21° b) tan 58° ¢) tan 5° d) tan 12°
e) tan 31° f) tan 120° g) tan 91° h) tan 261°
i) cot 8° k) cot 13° 1) cot 64° m) cot 76°
n) cot 87° 0) cot 110° p) cot 249° q) cot 96°

3. a) sin 5,6° b) sin 38,1° c) sin 27,3° d) sin 77,7°
€) sin 40,9° f) sin 113,5° g) sin 300,2° h) sin 97,3°
i) cos 53,5° k) cos 11,8° 1) cos 44,6° m) cos 87,6°
n) cos 58,9° o) cos 129,6° p) cos 321,4° q) cos 131,5°

4. a) tan 0,5° b) tan 88,0° ¢) tan 56,1° d) tan 43,9°
e) tan 68,8° f) tan 145,7° g) tan 336,5° h) tan 172,5°
i) cot 32,3° k) cot 52,4° 1) cot 72,9° m) cot 64,8°
n) cot 53,2° o) cot 164,8° p) cot 282,2° q) cot 99,9°

a) sin 58,11° b) sin 63,44° ¢) sin 87,15° d) sin  34,26°
e) sin 19,24°  f) sin 147,87°  g) sin 219,73  h) sin 331,12°
i) cos 22,94° k) cos 17,32° 1) cos 37,22° m) cos 9,67°
n) cos 1,12° o) cos 177,13° p) cos 209,65° q) cos 348,48°
. a) tan 1,92° b) tan 17,44° ¢) tan 28,55° &) tan 39,67°
) tand1,72°  f) tan216,36°  g) tan29847°  ‘h) tan 154,41°

o,

'R

i) cot 14,74° k) cot 26,59° 1) cot 34,53°  m) cot 43,88°
n) cot 53,46° o) cot 224,33°  p) cot 337,29°  q) cot 135,23°
7. a) cos 74,37°  b) tan 73,06° c) cot 216,36°  d) cos 224,33°
e) sin 13,79°  f) cot 64,42° g) sin 20847°  h) sin 337,29°
i) tan87,44° k) sin 81,53° 1) cot 211,49°  m) sin 315,32°
n) cot 53,76° 0) cos 25,61° p) cos 265,35° q) tan 298,46°
8. a) sin 0,2° b) sin 0,83° ¢) sin 1,77° d) sin 2,6°
tan 0,2° tan 0,83° tan 1,77° tan 2,6°
e) sin 3,25° f) sin 4,71° g) sin 5,0° h) sin 9,1°
tan 3,25° tan 4,71° tan 5,0° tan 9,1°

©

Bis zu welchen Winkeln stimmen die Werte der Sinus- und der Tangensfunktion
a) auf vier Dezimalstellen, b) auf drei Dezimalstellen iiberein ?
¢) Begriinden Sie diese Erkenntnisse am Kreis, und formulieren Sie sie!

10. Ver deln Sie die gesimale Teilung der folgenden Winkel in die dezimale (auf zwei

Dezimalstellen)!
a) 16°18’ b) 38° 24’ c) 79° 39’ d) 24°25'
e) 20°30' 30" f) 54° 3'48" g) 78°52' 33" h) 0° 513"
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11. Recl Sie die folgenden Winkel ben in Grad, Minuten und Sekunden um!
a) 27,1° b) 14,9° c) 34,12° d) 50,08°
¢) 68,47° f) 713,57 g) 7,9%° h) 40,28°
12. Suchen Sie fiir die folgenden Winkel die Werte der Sinus- und der Kosinusfunktion auf!
a) 22,75° b) 68,24° ©) 3477 4) 79.67°
e) 5,02° f) 89,07° g) 354,63° h) 244,66°
i) 327,76° k) 173,25° 1) 41° 24’ m) 4°29' 58"
13. Suchen Sie fiir die folgenden Winkel die Werte der Tangens- und der Kotangensfunktion auf!
a) 79,99° b) 4,16 ) 32,07° ) 25,33°
¢) 84,31° f) 68,23° ) 155,37° h) 93,50°
i) 252,30° k) 300,23° 1) 57° 44' m) 44° 50" 407

14.

Berechnen Sie im Bereich 89,00° < x < 89,10° die Werte der Tangensfunktion fiir Hundert-
stelgrad durch lineare Interpolation (Tafel 14)! — Vergleichen Sie die Ergebnisse mit den
Werten der Tangensfunktion in der henden Tabelle! Diese sind einer genaueren
Tafel entnommen. — Bilden Sie die Differenzen zwischen den interpolierten und den in der
Tabelle stehenden Funktionswerten!

Beurteilen Sie fiir verschiedene Intervalle von x die Moglichkeit, bei der Tangensfunktion
linear zu interpolieren!

,06° l ,07°

89,00° 08° f 09° | 00

,01°

,02° I ,03°

,04° | ,05°

x

15.

Bestimmen Sie mit Hilfe der Tafeln 13 und 14 die Winkel,

tan x

57,29 l 57,87 I 58,46 ’ 59,06

59,68 | 60,31 ' 60,95 ’ 61,60 l 62,27 l 62,96 l 63,66

Suchen Sie die folgenden Funktionswerte auf!
a) tan 87,88° b) tan 89,05° ¢) cot 1,33° d) cot 2,87° e) cot 0,92°

denen die folgenden Funktionswerte

zugeordnet sind!

36.

17.

18.

19.

a) sin x = 0,2756 b) sin x = 0,6157 ¢) sin x = 0,8829 d) sin x = 0,4787
e) sin x = 0,2990 f) sin x =—0,5105 g) cos x = 0,0454  h) cos x = 0,9921
i) cos x = 0,1547 k) cos x =—0,6858 1) cos x =0,7325 m) cos x = —0,9724
a) tan x = 0,0699 b) tan x = 0,2679 ¢) tanx = 1,483 d) tan x =—0,9725
e) tan x = 0,1495 f) tanx = —0,4536 g) cot x = 1,865 h) cot x = 0,3115
i) cot x = 2,592 k) cot x =—3,420 1) cot x =—5,730 m) cot x = 0,0052
a) sin x = 0,6407 b) sin x = 0,4711 ¢) sin x = 0,8308 d) sin x =% 10,6300
e) sin x = 0,6070 f) sin x = 0,0081 g) cos x = 0,1700 h) cos x = 0,3473
i) cos x =—0,9872 k) cos x = 0,0037 1) cos x =—0,0323 m) cos x = 0,9999
a) tanx = 0,3259 b) tan x = 0,6425 ¢) tan x = 1,022 d) tan x =— 8,190
e) tanx = —0,7420 f) tan x = 0,6000 g) cot x = 0,2510 h) cot x = 0,4758
i) cot x =—1,321 k) cot x = 1,085 1) cot x =—0,9980 m) cot x = 0,0020

Rechnen Sie die gefundenen Winkel in sexagesimal geteilte Grade um!

20. Bestimmen Sie die Winkel x, die den folgenden Funktionswerten zugeordnet sind!
a) b) <) 4 e) B g)
sin x 0 ) -0, 0,3746 | —0,7314 0,1500 | —0,0728
cos x 0 1 -1 0,7071 | —0,9336 0,2358 | —0,7005
tan x 0 1 2 -3 —0,4452 0,9387 | — 0,0120
cot x 0 1 -3 —16,50 0,1700 | — 1,319 | —2,439
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Ubungen mit dem Rechenstab

21. Stellen Sie am Rechenstab fest, in welchem Bereich die Sinusfunktionsleiter gilt!
Die Unterteilung wechselt. Wie viele Teilbereiche mit verschiedener Unterteilung gibt es?
Beschreiben Sie die Unterteilung! Was bedeutet in jedem dieser Bereiche ein Skalenteil ?

Bestimmen Sie mit Hilfe des Rechenstabes!

22. a) sin 85° b) sin 72°
e) sin 10,4° f) sin 7,42°
i) sin 323,83° k) cos 22°

23. a) tan 43° b) tan 37,2°
e) tan 6,15° f) tan 186,35°
i) tan 354,21° k) cot 48°
24. a) sin 2° b) sin 5,5°
e) tan 1,07° f) tan 2,96°
i) cos 89,08° k) cot 86°

Vergleichen Sie in den versch

Lésen Sie, soweit moglich, die Aufgaben 5 bis 7 mit Hilfe des Rechenstabes!
! o

¢) sin 61,5°
g) sin 5,95°
1) cos 57,6°
¢) tan 22,22°
g) tan 42,4°
1) cot 54,2°

d) sin 24,3°

h) sin 213,38°
m) cos 73,27°
d) tan 17,29°
h) tan 283,55°
m) cot 79,66°

¢) sin 1,92° d) tan 0,75°
g) cos 85° h) cos 87,3°
1) cot 84,9° m) cot 88,63°

Teilbereichen des Rech mit der

abes die Genauigkei

der Tafel!

Bestimmen Sie mit Hilfe des Rechenstabes die

zugeordnet sind!

26. a) sin x = 0,99
e) sin x = — 0,194
i) sin x = 0,276

27. a) tanx = 0,97
e) tanx = 0,123
i) tan x = 0,656

28. a) sin x = 0,09
e) tan x = 0,0323
i) cos x = 0,0226

b) sin x = 0,87

f) sin x = 0,111
k) cos x = 0,23

b) tanx = 0,83

f) tan x =— 0,337
k) cot x = 0,17

b) sin x = 0,082
f) tan x = 0,0122
k) cot x = 0,07

Winkel, die den folgenden Funktionswerten

¢) sin x = 0,654
g) sin x = 0,722
1) cos x = 0,872
¢) tan x = 0,755

d) sin x = 0,358
h) sin x =—0,533
m) cos x = 0,433
d) tanx = 0,444

g) tanx =—0,842 h) tanx = 0,229
1) cot x = 0,778 m) cot x = 0,100
¢) sin x = 0,054 d) tanx = 0,017
g) cos x = 0,08 h) cos x = 0,045

1) cos x = 0,061 m) cot x = 0,0118

29, Losen Sie, soweit maglich, die Aufgaben 18 und 19 mit Hilfe des Rechenstabes!
Beurteilen Sie die Genauigkeit des Rechenstabes in den verschiedenen Teilbereichen!

Anwendungen

30. Beweisen Sie das folgende Formelsystem (0° < x < 90°)!

II. Quadrant

sin (180°—x) = sin x

cos (180° —x) = —cosx
III. Quadrant

sin (180° + x) = —sin x

cos (180° + x) = —cos x
1V. Quadrant

sin (360° —x) = —sin x

cos (360° —x) = cos x

—tanx
—cotx

tan (180° — x)
cot (180° —x)

tan (180° + x) = tan x
cot (180° + x) = cot x

—tanx
—cot x

tan (360° — x)
cot (360° — x)

31. a) Im IL bis IV. Quadranten kénnen die Winkel x auch durch folgende Beziehungen aus-
gedriickt werden (0° < x' < 90°):

90° + x'; 270°—x'; 270° + x'.

Stellen Sie unter diesen Bedingungen Quadrantenbeziehungen fiir die vier Winkelfunk-
tionen °nuf ! Zeichnen Sie am Kreis entsprechende Figuren!
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33.

K

b) In welchen Fillen sind die von 90° bzw. 270° aus-
henden Quad beziel den von 180° und
360° ausgehenden Beziehungen (10) bis(12) bzw. denen

in Aufgabe 30 vorzuziehen ?

¢) Fiihren Sie auf verschiedene Arten auf Funkti im
I. Quadranten zuriick: sin 110,43°; cos 200°;
tan 290,86°; cot 185°!

a) Berechnen Sie die zu einem beliebigen Zentriwinkel «
gehorige Sehne s, den zugehérigen Kreisbogen b und
die Pfeilhéhe h (Abstand der Bogenmitte von der
Sehne) eines Kreises mit dem Radius r alsFunktionen
des Zentriwinkels, und stellen Sie diese Funktionen Abb. 1.29.
graphisch dar (Abb. 1.29.)!

b) Wie lauten die analytischen Darstellungen fiir die Funktionen s (x); ?(m) und h (x) am
Einheitskreis ?

Den Flicheninhalt eines Krei: iiber der Sehne s, der von dem Kreisbogen?begrenzt

wird, berechnet man als Differenz aus dem Kreissektor zum Bogen b und dem gleichschenk-

ligen Dreieck iiber der Sehne s als Basis, dessen Spitze im Kreismittelpunkt liegt.

a) Wie groB ist der Flicheninhalt des Krei s zum Zentriwinkel « = 54°in einem Kreis
mit dem Radius r = 1 m?

b) Berechnen Sie die Pfeilhshe h des Segments aus Aufgabe a!

¢) Von einem Segment sind die Sehne s = 5,40 m (Spannweite s) und die Pfeilhihe h = 0,50 m
(Bogenhihe h) gegeben. Berechnen Sie den Flicheninhalt des Krei und den zu-
gehérigen Zentriwinkel!

d) Stellen Sie
1) den Sektor zum Bogen b eines Einheitskreises, )

2) den Flicheninhalt des gleichschenkli Dreiecks iiber der Sehne s als Basis, dessen
Spitze im Mittelpunkt des Einheitskreises liegt,

3) das Kreissegment iiber der Sehne s, das von dem Kreisbogen b begrenzt wird,

als Funktionen des Zentriwinkels « analytisch und graphisch dar!

Berechnen Sie den Umfang der Breitenkreise, auf denen folgende Orte liegen:
a) Berlin (p = 52,4° N; 2 = 13,1° 0),

b) Moskau (p = 55,8° N, A = 37,6° 0),

) Johannesburg (Republik Siidafrika) (p = 26,2° S; A = 28,1° 0),

d) La Plata (Argentinien) (p = 34,9° S; A = 57,9° W),

€) Peking (p = 39,9° N; A = 116,5° 0),

f) Ihr Heimatort!

1.4. Das rechtwinklige Dreieck

he Zapfen (auch Kegelzapfen oder kurz ,,Kegel“ genannt) kénnen auf der

P 5

Drehmaschine durch Schrigstellen des Oberteils am verschiebbaren Werkzeug-
schlitten, des sogenannten Lingssupports, gedreht werden (Abb. 1.30. und 1.31.).
In der Mathematik bezeichnet man einen solchen Kérper als Kegel pf (Abb. 1.32.).
Die Symbole I, D und d werden in der Technik zur Bezeichnung der GroBen eines
Kegelzapfens verwendet.
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Abb. 1.30.

Mitnghmerscheibe

T
‘ ‘ UMM
= -',

Abb. 1.31.

um (D — d). Wendet man den Strahlensatz auf die
Figur in Abbildung 1.34. an, so gilt:

l:x =(D—d):l
Die Verjiingung é betrigt also D,‘d ‘
Sowohl in Abbildung 1.33. als auch in Abbildung 1.34.
sind ,,Kegel 1:4° dargestellt.
Fiir das Arbeiten auf der Drehmaschine ist es nétig,
aus der Vorschrift 1:x den Einstellwinkel g des Sup-
ports, also letztlich den Kegelwinkel «, zu bestimmen.
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Der Einstellwinkel des
Lingssupports f hingt vom
Kegelwinkel x ab; es ist
B =5 (Abb. 1.31.).

In der Praxis wird die Ge-
stalt des Kegels nicht durch
den Winkel « angegeben,
sondern durch die Verjiin-
gung % (Fachbezeichnung:
Kegel 1:x). Das bedeutet,
daB der Durchmesser D sich
auf einer Zapfenlinge von
xmmum 1 mm vermindert
(Abb. 1.33.). Hat der Kegel
die Linge 1, so verjiingt er
sich von D auf d, das heit

Reitstock

Abb. 1.32. 7(0)



Abb. 1.34,

Abb. 1.33. — =Y

05

. 1) Bestimmen Sie geometrisch den Kegelwinkel x, wenn die Verjiingung 1:4
betrdgt!

2) Ein Turm wirft auf eine waagerechte Ebene einen Schatten von der Linge I,

wihrend die Sonne unter dem Winkel x gegen die Horizontallinie gesehen wird.

Die Turmhéhe h ist aus der Schattenlinge | und dem Winkel x zu bestimmen.

Die Bearbeitung techni oder naturwi haftlicher Probleme fiihrt hiufig zu
Aufgaben, in denen in einer Figur Zusammenhinge zwischen Streckenverhiltnissen
und Winkeln an Dreiecken auftreten. Die rechnerische Losung solcher Aufgaben ist
mit Hilfe der eb Trig dglich

triel g

Die Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck

Zur Wiederholung:

1. Welchen Namen haben die Seiten des rechtwinkligen ebenen Dreiecks ?

2. Was versteht man unter dhnlichen Dreiecken ?

3. Geben Sie Bedingungen an, unter denen Dreiecke éhnlich sind!

4. Was wissen Sie iiber das Verhiltnis gl Seiten in dhnlichen Dreiecken ?
ichliegende Winkel in éhnlichen Dreiecken ?

bl d

5. Was wissen Sie iiber gl

Die Winkelfunktionen wurden im Abschnitt 1.1. mit Hilfe eines Kreispunktes P (u; v)
im Kreis mit dem Radius r erklirt. Das entstehende Dreieck O QP ist rechtwinklig
(Abb. 1.5.). In bezug auf den Winkel x werden PQ als Gegenkathete und OQ als
Ankathete bezeichnet.

Am rechtwinkligen Dreieck OQP gelten auf Grund der Definitionen (1) bis (4), Ab-
schnitt 1.1., die folgenden Beziehungen:

- Gegenkathete P Ankathete
Hypotenuse Hypotenuse
Gegenkathete Ankath
fanei= A‘nk-lhm sotxi= Gegenknel::xe
In der Abbildung 1.35. werden drei recht- Abb. 1.35.
winklige Dreiecke (4 BC, 4, B,C und 4,B,C) ¢
dargestellt. Die Dreiecke sind ihnlich, d
deshalb gilt:
L O Yy 8
Pl » A A T &

* Digonometsie (griech) wietlich: Drel: Winkel- oder Drei-

“Messung; frei: Dreiecksberechnung.

3 [001001)

33



Dieses Verhiltnis (Gegenkathete fiir den Winkel
«:Hypotenuse) ist aber nach der Definition (1),
Abschnitt 1.1., gleich dem Sinus des Winkels «.
Das gilt fiir alle dhnlichen rechtwinkligen Drei-
ecke mit dem Winkel a:

o a
sinx = —,
c

Die rechtwinkligen Dreiecke der Abbildung 1.36.
stimmen in der Hypotenuse c iiberein.

Wo liegen die Scheitel C, der rechten Winkel aller Dreiecke, die c als Hypotenuse
haben ?

Der Winkel mit dem Scheitel 4 nimmt zu, wenn man vom Dreieck ABC, zum Dreieck
ABC, und von diesem zum Dreieck 4 BC, iibergeht. Es gilt die Ungleichung

oy < og < g
Mit dem Winkel x wiichst die zugehérige Gegenkathete a,. Da die Hypotenuse ¢ kon-

stant bleibt, wiichst mit dem Winkel auch das Verhiltnis der Gegenkathete zur
Hypotenuse; es ist

B I WO 198
Allgemein gilt:
Wenn im rechtwinkligen Dreieck ein Winkel wichst, so nimmt auch der Quotient aus
Gegenkathete und Hypotenuse zu. Im rechtwinkligen Dreieck ist also das Verhaltnis
der Gegenkathete eines Winkels zur Hypotenuse eine Funktion des Winkels. Um-

gekehrt hiingt der Winkel von dem Verhiltnis der Gegenkathete zur Hypotenuse ab.
Diese Abhingigkeit wird durch die Sinusfunktion ausgedriickt:

(13) sina = %

Satz 1: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Sinus eines Winkels der Quotient aus der Gegen-
kathete dieses Winkels und der Hypotenuse.

Analoge Betrachtungen konnen fiir die Seitenverhiltnisse %, % und % durchgefiihrt
werden. Dabei ergeben sich
b

(14) cosax = —,
(15) tanx =%.
(16) cota ==.

’ Satz 2: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kosi eines Winkels der Quotient aus der
Ankathete dieses Winkels und der Hypotenuse.

» Satz 3: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Tangens eines Winkels der Quotient aus der
Gegenkathete und der Ankathete dieses Winkels.

> Satz 4: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kotangens cines Winkels der Quotient aus der
Ankathete und der Gegenkathete dieses Winkels.
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Untersuchen Sie auf Grund der Gleichungen 13 bis 16 die Grenzfiille x = 0° und
« = 90°! Halten Sie c konstant, und weisen Sie nach, dap die Ergebnisse mit den
Werten der Winkelfunktionen fiir diese Winkel iibereinstimmen!
Auf Grund der Sitze 1 bis 4 gelten im rechtwinkligen Dreieck folgende Beziehungen:
a:c=sin &« = cosf, b:c = cosx =sinp, .
a:b=tana = cotf, b:a = cot x = tan . o =907)

Driicken Sie diese Beziehungen in Worten aus, und leiten Sie die Formeln (5)
und (6), Abschnitt 1.2., her!
Im rechtwinkligen Dreieck ist der Flicheninhalt 4 = %ab. Wir driicken nach (13)
und (14) die Katheten durch die Hypotenuse und Winkelfunktionen von & aus:

(17) 4 :-;—tzsin\ cosx.

Berechnung spezieller Funktionswerte

Zur Wiederholung:
1. Zeich Sie ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a, und berechnen Sie die Dreieckshohe!
2. Zeichnen Sie ein Quadrat mit der Seite a, und ziehen Sie die Diagonale!

a) Was fiir Figuren entstehen? b) Wie lang ist die Diagonale ?
Fiir die Winkel 30°, 45° und 60° kénnen die Werte der Winkelfunktionen durch die
Anwendung von Sitzen aus der Planimetrie berechnet werden.
Fiir den Winkel 30° verwendet man hierbei ein gleich-

seitiges Dreieck (Abb. 1.37.). Es ergibt sich: " AR
sin 30° = ‘
cos 30° =
tan 30° = a
cot 30° =

Bestimmen Sie die Werte der vier Winkelfunktio- 2 @ ) s

nen fiir den Winkel 60°, indem Sie ein gleichsei- i

tiges Dreieck (Abb. 1.37.) zugrunde legen!

Abb, 138,
Die Funktionswerte fiir den Winkel 45° kénnen mit 0 c
Hilfe eines Quadrates ermittelt werden (Abb. 1.38.).
Es ergibt sich: 2
. o Y|

sin 45 =a:d=u:u]/2=7}/2_ 2 dav7
costl-S‘“=|x:d=a:u}/f=%]/‘aT
tan45° =a:a=1 8
cotd5° =a:a=1 P 2 8
3.
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Ver deln Sie die Funkti, te fiir die Winkel 30°, 45° und 60° in Dezimal-
zahlen! Vergleichen Sie die Ergebnisse mit den Angaben in den Tafeln 13 und 14!

Wir wissen, daB tan x gréBer wird als jede angebbare Zahl, wenn x gegen 90° strebt,
und ebenso cot x, wenn x gegen 0° strebt. Dafiir verwendet man das Symbol:

tanx — oo, falls x — 90°

cot x - oo, falls x — 0°,

gelesen: ,,tan x (cot x) wird groBer als jede angebbare Zahl, falls x gegen 90° (gegen 0°)
strebt®.

Die auf diese Weise berechneten Funktionswerte und die fiir 0° und 90° werden in
der folgenden Ubersicht zusammengefaBt.

x 0° 30° 45° 60° 90°
sin x 0 % % V2 % V3 i}
cos x 1 % V3 —:7 ]/2_ % 0
tan x 0 % V3 1 V3 . (o)
cot x (o) V3 1 % V3 0

Die gedichtnismiBige Beherrschung dieser Funktionswerte ist vorteilhaft. Dabei
geniigt es, wegen der Komplementbeziehungen (9), wenn man sich nur die Folgen
der Sinus- und Tangenswerte einprigt. Fiir die Sinuswerte kann man dazu die
folgende Gedichtnisstiitze benutzen:

x 0° 30° 45° 60° 90°
sin x % yo % VT —;— 173 % V3 -;— V&

Die Logarithmen der Winkelfunktionen

Zur Erleichterung trigonometrischer Berechnungen wendet man auch auf die Werte
der Winkelfunktionen das Rechnen mit Logarithmen an. Um ein doppeltes Auf-
schlagen von Werten zu vermeiden (1. Aufschlagen des Funktionswertes, 2. Auf-
schlagen des Logarithmus des Funktionswertes), wurden die Logarithmen der
Winkelfunktionswerte tabellarisch in den Tafeln 2 und 3 des Tafelwerks erfaBt.

Die Tafeln der Logarithmen der Winkelfunktionen sind in gleicher Weise zu hand-
haben wie die Tafeln der Werte der Winkelfunktionen. Dabei ist zu beachten, daB die
Winkelfunktionswerte iiberwiegend kleiner als 1 sind und somit Logarithmen mit
negativen Kennzahlen haben.

. Beispiel 1:
sin 23,3° = 0,3955
Ig sin 23,3° = Ig 0,3955 : 0,5972 — 1

In den Tafeln 2 und 3 sind alle Logarithmen mit negativer Kennzahl auf die Kennzahl
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