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Eriduterungen
zur Arbeit
mit diesem Buch

Das Randregister auf den'‘AuBenrdndern der Seiten dient
dem bequemen und schnellen Auffinden der Kapitel. Auf
dem Vorsatz finden Sie hierzu eine Ubersichi Gber die
einzeinen Kapitel. Der Lehrteil glieder? sich in die
Kapitel A und B, der Aufgabenteil in die Kapitel a und b,
Dabei enthdlt zum Beispiel das Kapitel b die Aufgaben fur
das Kapitel B im Lehrieil.

Jedes Kapitel ist durch Zwischeniberschriften und durch
eine fortlaufende Numerierung mit schwarzen halbfetten
Ziflern in Lerneinheiten untergliedert.

Innerhalb der Lerneinheiten werden die Definiti
Sdtze, Beispiele und Auftrége durch folgende Marken
gekennzeichnet.

P Definitionen und Sétze

[ Beispiele

O Auftrage

Durch die Ziffern in den Marken werden auch die
Definitionen, Sdfze, Beispiele und Aufirdge numeriert.
Samtiliche Numerierungen werden jeweils durch ein
Kapitel fortlaufend gefihrt. Zu Beginn eines jeden Kapitels
beginnen dann alle Numerierungen von nevem. Hinweise
auf Lerneinheiten, Beispliele usw. werden im laufenden
Text mit dem Buchstaben des betrefienden Kapitels
angegeben.

Zum Beispiel:

Lerneinheit A 11 ist die Lerneinheit 11 des Kapifels A.
Beispiel B 5 ist das Beispiel 5 im Kapitel B.

Auftrag A 13 ist der Auﬁrug 13 im Kapitel A.

Die Aufgnben sind folgenderrnuﬂan untergliedert:
Neb A zum Beispiel die Auf-
gaben a4 und a15, behandeln jeweils das gleiche
mnfhemcﬁxhe Problem und sind im ullgemeinen vom
grad, Die Aufc die
sich unmittelbar Gber den einzelnen Aufgaben Uber die
ganze Breite der jeweiligen Seite erstrecken, beziehen
sich dann auf beide Aufgabengruppen
Mit kursiver Numerierung sind m;&lzllcho Aufgaben
gekennxeidmel die sich auf manchen Seiten des Au(-
diesen Aufgaben ist der S ig-
kensgmd im allgemeinen hdher als bei den sonstigen,
halbfett numerierten Aufgaben.




Winkelfunktionen

Kérperdarstellung und Kérperberechnung
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4 Die Funktion y = sin x
Wiederholung (4) - Winkel und Winkel g (6) - Sinusfunktion (10) - Funktion
y =asinbx(a,be P;a,b> 0)(14)

18 Dlannknonen_v-—wax,y hnxundy cot x
K funktion (18) + T funktion und K gensfunktion (21) - Speziell
Funktionswerte (25)

% Resial ischen Winkelfunkti
Beziel ischen Funkti erten bei gleichem Winkel (28) - Komplement-
kelbezieh (30) + Quad beziehungen (31) - Tafeln der Winkelfunktions-

werte (33) - Skalen der Winkelfunktionen auf dem Rechenstab (37)

40 AnwendungderW'mkelfr ki bei Dreiecksberech

Trigonometrische Bezieh am rechtwinkli Dre:et.k (40) - Aufgaben zur

Berechnung rechtwinkliger Drelecke (44) - Glexchxchenkhges Dreleck (45) * Regel-

manges Vieleck (46) Si (47) - Kosi (50) - zur Dreiecks-
hnung (57) - Spezielle Ver fgaben (58)

Zur Uberpriifung und Fehlersuche verwendet man vielfach MeBeinrichtungen, die die

Mefergebnisse charakteristischer GroBen auf einer Bildrohre oder auf einem Papier-

streifen als Kurven wiedergeben. Mit diesen Oszillographen kann man schnell wechselnde

Vorginge, z. B. Strome in elektrischen Anlagen, Krifte in Maschinen, messen.

Du Blld zeigt ein solches Priifgerit, in diesem Fall einen Lichtschreiber aus dem VEB
MeBgeritewerk Zwonitz, beim Aufzeick des Krifteverlaufs an einem Walz-

werk.
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Die Funktion y =

1 Wiederholung des Funktionsbegriffs und der wichtigsten
bisher behandelten Funktionen

Bevor wir eine weitere Menge nichtrationaler Funktionen, die Winkelfunktionen,
kennenlernen, sollen die Kenntnisse iiber den Funktionsbegriff und den Begriff
des Winkels wiederholt und erweitert werden.

Als Funktion wurde eine Menge geordneter Paare [x y] mit x € X, y € Y definiert,
die eine eindeutige Abbildung einer Menge X auf eine Menge Y ist.

Dabei bezeichnet man die Menge X als Definitionsbereich, die Menge ¥ als Werte-
bereich und die Elemente y als Funktionswerte der Funktion.

Untersuchen Sie, welche der folgenden Mengen geordneter Paare Funktionen
sind!

a) {[2 6], [3; 9], [5; 15]. [7: 21], [11: 33]}

b) {(2; 4). (35 91 [— 535 [5:25). [3:5))

o) {[1: 3], [35 1], [2: 3. |53 — 1. [1:.41)

d) {[0; 1, [15 2], [2; 5], [35 10). [4; 17]}

Geben Sie fiir die im Auftrag A 1 aufgefiihrten Funktionen die Vorschrift fiir die
Zuordnung der El, des Definitionsbereiches zu den Funktionswerten jeweils
in Form einer Gleichung y = f(x) an!

Fiir viele Funktionen existiert eine Gleichung y = f(x), mit deren Hilfe die ein-
deutige Zuordnung zwischen den Elementen des Definitionsbereiches und des
Wertebereiches hergestellt wird.

Es ist in diesen Fillen iiblich, die Gleichung zur Bezeichnung der Funktion
selbst zu benutzen, also von der ,,Funktion y = f(x)* zu sprechen, beispiels-
weise von der ,,Funktion y = 4x® 4+ x + 3*. Dabei wird allerdings voraus-
gesetzt, daBl y den Funktionswert bezeichnen soll.!

Die Ubersicht auf Seite 5 enthilt die wichtigsten bisher behandelten Klassen von
Funktionen, die sich durch eine Gleichung beschreiben lassen.

Untersuchen Sie jede der folgenden Funktionen daraufhin, welche der geordneten
Zahlenpaare
[05 1], [15 0], [0; 0], [151], [13—1], [—1;—1]
Elemente der betreffenden Funktion sind!
a) y=—2x+1 (xeP;—2=x<2)

b) y=22—1 (xeP;—2=x<2)

c) y =x® (xeP;—2=x=2)
1 &

d) y =27 (xeP; 0=x=4)

e)y=2°% (xeP;—2=<x=<2)

f) y = logyx (xeP; 0<x=4)

1 Nicht alle Funktionen lassen sich durch cine Gleichung beschreiben. Ohne Beweis sei mitgeteilt, daB man fir
Funktionen, die aus endlich vielen vorgegebenen geordneten Paaren reeller Zahlen bestehen, immer eine Gleichung
angeben kann.
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Bezeichnung der Gleichung y = f(x) finiti Sy
Funktionsklasse (xeP3yeP) I Bieosich
Lineare Funktion y=mx+n xeP
(me P;ne P; m +0)
Quadratische Funktion y=ax*+bx+c xe P
(a,byce P; a=0)
Potenzfunktion y=2x" (neN) xeP
y=2a" (neG) xeP (x+0)
y=2a" (neR) xeP (0 x)
Exponentialfunktion y=2ad* xe P
(aeP;a>0;a=+1)
Logarithmusfunktion y = logax xeP (x>0)
(@aeP;a>0;a%1)

Veranschaulichen Sie die im Aufirag A 3 gewonnenen Ergebnisse mit Hilfe gra-
phischer Darstellungen der Funkti und der vor geordneten Zahlen-
paare!

b
&¢6

Es ist gebriuchlich, den zu einem Element x des Definitionsbereiches gehbren-
den Funktionswert y auch mit f(x) zu bezeichnen. Ist beispielsweise die Funktion

f= {[1; 2, [253], [35 5], [45 7). [55 11]}
gegeben, dann gilt nach dieser Vereinbarung

fO)=2; f2)=3; fB)=5; J@) =75 f(5) =1L

Es sei die Funktion f durch die Gleichung y — 4x — 1 (x € P) gegeben.
Ermitteln Sie die Funktionswerte [(0). f(1), f(—1), f(2), f(3)!

Entsprechend dieser Vereinbarung, den Funktionswert mit f(x) zu bezeichnen,
schrieben wir beispielsweise die Gleichung der Funktion y = ax" in der Form
f(x) = axn.

Die geordneten Paare einer Funktion lassen sich dann auch in der Form [x; f(x)]
schreiben.

Diese Schreibweise ermoglicht es zu erkennen, welche Variable die Elemente
des Definitionsbereiches und welche die Funktionswerte bezeichnet.

So beschreibt die Gleichung V(a) = 1

=3
werte Volumina von quadratischen Pyramiden sind und deren Definitions-
bereich aus den Seitenlingen der quadratischen Grundfliche besteht.

h a? eine Funktion, deren Funktions-

Aufgaben a 1 bis 11

! In dieser Tabelle ist der Bi i itis h




2 Winkel und Winkelmessung

Ein Winkel kann als geordnetes Paar [h; k] von zwei Strahlen h und k mit ge-
meinsamem Anfangspunkt aufgefaBt werden. Dabei wird festgelegt, daB der
Strahl h, der als erste Komponente des geordneten Paares gegeniiber dem Strahl k
ausgezeichnet ist, im mathematisch positiven Drehsinn bis zur Deckung mit £ um
den Anfangspunkt gedreht werden soll. Man spricht deshalb auch von einem
positiv orientierten Winkel.

Hiernach gibt es zu zwei Strahlen h und k genau zwei positiv orientierte Winkel.
namlich die geordneten Paare [h; k] und -
[k; h]. Denkt man sich eine Drehung, die v
dem Winkel < (h;k) entspricht, prak- Winkel
tisch ausgefiihrt, so wird das Gebiet E, .
vom Strahl h iiberstrichen. Im Falle des ]
Winkels < (k; k) iiberstreicht der Strahl k #(kh)=%BSA
das Gebiet E,; vgl. Bild A 1.

> f
4(hk)- 2ASB|
Durch den Winkelbegriff kénnen folgen- e
de Sachverhalte erfa8t werden.

Scheitel

a) Festlegung der gegenseitigen Lage
zweier Strahlen mit gemeinsamem An-
fangspunkt (z. B. Marschrichtungszahl, Bahnneigung eines Erdsatelliten)

Al

b) Angabe der GroBe und Richtung der Drehung eines Strahls um seinen An-
fangspunkt (z. B. Festlegungen fiir den Umlauf rotierender Maschinenteile,
Einstellung eines AbschuBwinkels)

¢) Abgrenzung eines bestimmten Bereiches einer Ebene (z. B. Beobachtungs-
sektor)

Bei b) und c¢) wird sichtbar, warum es nicht ausreicht, nur von einer Menge

{h; k} zu sprechen, sondern daB ein geordnetes Paar [h; k] und die Orientierung

des Winkels erforderlich sind.

Das Gradmaf des Winkels .

Beim sogenannten GradmaB wird dem Vollwinkel (ein Schenkel hat die Ebene
einmal vollstiandig iiberstrichen) die Zahl 360 zugeordnet. Dem n-ten Teil eines
Vollwinkels wird die Zahl ** (n > 1; n € P) zugeordnet. Dic Einheit des Grad-
maBes wird mit ,,1°“ (ein Grad) bezeichnet und ist folglich der 360. Teil des
Vollwinkels. Jedem Winkel laBt sich hiernach genau eine reelle Zahl zuordnen.

Als kleinere Einheiten fiir das GradmaB sind die Minute (,,1'*) und die Sekunde
(»1'"°) gebrauchlich.

V=5 U=

Dabei ist zu beach daB die Einhei der Zei Be ,,Minute* bzw. ,,Sekunde** durch
,,1 min* bzw. ,,1 s* zu bezeichnen sind.

Fiihren Sie folgende Umrechnungen der Mafzahlen aus!
a) 52° =« b) 0,3° = «' c) 30" =«x°
d) 20" = «' e) 15715" =a? f) 1" =x°
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Erweiterung des Winkelbegriffs

1. Ein Strahl mége die Ebene teilweise oder auch ganz zum zweiten Male iiber-
streichen und sich in einer Lage befinden, der bei der ersten Umdrehung das
MaB x zugeordnet war. Dann wird dem durch diese Drehung entstandenen
Winkel das MaB & + 360° zugeordnet, bei der dritten Umdrehung a + 2- 360°
und bei der (n + 1)-ten Umdrehung « + n - 360°; vgl. Bild A 2.

. Legt man fest, daB sich der Strahl h im mathematisch negativen Drehsinn

19

Positiv orientierte Winkel Negativ orientierte Winkel

A2 Ad

bis zur Deckung mit k drehen soll, so spricht man von einem negativ orien-
tierten Winkel. Solch einem Winkel werden negative MaBzahlen zugeordnet;
vgl. Bild A 3.

Winkel, deren GradmaBe sich nur um ein ganzzahliges Vielfaches von 360° unter-
heiden, heilen einander dquival Winkel und bilden jeweils eine Klasse.
In einer Menge von einander dquivalenten Winkeln gibt es genau einen Win-
kel, fiir dessen MaB « gilt: 0° = x < 360°. Das MaB dieses Winkels wird als

Hauptwert der einander dquivalenten Winkel bezeich

a) Winkel von 2652° und 1572° sind einander dquivalent,
denn es ist 2652° — 1572° = 1080° = 3 - 360°.

b) Winkel von 1370° und 5204° sind nicht einander dquivalent.
denn es ist 5204° — 1370° = 3834°
und 3834 ist nicht durch 360 teilbar.

¢) Winkel von —3280° und 320° sind einander dquivalent,
denn es ist 320° — (—3280°) = 3600° = 10 - 360°.

Das Bogenmaf des Winkels

Zeichnen Sie drei konzentrische Kreise ky, ky, ky mit den Radien r; =1 cm,

ry = 2,5 cm, ry = 3,5 cm! Zeichnen Sie ferner einen Winkel < (h; k), dessen Schei-

telpunkt mit dem Mittelpunkt der Kreise zusammenfillt und dessen Gradmaf 60°

betriigt! Die Schnittpunkte der Strahlen h und k mit den Kreisen seien A,, A,,

Ay bzw. By, B,, Bj.

a) Berechnen Sie die Bogen A,B,, A,B,, A3Bj; so, wie Sie es in Klasse 7 lernten!
Benutzen Sie dazu evtl. das Tafelwerk! Machen Sie sich klar, wie die betref-
fende Formel gewonnen wurde!

z L g . 4B, A,B
b) Ermitteln Sie die Quotienten ——%, =2
1

A3By
LS ’ L |



Weisen Sie nach, daf bei gegebenem Win-
kel das Verhiltnis der Linge des Bogens b
zur Linge des zugehirigen Radius r gleich
einer Konstanten ist!

Ermitteln Sie diese Konstante!

Anleitung: Wihlen Sie zwei beliebige Radien

ry und r, mit den zugehorigen Bogen b, und b,
und leiten Sie die Gleichung ? =t her:
1 2

vgl. Bild A 4!

”;'0, ist eine charakteristische GroBe eines Winkels und kann

deshalb ebenfalls zur Winkel g benutzt werden. Sie wird BogenmaB des
Winkels genannt und mit ,,are x* (arcus alpha) bezeichnet.!

Die Konstante o -

Es gilt also: arcx =~ -

Oder:

Auf Grund dieser Gleichung ist jedem beliebigen Winkel (auch Winkeln. deren
GradmaB kleiner als 0° oder groBer als 360° ist) eindeutig eine reelle Zahl zu-
geordnet.

Zur Umrechnung von GradmaB in BogenmaB und umgekehrt liBt sich die Pro-
portionaleinstellung des Rechenstabes benutzen. Indem die Skalen C und D so
gegeneinander verschoben werden, dal ,.z* und ,,180* iibereinander stehen,
gewinnt man eine Tabelle fiir die Umrechnung von GradmaB in Bogenmal und

umgekehrt; vgl. Bild A 5.

b

1 Mitunter wird das Bogemal auch durch  (alpha Bogen) bezeichnet.
2 Beim Verwenden dieser Formel ist stets darauf zu achten. daB ,.a* eine GroBe und nicht nur die Mabzahl cines
Winkels ist.



Vervollstindigen Sie unter Zuhilfenahme der Proportionaleinstellung des Rech
stabes folgende Tabelle!

195°

3 45° 430° 17° | ‘ —250°

arca | 0,785 8,2 ’ 5.4J 1~4,s 2.4

Wiihlt man einen Kreis mit einem Radius von einer Langeneinheit (1 LE), den
sogenannten Einheitskreis, dann ist das Verhiltnis von Bogen und zugehéri-
gem Radius % gleich der MaBzahl der Linge des Bogens. Folglich ist das Bogen-
maB arca eines Winkels x auch gleich der MaBzahl der Linge desjenigen Bo-
gens b. den dieser Winkel « als Zentriwinkel aus dem Einheitskreis ausschneidet.

Der Umfang des Einheitskreises betragt u = 27r =271 LE = 2a LE.
Folglich gilt: arc 3607 = 27

s 2
Hiervon ausgehend erhilt man arc 90° = T“ = %, arc45° = ¢

Geben Sie das Bogenmaf in Form ganzzahliger oder gebrochener Vielfacher von 7 an!

.3 0° 30° ' 45° 1 60° 90° 120° 135° 150° 180°
n T
arex 0 J T ‘ -
&« 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
arc o« I 27

Aus Bild A 5 ist zu erkennen, daB die mit Hilfe der Einstellungen des Rechen-
stabes in der Tabelle vermerkten Angaben nicht alle notwendigen Umrcch-
nungen von GradmaB in BogenmaB oder umgekehrt erfassen. Beispielsweise lift
sich arc 70° nicht sofort ablesen.

Mit Hilfe der Proportionaleinstellung des Rechenstabes ist arc 70° zu ermitteln.

Uberschlag: arc 60° = 5~ % =]

Einstellung:
1. Méglichkeit 2. Méglichkeit
(a) Lauferstrich iiber D 18 (a) Lauferstrich iiber D 7
(b) C 7z unter Lauferstrich (b) C 18 unter Lauferstrich
(¢) Lauferstrich iiber C 10 (c¢) Lauferstrich iiber C 1
(d) C 1 unter Lauferstrich (d) C 10 unter Léuferstrich
(Zunge verschieben) (Zunge verschieben)
(e) Lauferstrich itber D 7 (e) Lauferstrich iiber C7
(f) Ablesen C 122 (f) Ablesen D 122

Ergebnis: arc 70° = 1,22
Das Beschreiten beider Wege ermoglicht das Uberpriifen des Ergebnisses.

Aufgaben a 12 bis 38

9




3 Die Sinusfunktion

Der folgende Sachverhalt der Ph§sik kann mit Hilfe der uns bisher bekannten
Funktionen mathematisch nicht erfaBt werden. Die Hangabtriebskraft Fy eines
sich auf einer geneigten Ebene befindenden Kérpers mit dem Gewicht G geniigt
folgender Gleichung; vgl. Bild A 6.

Fr

G
Auf Grund des zweiten Teiles des Strahlensatzes ist der Quotient ",l bei gegebe-
nem Winkel x konstant. Es gilt ndmlich fiir beliebige Paare [h; I] und [h*: I*]:

h ok

T=7"
Jedem Winkel x ist also ein bestimmter Wert des Quotienten % zugeordnet. Da
andererseits jedem Winkel eindeutig eine reelle Zahl « als dessen Bogenmal}

h
T

(h— Hohe der geneigten Ebene; ! — Linge der geneigten Ebene)

zugeordnet ist, kann dieser Quotient ,i auch als eine Funktion reeller Zahlen
aufgefaBt werden.

4 = g(x) und folglich Fy =G -g(x)

Diese Funktion y = g(x) soll im folgenden mathematisch definiert werden.

A6 AT

_ AF0)

Belli=r)

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit gleichgeteilten Achsen sei ein
Kreis mit dem Radius der Linge r LE gegeben; vgl. Bild A 7.1 Der Schenkel k
des Winkels < (u; k) moge den Kreis im Punkt P (u;v) schneiden. Das Bogen-
maB des Winkels < (u; k) sei x. Unter Bezugnahme auf diese Erkliarungen wird
der Quotient aus der Ordinate v des Punktes P (u;v) und der MaBzahl r der
Linge des Radius mit sin x bezeichnet. '

ainx:wT" (xeP; r>0; r,veP; —r<uv<r)

Diese reelle Zahl sin x wird Sinus des Winkels x genannt.?

Auf Grund der Definition des Sinus eines Winkels x kann eine Menge geordneter
Paare reeller Zahlen [x; sin x] mit x € P gebildet werden. Diese Menge ist eine
nichtrationale Funktion.

1 Im Unterschied zur Benutzung der Variablen r in den Formeln fiir Kreisberechnungen wird r hier nicht als Linge
des Radius, sondern als MaBzahl des Radius verwendet. Demzufolge ist r eine reelle Zahl.
2 Oft bezeichnet man das Bogenmal eines Winkels selbst als Winkel.
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DEFINITION: Die Sinusfunktion ist die Menge der geordneten Paare reeller Zahlen
[x3 sin x] mit x € P. Sie wird mit y = sin x bezeichnet.

Entsprechend der Definition A 2 ist sin 5 zu ermitteln.

Wir zeichnen in einem kartesischen Koordinatensystem mit der Lingeneinheit
1LE £ 1 cm einen Kreis mit beliebigem Radius, beispielsweise mit einer Linge
von 5 cm, dessen Mittelpunkt im Ursprung des Koordinatensystems liegt.

Die reelle Zahl 5- wird als BogenmaB eines Winkels aufgefaBt. Dieser Winkel,
dessen GradmaB gleich 45° ist, wird gezeichnet. Die Ordinate des Punktes
P(u; v) ist v & 3,6. Also ergibt sich sin -~ i:— =0,72.

Ermitteln Sie in gleicher Weise die folgenden Zahlen!
a) sin % b) sinl ¢) sin (% n)

Fiir einige Elemente des Definitionsbereiches der Sinusfunktion lassen sich die
genauen Funktionswerte einfach ermitteln; vgl. Bild A 7.

a)x=%n P(u;v) = P(0;—r) sin(%n):%:j’ =—1
b)x=n P(u;v) = P(—r;0) sinn:%:;:O
¢)x=—3 Pu;v)=P0;—r) sin(——}):%:;:——l

Begriinden Sie in gleicher Weise mit Hilfe der Kenntnisse tiber die Aquivalenz
von Winkeln die Angaben in den folgenden Tabellen!

F —4 | =3 [ —2 | —1 | o 1 2 3 4
2| = | —da| —a | —F] 0| 3| = in 27
1 0 —1 0 1 0| —1 0
ik 4n 4n + 1 4n + 2 4n+3
=kt g n- 2 n-2m+ 3 neln+an e+t
i 0 1 0 1
Untersuchen Sie, ob folgende Zahlenpaare El der Funktion y = sin x sind!
a) [;;1] b) [15; 0] ¢) [—37;1]

d) [_%n;;l] e) [—%n;l] f) [0;0]

Auf Grund der eineindeutigen Beziehung zwischen GradmaB und BogenmaB ist
auch eine Angabe wie ,,sin 30°“ erlaubt und gebriuchlich. Beispielsweise sind
hiernach

8in 30° = sin % . sin (—90°) = sin (— %) 5

sin 400° = sin (70 - 400°) , sin 0° = sin 0.

Aufgaben a 39 bis 42
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4 Eigenschaften der Sinusfunktion

Fiir einen Einheitskreis (r = 1) nimmt die Definitionsgleichung fir den Sinus
eines Winkels eine besonders einfache Form an.

sinx=—- =2 =0
BE= =g

Man kann den Funktionswert demnach direkt als Ordinate des Punktes P (u;v)
der Zeichnung entnehmen; vgl. Bild A7.

Ej haften der Sinusfunktion im Intervall 0 < x <2z (xeP)

Definitionsbereich 0 0«3x<% %Sxfn g n{x\;n—:-n§x<2ﬂ2ﬂ

Wertebereich 010<Cy<1l|l2y>0(0({0>y>—1|—-1<y<0[0

Vorzeichen der

Funktionswerte 7 + 5 = —

Monotonieverhalten monoton | monoton monoton monoton
steigend fallend | fallend steigend

Wir untersuchen die genannten Eigenschaften der Sinusfunktion im Intervall
0sx< % =

Bei VergroBerung des WinkelmaBes x vergroBert sich kontinuierlich die Ordi-
nate v des Schnittpunktes des Schenkels k mit dem Einheitskreis, d. h., die
Funktion ist monoton steigend.

Gilt x <

Gilt x =, soistv =r =1 und damit sin x — 1.

';’* soist v < 1 und folglich sinx < 1.

Da stets v < r gilt, ist sinx < 1.

Alle reellen Zahlen y mit 0 < y < 1 werden im Intervall 0 LxE —’z'— von der
Sinusfunktion angenommen, d. h., der Wertebereich besteht aus dem Intervall
0sy=1l

Diese Tatsache kann folgendermaBen begriindet werden.

Es sei y, eine beliebige Zahl aus diesem Intervall. Die Gerade v = ¥, schneidet
den Kreis bzw. beriihrt ihn im Falle y, = 1; vgl. Bild A 8. Durch diesen Schnitt-
punkt ist der Schenkel des Winkels < (u: k) eindeutig festgelegt. Zu diesem
Winkel gibt es genau eine reelle Zahl x, mit 0 < x, < %als BogenmaB dieses

Winkels. Diese Zahl x, hat die Eigenschaft, daB sin x, = v, gilt.

Ausgehend von diesen Uberlegungen, kann man den v As
Graph der Funktion y = sin x im Intervall 0 < x < 27 1
punktweise so konstruieren, wie es Bild A 9 zeigt.

Fiir einander dquivalente Winkel erhilt man gleiche 2 V¥
Funktionswerte, da solchen Winkeln der gleiche
Schnittpunkt P mit dem Einheitskreis entspricht.
In den Intervallen

k2n<x<(k+1)-27 (keG)
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A9

erhalten wir demnach den gleichen Kurvenverlauf wie im Grundintervall
0 < x < 27; vgl. Bild A 10. Das kann durch eine Gleichung folgendermaBen
ausgedriickt werden.

i N . N

L~
T NG \/r N 3M” x

SATZ: Fiir jedes x € P gilt: sin (x + k- 27) = sinx (k€ G).

Man nennt eine Funktion y = f(x) periodisch, wenn es eine Zahl a + 0 (a € P)
gibt, so daB fiir jedes x € P gilt:

flx +a) = f)-
Jede derartlge Zahl a wird Periode der Funktion genannt.
Demnach ist die Sinusfunktion eine periodische Funktion mit den Perioden
k- 2 7 (k € G). Die kleinste positive Zahl aus dieser Zahlenmenge ist 2. Sie wird

im folgenden als klei Periode bezeich

Welches Monotonieverhalten weist die Sinusfunktion in folgenden Intervallen auf?
a)—;—ngxg——%n b) 8 <x =9

Entscheiden Sie auf Grund Ihrer Kenntnisse iiber den Wertebereich der Funktion
y = sinx (x € P), welche der folgenden Gleichungen eine Lisung hat und welche
nicht!

a) sinx = —3 b) sinx +1=0 c) 4sinx =8 d) |sin x| =5

Ermitteln Sie alle Lé: der folgenden Gleich (xe P)!

a) sinx—1 b)sinz=—1 ¢ sinx=0

Aufgaben a 43 bis 47



5 Die Funktion y=a-sinbx (a,beP;a,b > 0)

Im Physikunterricht werden wir erfah daB hanische Schwingungen und
Wechselstrsme mit Hilfe von Funktionen der Form y — a - sin bx beschrieben
werden kénnen. Dort werden wir die Variablen a, b, x und y physikalisch deuten.

Hier soll im folgenden untersucht werden, welchen Einflufl die Faktoren a und b
auf solche Eigenschaften der Funktion wie Nullstellen, Wertebereich, Mono-
tonieverhalten und kleinste Periode haben und wie der Graph der Funktion
y = a-sin bx aus dem Graph der Sinusfunktion hervorgeht. Wir beschranken
uns dabei auf positive reelle Zahlen a und b.

Wir betrachten zunichst folgende Sonderfille.

Falll: b=1 y=a-sinx

Fall2: a =1 y = sin bx

Wir iibertragen dann die hierbei gewonnenen Erkenntnisse auf den allgemeinen
Fall: y = a - sin bx.

Falll1: y=a-sinx (acP;a>0)
In Klasse 9 wurde dargestellt, in welcher Weise der Graph der Funktion
y = a- f(x) aus dem Graph einer Funktion y = f(x) hervorgeht.

a>1 Streckung in Richtung der Ordi

hse von der Ab
achse weg mit dem Streckungsfaktor k = a
a1 Identische Abbildung (die Graphen sind identisch)
0<a<1 Stauchung in Richtung der Ordinat hse zur Abszi h

hin mit dem Streckungsfaktor

=a

Als Streckungsfaktor k wird der Quotient aus der Linge I’ der Bildstrecke und
der Lange I der Originalstrecke bezeichnet: k = 'T; V'=k-1

Wenden Sie diese Z hinge auf die graphische Darstellung der Funkti
y =a-sin x an. Benutzen Sie hierzu Bild A 11!

Skizzieren Sie die Graphen folgender Paare von Funktionen im Intervall
— 27 < x < 27 (x € P) jeweils in ein und dasselbe Koordinatensystem! Verwenden
Sie dazu den Graph von y = sin x und die geometrische Bedeutung des Faktors a
bei der Funktiony =a-f(x)!

a) y =sinx b) y =sinx
y=3sinx y:%siux
Geben Sie den Wertebereich, die Nullstellen, die M teintervalle und die klei

Periode der Funktionen y = 3 sin x und y = % sin x an!
Erliutern Sie, in welcher Weise der Faktor a in der Funktion y =a-sin x diese
Eigenschaften der Funktion beeinfluft!

14



y=a-sinx (aeP;a>0)

Fall2: y =sinbx (beP;b>0)
Die Funktion y = sin 2x soll im Intervall 0 < x =< 2z (x € P) graplusch dar-
gestellt werden; vgl. Bild A 12.

0 —:'- -;'— %w n -i-_n %rz ln 2n
I A 3, 2 s 3n in e
o | 1| 0 | —1 0 1 0 il 0

Betrachtet man ein beliebiges Element x, des gegebenen Intervalls, so erkennt
man, daB der Funktionswert, den die Funktion y = sin x bei x, annimmt, von

y = sin 2x bei 5 angenommen wird: sin 2 (%) = sin x;.
Die kleinste Periode der Funktion y = sin 2x ist folglich z.

Al2

y=sinbx (beP, b>0)

Definitionsbereich: x bolldug reell; Wertebereich: ~1sy 51
Periode: 4%




Die kleinste Periode der Funktion y = sin bx (b > 0) ist ZT". Es ist namlich
sin b (2—:—) = sin 27, und bei x = 27 ist das Grundintervall der Sinusfunktion
zu Ende, folglich das Grundintervall von y = sin bx bei ZT" 3

Die Abstinde zwisch benachbarten Schnittpunk des
Graphen mit der Abszi: hse verringern sich von n LE auf
n

—b—LE.

Identische Abbildung (die Graphen sind identisch)

Die Abstinde zwischen den benachbarten Schnittpunkten des
Graphen mit der Abszi hse vergroBern sich von 7 LE auf

n
b LE.

Ermitteln Sie die kleinste Periode der folgenden Funktionen!
a) y = sin 3x b) y = sinzx c)y:siur'éx d) y =sin)2x

Untersuchen Sie an Hand der gezeichneten Graphen, welche Bedeutung der Faktor b
in y = sin bx fiir den Wertebereich, die Lage der Nullstellen und das M i
verhalten hat!

Allgemeiner Fall: y — a - sin bx (e, b€ P;a,b>0)
Die Funktion y = 2 - sin 2x soll im Intervall 0 < x < 27 (v € P) graphisch dar-
gestellt werden.

Wir gehen von der Sinuskurve aus und fithren nacheinander die geometrischen
Abbildungen durch, die den einzelnen Konstanten entsprechen; vgl. Bild A 13.

Al

a) Wir verringern die Abstinde zwischen den Schnittpunkten der Sinuskurve
mit der Abszissenachse auf die Hilfte, also auf % LE, so daB sich als kleinste
Periode 7z ergibt. Wir erhalten so den Graph der Funktion y = sin 2x,

b) Wir strecken den Graph der Funktion y = sin 2x in Richtung der Ordinaten-
achse von der Abszissenachse weg mit dem Streckungsfaktor k = 2, so daB

16



sich als Wertebereich —2 <y < 2 ergibt. Wir erhalten so den Graph der
Funktion y = 2 - sin 2x.

Die geometrischen Abbildungen kénnen auch in anderer Reihenfolge ausgefiihrt
werden.

Die Funktion y = ;sin % (—2r = x =< 2n; x€ P) ist graphisch darzustellen.

Es sind mit Hilfe der Zeichnung Nullstellen, Wertebereich, kleinste Periode und

Monotonieintervalle zu ermitteln.

Wir vergroBern die Abstinde zwischen den Schnittpunkten der Sinuskurve mit

der Abszissenachse auf das Doppelte und erhalten den Graph der Funktion
= sin%; vgl. Bild A 14. Durch Streckung dieser Kurve von der Abszissen-

achse weg mit dem Streckungsfaktor k = % erhalten wir den Graph der Funktion

B
y =ysing.

Aus der Zeichnung entneh

= fol d h
wir folg Ang

Nullstellen: {—27; 0; 2z} Wertebereich: —% <y< ;(y e P)
Kleinste Periode: 4z
Monotonieintervalle: (—27; —a> und {z; 27) monoton fallend

{(—mn; > monoton steigend

Die geforderten Angaben lassen sich auch unabhingig von der Zeichnung ge-
winnen.

Das Vorgehen zum Ermitteln von Nullstellen soll hier dargestellt werden.

x

Das Ermitteln der Nullstellen der Funktion y = % sin

entspricht dem Losen

der Gleichung 0 = ; sin 5.

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn sin 5 = 0 gilt. Es ist sin 5 = 0

genau dann, wenn 5 = kx (k € G), also genau dann, wenn x = 2kx (ke G)
ilt.

gDie Menge der Nullstellen besteht folglich aus allen Zahlen der Form 2k z (k € G),

die dem Intervall (—2x; 27) angehéren. Das sind die Zahlen — 2z, 0, 27.

2 [001002] 17




Der EinfluB der Faktoren a, b auf die Eigenschaften der Funktion y = a- sin bx
ist in der folgenden Ubersicht zusammengefaBt.

Kleinste Vorzeichen
Nullstellen | Wertebereich Pitadl der Funktionswerte
" im Grundintervall
positiv negativ
k-n —l=5y<1 27 0; ) (7 27)
(ke G)
k-n —asy<a 2n 0; =) (7 27)
(ke G)
Rl =1 gyl i (o,i) (1;2_”)
b b b b b
(ke G)
kX —a<y<a iz (0,1) (1,2_">
b b b b b
(ke G)

Aufgaben a 48 bis 56

Die Funktionen y =cos x, y =tan x und y=cotx

6 Die Kosinusfunktion

Bei der Einfithrung der Sinusfunktion gingen wir davon aus, die Beziehung
zwischen dem Gewicht eines Kérpers, der Hangabtriebskraft und dem Nei-
gungswinkel bei einer geneigten Ebene mathematisch zu erfassen. Dazu sind
wir jetzt in der Lage; vgl. Bild A 15.

Wenn I =I'LE, h =h'LE, so

h_ ke
TETEF = ang,

folglich Fy = G - sin x.

v

Plu;v) = P(u; h'")

Weisen Sie nach, dap fiir die Kraft Fy < i
(Normalkraft), mit der der Korper senk-
recht auf die geneigte Ebene driickt, gilt:
By _ s,
5 !

Analog zu den Betrachtungen iiber die
Abhiingigkeit der Hangabtriebskraft vom Al5
Gewicht des Kérpers und vom Neigungs-
winkel der Ebene 148t sich nachweisen,

daB % bei gegebenem Neigungswinkel fiir beliebige Paare b und ! konstant ist

18



(29

und hierdurch folglich jedem WinkelmaB x eine reelle Zahl zugeordnet werden
kann. % ist demnach eine Funktion von x.

L —h(x), folglich Fy=G-h(x)
h(x) ist ebenfalls eine nichtrationale Funktion, die zur Sinusfunktion in enger
Beziehung steht. Diese Funktion wird im folgenden definiert.
Die Erklirungen, die der Definition des Sinus eines Winkels zugrunde gelegt
wurden (vgl. Bild A 7), werden iibernommen.
Der Quotient - aus der Abszisse u des Punktes P(u, v) und der MaBzahl r des

Radius heiBt Kosinus des Winkels x.

cosx:m‘% (xePs;r>0;r,ueP;s-r=u=r)
Entsprechend dieser Festlegung ist cos 4 zu ermitteln.
Analog zum Vorgehen im Beispiel A 4 erhalten wir die Abszisse des Punktes
P(u; v) mit u &~ 3,6. Folglich ist cos —;'— ~ ? =10;72:

DEFINITION: Die Kosinusfunktion ist die Menge der geordneten Paare [x; cos x] mit
x € P. Sie wird mit y = cos x bezeichnet.

Auf Grund der eineindeutigen Zuordnung von Winkel und BogenmaBl eines
Winkels ist durch die Definition A 4 auch jedem Winkel mit dem BogenmaBl x
die reelle Zahl cos x eindeutig zugeordnet. Deshalb nennt man diese Zahl auch
Kosinus des Winkels x.

Untersuchen Sie, welche der folgenden Zahlenpaare El der Kosinusfunktion
sind und welche nicht!

a) [+3 1] b) [0; 4] o) [05 1]

4 [—5: 9 e) [47; 0] f) [—5; —1]

Begriinden Sie in gleicher Weise wie bei der Sinusfunktion die Angaben in den
folgenden Tabellen!

—2 —1 0 1 2 3 4
n n 3
—n —5 0 o k4 37 2n
—1 0 1 0 —1 0 1
4n + 1 4n + 2 4n + 3
n-2n+% n-2n+an n-2n+%n
cos x 1 0 —1 0

2* 19




7 Eigenschaften der Kosinusfunktion

Fiir den Einheitskreis gilt

u u
CO8XY —_ = _ —u
2 1 ’

80 daB man den Kosinuswert direkt als Abszisse des Punktes P(u; v) der Zeich-
nung entnehmen kann; vgl. Bild A 16.

v
1 Al6
F4
A (uyyv)
7
Uy 7 u

K (uyiv)

@ Welche Eigenschaften hat die Kosinusfunktion im Grundintervall 0 Sx=<2

(x € P)? Orientieren Sie sich an der Tabelle auf Seite 19 und am Bild A 17!

Al17

Begriinden Sie, weshalb die Kosinusfunktion eb ifalls die klei Periode 27 be-
sitat; cos (x + 27) = cos x (x € P)!

Entscheiden Sie auf Grund Threr Kenntnisse iiber den Wertebereich der F: unktionen
¥ =sinx und y = cos x, welche der folgenden Gleichungen eine Lisung hat und
welche nicht!

a) cos x = —2 b) 3cosx = —3 c) 4sinx + 3cosx — 8
d) sinx-cosx =0 e) sinx-cosx =1 f) —5cosx+4=0
Ermitteln Sie alle Losungen der folgenden Gleich gen!

a) cos £ =0 b) cos x =1 c) cosx = —1

Stellen Sie den Zusammenhang zwischen dem Gewicht G eines Kérpers, der Nor-
malkraft Fx und dem Bogenmafl x des Neigungswinkels einer geneigten Ebene
unter Verwendung der Kosinusfunktion dar!

Aufgaben a 57 bis 60
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8 Tangensfunktion und Kotangensfunktion

In dieser Lerneinheit werden wir zwei weitere nichtrationale Funktionen kennen-

lernen.

Wir wiederholen zunichst in Ubungen einige wichtige Eigenschaften des Quo-

tienten, der bei den Definitionen dieser beiden Funktionen eine Rolle spielt.

Fiir welche Werte der Variablen x (x € P) sind die folgenden Terme nicht definiert?

5 B -
a) =3 b) tr5 =9 o
4 7 % 53 B e
®) T b o i

Berechnen Sie zu jedem a und jedem b der folgenden Tabelle den Quotienten +!

Tragen Sie die Ergebnisse in die Tabelle ein!

ar 1
SREaT * - 100
i
; g
)
R
0
1
100
1
T
1

Begriinden Sie folgende Aussagen iiber den Quotienten + (a, be P)!
1. ¢ = 0 genau dann, wenn a =0 und b 4 0.
2. Wenn b= 0, so ist % nicht definiert.

3. % < 0 genau dann, wenn a und b unterschiedliche Vorzeichen besitzen.
_:. > 0 genau dann, wenn a und b gleiche Vorzeichen besitzen.
4. || wachst, wenn a) |a| konstant ist und |b| sich verkleinert;
b) |b| konstant ist und |a| sich vergrifiert;

¢) |a| sich vergrofert und |b| sich verkleinert.

5. |%| wird beliebig grof, wenn
a) |a| sich vergrofert und |b| der Zahl 0 zustrebt;
b) |a| konstant bleibt und |b| der Zahl 0 zustrebt.
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(39)

Berechnen Sie niher

gsweise die Q

sinx g ocosx 'xe{l £l L}
cos x sin x ( 6§°4°3

mit Hilfe der Definitionen des Sinus bzw. Kosinus eines Winkels am Kreis mit
beliebigem Radius!

Fiir die beiden weiteren wichtigen Funktionen wird folgendes festgesetzt.

sin
mnx=wﬁ [xeP;x#:(?k-kl)zi;kecl
m'x:mt% (x€P; x + kn; ke G)

DEFINITION: Die Tangensfunktion ist die Menge der geordneten Paare reeller Zahlen
[x; tan x] mi!xeP;x#(ijLl)zi;keG.Siewirdmi(y: tan x bezeichnet.

DEFINITION: Die Kotangensfunktion ist die Menge der geordneten Paare reeller Zahlen
[x3 cot x] mit x € P; x 4 kr; k € G. Sie wird mit y = cot x bezeichnet.

Erliutern Sie, halb die vorg Einschrinkungen des Definitionsb
reiches von y = tan x und y = cot x notwendig sind!

Auf Grund der eineindeutigen Zuordnung von Winkel und BogenmaB eines Win-
kels ist durch die Definitionen A 5 und A 6 auch jedem Winkel mit dem Bogen-
maB x(x € P mit Ausnahme der Einschrinkungen) die reelle Zahl tan x bzw. cot x
eindeutig zugeordnet. Deshalb nennt man diese Zahlen auch Tangens des Winkels x
bzw. Kotangens des Winkels x.

Wir haben nunmehr, wie in Lerneinheit A 1 angekiindigt, vier weitere Funktio-
nen, die Sinusfunktion, die Kosinusfunktion, die Tangensfunktion und die
Kotangensfunktion definiert; vgl. die Definitionen A2, A4, A5 und A 6.
Es ist iiblich, diese vier Funktionen unter dem Namen Winkelfunktionen zu-
sammenzufassen.

9 Eigenschaften der Tangensfunktion
und der Kotangensfunktion

Welche reellen Zahlen x erfiillen die folgenden Gleichungen ?
a) tanx =0 b) cotx =0

Begriinden Sie die in der folgenden Tabelle enthaltenen Aussagen iiber das Vor-
ichen der Funkti te von y = tan x und y = cot x!

0<2<T | 2<2<a | a<s<Pn | In<a<a

tan x + — + =

cot x + = + —
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Beispiel:

Im Intervall 0 < x <  haben sinx und cos x gleiches Vorzeichen. Das laBt
sich an den Graphen von y = sin x und y = cos x (vgl. die Bilder A9 und A 17)
oder am Einheitskreis erkennen.

Folglich sind die Quotienten -~ und == positiv.

SATZ: Die Funktionen y = tan x und y = cot x besitzen die kleinste Periode 7.

tan(x +n) =tanx [x+ (2k+ 1) 3keG]
cot (x +7) =cotx (x+ knskeG)

Beweis: Entsprechend Bild A 18 gilt

tan(x+n)=—————:'_:((ij_’;’) = "1
tan x =£% =% Aluiv)
' X+
Y,
Die Punkte Pj(u;; v;) und Py(uy; vg) liegen fiir 4
jeden Winkel x zentralsymmetrisch zum Koordi- P T u

natenursprung. Folglich gilt:

1. Die Ordinaten bzw. Abszissen von P, und P, :
haben gleiche absolute Betrige. Folglich sind  [2(U2 2
die absoluten Betriige der Quotienten Al8

2 und ;> gleich.

2. Die Vorzeichen von Ordi und Abszi der Punkte P, und P, sind
entweder fiir beide Punkte gleich oder fiir beide Punkte unterschiedlich. In
jedem Fall ist das Vorzeichen des Quotienten fiir beide Punkte gleich.

Aus 1. und 2. folgt

L N}
uy uy

und folglich

tan x = tan (x + 7).
Eine kleinere Zahl a (a > 0; a€ P), fiir die tan (x + a) =tanx fiir alle
x + (2k + 1) 5 gilt, gibt es nicht.

Folglich ist 7 die kleinste Periode der Tangensfunktion.

Bei Anniherung der Werte des Definitionsbereiches an die Zahlen k - werden
die Funktionswerte entweder von y = tan x oder von y = cot x dem Betrage
nach beliebig groB.

Wir untersuchen das Verhalten der Funktion y = tan x bei Anndherung an die
Stelle x =5; vgl. Bild A 19.
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Fall 1: Wir nihern uns von links der Stelle x = % (0 Lxst %)

Strebt x gegen —;'—, so streben sin x gegen 1 und cos x gegen 0.

sin x

Der Quotient nimmt beliebig groBe positive Werte an.

cos x

Fall 2: Wir niahern uns von rechts der Stelle x = 23(21 <% <:rl).
Der Unterschied zu Fall 1 besteht lediglich darin, daB in diesem Intervall

sin x

sin x und cos x unterschiedliche Vorzeichen besitzen, der Quotient

con x
folglich negativ ist und bei Anniherung an die Stelle x = < megative
Werte von beliebig groBem absolutem Betrag annimmt.

b y
- -
X
J |
|
|
|
|
F
|
|
|
|
Un [
|
l
o x
|
|
|
Al9

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion y — cot x bei Anndherung von links
und von rechts an die Stelle x = n; vgl. Bild A 19!

Es 1aBt sich zeigen, daB jede reelle Zahl y, durch die Tangensfunktion im Inter-
vall0 S v <az(x + ;—) und durch die Kotangensfunktion im Intervall 0 < x < 7
genau einmal angenommen wird. Mit anderen Worten: Zu jeder reellen Zahl Yo
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gibt es genau eine Zahl x, (0 < x, < =), so dall :::% = y, gilt, und genau eine
Zahl x, (0 < x, < 7), s0 daB = = y, gilt.

Hieraus folgt, daB der Wertebereich der Tangens- und der Kotangensfunktion
gleich der Menge der reellen Zahlen ist.

Aufgaben a 61 bis 64

10 Spezielle Funktionswerte

Im folgenden sollen die Funktionswerte der Winkelfunktionen fiir die Elemente
0, %5 5>
dienen dem Zweck, das Wissen und Konnen zu wiederholen, das beim Berech-
nen der Funktionswerte anzuwenden ist.

-';— des Definitionsbereiches ermittelt werden. Die folgenden Ubungen

Begriinden Sie folgende Identititen!

9i=F=18 Bi=3-3B  a)i-:p

Formen Sie folgende Terme in andere Terme um, die die gleiche Zahl bezeichnen!
X 1 T
b) V_i ) 1 z. d) —:‘—
V2 513 3

4

a) =
™

" a) Zeichnen Sie in ein kartesisches Koordinatensystem (1 LE £ 2 cm) folgende

Punkte ein!
A(1;2),  BO; 2, €2 —3). D1 1)

b) Wie gro sind die Abstinde der Punkte A, B, C, D von den Koordinatenachsen
(in Lingeneinheiten ausgedriickt) ?

¢) Berechnen Sie die Lingen der Strecken A0, AB, DO in Lingeneinheiten (LE)!
Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit Hilfe der Zeichnung!

Von drei Punkten P, P,, P, in einem kartesischen Koordinatensystem magen die
folgenden Angaben bekannt sein.

P, P,
Abstand von der x-Achse 2 LE SLE
Abstand von der y-Achse JLE 1LE 3LE

Geben Sie alle Moglichkeiten fiir die Lage dieser Punkte in der Form P (x;y) an!




Spezielle Funktionswerte

3 1 1 1

sin x 0 5 ?Vi —2-V§ 1
1 1 1

cos x 1 TVS ?ﬁ T 0

tan x 0 13 1 V3 —

cot x - V3 1 13 0

[E] Die Berechnung von sin - erfolgt entsprechend Bild A 20. In dem rechtwinkligen
/A ODP ist OD = DP.! Auf Grund des Satzes des PYTHAGORAS gilt

PD® + 0D*=1.
Wegen OD = PD foigt
2PD*=1;
PD? =+

P T-t
Die Ordinate des Punktes P ist folglich % 2. Somit gilt

PN I~
smTfT]Z

~<

) P(GRYGU"J//J 609

/N

@ Auf Grund der Definition von sin x, bezogen auf den Einheitskreis, ist sin die

Ordinate und cos— die Abszisse des Punktes P im Blld A 21. Durch Erginzung
1

zu einem glelchsemgen Dreieck ergeben sich PD — 5 ! und folglich sin o —

(P (cos 45° sin457)

1 Zur Vereinfi der folgenden wir unter OD bzw. PD die MaBzahlen der Lingen der
entsprechenden Strecken.
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Auf Grund des Bildes A 22 ergibt sich fiir sin - folgende Rechnung.

PD® = 0P — OD*
B 13
PD*=1 =T =
oI irs
Die Ordinate des Punktes P ist -;— V3. Also gilt
1=
3.
7

Il
w""
I
s
~

wl

11 Graphen der Funktionen y=tan x und y=cot x

Aufgaben a 65 bis 70

Aus den Betrachtungen zu den Eigen- 04
schaften der Tangensfunktion und der
Kotangensfunktion sind uns die Graphen

dieser Funktionen ,,im groben* bereits
bekannt; vgl. Lerneinheit A 9. Wir wol-

len nunmehr diese Graphen genauer
zeichnen.

Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen -
y =tanx und y = cot x unter Verwen-

dung der speziellen Funktionswerte im X
Intervall 0 < x < 7 in ein und dasselbe
kartesische Koordinatensystem; vgl. Bild
A 23!
Verwenden Sie fiir 4,4 » 5 % V3. V3
die in den folgenden Tabellen enthall
Niherungswerte! A23
n n n n
205 Z~08 K.l N ik
3 ~ 2 ~ 3 ~ 1,0 3 ~ 1,6
$V3 06 1 Vin 17 _
%nw 2,1 %nm 2,4 %ﬂw 2,6 n~ 3,1
tamz | — )3~ —17 —1 — 33~ —06 0
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Beziehungen zwischen Winkelfunktionswerten

12 Beziehungen zwischen Funktionswerten
bei gleichem Winkel

SATZ: Fiir alle Zahlen x (x€ P) gilt sin?x + cos®x = 1.
Beweis: Nach dem Satz des PyTHAGORAS gilt im rechtwinkligen Dreieck OD' P’
(Bild A 24)
(1) P'D'? 4 OD™ = OP™®
Es gilt ferner im Einheitskreis fiir die Abstinde des Punktes P’ von den Koordi-
natenachsen '
P'D’ = |sin x| LE
(2) OD" = |cos x| LE
0P =1LE

Die Gleichungen (2) gelten unabhingig davon, in
welchem Quadranten der Punkt P’ liegt.

Da die gleiche Lingeneinheit 1 LE vorliegt, kénnen
wir mit den MaBzahlen rechnen. Wir setzen die Be-
ziehungen (2) in die Gleichung (1) ein und erhalten

|sin x|2 4 |cos x|2 =1.

Wegen |sin x|? = (sin x)? und |cos x|? = (cos x)? geht diese Gleichung iiber in

(sin x)? + (cos x)2 = 1.

Fir x = k- 5 (k€ G) ergibt sich kein Dreieck. Auch in diesen Fillen ist

sin x + cos x = 1, da auf Grund der Definitionen von sin x und cos x jeweils
genau eine der beiden Zahlen entweder 1 oder — 1 und die andere 0 ist.
Es wird folgende Schreibweise vereinbart.

sin? x = pe (iR %) cos?x = (cosx)?

Dann erhalt die Gleichung die Formsin® x + cos?x = 1.,

Es ist zu zeigen, daB sin? 7 und sin 72 inander verschied Zahlen sind.

Nach der festgesetzten Schreibweise ist sin? 7 = (sin )2

sin? 7 = (sin7)? = sinz - sin
0o -0
0

I

Andererseits ist
sinn? =sin(w-n) +0.

sin (7 - ) ist ungleich Null, denn sin x = 0 gilt genau dann, wenn x = k - 7.
k - 7 ist aber fiir k € G keine ganze Zahl.

SATZ: Fiir alle Zahlen x (xeP;x#k%;kEG) gilt tanx-cotx —1.
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g s . sin x - cos
Beweis: tan x * cot x = — . S — TREOHE g

cosx sinx cosx.sinx

Auf Grund der beiden Beziehungen sin2 x4 cos?x =1 lmd tanx*cotx = l

und der Definitionsgleichungen tan x = und cot x =

folgenden Bezuhungen zwmchen den kaelfunknonswerten gleicher Winkel
herleiten.

sin®x 3 sin® x — cos®x
i oA e 1 —sin?x cos? x
sin® x 1—cos?x
1 —sin®x cos? x
1 — sin?x cos® x
sin® x 1—cos®x

Untersuchen Sie bei allen Beziehungen in der Tabelle, welche Einschrinkungen
fiir die Zahlen x (x € P) gemacht werden miissen!

Wir beweisen die Beziehung

tan?x =

[x¢(2k+l)%;ke6.

Wir formen um:

sin'x

_

e

e = (3) = ants
Mit Hilfe der durch die Tabelle gegebenen Beziehungen lassen sich bei vorge-
gebenem Funktionswert der Sinus- bzw. Kosinusfunktion die zum gleichen

Element des Definitionsbereiches gehorigen Werte der anderen Winkelfunktionen

berechnen, ohne auf das El t des Definitionsb hes zuriickrechnen zu
miissen.

Es sei x, ein Element des Intervalls 0 < x < — - Es existiert genau ein Wert x,
in diesem Intervall, fiir den sin xy = gllt. Fur dieses Element x, sind cos x,,

tan xy, cot x, zu berechnen.
cos?xy = 1 —sin? x,
o 2y 14 _5§
=l={gff =l—3 =g
i3 5
co8 %y = V— oder cosxy = — V—
Da die Funktionswerte der Kosmusfunktlon im Intervall 0 < x < - posmv sind,
ist der gesuchte Wert cos x, = V; =3 L5,
2

sin x, 3 3
tanxy = - = = = V_

o re
1/5

i
- ﬁn
I

*\

0| -

1
COt Xy = e =

>
= wl

Aufgaben a 71 bis 78
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13 Komplementwinkelbeziehungen
zwischen einer Winkelfunktion und ihrer Kofunktion

Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen jeweils verschiedenfarbig in ein
und dasselbe Koordinatensystem (1 LE £ 5 cm)!

a) y = sin x; y =cosx (0§x§-’2'—)

b) y = tan x; y =cotx (0<.\:<%)

Benutzen Sie dazu die spesiellen Funktionswerte, fiir die Sie mit dem Rechenstab
Niherungswerte ermitteln!

Aus den im Auftrag A 44 angefertigten Skizzen und aus der Tabelle spezieller
Funktionswerte 148t sich vermuten, daB die Graphen von y = sinx, y = cos x
bzw. y = tan x, y = cot x im Intervall 0 < x < - achsensymmetrisch beziiglich
der Parallelen zur Ordinatenachse durch den Punkt P (%, 0) sind.

Dieser geometrische Zusammenhang 1dBt sich arithmetisch ausdriicken. Er ist als
Spezialfall in dem folgenden Satz enthalten.

SATZ: Fiir alle Zahlen x (x € P) gilt:
. (n n <
sm(T—x) = co8 X3 cos(T—x) = sin x.
Fiir alle Zahlen x(xeP; x =+ k%) gilt:

tan(.;i—x):eotx; wl(%—x)=mnx.

Man bezeichnet zwei Winkel, die sich zu einem rechten Winkel erginzen, als
Komplementwinkel.

Die Zahlen 5 — x und x kénnen als BogenmaBe von Komplementwinkeln auf-
gefaBBt werden, denn die Summe aus % — x und x ist gleich % Mit dem Begriff
des Komplementwinkels erhilt der Satz A 10 die folgende sprachliche Form.

Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Kosinus seines Komplementwinkels, der
Kosinus eines Winkels ist gleich dem Sinus seines Komplementwinkels.

Der Tangens eines Winkels ist gleich dem Kotangens seines Kompl in-
kels, der Kotangens eines Winkels ist gleich dem Tangens seines Kompl -
winkels.

Man sagt deshalb auch, Sinusfunktion und Kosmusfunktlon bzw. Tangensfunk-
tion und Kotangensfunktion sind zueinander kompl Funktionen oder
Kofunktionen.

P[Z‘as Vi ).svn )/

X A (cos x; sinx)

Wir beweisen den Satz fiir x-Werte im In-
tervall 0 < x < f;—; vgl. Bild A 25.

Es gilt A OD,P, = A OD,P,,denn es han-
delt sich um rechtwinklige Dreiecke mit
kongruenten Winkeln bei 0. AuBerdem ist

die Hypotenuse in beiden Fillen gleich dem A25
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Radius des Kreises. Folglich ist die Abszisse von P, gleich der Ordinate von P,
und die Ordinate von P, ist gleich der Abszisse von P;.

cos (— — x) =sinx sin (— — x) cos x

Den Beweis fiir beliebige reelle Zahlen x fiihren wir hier nicht.
Nach der Definition von Tangens und Kotangens eines Winkels ergeben sich
damit folgende Begziehungen fiir die Funktionen y = tan x und y = cot x.

. (@
sln(——x)
n 0] cosx
Lan(T—x)_ cos(" x) _mACotx
T
7
cot ( _,)=i(7__x)=£:mx
. w cos x
sm(T—x) -~

Aufgaben a 79 bis 87

14 Quadrunieni:eziehungen

‘Wir lernen h i Beziehung, ischen Winkelfunktionswerten, die

g Quad beziehungen, k Mit ihrer Hilfe kann die Berech-
nung von Funktionswerten fiir Zahlen x( r<x< Zn) auf die Berechnung von
Funktionswerten im Intervall (0; %) zumckgefuhrt werden.

b £aB Ratansal

Im Bild A 26 sind die Quadr zZusammeng Im p
A 18 wird erliutert, wie diese Tabelle zu lesen ist.

1. Quadrant o 3 Quadrant .
0<x<¥& : $3
x< 3 HAtx<5 T
sin Sin X - sinx
cos €05 X =605X
tan tanx i s ‘ +tanx
cot - |
cot x i - rcotx
F = i
sinx A — - .
X
X X
-sinx |——— =
-1k :

A26

Fiir alle x mit 0 < x < - gilt:
sin (7 — x) :smc
sin (7 + x) = —sinx

sin (27 —x) = —sinx
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Die Funktionswerte der Sinusfunktion an den Stellen 7 —x, 7 + x, 27 — x
(0 <KL -;'—) unterscheiden sich also vom Funktionswert an der Stelle x héchstens
durch das Vorzeichen.

a) Formulieren Sie unter Verwendung von Bild A 26 die Quadrantenbeziehungen
fiir die Funktionen y = cos x, y = tanx, y = cot x/
b) Suchen Sie die Tabelle fiir die Quadrantenbeziehungen im Tufelwerk auf!

Den Quadrantenbeziehungen entsprechen Symmetrieeigenschaften der Graphen
der Winkelfunktionen.

Die Kurvenstiicke von 0 bis % (1. Quadrant) lassen sich durch Spiegelungen oder
Drehungen in die Kurvenstiicke von % bis # (2. Quadrant) oder von z bis %n
(3. Quadrant) oder von % 7 bis 27 (4. Quadrant) iiberfilhren. Das bedeutet bei-
spielsweise, daB der Graph der Sinusfunktion im Intervall 0 < x < 2z punkt-
symmetrisch beziiglich des Punktes P(z; 0) und in den Intervallen 0 < x <
bzw. 7 = x = 27 achsensymmetrisch beziiglich der Parallelen zur Ordinaten-

achse durch die Punkte Py (53 0) baw. Py (37 0) ist; vgl. Bild A 27.

X (n-x) o

Wir beweisen die Quadrantenbezie-
hungen fiir die Sinusfunktion und die
Kosinusfunktion, indem wir den Ein-
heitskreis zu Hilfe nehmen. Wegen der
Symmetrie gelten fiir die Koordinaten
der Punkte P,, P,, P,, P, folgende Be-
ziehungen; vgl. Bild A 28. Durch Ver-

gleichen der Koordinaten von P, und P, Blzos(reex) sinfan)] | £, [cos (27-x) sin 2]
ergibt sich \_7"/ ~
sin (7 — x) = sin x; cos (r—x) = —cos x

Beweisen Sie mit Hilfe des Bildes A 28 eine weitere Quadrantenbezichung fiir

y =sinx oder y = cosx!

Bei Beweisen der Quadrantenbeziehungen fiir die Tangensfunktion und die
Kotangensfunktion geht man auf die Definitionen von y = tan x und y = cot x
zuriick.

sin (7 —x

tan (z—2x) = ———— =
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@ Beweisen Sie eine weitere Quadrantenbeziehung fiir y = tan x und y = cot x!

In der folgenden Ubersicht ist dargestellt, welche Schritte zur Berechnung von
Funktionswerten mit Hilfe der Quadrantenbeziehungen auszufiihren sind.

f(x) ist zu berechnen
(% <x< ).
y = f(x) ist eine Winkelfunktion.

180° < 210° < 360° x5
3. Quadrant g<gr<n

2. Quadrant
Vorzeichen von Vorzeichen von
sin 210° negativ tan —Z- 7 negativ
210° = 180° + = Sa=n—%
210° = 180° + 30° —:—n=n—i6'-

sin 210° = — sin 30° tm%n:—m%
__l ____l
== SE=l 8

Erléutern Sie, wie man mit Hilfe der Graphen von y = sin x und y = cos x sowie
der Gleichungen tan x = ~.~ und cotx =~ die Vorzeichen von y = tanx und
y = cot x in den einzelnen Quadranten ermitteln kann; vgl. Bild 4 26!

Aufgaben a 88 bis 101

15 Die Tafeln der Winkelfunktionswerte

Die Funktionswerte der Winkelfunktionen lassen sich mit Mitteln der Mathe-
matik, iiber die wir noch nicht verfiigen, durch endliche Dezimalbriiche beliebig

genau anniihern.
Die Funktionswerte zu den meisten in der Tafel gegebenen GradmaBen sind

irrationale Zahlen. A h sind:
sin 0°; sin 30°; sin 90°; cos 0°; cos 60°; cos 90°;
tan 0°; tan 45°; cot 45°; cot 90°.
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Obwohl wir sin 35° & 0,573 6 schreiben miiften, weil 0,5736 nur ein Niherungs-
wert fiir sin 35° ist, wollen wir dennoch vereinbaren, daB wir das Gleichheits-
zeichen setzen. Es handelt sich folglich um eine Gleichheit im Rahmen der
G igkeit der vorliegenden Tafel.

Auf Grund der Kompl winkelbeziehungen kann man fiir die Sinus- und
die Kosinusfunktion bzw. fiir die Tangens- und die Kotangensfunktion jeweils
ein und dieselbe Tafel benutzen. Z. B. gilt sin 42,6° = cos 47,4°; denn es ist

42,6° + 47,4° = 90°.

Untersuchen Sie, ob die in der Tafel fiir tan 60° bzw. fiir sin 60° angegebenen Zahlen
grifer oder kleiner als /3 baw. % V3 sind!
Hinuweis: Benutzen Sie dabei die Definition von /3!

Sind die Winkel im Bog B gegeben, so wird dchst in GradmaB umge-
rechnet.
Aus der Tafel konnen nur solche Funkti te direkt abgel werden,

die zu WinkelmaBen im Intervall von 0° bis 90° gehéren. Das Ermitteln von
Funktionswerten zu Winkeln im Intervall von 90° bis 360° wird mit Hilfe der
Quadrantenbeziehungen auf das Ermitteln der Funktionswerte im Intervall

0<sx=< % zuriickgefiihrt.

Sollen die Funktionswerte fiir Winkelmalle iiher 260° ermittelt werden, so nutzt
man die Periodizitit der Winkelfunktionen aus und wendet anschlieBend die
Quadrantenbeziehungen an.

o = 817° =2+ 360° 4 97°
sin 817° = sin (2 - 360° + 97°) = sin 97°

Im Falle negativer WinkelmaBe ermittelt man ebenfalls mit Hilfe der Periodizitéit
der Winkelfanktionen einen dquivalenten Winkel im Grundintervall 0 < x < 27.

« =—1990°
sin (—1990°) = sin (6 * 360° — 1990°)
sin (2160° — 1990°)
sin 170°

Im Beispiel A 21 sind mehrere Umfor gen vor

Es ist ein Naherungswert fiir sin (—10) zu ermitteln.

1. Schritt: Umformen des BogenmaBes in GradmaB
a 180°

= s arca = — 10
wrea =
« _ 180°
T T n
o« ~ —573°
2. Schritt: Zuriickfiihren auf das Ermitteln des Sinus eines Winkels & mit
0° < & < 360° durch Nutzen der Periodizitit der Sinusfunktion

sin (—573°) = sin (—573° 4+ 2 - 360°) = sin 14
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3. Schrite: Zuriickfithren auf das Ermitteln des Sinus eines Winkels im ersten
Quadranten 0° <« < 90° durch Anwenden der Quadrantenbe-

= sin (180° — 33°) 3
4. Schritt: Aufsuchen eines Ndherungswertes mit Hilfe der Tafel
sin 33° = 0,5446
Ergebnis: sin (—10) = 0,5446

Lésen Sie die folgenden Gleichungen!
a) sin 35° =y b) sin 4,3° =y c) cos 75° =z
d) cos 3,2° =w e) tan43° ==x f) cos 1000° = v

Das Ermitteln der Winkelfunktionen zu gegebenen WinkelmaBen kann als
Lésen von Gleichungen aufgefaBt werden. Zum Beispiel ist das Ermitteln des
Sinus von 35° gleichbedeutend mit dem Lésen der Gleichung sin 35° = y mity € P.

Aufgaben a 102 bis 107

16 Ermitteln der Elemente des Definitionsbereiches
bei gegebenen Funktionswerten

Die Gleichung sin x = 0,7240 ist zu lésen; vgl. Bild A 29. Die Zahl 0,7240 ist
Element des Wertebereiches der Sinusfunktion. Folglich gibt es Zahlen x,, fiir
die sin x, = 0,7240 eine wahre Aussage ist. Gesucht ist die Menge dieser Zahlen.

']
i ’b/\ — -
J/ \I 1 ] \ v v\lx

% 1 7 \/21!
PR | | (sar]foo=st0°- msed} (et 3601 @_lw "360°
A29

Wir betrachten zunichst das Grundintervall 0 < x < 27. Lésungen der ge-
b h it dem Intervall 0 < x < n angehoren, da die Sinus-

funktion nur in diesem Teilintervall POSlthe Werte annimmt. In diesem Intervall

gibt es stets genau zwei x-Werte, fiir die sin x einen vorgegebenen Wert y mit

0 <y <1 annimmt.

Der Tafel entnehmen wir den Niherungswert x; = 46,4°. Dann ist der zweite

Wert x, = 180° — 46,4° = 133,6°, da auf Grund der Quadrantenbeziehung

sin x, = sin (180° — x,) = sin x,

gilt.
Die Losungsmenge besteht auf Grund der Periodizitit der Sinusfunktion mit
der kleinsten Periode 27 aus folgenden Zahlen.

x = 46,4° + k- 360°

x=1336° + k-360°] FEC
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@ Die Gleichung cos x = —0,4520 ist zu lésen; vgl. Bild A 30.

J A30
e
| £ 0%\ ! /I\
= (AN A A x
N =
1169%360°

Die Zahl —0,452 ist Element des Wertebereiches der Kosinusfunktion. Folglich
gibt es Zahlen x,, fiir die cos x, = —0,452 eine wahre Aussage ist.
Im Grundintervall 0 < x < 27 nimmt die Kosinusfunktion nur im Teilintervall
% <zx< %n negative Werte an.
In diesem Intervall gibt es stets genau zwei Elemente z, fiir die cos x einen vor-
gegebenen Wert y mit —1 < y < 0 annimmt.
Wir l6sen zunichst die Hilfsgleichung cos x = + 0,452 (0 <z< %) Ein Nihe-
rungswert ist = 63,1°.
Auf Grund der Quadrantenbeziehungen sind dann

x, = 180° — x = 116,9°;

2, = 180° + % = 243,1°

die gesuchten Losungen von cos x = —0,452; denn es gilt
cos x; = cos (180° — %) = — cos ¥ = —0,452;
cos x, = cos (180° + x) = — cos x = —0.452 .

Die Losungsmenge besteht aus den Zahlen
x = 116,9° 4 k- 360°;
x = 243.1° 4 k - 360° } ke

@ Die Gleichung tan x = —3,440 ist zu lésen; vgl. Bild A 31.
A3l
1 |
3440 ——

1062°2-180° 1062°-180°
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DadleTangensfunktanedereelleZahlanmmmt gibtes Losungen dieser Gl

Wir ermitteln dchst alle Losungen im Grundintervall der Tangensfunktlon
0<x<n7n mit x + T' In diesem Intervall wird jede reelle Zahl genau einmal
von der T funktion men. Da die Tangensfunktion nur im Teil-

B B

intervall 5 < x < 7 negative Werte annimmt, muB die gesuchte Losung in
diesem Intervall liegen.
Wir losen dchst die Hilfsgleichung tan = + 3,440 (0 <z < ). Ein
Niaherungswert ist * = 73,8°.
Auf Grund der Quadrantenbeziehungen ist die gesuchte Lésung
= 180° — 73,8° = 106,2°; denn es gilt

tan xl = tan (180° — %) = — tan ¥ = —3,440 .
Auf Grund der Periodizitit der Tangensfunktion mit der kleinsten Periode & be-
steht die Lésungsmenge aus den Zahlen

x=1062° +k-180° (keG).

Aufgaben a 108 bis 128

17 Die Skalen der Winkelfunktionen auf dem Rechenstab

Im folgenden wird auf den Rechenstab ,,Mono-Rietz* Bezug genommen, bei dem
sich simtliche Skalen auf ein und derselben Seite des Stabes befinden. Es sei
lediglich mitgeteilt, daB es Systeme gibt, bei denen sich die Skalen der Winkel-
funktionen auf der Riickseite der Zunge befinden.

Zur Orientierung auf den Skalen stellen wir einige bekannte Winkelfunktions-
werte ein; vgl. Bild A 32.

L
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A32

sin 30° = 0,5 Einstellung: (a) Lauferstrich iiber S 30
(b) Ablesen D 5

sin 90° =1  Einstellung: (a) Léuferstrich iiber S 90
(b) Ablesen D 10

tan45° =1  Einstellung: (a) Lauferstrich wber T 45
(b) Ablesen D 10
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Zum Ermitteln der Funktionswerte der Kosinusfunktion wird die Skale S unter
Verwendung der Komplementwinkelbezichung benutzt.

cos 30° ist zu ermitteln.
cos 30° = sin 60° Einstellung: (a) Lauferstrich iiber S 60
(b) Ablesen D 866
Ergebnis:  cos 30° = 0,866

Lesen Sie folgende Funktionswerte auf dem Rech b ab! Vergleichen Sie Ihre
Ergebnisse mit den Werten aus der Tafel! Beachten Sie dabei die unterschiedliche
Teilung der Skalen S und D in verschiedenen Intervallen!

a) sin 6,5° b) cos 82,5° c) sin 17,5° d) cos 73,5°
e) sin 31,5° f) cos 56,5° g) sin 45° h) cos 45°
i) sin 57,5° k) cos 54,3° 1) sin 65,2° m) cos 77,5°

n) cos 10° o) sin 90° p) cos 0° q) sin 5,74°

Die Gleichung sin x = 0,214 (0 <z< %) ist zu lésen.
1. Schritt: Ermitteln des GradmaBes
Einstellung:  (a) Lauferstrich iiber D 214
(b) Ablesen S 1235
Ergebnis: 12,35°
2. Schritt: Umrechnen in BogenmaB
Uberschlag:  arc 12,35° ~ % arc 30° = % -% AL 05 =025
Einstellung:  (a) Lauferstrich iiber D =
(b) C 18 unter Lauferstrich
(c) Lauferstrich iiber C 1235
(d) Ablesen D 216
Ergebnis: 0,216
Lésung der Gleichung:  x = 0,216

Lisen Sie folgende Gleichungen mit Hilfe des Rechenstabes (0 <% <%)! Er-
mitteln Sie zundchst alle Lisungen in Gradmaf! Rechnen Sie anschliefend in
Bogenmaf3 um!

a) sin x = 0,13 b) cos x = 0,154 ¢) sin x = 0,1765

d) sin x = 0,244 e) cos x = 0,287 f) sin x = 0,432

g) cos x = 0,478 h) sin x = 0,1 i) cosx = 0,1

Mit Hilfe der Skale S lassen sich die Funktionswerte sin « fiir x-Werte von etwa
5,7° bis 90° und die Funktionswerte cos x von 0° bis etwa 84,3° ermitteln.

Fiir Winkel von etwa 0.58° bis 5.7° steht die Skale ST zur Verfiigung.

sin 4,3° ist zu ermitteln.
Uberschlag: Da sin 5,7° = 0,1 ist und die Sinusfunktion monoton im Intervall

(B X< % wichst, ist sin 4,3° < 0,1.
Einstellung: (a) Lauferstrich iiber ST 43

(b) Ablesen D 75
Ergebnis:  sin 4,3° = 0,075

cos 87,2° ist zu ermitteln.
cos 87,2° = sin 2,8° = 0,049
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