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Zahlenfolgen; das Beweisverfahren
der vollstandigen Induktion;
Kombinatorik

Bild A 1 zeigt die ersten vier Glieder einer Folge von Figuren, die man (zumindest in Gedanken)

beliebig weit fortsetzen kann: Von Figur zu Figur verindern sich die Lingen der Kreisdurch-

messer nicht (4 sei 3 cm), die Eckenanzahl der einbeschriebenen regelmiBigen Vielecke er-

hoht sich jedoch um jeweils 1. Dadurch schmiegen sich die Vieleckslinien dem Kreis immer

mehr an.

Bild A 2 zeigt einen ganz dhnlichen Sachverhalt: Die Strecke AB hat stets die gleiche Linge

(AB sei 3 cm), die Anzahl der Halbkreise wird jeweils verdoppelt, ihr Durchmesser jedoch

halbiert. Dadurch schmiegen sich auch die Halbkreislinien der Strecke immer mehr an.

Trotz dieser Ubereinstimmung im Verhalten der Vieleckslinien und der Halbkreislinien gibt es

einen wichtigen Unterschied :

- Im Falle A 1 werden die Zahlenwerte') der Vielecksumfinge von Schritt zu Schritt groBer;
sie kommen der Zahl 3z als Zahlenwert des Kreisumfanges beliebig nahe.

- Im Falle A 2 sind die Zahlenwerte der Lingen der Halbkreislinien stets 1,57; sie kommen
damit der Zahl 3 (4B = 3 cm) nicht beliebig nahe.

Derartige Uberlegungen zum Verhalten von Folgen, insbesondere Zahlenfolgen, sind fiir die

Differential- und Integralrechnung ( » Kapitel C und D) von groBer Bedeutung. Dort wird das,

was hier der Anschauung entnommen wurde, in mathematisch exakter Weise behandelt. Hier

im Kapitel A werden dafiir einige Grundlagen erarbeitet.

Dabei werden auch Probleme folgender Art durchdacht werden: Bild A |
1

00 0.

A B A B A B A B

Bild A 2

Jjeweils auf’ Zei als Einheit bezogen

') Hier und im f



8 A Zahlenfolgen — Vollstindige Induktion

Eine Rotationskapselpumpe verringert durch Drehung eines Zylinders (~ Beispiel A 32, Seite
68) in einem angeschlossenen Behilter den Luftdruck. Welcher Druck herrscht dort nach
einer bestimmten Anzahl von Umdrehungen? Wie viele Umdrehungen sind nétig, um einen
bestimmten Druck zu erzeugen?

Das Beispiel zeigt, daB das Untersuchen von Folgen und ihrem Verhalten nicht nur mathemati-
sche, sondern auch praktisch-technische Bedeutung hat.

Zahlenfolgen und deren Partialsummen; das Beweisverfahren
der vollstindigen Induktion

1  Zur Wiederholung von Mengen und Funktionen

In Lerneinheit 2 werden wir Folgen als spezielle Funktionen definieren; Funktionen aber sind
Mengen geordneter Paare. Deshalb sollen zunéchst diese beiden Begriffe wiederholt werden.

In der Mathematik gelten ,,Menge* und ,,Element einer Menge** als Grundbegriffe, das heiBt,
diese Begriffe werden nicht mit Hilfe anderer Begriffe definiert. DaB beispielsweise die Zahl 3
zur Menge der natiirlichen Zahlen gehort, die Zahl 0,5 jedoch nicht, driickt man so aus:

,,3 ist Element von N* oder ,3eN*;
10,5 ist nicht (ist kein) Element von N* oder ,0,5¢ N*.

Gibt man eine Menge an, indem man ihre Elemente auffiihrt, so setzt man diese in geschweifte
Klammern, z. B. {2; 3; 5; 7}. Man hitte diese Menge aber auch durch Eigenschaften angeben
konnen, die ihre Elemente charakterisieren: ,,Primzahl und kleiner als 10** oder ,,Lésung der
Gleichung (x — 2) (x — 3) (x — 5) (x — 7) = 0*. Auch hierbei verwendet man oft geschweifte
Klammern: /

{2;3;5; 74 = {x; x ist Primzahl und x < 10}

={x-2)x-3)x-5x-7 =0}
(Lies: ,,Menge aller x mit der Eigenschaft ...** oder kiirzer
,,Menge aller x mit ...*).

Eine Menge mufl man mit Hilfe von Eigenschaften ihrer Elemente angeben, wenn sie sehr viele
beziehungsweise zu viele, insbesondere unendlich viele Elemente hat.

® | Die Menge aller Zweierpotenzen: {x;x = 2" und ne N}
bzw. bei Einbeziehen negativer Exponenten: {x;x =2* und ke Z')};
die Menge aller rationalen Zahlen zwischen —3 und 3: {x; x| < 3; xeQ}

Angaben wie {0; 1;4;9; ...} fiir die Menge der Quadratzahlen oder {2;3; 5; 7; 11; ...} fiir die
Menge der Primzahlen sind zwar meist verstiindlich, aber doch unvollstindig und damit un-
genau. Mengen, die nur ein Element enthalten, nennt man auch Einermengen. Diejenige Menge,
die kein Element enthilt, heiBt leere Menge. Als Symbol fiir die leere Menge verwendet man das
Zeichen ,,*. So hat die Menge {x; xe N und 80 < 12x < 90} nur ein Element, die Menge
{x; xe Nund 50 < 12x < 60} ist leer.

Wenn alle Elemente einer Menge M, auch Elemente einer Menge M, sind, so sagt man auch
»M; ist Teilmenge von M,*. Nach dieser Erklirung ist jede Menge Teilmenge von sich selbst;

1) Die Zahlenbereiche werden kiinftig folgendermaBen bezeichnet:
N - Menge der natiirlichen Zahlen; Q4 — Menge der gebrochenen Zahlen;
Q — Menge der rationalen Zahlen; Z — Menge der ganzen Zahlen;
R - Menge der reellen Zahlen.



Zahlenfolgen — Volistindige Induktion A 9

man spricht dann von unechter Teilmenge. Im Fall der echten Teilmenge enthilt M, aufer den
Elementen von M, noch mindestens ein weiteres Element; man schreibt dann ,,M, < M,".

So ist zum Beispiel {2; 3} eine (echte) Teilmenge von {1;2; 3;4; 5},

in Symbolen: {2:3) = {1;2;3; 4; 5}

Pr sei die Menge aller Primzahlen, U die Menge aller ungeraden Zahlen. Dann gilt: Pr ¢ U,
aber auch U ¢ Pr.

Die leere Menge ist Teilménge jeder Menge; man kann namlich jeder Menge kein Element
entnehmen.

Teilmengenbeziehungen werden oft durch M diagramme ver: haulicht (Bild A 3):

N - Menge der natiirlichen Zahlen;

Ge - Menge der geraden Zahlen;

U - Menge der ungeraden Zahlen;

Pr — Menge der Primzahlen.

® | a) Deuten Sie das Mengendiagramm im Bild A 3!
Sprechen Sie auch iiber die Menge der Zahlen, die sowohl zu Ge als auch zu Pr gehdren
(Durchschnitt von Ge und Pr), sowie iiber den Durchschnitt von U und Pr!
b) Entwerfen Sie ein Mengendiagramm fiir die fiinf Zahlenbereiche, und charakterisieren
Sie N als Durchschnitt!

N

3 & 5
Ge! b)
—f e —

Bild A3 <2 =1 9 1 2 3 b 5

c)

=2 =1 @ 9 2 3 4 5

Bild A4

Die Begriffe ,,Menge*, ,, Teilmenge™ usf. werden oft beim Arbeiten mit Gleichungen und Un-
gleichungen benutzt.

¥ 2  Es sind alle Zahlen anzugeben, die Losung sowohl der Ungleichung 4 4 x < 16 — 7x
als auch der Gleichung |x — 2| = 3 sind.
Losung:
Die Losungen der Ungleichung sind die Elemente von deren Losungsmenge L,; die L&-
sungen der Gleichung bilden die Menge L,. Gesucht ist dann der Durchschnitt L, N L,.

Ermitteln von L, (Bild A 4a)): Ermitteln von L, (Bild A 4b)):

4 +x<16—1Tx Jx =2 =3
8x < 12 xy —2 =3 oder x; —2=-3
x< 15 x; =5 oder x2= -1

LynL; ={— 1}(Bild A 4c))
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Die Elemente der bisher betrachteten Mengen sind Zahlen. Hiufig werden aber auch (geordnete)
Zahlenpaare zu Mengen zusammengefaBt. So ist zum Beispiel

M, = {[0; 3], [15 2], [2; 1], [3; O}

die Menge aller derjenigen geordneten Paare natiirlicher Zahlen, die die Summe 3 haben.
Wiirde man statt natiirlicher Zahlen gebrochene zulassen, so miiBte man schreiben:

M, = {[x;y]; x,y€Q+ und x +y =3}.
Es gilt beispielsweise
[05:2,51¢ M,;  [0,5;2,51€ M, undauch M, = M,.

Eine solche Menge geordneter Paare heif3t Funktion, wenn sie keine zwei Paare enthilt, die an
der ersten Stelle iibereinstimmen, sich aber an der zweiten Stelle unterscheiden. Genauer:

Jede Menge geordneter Paare [x; y], bei der zu jedem x genau ein y gehort, /
heiBt Funktion.

Jedes x heifit Argument der Funktion, jedes y heilt Funktionswert.
Die Menge aller Argumente heiBt Definitionsbereich der Funktion, die Menge aller Funktions-
werte heiflt Wertebereich der Funktion.

® 2 Unter a) bis h) sind Mengen geordneter Paare [x; y] angegeben. Entscheiden und be-

griinden Sie, in welchen Fillen es sich um Funktionen handelt! Geben Sie in diesen

Fillen Definitionsbereich und Wertebereich an!

:l)x|-3|-2|—l|0|l|2[3 b).r| 9| 4| l]0|l[4|3
y| 9| 4| 1]o|1[4]9 y| =3 =2 =1]o|1|2]9

¢) Menge aller [x; yJmit xe Nund ye Nundx + y =6

d) Menge aller [x; y]mitxeQundy = 7x + 3

¢) Menge aller [x; )y mitxe Rund ye Nund y < x

) Menge aller [x; y], die bei Darstellung im rechtwinkligen kartesischen Koordinaten-
system den Streckenzug im Bild A 5 ergeben

2) Menge aller [x; y], die bei Darstellung im rechtwinkligen kartesischen Koordinaten-
system die Punkte P,, ..., Pg im Bild A 6 ergeben

h) Die Menge der Paare entsteht dadurch, da man jeder natiirlichen Zahl die Quadrat-
wurzel ihrer 2. Potenz zuordnet.

Welche Darstellungsweisen fiir Funktionen wurden in a) bis h) benutzt?

Bild A S _ BildA6
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Im Vordergrund unserer Betrachtungen werden — wie bisher — Funktionen stehen, deren Defini-
tions- und Wertebereiche Mengen reeller Zahlen sind. Derartige Funktionen werden héufig
durch Gleichungen gegeben. Eine solche Angabe ist ohne Festlegung des Definitionsbereiches
eigentlich unvollstindig, weil ja beispielsweise die Funktionen

S=A{lx;»]; y=x*und xe N} und g = {[x;y]; » = x> und xe R}
trotz gemeinsamer Gleichung y = x? nicht iibereinstimmen, vielmehr /' < g gilt.
Dennoch wird auf die Angabe des Definitionsbereiches hiufig verzichtet, dhnlich wie man
statt {x; x < 7 und x € P} meist nur {x; x < 7} schreibt. Man betrachtet dann als Definitions-
bereich der Funktion /mit der Gleichung y = f(x) (kurz ,,der Funktion f(x)**) die umfassendste
Menge reeller Zahlen, fiir die der Term f(x) erklért ist (und somit als Funktionswerte reelle
Zabhlen liefert).
Die graphische Darstellung einer Funktion, deren Definitions- und Wertebereich Zahlen-
mengen sind, beruht auf folgenden Uberlegungen: Mittels eines ebenen rechtwinkligen Ko-
ordinatensystems werden die Zahlenpaare Punkten der Ebene eineindeutig zugeordnet; das
kommt in der Schreibweise ,,P(x; y)"* zum Ausdruck. Dadurch gehort zu jeder Menge geord-
neter Zahlenpaare (speziell zu der darzustellenden Funktion) genau eine Menge von Punkten
(speziell der Graph der betreffenden Funktion) und umgekehrt. Das folgende Beispiel macht
dabei auftretende Zusammenhinge deutlich.

® 0 Bild A 7 zeigt die Graphen g, und g, der Funktionen y = —2x + 3 bzw. y = x — L.
Jede der beiden Geraden erzeugt in der xv,y-Ebene drei Teilmengen von Punkten Q(x;y);
fiir g, zum Beispiel heifit das:
die Punkte der Geraden g, selbst:  {Q(x;y); xe€R und y = —2x + 3};
die Punkte oberhalb von g,: {Q(x;y); xeR und y> —2x + 3};
die Punkte unterhalb von g, : {O(x;»); x€R und y < —2x + 3}.
4y Es ist die im Bild A 7 blau gerasterte Punktmenge M, anzugeben.

Die Elemente dieser Menge sind genau die Punkte, die sowohl oberhalb von g, als
auch oberhalb von g, liegen:

M, = {Q(x;y); xeR und y> —2x+3 und y>x -1}

={Q(x;y); xeR und y> -2x+ 3} n{Q(x;y); xeRund y > x — 1}.
1) In Worten zu beschreiben ist die Menge

{O(x;y); x€R und y <0 und

y< —=2x+3 und y<ux -1}

Es handelt sich um diejenigen Punkte, die
sowohl unterhalb der x-Achse als auch unter- .
halb von g, und g, liegen. \ ¥
) Es ist der Strahl s mit S als Anfangspunkt an-

zugeben, der auf g, und nur im 1. Quadranten M
liegt. 1

s ={0(x;y); xeR und y=x—1 \

und y = —2x + 3}

Bild A 7
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Will man diese Angabe noch deutlicher machen, so kann man die Koordinaten von S
benutzen. Sie sind die Lésung des Gleichungssystems

y=-2x+3
y=x-—1
-2x+3=x-=1
4
=l =4 e a ff
3x y 3
4 | (4 1
Sl ¥ i s(3:3)

4
s ={0(x;y); x€eR und x;7 und y=x—l}

® 3 Stellen Sie zum Beispiel A 3 die folgenden Uberlegungen an!
a) Warum wurde die Angabe ,,y € R** weggelassen?

4
b) Kann ,,x = 3 ** durch eine Angabe fiir y ersetzt werden?

. 4
¢) Welche Punktmenge wird festgelegt, wenn ,,.x = 3 * durch ,,y > 0" ersetzt wird?

d) Geben Sie den anderen Strahl auf g, mit S als Anfangspunkt an!

Aufgaben

1: Geben Sie folgende Mengen nach Méglichkeit an, indem Sie alle ihre Elemente auffiihren!
In welchen Fillen gelingt das nicht?
a) Menge aller Primzahlen, die durch 37 teilbar sind
b) Menge aller Primzahlen, die durch 6 teilbar sind
¢) Menge aller natiirlichen Zahlen, die Teiler sowohl von 45 als auch von 60 sind
d) Menge aller natiirlichen Zahlen, die Vielfache von 18 und 30 sind
¢) Menge aller rationalen Zahlen zwischen —0,38 und —0,31

2. a) Nennen Sie je drei Elemente folgender Mengen, und geben Sie die Mengen nur in
Worten an!
M, = {x; x*€ N} My ={x;x=2n+ lund ne N}
My = {x; |x — 1] > 0} My = {x; 100 < 10 < 1000}

Nennen Sie je eine Zahl, die nicht Element der genannten Menge ist!
b) Driicken Sie folgende Mengen mit Hilfe der in a) benutzten Symbolik aus!
N,: Menge aller Vielfachen von 3
N,: Menge aller Zehnerpotenzen
N;: Menge aller reellen Zahlen von 10 bis 20

3. Welche der folgenden Mengen sind Einermengen, welches ist die leere Menge?
M, = Menge aller Quadratwurzeln aus —16
M, = Menge aller geraden Primzahlen
M; = {x;x =Tnund 30 < x < 40und ne N}
M, = {x;|x|] <0}
4. Bild A 8 veranschaulicht die Teilmengenbeziehungen zwischen den Zahlenbereichen
N,Z,0Q.,Q und R.
Die mit (1) bis (5) bezeichneten Punkte mogen jeweils Elemente der entsprechenden
dargestellten Mengen repriisentieren.
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2) Welche der Zahlen Bild A 8

-3; 15; V100; 7 8

2
3

: —1g 110; log, 17

.
logs 1; sin ?; cos T

konnte durch (1) reprisen-
tiert werden?

b) Untersuchen Sie dieselbe
Fragestellung wie in a) fir
die restlichen Punkte!

Entscheiden Sie von den Aussagen a) bis e), ob sie wahr sind, und begriinden Sie Ihre
Entscheidung!

a)g < {20;2';2% 2% b) [g 100 < {2°; 2'; 22; 2%} O0ey
d)0e{lg0,5;Ig1;1g5:1g 100 ¢ @ e {tan 0°; tan 45°; tan 60!

Um einen bestimmten Punkt der Ebene seien die Kreise &, k2, k3 mit den Radien der

Lingen | cm, 2 cm, 3 cm gezeichnet. Ferner sei /, das Innere des Kreises k, und A4, das

AuBere des Kreises k, (n = 1, 2, 3).

a) Geben Sie simtliche Teilmengenbeziehungen zwischen diesen 9 Mengen (hys it As)
an!

b) Charakterisieren Sie die entstandenen 3 Kreisringe mit Hilfe der 9 Mengen!

Untersuchen Sie die folgenden Zahlen z auf Zugehorigkeit zu den Zahlenbereichen N, Z,
Q-+, 0 und R! Schreiben Sie die erkannten Beziehungen mit Hilfe des Symbols € bzw. ¢!

o, 10 ] Bgal 4 H._ 13 2
6 3 9 6 R
3 5 5
Dz 07 =— e z=2.14 0)z=(-85:=
z=0 P 7 (-85 3
T =3 300
g)z=V15-13 h)z =7118: ]2 z==-—.05
151 2= Vi -
Untersuchen Sie, ob die Zahl x zur Lésungsmenge der angegebenen Gleichung gehort!
2 T 8 | 3 x* -9
A S it [ 4 2. =
S0 TE YTE T3 e Sy =0

8 2
)x=12- 3 2; 23v2 =3v+14=0

dy=logz8+1: (x =2)(x =3(x -4 =0
) x=23-112; cosx =1
f)x =5+ |2; sin?y +cos?x =1

Untersuchen Sie, ob die Zahl s zur Losungsmenge der angegebenen Ungleichung ge-
hort!

8
‘d)x=i+£; s+5<7 h).\-=£—-—; 2-s5>1
11 26 17 9
9 s+ 1
c)s=05-045:—: 65 — 04 > 8 +02 d) s =08-097: < 0,1

7 s =1
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Ermitteln Sie die Lo ngen der Gleich (Grundbereich R)!
10.12a)2x +65=2—x I.1ta) | -3-9
b) 4x + 5 = 12x — (16x + 7) b) x| +3 =1
) x2 —4x =2x -7 9 |x + 0,5 =2,5
d) x(x +7) = x(x — 1) d) |y — %’ =2
O (X +3) =13 =(x+2)(x —2) + 6x a n mer o B
x+ 1 Xt —x =2
12.  Geben Sie jeweils die Losungsmengen der beiden Ungleichungen an (Grundbereich R),
und untersuchen Sie, ob eine Teilmengenbeziehung zwischen ihnen besteht! Beschreiben
Sie ferner den Durchschnitt der beiden Losungsmengen!
) 2x>x-3; x+3<Tx—6
b) 4x + 7,5 < 2x + 1,3; +I>” 5x
X W < 2ZX I, X 7 T X
)Sx+11>3x—-7; 2x -7 <Tx +3
d) 5x +7 <2x+2); 3x+1)> 2 —5)
13. Bei welchen der folgenden Mengen geordneter Paare handelt es sich um Funktionen?
Bestimmen Sie deren Definitionsbereich und Wertebereich !
4) Menge aller [x; y] mitxe N,0 < x < 10,yeNundy > x
b) Menge aller [x; Y] mit xe Z und y = x?
¢) Menge aller [x; y] mit x € Z und x = y?
1
d) Menge aller [x; y] mit xe Q und y = =
5 : 3 2
¢) Menge aller [x; y] mit xe Rund y = \/5 - x
) Menge aller [x; Y mit xe Rund ye Zund x — | < PEX
14. Bei welchen der folgenden Gleichungen ist die Menge der Losungen [x; y] eine Funktion?
a)3y + 2x = 10 b)y* + x2 =9 Ay +6x=0
P 3_
dy-Jx=0 e)y’ =x fyy =Vx
15, Zeichnen Sie die Graphen g, und g, der Funktionen mit den Gleichungen

y=05x—1 bzw. y= —x +3 (xeR)

in ein rechtwinkliges x,y-Koordinatensystem!

Beschreiben Sie die folgenden Mengen von Punkten Q(x; y) unter Verwendung der Wér-
ter ,,oberhalb** und ,,unterhalb*!

a)M; ={Q(x;y);xeR, yeR, y <0,5x — 1}

by M; = {Q(x;y);xeR, yeR, y > —x + 3}

) M3 = {Q(x;y); xe R, yeR, y <05x — 1 und x < 0}

d) My = {Q(x;9); x€eR, yeR, y> —x +3und x > 0}

e) M: = {Q(x;y); xeR, yeR, y > 0,5x — 1 und y > —x + 3}

f) Ms = {Q(x;y); xeR, yeR, y = 05x — 1 und y < —x + 3}
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2 Der Begriff der Zahlenfolge

Um den Begriff ,,Zahlenfolge™ zu definieren, wollen wir uns durch die Bearbeitung des folgenden
Auftrages das Charakteristische einer solchen Folge vergegenwirtigen.

@ 4 Unter a) bis f) sind Anfangsstiicke von Zahlenfolgen gegeben. Geben Sie jeweils an, nach
welchem Prinzip sie gebildet worden sein konnten! Setzen Sie dementsprechend die Fol-
gen um jeweils 4 Glieder fort!

a) =7; =315 ... b):25 55 105 175w

1 1
1) 1,15 0,9; 1,01; 0,99; ..: )iy Iy =
: SRR

1
3 1§ s
4

In allen Beispielen im Auftrag A 4 sind Zahlen in einer bestimmten Reihenfolge aufgeschrieben.

3 p—
So stehtin ¢) an 3. Stelle die Zahl 7: in f)ist diese 3. Stelle durch 22 besetzt. Durchnumerierte

Plitze sind also von Zahlen belegt. Da man zum Numerieren der Plitze natiirliche Zahlen
benutzt, kann man auch sagen:

Den natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... sind die jeweiligen Zahlen zugeordnet.

Dadurch sind geordnete Paare von Zahlen entstanden, bei denen an erster Stelle immer eine
natiirliche Zahl steht. Auch wenn bei a) bis f) diese Paare nicht sichtbar aufgeschrieben sind,
so ist die betreffende natiirliche Zah! doch durch die jeweilige Stelle gegeben, an der das Folgen-
glied steht.

Damit ist eine Zahlenfolge eine spezielle Funktion: ihre Besonderheit liegt in der Artihres Defini-
tionsbereiches, eben einer Menge natiirlicher Zahlen.

> | DEFINITION
Zahlenfolge = pcFunktion mit einer Menge natiirlicher Zahlen als Definitionsbereich und einer
Menge reeller Zghlen als Wertebereich.

Die Elemente des Wertebereiches heiBen Glieder der Zahlenfolge.

Je nachdem, ob der Definitionsbereich endlich viele oder unendlich viele natiirliche Zahlen ent-
hélt, spricht man von einer endlichen Zahlenfolge bzw. von einer unendlichen Zahlenfolge.
Nach Definition A 1 ist zum Beispiel auch die Menge der geraden Zahlen zwischen 10 und 50
oder die Menge aller ungeraden Zahlen als Definitionsbereich moglich. Wir werden uns aber
vor allem mit solchen Folgen beschaftigen, deren Definitionsbereich N selbst (meist ohne die 0)
oder eine solche endliche Teilmenge von N ist, die alle und nur die Zahlen bis zu einer be-
stimmten enthilt, ein sogenanntes Anfangsstiick von N ist.

Wenn kiinftig von einer ,,Folge™ ohne Angabe eines Definitionsbereiches gesprochen wird. so
soll darunter stets eine Zahlenfolge verstanden werden, deren Definitionsbereich die Menge der
natiirlichen Zahlen auBer 0 ist. Durch das AusschlieBen von 0 wird erreicht, daB3 der Zahl 1
auch tatsichlich das 1. Glied der Folge zugeordnet ist.

Zur besseren Heraushebung aus der Menge aller Funktionen verwendet man bei Folgen meist
besondere Bezeichnungen. Man schreibt zum Beispiel

k,m,n fiir das Argument;
ay, by fiir das zu k bzw. n gehorige Folgenglied (den Funktionswert);
(ay), (hy) fiir die gesamte Folge, ausfiihrlich auch

(@) = (ay; az: ...; @) bzw. (@) = (ayiaz; ..iap ...
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®m 4 Fiir die Folge, die aus der Funktion mit der Gleichung y = %x — 1 (x beliebig reell)

[ ]
>

durch Einschrinkung des Definitionsbereiches auf die Menge der natiirlichen Zahlen
n > 0 entsteht, bedeutet die Verwendung der obengenannten Symbole:

1
f(4) =a, = S 4 —1 =1 istdas 4. Glied der Folge.

1
f(n) =a, = 7:1 -1 ist das n-te Glied der Folge.
Die Gleichung
1 |
ap = Fiae 1 ist eine Zuordnungsvorschrift der Folge und
1 entspricht einer Funktionsgleichung.
f=(ay) = (_2_,, - 1) ist die gesamte Folge.
Zum schnelleren Verstindnis schreibt man mitunter auch:
1 1 1
= | =25 05 =5 iy =15 )
Y ( 7 Oigi g >

Wenn man 0 in den Definitionsbereich einbezieht, ihn also durch ne N oder n = 0

kennzeichnet, so ist

1

a, = ?~4 — 1 =1 das 5. Glied der Folge, weil diese mit
1

ao=7‘0 — 1 = —1 beginnt.

Als Wertetafel fiir die ersten 6 Folgenglieder erhalten wir

1 2 3 4 5
a, —05/]0 05 |1 15
an
2 o
o
1 o
1 o
e 3 A é 6 n
=1
Bild A9

k
Betrachtet werden die Folgen (1) (3k — 1); (2) (7); 3) (

2) Geben Sie jeweils a,, a,, a3, as, as an!
b) Geben Sie jeweils a,00 und asoo an!

Dieses Anfangsstiick der Folge ist
im Bild A9 graphisch dargestellt.
Wegen der Art des Definitionsberei-
ches besteht die graphische Darstel-
lung der Folge aus isolierten Punk-
ten. Wiirde man diese Punkte mitein-
ander verbinden, so entstiinde eine
Gerade, dieder Graph der Funktion

¥ =f(x) =%x -1 (xeR)

im entsprechenden ., y-Koordina-
tensystem wire.

3k —

4
): (4) (k — k?).

©) Sind die Zahlen 17; 1; 0; —1; —20 Glieder dieser Folgen? Wenn ja, zu welchem &

gehdren sie jeweils?

d) Stellen Sie die Folgen fiir | < k < 5 graphisch dar!
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2 6 Geben Sie fiir die Folgen a), b) und f) im Auftrag A 4 eine geeignete Zuordnungsvor-
schrift an! Berechnen Sie danach das jeweils 23. Glied!

Bei endlichen Folgen kann man auf eine Zuordnungsvorschrift mit Hilfe eines Terms oder in
Worten verzichten, wenn man samtliche Glieder angibt.

Bei unendlichen Folgen hingegen ist die Angabe einer Zuordnungsvorschrift unbedingt notwen-
dig; denn endlich viele Glieder kdnnen stets zu unterschiedlichen unendlichen Folgen ergidnzt
werden. So ist beispielsweise die Angabe (@) = (152535 ...) eigentlich nicht ausreichend, wenn
man die Folge (ax) = (k) meint. Als Beispiel fiir eine andere Folge mit dem Anfangsstiick
(1;2;3) sei (@) = (k¥ — 6k* + 12k — 6) genannt. .

Die Menge der natiirlichen Zahlen hat die charakteristische Eigenschaft, dal jede Zahl genau
einen (unmittelbaren) Nachfolger und - bis auf die 0 — auch jede Zahl genau einen (unmittel-
baren) Vorginger hat. Demzufolge gilt fiir (unendliche) Folgen:

Jedes Folgenglied hat in der betreffenden Folge genau einen Nachfolger und - bis auf das An-
fangsglied — auch genau einen Vorgénger.

In gewisser Weise nutzt man dies bei einer anderen Art der Festlegung einer Folge.

® 5 a) Die Folge (5k + 2) kann auch folgendermaflen festgelegt werden:
ai =7; ayry = Qg +5
1) Die Folge (n? + 1) = (2;5;10; 17; ...) kann auch folgendermaBen festgelegt werden:
ay = 25 dyry = 8+ 2049 1.

) Das Anfangsstiick 1; 2; 3 hitte auch fortgesetzt werden konnen zu 1 25 3% 55 8 s
mit der Zuordnungsvorschrift:
ap =13 a, = 2; Ay+y = Gx + - .

Die Andersartigkeit der Zuordnungsvorschriften im Beispiel A 5 besteht darin, da3 — von einem
gegebenen Anfang ausgehend — jedes Glied aus voranstehenden Gliedern gewonnen wird;
man spricht deshalb von einer rekursiven') Zuordnungsvorschrift. Demgegeniiber nennt man eine
Zuordnungsvorschrift, wie sie im Beispiel A 4 benutzt wurde, explizit?).

® 7 a) Vergleichen Sie die beiden Arten von Zuordnungsvorschriften, indem Sie fiir das
Beispiel A 5a) beschreiben, wie Sie jeweils das 100. Glied bestimmen wiirden!
) Nennen Sie a, bis as fiir nachstehende Folgen!

(a, =3; gy = ax + k 2)a, = —1;  a= -2; Gysz = Gy Giey
3)a, =1; ey = 2ax — 5
) Geben Sie eine rekursive Zuordnungsvorschrift fiir (a) = (13 2::4:8;5:163 ...) an!

Bei unseren weiteren Uberlegungen werden wir vornehmlich explizite Zuordnungsvorschriften
wihlen. Wenn zum Beispiel in Aufgaben nichts Niheres gesagt wird, ist stets an eine solche
Vorschrift gedacht. Es ist jedoch zu beachten, daB innerhalb der Mathematik, vor allem aber
auBerhalb (Naturwissenschaften, Okonomie u.a.) Folgen zuweilen durch noch andere Zu-
ordnungsvorschriften festgelegt werden.

Beispielsweise kann man den natiirlichen Zahlen sukzessive, beginnend mit einem bestimmten
Tag, die Tagesdurchschnittstemperaturen an einem bestimmten Ort zuordnen. Auch das ist eine
Zuordnungsvorschrift, jedoch ist sie weder explizit noch rekursiv; man kennt die einzelnen
Glieder der Folge immer nur bis zu einer bestimmten Stelle. Solche Folgen treten oft bei Mef3-
reihen, aber auch bei statistischen Angaben iiber Produktionszahlen auf. Haufig bemiiht man
" sich dann, eine Zuordnungsvorschrift zu finden, die mit Hilfe von Termen und Gleichungen for-
muliert ist und den realen Sachverhalt wenigstens niherungsweise beschreibt.

1) recurrere (lat.) - zuriicklaufen
2) explicare (lat.) — erkldren

2 [001156]
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Aufgaben

1l Geben Sie von den nachstehenden Folgen die ersten fiinf Glieder an!
5k 1 =
a) 8k = 7) M(T) ci(r) d) (k2 — k) L,(z%) ,,((~|)k¥)

Sind die Zahlen 1; 25; 0; —2; —30; 100 Glieder der nachstehenden Folgen?
Wenn ja, zu welchem k gehoren sie jeweils?

N~

k
'”(T) b) (3k - 5) ) (Tk — k?)
Gegeben sind jeweils einige Glieder einer Zahlenfolge. Geben Sie eine Zuordnungsvorschrift
fiir diese Folgen an! Ergénzen Sie dann so, daB jeweils die Glieder a, as, ..., as vorliegen!
4 6 8
3.1 ayar=—17; ay = =23; a3 = -29 J.T.n(lz=?; a,=?: @ ==
7 3
hyay =4; as :7; ag = > b)as =5; ag =2,5; a; = 1,25
1 6 8
c)ar=1; == t')01=—E; 9 =35
_ 1 _ | _ 14
B 5 “= "o

Ermitteln Sie fiir nachstehende Folgen die ersten fiinf Glieder, und stellen Sie d‘iese graphisch
dar! Geben Sie maglichst auch explizite Zuordnungsvorschriften an'!

1 3
5.1 a)ai =2 @y =av+— 6.1 aja==; &y =S a

3

mayr =1; auy =2a -5 b)ay =0; a,=— 7; vz = G4 Gyey

3 Monotonie von Folgen

Folgen sind spezielle Funktionen. Deshalb ist es naheliegend, bei ihnen nach dem Zutreffen
wichtiger Funktionseigenschaften zu fragen und solche Eigenschaften gegebenenfalls fiir Folgen
besonders zu formulieren. Eine derartige Eigenschaft ist die Monotonie.

Eine Funktion heiB3t monoton wachsend, wenn bei wachsenden Argumenten die Funktionswerte
ebenfalls wachsen, zumindest nicht kleiner werden. Bei umgekehrtem Verhalten spricht man von
monotonem Fallen.

® & Beschreiben Sie die im Bild A 10 dargestellten Funktionen in ihrem Monotoniever-

halten!
> DEFINITION
Eine Zahlenfolge (ay) heifit hsend = ¢ Fiir jedes k gilt a; = a; |
Eine Zahlenfolge (ay) heiBit Sallend =y Fiir jedes k gilt a;, = a,

Will man zum Ausdruck bringen, daB jedes Glied tatsiichlich kleiner (bzw. groBer) als sein Nach-
folger ist, so spricht man von strenger Monotonie.

Folgen, deren Glieder simtlich einander gleich sind, heiBlen konstante Folgen. Sie sind also so-
wohl monoton wachsend ‘als auch monoton fallend: denn mit ay = ay, gilt sowohl @, < a4y,
als auch a, = ayy,.
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f(x) = logg x f(x)=x—'Z f[x)=x"‘|
y A Y4l
]k
/ \
1 / A g R
P b S~
- + " e "
0 1 X ) 1 | o 0 1 3
a) b) \ c)
flx) = —x2 +1 flx) = —x3 fx) = sinx
y y y
: %
\ N 11 ~
P N\ /7
Y T -1 o]\ x |7 NP
_1\\
d) N f)
Bild A 10

Zur Untersuchung einer Folge auf Monotonie formt man die in der Definition A 2 benutzten
Ungleichungen um zu den Ungleichungen

ayer —ax 20 bzw. a1 — ax =0.
Man untersucht also, ob die Differenzen benachbarter Glieder stets nicht negativ oder nicht
positiv sind.

k
¥ O Fiir die Folge (5 - —2—) gilt fiir alle k:

k+1

k
Gy —ax =5 — =5 g =g mmy

sy —ax < 0

Da die Differenz a,. — a fur alle k negativ ist, fillt die Folge monoton, und zwar
sogar streng monoton.

-1 1 2 3
L Fiir die Folge(” ) = (0; ) gilt:
n

7v ?, _4"; )
n n—1 nr—(n—=1n+1 n* —(n* = 1)
Aper — Gn = - = =
n+1 n (n+1)n (n+1n
|
sy — @y = ————— > 0 (da der Nenner wegen n > 0 stets positiv ist)
(n+ n

Die Folge ist also streng monoton wachsend.

® 8 Zu untersuchen ist die Folge (k* — 8k). Bei ihr ist
ak+,—ak=(k+l)z—8(k+1)~(kz—8k)=k2+2k+l—8k—8—k2+8k

=2k =1
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Diese Differenz ist fiir 0 < k < 3 negativ, sonst positiv. Die Folge ist also nicht monoton.

Man sagt auch: Die Folge fillt bis k < 4 monoton und wichst monoton ab k = 4.
Das Beispiel A 8 zeigt, daB man beim Untersuchen einer Folge auf Monotonie aus dem Be-
rechnen nur einiger Glieder nicht voreilige SchluBfolgerungen ziehen darf.

IN o 4
@9 Die Folge ((—I)" T) ist nicht monoton; denn fiir gerades gilta, > 0 > a,,,, und fiir
\ Il

ungerades 7 gilt a, < 0 < a,4,.
Bei den spiteren Anwendungen kommen zwei Arten von Folgen, die eine besondere RegelmiBig-
keit aufweisen, relativ hiufig vor; sie werden arith he Folgen beziet geometrische
Folgen genannt.
Arithmetische Folgen treten iiberall dort auf, wo sich ein gewisser Anfangswert mehrmals um
einen festen Wert vermehrt oder auch vermindert, zum Beispiel, wenn tiglich die gleiche An-
zahl von Gegenstinden produziert oder die gleiche Futtermenge verbraucht wird.

» 3 | DEFINITION
Eine Zah (ay) heiBt arith ische Folge
= pr Es gibt eine Zahl d, so dab fiir jedes & gilt a; , ;= a +d

Diese feste Zahl d heift Differenz der (arithmetischen) Folge.

Differenz d = ay., — ay
Eine arithmetische Zahlenfolge mit dem Anfangsglied @, (z. B. @, = 5) und der Differenz d
(z. B. d = 7) beginnt also mit

ag; a, =5;

a, =a, + d; a=5+7=12;

ay =a, +d=a, + 2d; a3 =12+7=5+2-7=19;
5+ 37 =26;

as =ay +d=a, + 3d; as =19 +7 =

Das k-te Glied einer jeden arithmetischen Zahlenfolge erhilt man, indem man zum Anfangs-
glied die Differenz (k — 1)-mal addiert.

k-tes Glied ay = a, + (k — 1)d
(Statt @, wird hiufig nur a geschrieben.)
Jede Folge der Vielfachen einer bestimmten Zahl z (d = z), jede konstante Folge (¢ = 0) und
auch die Folge der natiirlichen Zahlen selbst (¢ = 1) ist eine solche arithmetische Folge.
Aus jeder linearen Funktion geht eine arithmetische Folge hervor, wenn man den Definitions-
bereich auf natiirliche Zahlen einschrinkt.

® 9 a)Geben Sie fiir die Folge (a,) = (2k — 7) Anfangsglied und Differenz an!
b)Stellen Sie einen Zusammenhang her zwischen der Funktionsgleichung y = mx + n
und der Gleichung a, = a, + (k — 1) d!
¢)Machen Sie eine Aussage iiber die Monotonie arithmetischer Zahlenfolgen, und
beweisen Sie diese Aussage!
Von édhnlicher Einfachheit wie die arithmetischen Folgen sind die geometrischen Folgen. Bei
ihnen erfolgt die Verinderung von Glied zu Glied dadurch, daB stets mit der gleichen Zahl
multipliziert wird.

» 4 | DEFINITION
Eine Zahlenfolge (¢, ) heiBt geomerrische Folge
= pr Es gibt eine Zahl ¢ (¢ + 0), so daB fiir jedes & gilt
U] = dgq
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Man kann auch sagen: Aufeinanderfolgende Glieder bilden stets das gleiche Verhiltnis g.
Dieses konstante Verhiltnis ¢ hei3t Quotient der (geometrischen) Folge.

Quotient ¢ = ax+1: ax

Eine geometrische Zahlenfolge mit dem Anfangsglied a, (zum Beispiel @, = 10) und dem Quo-
tienten g (zum Beispiel ¢ = 5) beginnt also mit

a; a, = 10;

a =a, - q; a, =105 = 50;

ay=a; q=aq; as =50-5=10-5% =250,
as=as-q=a'q*>; a,=250-5=10-5=1250;

Das k-te Glied einer geometrischen Folge erhdlt man, indem man das Anfangsglied a, (a; #+ 0)
(k — 1)-mal mit ¢ multipliziert.
k-tes Glied a; = a, - ¢“!
(Statt a, schreibt man haufig nur a.)
Jede Folge der Potenzen einer bestimmten Zahl z (¢ = z), aber auch jede konstante Folge (¢ =1),
sofern ihre Glieder nicht simtlich Null sind, ist eine geometrische Folge.
In der Praxis treten geometrische Folgen zum Beispiel beim Anwachsen eines Guthabens durch
jahrliche Verzinsung auf, wenn die Zinsen nicht abgehoben werden, aber auch beim ungestorten
Wachstum einer Bakterienkultur oder beim radioaktiven Zerfall.
@ |0 a) Welche Analogie konnen Sie zwischen den arithmetischen und den geometrischen
Folgen feststellen?
1) Aus welchen Funktionen ergeben sich durch Einschrinken des Definitionsbereiches
geometrische Folgen?
¢) Machen Sie Aussagen iiber die Monotonie geometrischer Folgen (¢ > 0), und versu-
chen Sie, diese Aussagen zu beweisen! (Hinweis: Achten Sie auf notwendige Fall-
unterscheidungen fiir @ und ¢!)

Aufgaben

1 Untersuchen Sie nachstehende Folgen auf Monotonie!

o) D) o) ol

Die Folgen (a,) sind monoton wach- 3. Die Folgen (b,) sind monoton fallend.

send. Ermitteln Sie fiir jede der Ermitteln Sie fiir die Zahlen y = —5 und
Zahlen z = 10; 50; 500 ein &, fir y = —120 ein n mit

das gilt by >y Z bpey!

ay < z = agiy! a)(=2n = 1) b)(3n —n?)

¢ =0; bys1 = by — 10
\(9 by Gk +2) ok — k) b Ssibem = B

d)ay = 15 ay = Sa,

Beispiel fiir z = 50 zu a):

Esgilt 9 150

a9 =T < 50 =T = diso-

Also ist k = 149.

4. Setzen Sie die Folgen um vier Glieder fort, so daB} arithmetische Folgen entstehen!
a)2; 3,85 .»e h) 15;.2,5% ... c)—1; =3; ... d)0,7; 0,9; ...
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Berechnen Sie die ersten sechs Glieder der arithmetischen Folge (a,), von der Sie die folgenden
Werte kennen!
Bestimmen Sie jeweils auch a,s und a,-!

51 may=7;d=-1,5 6.1 a)a; =0;d =12
b)as = 11; ag = 31 b)ay; =75;d=9
c)as = =-23;d= —12 ¢)ag =19;ay = 14,5
d)as =25;d = —0,01 da; =68;d =86
Jay;; = —6;a,, = -9 e)a;=5a,=9

i Welche Folgen in den Aufgaben 1. bis 3. sind arithmetische Folgen?

8 Setzen Sie die Folgen um vier Glieder fort, so daB geometrische Folgen entstehen!
2)3;6; .. b)36;12; ... ©) —4; —V16; ...
1
d) = i; e €)1 =25 .. f) —-20; -5; ...
24

Berechnen Sie die ersten fiinf Glieder der geometrischen Folge (), von der nachstehende Werte
bekannt sind! Beschreiben Sie die Folgen hinsichtlich Monotonie!

9.1 a)a; =07;9g=2 10.1 a)a, = 5;a, =45;¢4 <0
3
b)ay =3;9=0,5 l)\a5:7;(/:?
clay = =2;¢9 = -1 Cla, = 64;¢ =04
dyas; = —1; a4 = 0,25 da, =9,1;a, =26

11. Welche Folgen in den Aufgaben 1. bis 3. sind geometrische Folgen?

4  Partialsummen

In jedem Teilbetrieb eines ,,VEB Dienstleistungen™ wird monatlich iiber die Produktions-
leistungen abgerechnet.

So ergibt sich beispielsweise in einer MaBschneiderei fiir die einzelnen Monate eines Planjahres
eine zwolfgliedrige Folge.

(1) Produktionsleistungen im Monat

LeistunginT™M | 9,4 [ 9.2 | 11,1 | 10,7 | 10,5 |97 | 79| 7,6 [ 99 [ 108 [ 11,3 | 9,5

Fiir eine kontinuierliche Kontrolle der Planerfiillung st aber beispielsweise statt der Produk-
tionsleistung im Mai die Produktionsleistung vom Jahresbeginn bis zum Monat Mai einschlief-
lich wesentlicher. Ermittelt man solche Werte fiir jeden Monat, so erhilt man aus (1) eine neue
Folge, von der die folgende Tabelle nur die Glieder fiir die ersten beiden Quartale ausweist.

.

(2) Produktionsleistungen bis einschlieflich Monat

L 2 3 4 5 6 7

Leistung in TMl9,4 18,6 | 29,7 | 40,4 [ 509 [ 60,6

@® |1 Vervollstindigen Sie die Folge (2)!
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@ |2 Ermitteln Sie umgekehrt aus der Folge (3) die in jedem Quartal zu erbringenden Produk-
tionsleistungen!

(3) Geplante Produktionsleistungen bis Ende Quartal

{1 11 111 v

Leistung in TM | 28,2 54,8 82,8 110,4

Derartige Summenbildungen treten nicht nur bei den Produktionsleistungen auf. Fiir die Arbeit
in den Betriebsteilen sind auBerdem dhnliche Angaben hinsichtlich Materialverbrauch, Lohn-
kosten usw. wichtig. Solchen Sachverhalten begegnen wir aber bei vielen Problemen der Planung
und Leitung der Volkswirtschaft und weit iiber die Belange einzelner Betriebsteile oder Betriebe
hinaus.
Zur allgemeinen Untersuchung der Summenbildung iiber mehrere Folgenglieder dient der Be-
griff der Partialsumme') (Teilsumme). Es sei

(@) = (ay; az; as; .. an; -)
eine Zahlenfolge.
Die Zahlen

§1 = ap;

s =a, +a,.

sy =a, +a; + as

a, +a; +az + ... +a,

bezeichnet man als Partialsummen dieser Folge (ax).
Zum Beispiel ist s3 = a, + a; + a; die dritte Partial von (ay),
n-te Partialsumme von (ay):

Se=ay + Gy + a3 + .. + Aoy + Gy
Die n-te Partialsumme hat also » Summanden.
Die Partialsummen von (a,) bilden wiederum eine Folge

() = (515 525 535 o0} Sa3 -)-
Man kann sie rekursiv beschreiben durch:
S1 =@y Sas1 = Sa + Gny flrallen = 1.
@ |3 Ermitteln Sie die ersten fiinf Partialsummen- der Folgen a) bis c)!
k
DG+ BGK) o (W)
® 14 Eine Folge (a,) habe die Partialsummenfolge (si) = (15 8; 27; ...; k3; ...) = (k).
Geben Sie die ersten sechs Glieder der Folge (a;) an!

Fiir das Arbeiten mit Summen erweist sich die Schreibweise mit dem Summenzeichen ¥?) als
besonders bequem.
Fiir die n-te Partialsumme
Sp=@a; + G + ... + - +a,
der Folge (a,) schreibt man kurz
n

> a (Lies: ,,Summe a; liber alle k& von 1 bis n*).
k=1

1) pars (lat.) - Teil
2) Griechischer GroBbuchstabe ,,sigma*, entspricht dem S in der lateinischen Schrift
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]

[

2 I1-D+2-2-D+Q23-D+R24-1D+2-5-1
= 1 + 3 + 5 + 7 + 9
b) ¥ 2 =20 42! 422 423 424 4 25
=] Y AR R TG
© iﬂ(—l)"3"=l—3+9-27+8|—243

S
wi0 a) Y (2
k=1

® 15 Welche der vier Terme a) bis d) stellen die gleiche Summe dar?
7 4 ¥ 6
a) 3 2! b) ¥ 21 €) 3 om d) ¥ 2
k=1 n=1 m=0 n=0
® |1 Fiir die Folge der ungeraden (natiirlichen) Zahlen (@) = 2k — 1) = (1;3;5;7;9; ...)
ergeben sich die Partialsummen

2
52= Y Qk=1)=1+3=4;
k=1

3
53=Y 2k—-1)=1+3+5=9;
k=1
4
Sa=2 k-1 =1+3+5+7=16;
k=1
5
ss=2> 2k —1)=1+3+5+7+9=25

=
I

Auch fiir die erste Partialsumme s, , die ja eigentlich keine ,,Summe* ist, kann man das
Summenzeichen benutzen:

1
=Y @k-1)=1
k=)

Erhiélt man die Aufgabe, die Summe der ersten einhundert ungeraden Zahlen, also fiir die Folge
(ay) = (2k — 1) aus Beispiel A 11 die 100. Partialsumme

100
stoo= 2 Rk —1)=1+3+5+ ...+ 197 +199
k=1

zu ermitteln, so wire es duBerst mithsam, diese Aufgabe durch fortgesetzte Addition, gewisser-
maflen entsprechend der rekursiven Zuordnungsvorschrift von (s,), zu l6sen. ZweckmaBiger ist
es, nach einer allgemeinen GesetzmiBigkeit zu suchen, also nach einer Méglichkeit, die n-te
Partialsumme

x,,=z":(Zk—l)=1+3+5+.,.+(2n-3)+(2n—|)
k=1

durch einen einfachen Term mit der Variablen n auszudriicken. Man erhielte dann s, 40, indem
man diesen Term fiir # = 100 berechnete. Auf diese Weise hitte man zugleich eine explizite
Zuordnungsvorschrift fiir die Folge (s;) der Partialsummen von (a,) und eine Summenformel
fiir (ay).

Um zu einer solchen Summenformel fiir die Folge der ungeraden Zahlen zu gelangen, betrachten
wir die Ergebnisse von Beispiel A 11. Daraus vermuten wir, daf sich als Partialsummenfolge
die Folge der Quadratzahlen ergibt:

n
Sa= 2 (2k — 1) = n2
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Fiir die Summe der ersten einhundert ungeraden Zahlen hieBe das

100
Sto0 = 3 2k — 1) =1+3+5+ ...+ 197 + 199 = 100> = 10000.
k=1
GewiBheit iiber die Richtigkeit dieser Angabe und erst recht dariiber, ob > (2k — 1) =n?
k=1

fiir alle » gilt, haben wir jedoch bis jetzt noch nicht. Es ist auch kein Ersatz fiir eine allgemei-
ne Beweisfiihrung, auf die wir spiter noch zuriickkommen werden, wenn wir errechnen:

s =25 + 11 = 6% s7 =36 + 13 =72

® 12 Es ist eine Vermutung iiber eine Summenformel fiir die Folge (a) = (2*) (k € N), also
fiir die Folge der Zweierpotenzen, aufzustellen.
Losung:
Der Ubersichtlichkeit halber stellen wir die ersten Glieder von () und die dazugehrigen
Partialsummen s, die uns zur Vermutung einer Summenformel fiihren sollen, in einer
Tabelle zusammen:

o [1 [2 13 [« s 6 7 8
1 |2 |a | s |16 [32 | 64 |128 256
1|3 |7 |5 |31 e 127 [255 |su

Ein Vergleich fiihrt auf die Beziehung s, = 2a, — 1 oder s, = ay; — |
und damit auf s, = 2¢+1 — 1.
Wir vermuten also

als Formel fiir die Summe der ersten n + 1 Zweierpotenzen.
W |3 Es ist eine Vermutung iiber eine Summenformel fiir die Folge (bx) = (3*) (k € N), also
fiir die Folge der Dreierpotenzen, aufzustellen.
Léosung:
Wie im Beispiel A 12 legen wir eine Tabelle an:

1 2 3 4 5
3 9 27 81 243
4 13 40 121 364

Wegen der Analogie zur Folge der Zweierpotenzen vermuten wir auch hier einen Zusam-
menhang zwischen s, und b, oder - in diesem Falle noch einfacher — zwischen s, und
bk+l .
@® 16 a) Setzen Sie die Losung zum Beispiel A 13 fort, und verfahren Sie dabei wie bei der Folge
der Zweierpotenzen im Beispiel A 12!
b) Geben Sie beide Summenformeln fiir die ersten # Potenzen an!
Auch die fiir die Summen der Zweier- und Dreierpotenzen aufgestellten Formeln sind bis jetzt
lediglich Vermutungen. Wir sind auf sie wie auf die Summenformel fiir die ungeraden Zahlen
gekommen, indem wir Einzelergebnisse verallgemeinert haben. Eine solche Vorgehensweise
bezeichnet man als induktiv'). Derartige Induktionen sind in den Wissenschaften allgemein

1) inducere (lat.) - hireinfithren



26 A Zahlenfolgen — Volistiandige Induktion

iiblich, um zu neuen Erkenntnissen zu gelangen; sie liefern aber keine Sicherheit, daB die ver-
mutete GesetzmaBigkeit auch wirklich zutrifft.

Eine Maoglichkeit, GewiBheit iiber die Richtigkeit der vermuteten Formeln zu erhalten, bietet
das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion. Dieses Verfahren ist Gegenstand der nichsten
Lerneinheiten.

1 Schreiben Sie folgende Summen ausfiihrlich!

S (sk + 3 > (LY ; ' s !
a) + 3) b) (—) [& _— d ="
Z, P Errrn Y ECYT
2 Ordnen Sie die folgenden Terme so, daB3 Sie die Zeichen ,, <*“ und ,, =" in richtiger Weise

dazwischen setzen konnen!

8 7 8 5 8
a) X ky X (k+8); 1+ X ks Y k+ 2k
1 k=1 k=2 =1 k=5

k= k
10 1 1o 9 1 1 1
b) ¥ —; —; — —
A=t N a=2 N a=on+ 1 mzam-—1
5 4 3 3
JE oy Yo Xan 5 8
k=2 p=1 n=0 k=0
3 Schreiben Sie folgende Summen unter Verwendung des Summenzeichens!

a)5+ 11 + 17 +23 +29 + 35+ 41 +47 + 53 + 59
Byl ek b L g L
2 4 8 16 32 64
)2 —-6+10—14 + 18 — 22 + 26 — 30
d)2 4+ 6+ 12 +20 + 30 + 42 + 56 + 72 + 90
4. Ermitteln Sie fiir die Folgen a) und b) Summenformeln in gleicher Weise wie in den
Beispielen A 12 und A 13 bzw. im Auftrag A 16! Schreiben Sie die vermuteten Summen-
formeln mit Hilfe des Summenzeichens!

(@) = (2k) b)) = (m)

5. Vermuten Sie allgemeine Summenformelin!
1) < _]—‘ ,”ZkA2k~l
m=13m —=2)(3m + 1) k=2
6. CarL FriebricH Gauss (1777 bis 1855) soll als Neunjihriger die vom Lehrer ver-
langte Addition der natiirlichen Zahlen von 1 bis 100 iiber Erwarten schnell aus-
gefiihrt haben. Dazu faBite er zunichst die Zahlen zu den 50 Paaren
1+ 100;2 + 99;3 + 98; ...; 49 + 52; 50 + 51
zusammen und erhielt als Summe: 50 - 101 = 5050.
Ermitteln Sie in gleicher Weise die Summe der ersten einhundert ungeraden Zahlen!
Vergleichen Sie mit dem Ergebnis von Seite 25!
Das in Aufgabe 6. beschriebene Verfahren laBt sich abwandeln, wie nachstehendes
Beispiel fiir die 9. Partialsumme der Folge (3k + 2) (k = 0) zeigt:
So=2+5+8+ 11 +14+17 +20 +23 +26
5o =26+23+20+ 17+ 14+ 11 +8+5+2
So + 8o = 259 = 9-28
so =914 =126
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In welcher Hinsicht ist dieses Verfahren zweckmaBiger?

Ermitteln Sie ebenso die Summe der ersten fiinfzig natiirlichen Zahlen, die bei Teilung
durch 3 den Rest | lassen! Fiir welche Art von Folgen lift sich eine Summenberechnung
so verhiltnismaBig bequem durchfiihren?

Vermuten Sie wie im Beispiel A 12 eine Summenformel fiir die Folge der Viererpotenzen'!

Vermuten Sie auf Grund der Ergebnisse des Beispiels A 12 und der Aufgabe 8. eine
allgemeine Summenformel fiir die Folge (a) = (z*) der Potenzen einer beliebigen natiir-
lichen Zahl z > 1!

1
Untersuchen Sie die Partialsummenfolge von (?) und iiberlegen Sie daran, ob die

vermutete Formel auch fiir gebrochene Zahlen = zutreffen kann!

Zusammenfassung

Zahlenfolgen heiflen solche Funktionen, bei denen

- der Definitionsbereich D eine Menge natiirlicher Zahlen ist (D = N oder D = N);
— der Wertebereich W eine Menge reeller Zahlen ist (W < R).

Wenn D endlich ist, so heiBt auch die Folge endlich.

Bezeichnungen:

- fiir die ganze Folge: (ay) = (a,; as; as; ...);

— fiir das k-te Glied: ay;

- Explizite Zuordnungsvorschrift: Term /(k) mit der Variablen 4;

— a, = f(k) entspricht einer Funktionsgleichung.

Graphische Darstellung im [k ; a,]-Koordinatensystem ergibt eine Menge |sol|erter Punkte.
(An Stelle von a und k konnen auch andere Variablen auftreten.)

Zahlenfolge (ay) heillt monoton

wachsend, fallend,
wenn fiir alle & gilt: wenn fiir alle k& gilt:
sy Z Gy sy = .

Daraus folgt fiir die Untersuchung einer Folge (a;) auf Monotonie:
Wenn fiir alle & gilt:
Qs —ay 2 0, aey —ax £ 0,
so ist (@) monoton wachsend. so ist (ay) monoton fallend.

Zahlenfolge (ay) heif3t

arithmetische Folge, geometrische Folge,

wenn fir alle & gilt: wenn fiir alle & gilt:
sy —ay =d Aoyt ay = ¢

(d fest). (g fest; ¢ + 0; a, + 0).

Das bedeutet bei Verwendung der Abkiirzung a, = a
(a) = (aya + dya + 2d, ...)
a=a+ (k - 1)d

Arithmetische Folgen sind monoton, und zwar

(@) = (a; aq; ag?; ...)
a =a- ¢~

monoton fallend
fir d = 0.

monoton wachsend
fiir d = 0.
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Geometrische Folgen sind

monoton wachsend monoton fallend
fire >0undg = 1, fira>0und0 <¢g =1,
fira <O0und0 < ¢ = 1. fiira <Ound g = 1.

Es gibt auch geometrische Folgen, die nicht monoton sind.

Addieren der ersten n Glieder einer Folge (a,) fiihrt zur n-ten Partialsumme von (a):

1

s =@ =3 a
k=1
2

s; =a; +a; =5 +a =3 a
k=1
3

sy=a; +a, +as =s5; +as =Y a

k=1

So=@ ¥+ .. 8=y + A=Y a
. =
Sa =@y, +ay + ... + a, = Y a heiBt n-te Partialsumme von ().
k=1

Die Folge
(515 5235 835 o3 Sn3 oo2)

hei3t Partialsummenfolge fiir (a,).
Eine explizite Zuordnungsvorschrift fiir (s,) ist eine Summenformel fiir ().

5 Der Grundgedanke des Beweisverfahrens durch.
vollstindige Induktion

Um den Grundgedanken des Beweisverfahrens durch vollstindige Induktion zu erfassen,
greifen wir noch einmal auf die bereits vermutete, aber noch nicht bewiesene Formel fiir die
Summe der ungeraden Zahlen (.~ Seite 24) zuriick:

S (2 — 1) = 2.
kg'l( i Bild A 11

Da es um Quadratzahlen geht, konnte man die Begriindung
von einer geometrischen Veranschaulichung ausgehend ver- | K2+
suchen (Bild A 11). Von dem Fiinferquadrat kommt man
durch Anfiigen von2 - 5 + | = 11 Punkten’zu einem Sechser-
quadrat, von diesem durch Anfiigen von 2+ 6 + | = 13 Punk-
ten zu einem Siebenerquadrat, und ,,s0 geht das offensichtlich
immer weiter**. Das heiBt, daB wir immer von einem Quadrat
aus k? Gitterpunkten durch Anfiigen von 2k + 1 Punkten zu
einem Quadrat aus (k + 1) Gitterpunkten gefiihrt werden
(Bild A 12).
Sket = Sk + Gerr Mit @y =2k + 1) =1 =2k +1 J 1
=k + 2k + 1) =k +2k +1
=(k +1)?
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O —

e} ® O o0 O 00 o000 O
0.0 L Ne) ® 00 O 0 00 O
(B S S) 00 O 000 O
& CH @) L el
Q0008 O
1 A 9 16 25
Allgemein gilt also fiir jede belicbige natiirliche Zahl k: Bild A 12

Wenn die Summe der ersten & ungeraden Zahlen A2 ist,

dann ist die Summe der ersten & + | ungeraden Zahlen (k + 1)2.
Oder:

Aus sy =1 +3+5+ ..+ 2k —1) =42

folgt sysv = 1 +3 +5+ ..+ 2k = 1)+ 2k + 1) =(k +1)2
Die Wahrheit der zu beweisenden Aussage pflanzt sich also gewissermafBen von jeder beliebigen
natiirlichen Zahl k auf deren Nachfolger k + 1 fort, ,,vererbt sich*.

Nun ist auBerdem mit s, = | = 1% ein ,,Anfang" gesichert.
Das bedeutet:
Aus s, =12 folgt s, = 2%;
|
+
Aus s, = 2% folgt s, = 32;

Aus 5, =32 folgt s, = 42,
usf.

Da wir von | aus durch fortlaufendes Bilden des unmittelbaren Nachfolgers (fortlaufende
Addition von 1) jede - noch so groBe - natiirliche Zahl n erreichen, gilt die zu beweisende Aus-
sage fur alle natiirlichen n = 1.
Diese Uberlegung sei noch einmal an zwei Beispielen veranschaulicht:
(a)  Jeder Stein in einer Reihe von Dominosteinen fillt gewil um, wenn folgendes der Fall
ist (Bild A 13)"):
— Der erste Stein wird umgestof3en;
- die Reihe ist so aufgebaut, dal} jeder fallende

Stein-auch den niichsten umwirft. l 9

') Nach H. STEINHAUS: Kaleidoskop
der Mathematik.
VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin e
1959, S. 46

Bild A 13
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(b) Eine Gruppe, zum Beispiel eine Schulklasse, lauft auf einem Wanderpfad ,,im Ginse-
marsch*. Es ist verabredet:
Jeder informiert seinen Hintermann iiber wichtige Beobachtungen und gibt vom Vorder-
mann empfangene Informationen an seinen Hintermann weiter.
Dadurch ist gesichert:
Jede Information, die von dem an der Spitze laufenden Gruppenleiter ausgeht, erreicht
Jjedes Mitglied der Gruppe. Eine Information jedoch, die zum Beispiel von dem 5. Grup-
penmitglied ausgeht, erhalten nur alle nach ihm, das 6., das 7., ... Gruppenmitglied.
Bei diesen Beispielen handelt es sich jedoch um endliche Mengen. Ein Ubertragen dieser SchluB-
weise auf die unendliche Menge N der natiirlichen Zahlen — wie bei der Summe der ungeraden
Zahlen bereits erldutert — ist moglich, weil durch fortgesetzte Nachfolgerbildung von 0 aus die
gesamte Menge N erfaB3t wird, von n, (beispielsweise 1) aus alle natiirlichen Zahlen n = ng.
Wenn man auf diese Weise die Giiltigkeit einer Aussage {iber natiirliche Zahlen nachweisen will,
muB man zweierlei zeigen.
(1)  Anfang: Die Aussage gilt fiir eine bestimmte natiirliche Zahl (meist 0 oder 1) als
Anfangswert.
(2)  ,Vererbung*: Aus der (angenommenen) Giiltigkeit fiir eine natiirliche Zahl & folgt stets
die Giiltigkeit fiir deren Nachfolger & + 1.
Nach (2) tibertrégt sich die Giiltigkeit der Aussage von jeder natiirlichen Zahl auf ihren Nach-
folger, und da nach (1) der Anfang gesichert ist, gilt die Aussage auch fiir al/le natiirlichen
Zahlen, die groBer als der Anfangswert sind.
So soll jetzt die im Beispiel A 12 (.~ Seite 25) vermutete Summenformel s, = 2"*! — | fiir die
Folge (a,) = (2") der Zweierpotenzen bestitigt werden.
® |4 Zu beweisen ist die Giiltigkeit von 20 + 2! + 22 4+ 23 4+ .. + 2! 4 2" = 2"+ — |
fiir jedes natiirliche 7.
Der Beweis besteht aus zwei Teilen:
(1) Anfang: Fiir n = 0 ist zu zeigen 2° = 2' — I.
Das ist aber richtig wegen 2° = [.
(2),,Vererbung*:: Wir nehmen an, die Formel sei fiir eine (beliebige, aber feste) natiirliche
Zahl n = k giiltig:
(M)29 2+ ... .25 4 P =P8 1,
Bei Ubertragung der Giiltigkeit der Formel auf den Nachfolger k& + 1
miilite gelten
20 421 27 4 L 20 4 20 = 20 g,
DaB diese Beziehung wirklich besteht, zeigt die Veranderung der linken
Seite unter Benutzung von (*):
30 420 422 4 L4 2%t 4 2k 4 2k

= 2k+1 _ 4 2k+L
= 2 2831 =

— 2k+2 _ |

= 2 k) +1 _ ]

ZusammengefaBt ergibt sich aus (1) und (2):

Die Summenformel gilt fir n =0 und n=0+4+1=1und n=1+1=2 und
n=2+1=23und ... Da man durch fortgesetzte Nachfolgerbildung (Addition von 1)
schlieBlich jede natiirliche Zahl erreicht, gilt die Formel fiir alle natiirlichen Zahlen.
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@ |7 a)Beweisen Sie wie im Beispiel A 14 die Summenformel fiir die Folge der Dreierpotenzen
n 3+l
=343 $32 4+ L4t p
K=0 2

(7 Auftrag A 16, Seite 25)!

1) Beweisen Sie ebenso die Summenformel

>2%=2+4+6+ ... +2n=nn+1)
k=1

Um zusammenfassend das ,,Prinzip der vollstindigen Induktion* klar formulieren zu konnen,
machen wir uns noch mit einer hiufig anzutreffenden symbolischen Schreibweise vertraut:

Im Zusammenhang mit Aussagen iiber natiirliche Zahlen, um die es ja hier stets geht, werden
Kurzschreibweisen wie

H(n) (Lies: H von n*)
benutzt. Die Ahnlichkeit mit der Funktionsschreibweise /(.x) ist dabei nicht nur duBerlich. Auch
hier wird jeder natiirlichen Zahl n (aus dem ,,Definitionsbereich* von H) eindeutig etwas zu-

geordnet, allerdings keine Zahl, sondern eine Aussage und damit letztlich einer der Werte
,,wahr' oder ,,falsch*.

® |5 a) H(n) bedeute: ,,n* + 3n + 7 ist durch 5 teilbar*.

Bilden Sie H(0), H(2), H(3), H(4), H(8), H(10)!

Welche der so erhaltenen Aussagen sind wahr?

Bilden Sie auch H(k — 1), H(k + 1), H(n + 2), H(2n)!

b) H(») bedeute: ,, 3 2% = 277! — |,
Ak=0

Bilden Sie H(3), H(5), H(n — 1), H(n + 1), H(2n + 1)!

Unter Verwendung dieser Symbolik lautet das Prinzip der volistindigen Induktion wie folgt.

Die Aussage ,,Fiir alle natiirlichen Zahlen n = n, gilt H(n)* ist wahr, wenn folgendes gilt:
1. H(n) ist richtig fiir n = n,;
2. Aus der Giiltigkeit von H(n) fiir n = k folgt fiir beliebiges k die Giiltigkeit fiir n = k + 1.

Ist speziell no = 0, so gilt H(n) fiir alle natiirlichen Zahlen. Folgt beispielsweise dann aus der
Giiltigkeit von H(n) fiir n = k die fir n = k + 2, so ist H(n) fiir alle geraden Zahlen wahr.

Aufgaben

Folgende Aufgabe aus der ,,Unterhaltungsmathematik** ist schon sehr alt:

Ein Brett trigt die Stifte 4, B und H, auf die man zylindrische, in der Mitte durchbohrte

Scheiben verschiedener Grofe stecken kann. Zunichst sind die Scheiben der GroBe nach

auf dem Stift 4 angeordnet (Bild A 14). Sie

sollen einzeln, jedoch mit moglichst wenigen H

Umsetzungen zum Stab B gebracht werden,

um dort wieder solch einen Turm zu bilden s

dabei darf der Hilfsstift H zum Ausweichen

benutzt werden. Niemals darf jedoch ir-

gendwo eine grofBere iiber einer kleineren

Scheibe liegen.

) Versuchen Sie, die Aufgabe mit 6 Schei-
ben zu I6sen, und zihlen Sie, wie viele
Umsetzungen Sie benétigen! == Bild A 14




32 A Zahlenfolgen — Vollstindige Induktion

(Nehmen Sie Miinzen verschiedener GroBe an Stelle der Kreisscheiben, und ersetzen
Sie die Stifte durch markierte Stellen auf einem Stiick Papier! Um wirklich die Mini-
malzahl von Umsetzungen zu erhalten, empfiehlt sich ein Beginn mit einer einzigen
Miinze und Fortschreiten iiber 2 Miinzen, 3 Miinzen usw. bis zu 6 Miinzen.)

b) Erldutern Sie, welche Beziehung zwischen der Anzahl u, und ., der ndtigen
Umsetzungen fiir einen Turm aus k bzw. k + 1 Scheiben besteht!
Wie viele Umsetzungen sind demnach fiir einen Turm aus 8 (10, 12) Scheiben erforder-
lich?

¢) Versuchen Sie, eine allgemeine Formel fiir das Umsetzen von n Scheiben aufzustellen
und ihre Giiltigkeit zu begriinden!

™~

2) Wie viele verschiedene ,,Worter* kann man aus den vier Buchstaben B, E, I, L bilden,
wenn kein Buchstabe mehrfach vorkommen darf und jede beliebige Buchstaben-
zusammenstellung (also z. B. auch ELIB) als ,,Wort** angesehen wird?

b) Wie kann man auf Grund des Ergebnisses von a) sofort ermitteln, wie viele ,,Worter**
sich aus fiinf verschiedenen Buchstaben bilden lassen?

¢) Erlidutern Sie eine allgemeine Beziehung zwischen den Anzahlen moglicher, Worter*
aus k und aus k + | verschiedenen Buchstaben!

3. Erldutern Sie, fiir welche Zahlen n eine bestimmte Aussage mit Sicherheit gilt, wenn
man jcweils folgendes weil3:
a) (1) Die Aussage ist giiltig fiir n = 0.
(2) Fiir beliebiges k gilt: Wenn die Aussage fiir n = k giiltig ist, so gilt sie auch fir
n=k+3.
b) (1) Die Aussage ist nicht giiltig fir 1.
(2) Fiir beliebiges n = k folgt aus der (angenommenen) Giiltigkeit der Aussage fiir
k ihre Giiltigkeit fur & + 1.
¢)(1) Die Aussage ist wahr fiir 0 und 1.
(2) Fiir beliebiges k folgt aus der Wahrheit der Aussage fiir k die Wahrheit fir k& + 2.
d)(1) Die Aussage gilt fiir n = 1.
(2) Aus der Giiltigkeit der Aussage fir n = k folgt die Giiltigkeit fiir n = 2 k.
¢) (1) Die Aussage ist wahr fiir n = 100.
(2) Aus dem Zutreffen der Aussage fiir n = k folgt stets das Zutreffen fiirn = k — 1.
f)(1) Die Aussage trifft zu fir n = 3.
(2) Aus der Giiltigkeit der Aussage fir n =k — 1 folgt ihre Giiltigkeit fir n = k.

6 Beweise fiir Summenformeln mittels vollstindiger Induktion

Beweist man eine Aussage der Form
. Fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt H(n)"
durch vollstindige Induktion, so geschieht dies gemil dem in Satz A | formulierten Prinzip in
zwei Schritten:
1. Induktionsanfang
Bilden von H(n,) fiir eine moglichst kleine natiirliche Zahl no; Uberpriifen, ob H(#,) gilt
2. Induktionsschritt

Zeigen, daB fiir alle k gilt: Wenn H(k), so Hk + 1)
Im Induktionsschritt ist also eine Wenn-so-Aussage zu beweisen, am iibersichtlichsten in der
uns bekannten Weise: ’
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~ Bilden von H(k) als Induktionsvoraussetzung ;

~ Bilden von H(k + 1) als Induktionsbehauptung ;

— Nachweis, daB H(k + 1) aus H(k) folgt (Induktionsbeweis).

Beim Beweisen von Summenformeln (expliziten Zuordnungsvorschriften fiir Partialsummen-
folgen), um das es sich in dieser Lerneinheit durchweg handeln wird, geschieht der Nachweis im
Induktionsschritt im allgemeinen durch Umformen der linken Gleichungsseite von H(k + 1)
s0, daB sich unter Ausnutzung von H(k) die rechte Seite ergibt.

m 15 Zu beweisen ist die Giiltigkeit folgender Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen n:

nln + 1)«
»»Die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis n betrigt M .
Voraussetzung: n ist eine natiirliche Zahl, n > 0.
nin + 1
Behauptung:  Esgilt Hn): 1 +2 +3 4 ... +n = %

Beweis:
1. Induktionsanfang:

12 .
H(1) besagt | = =5 " Das ist aber offensichtlich eine wahre Aussage.

2. Induktionsschritt :
Induktionsvoraussetzung :

Firn =kgelte Hk): 1 +2 +3 + ... + k =@.
Induktionsbehauptung :

Dann ist auch H(k + I) wahr: 1 +2 43+ ... "+ k + (k + 1) =W.
Induktionsbeweis:

T+24+3+ . +k) +k*+1 Zerlegen, um Induktionsvoraussetzung an-
- wenden zu kénnen

k(k + 1
= ( : l +(k+1) Nutzen der Induktionsvoraussetzung
1 2 I
= w Addieren nach Gleichnamigmachen
1
= W Ausklammern

Damit ist gezeigt, daB die Induktionsbehauptung aus der Induktionsvoraussetzung
folgt, wegen des Induktionsanfangs also auch die Giiltigkeit der Aussage H(n) fiir alle
natiirlichen n = 1.
® 19 a) Stellen Sie die Beweisfiihrung aus Beispiel A 15 mit Hilfe des Summenzeichens dar!
b) Vergleichen Sie die bewiesene Summenformel mit der fiir die geraden Zahlen (» Auf-
trag A 17b))!

c) WiegroBist 3> 3k =3 +6 +9 + ... + 3n?
k=1

Soll das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion angewandt werden, so muB die zu bewei-
sende Aussage als Vermutung bereits vorliegen. Eine solche Vermutung gewinnt man oft
(~ Lerneinheit 4) durch Verall, inerung aus der Untersuchung einiger Einzelfille (durch
— ,,unvollstindige** — Induktion). So werden wir auch in dem folgenden Beispiel verfahren.

3 [001156)
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B 16 Gesucht ist eine Summenformel fiir die Folge (a) mit ax = —/((Tlm 4(k > 0).
Losung:
1)
)_l.lll.l. _(l.lhlll_
(@ ‘(1-2‘ 2-3° 3.4 4-5"") =\7i g 20"")

Um zu einer Vermutung zu gelangen, bilden wir einige Partialsummen von (a):

1
5=
;—]_+L_3+l =i=£
7276 6 6 3

2 1 8 +1 9 3
=3t E T TR T 7

3 1 1541 16 4
=gt "2 2 5

. n L] 1 n

Deu'ausverm\.ltenwu.r,.="+I , also k; k(k+|):"+1'
@)

Diese Summenformel beweisen wir nun mittels vollsténdiger Induktion.
Voraussetzung: n ist eine natiirliche Zahl, n > 0.
L 1 n

plung: ¥ Ty w1

Beweis:
1. Induktionsanfang:
Die Giiltigkeit der Aussage fiir n = 1 ist bereits durch die Untersuchung unter (1) ge-

sichert:
z 1 1 1
S ==
k=1 k(k + 1) -2 2
2. Induktionsschritt :
Induktionsvoraussetzung:
1 m

Firn=mgelte 3 ——— = .
irn=meele B TETD  m+

Induk tionsbehauptung :

T 1 m+ 1
D ilt auch _—= .
ROH EEGRLG k§1 k(k + 1) m+ 2

Induktionsbeweis:

> 52 L : Zerl
G Ik T S kk+ D) (m+ D(m+2) erlegen
i 1 Anwenden der Induktions-

= S ——
m+ ! (m+1)(m + 2) voraussetzung
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_ m(m + 2) + 1 Gleichnamigmachen und
T m+ D(m+2) Addieren
2+ 2m + 1
= m Ausmultiplizieren im Zihler
_ (m + 1)? Anwenden einer binomischen
T m+ (m+2) Formel
+1
- Kiirzen
m+2

Damit haben wir die rechte Seite der Gleichung in der Induktionsbehauptung erhalten.
Die Giiltigkeit der Formel fiir m zieht also die fiir m + 1 nach sich, und wegen des
Induktionsanfangs gilt die Summenformel fiir alle natiirlichen Zahlen # > 0.

Ergebnis:

Die Folge (a,) mit a, = m (k > 0) hat die Summenformel
L 1 n

k‘:‘.k(kﬂ):nﬂ‘

Hiufig verzichtet man bei Beweisen mittels vollstindiger Induktion auf die Einfiihrung eines
besonderen Symbols k oder dergleichen und fiihrt den Induktionsschritt mit 2 aus. Das ist im
Grunde zweitrangig. Wesentlich hingegen ist, daB man sich stets — auch bei kurzer schriftlicher
Fixierung — vor Augen hilt, was im Induktionsschritt nachzuweisen ist:

,,Fiir alle » gilt: Wenn H(n), so H(n + 1)*.

Es ist nichr etwa nachzuweisen ,,Wenn fiir alle # gilt H(n), so H(7 + 1)*. Dabei wiirde ja die zu
beweisende Aussage als Voraussetzung benutzt (und es bliebe gar nichts mehr zu beweisen).

3k

Es ist zu beweisen, daB die Folge (k?) der Quadratzahlen die Partialsummenfolge (s,)
mit

_ nln + D@+ 1)

B e—————

hat.

Voraussetzung: n ist eine natiirliche Zahl, n > 0.
nn + 1)2n + 1)

Behauptung: Y. k* =
k=1 6

Beweis: t

1. Induktionsanfang :

Fiir n = 1 gilt die Aussage: 12 = !
2. Induktionsschritt :
Induktionsvoraussetzung :

nin +1)2n + 1)

n
Fiir ein beliebiges, aber festes n gelte A;‘k’ = =

Induktionsbehauptung :

Dann gilt auch

..Tzn e (n+1)(n+2)2n + 3).
k=1 6
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Induktionsbeweis:
n+1 n
k=3 k+@+1)? Zerlegen
k=1 k=1
_ nn+1)2n + 1) 1y Anwenden der Induktionsvoraus-
o= 6 ++ 1) B setzung
+1)@2n+1) + + 1)?
= L ) (2n s )i 6 ) Gleichnamigmachen und Addieren
1 2n + 1) + 6(n + 1
= (n + 1) [n(2n 7 ) (n )l Ausklammern
(n+1)(2n* + n + 6n + 6)
= g Ausmultiplizieren
1)@2n* +7Tn + 6 :
= i’%’l—) Zusammenfassen
(D +2)2n+3) Umformen mit Blick auf die rechte
= 6 Seite der Induktionsbehauptung
= 70 ) Auch n = 0 hitte im Beispiel A 17 in den Giiltigkeitsbereich der Summenformel von

vornherein mit einbezogen werden konnen:
i K = n(n + 1)(2n + I).
K=o 6
Wie hitte dann der Induktionsanfang lauten miissen?
1) Untersuchen Sie die Moglichkeit des Einbeziehens von n = 0 auch bei den Beispielen
A 15und A 16!
Bisher wurden Summenformeln einzelner Folgen bewiesen, dabei auch fiir spezielle arithmeti-
sche Folgen (.~ Beispiel A 15) und geometrische Folgen (.~ Beispiel A 14). Wir wollen uns
dieser Frage jetzt fiir alle arithmetischen und fiir alle geometrischen Folgen zuwenden.
Bei einer arithmetischen Folge (a,) mit dem Anfangsglied @, = @ und der Differenz d lautet
das
k-te Glied ax = a + (k = 1)d
und demzufolge die

n-te Partialsumme s, = Z": (a+ (k- 1)d).
k=1

Da die notwendige Vereinfachung durch Anwenden der Gesetze der Addition bei Verwenden
des Summenzeichens eine gewisse Ubung erfordert, schreiben wir ausfiihrlich:
ss=a+@+d) +@+2d)+ ... +(@+(n—-1)d)
=n-a+d+2d+3d+ ..+ @n—1)d)
=na+d(1+2+3+ .. +@-1)
n—1
=n-a+d} k
k=1
n(n + 1)

Unter Verwendung des Ergebnisses » k = =2 von Beispiel A 15 erhalten wir (fiir
k=1

n — 1 an Stelle von n):
(n—1)n

w=n-a+d
S n-a 2











































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































