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1. Einfithrung in die

Differentialrechnung

In der StraBenverkehrsordnung werden fiir den Kraftfahrzeugverkehr die Hochst-
geschwindigkeiten festgelegt. So darf zum Beispiel innerhalb geschlossener Ortschaf-
ten die Geschwindigkeit von 50 km -h~! nicht iiberschritten werden. Bekanntlich
versteht man unter der Geschwindigkeit eines sich gleichférmig auf einem Strecken-

. - . S § . .
abschnitt bewegenden Kérpers den Quotienten = —". Dabei bedeuten s, — s, die

Linge der MeBstrecke und t, —¢, die zum Durchfahr‘en der Strecke bendtigte Zeit.
Die Zeitmessung nimmt die Volkspolizei mit Stoppuhren vor. Die augenblickliche
Geschwindigkeit eines Fahrzeuges weicht jedoch im allgemeinenvon dieser ermittel-
ten Geschwindigkeit ab, da ein Kraftfahrzeug keine gleichférmige Bewegung ausfiihrt.
Zu einer genaueren Ermittlung der augenblicklichen Geschwindigkeit kann man
kommen, indem man sich das Zeitintervall t,—¢, immer mehr verkleinert denkt
und den Grenziibergang (t,—t;) = 0 vornimmt (vgl. S.27). Derartige Grenziiber-
giinge sind charakteristisch fiir die Differentialrechnung.

Teilweise verwendet man bereits Radargerite zur Geschwindigkeitskontrolle. Diese
zeigen auf einem Geriit unmittelbar die augenblickliche Geschwindigkeit des Fahr-
zeuges an.



1.1. Zahlenfolgen

Bei der Herleitung eciner Formel zur Berechnung des Flicheninhalts A einer Kreis-
scheibe kann man von folgenden Gedanken ausgehen:

Dem Kreis wird zuniichst ein regelmiBiges Sechseck einbeschrieben (Abb. 1.1.). Der
Inhalt 4, des von diesem Sechseck umschlossenen Flichenstiicks ist offenbar kleiner
als 4, es ist also A; < A. Sodann wird dem Kreis ein regelmiBiges Zwolfeck einbe-
schrieben (Abb. 1.2.). Fiir den Inhalt 4, des von dieser Figur umschlossenen Flichen-

Abb. 1.1.

stiicks gilt dann A, < 4, < A. In entsprechender Weise werden dem Kreis weitere
regelmiflige k-Ecke einbeschrieben, und zwar so, daB jedes folgende die doppelte
Eckenzahl wie das vorangehende hat. Man erhilt so ein 6-Eck, 12-Eck, 24-Eck,
48-Eck, 96-Eck, ... allgemein ein 3 - 2"-Eck.!

Fiir die entsprechenden Flicheninhalte 4, gilt dann

4, <4< A43< ... < Aa < A.

Wenn auch keines der 4, gleich A ist, so unterscheiden sich doch alle A, tir die n
hinreichend groB ist, beliebig wenig von A. Man sagt, ,,die Folge der A4, strebt gegen
A* oder ,,die Folge der 4, hat den Grenzwert 4.

Derartige Grenzprozesse, wie der soeben erliuterte, kommen sehr hiiufig vor und
nehmen in der Mathematik eine zentrale Stellung ein.

LL1. Grundbegriffe aus der Lehre von den Zahlenfolgen

Bei einer Sportveranstaltung, etwa einem Radrennen, triigt jeder Teilnehmer eine
Nummer n auf seinem Riicken. Ist N die Anzahl der Teilnechmer, so werden als
Startnummern die natiirlichen Zahlen n = 1,2, ..., N auftreten. Notiert man sich
in der Reihenfolge der Startnummern die erzielten Zeiten, so erhilt man eine end-
liche Zahlenfolge. Ebenso kénnte man zum Beispiel auch die KorpergroBen oder
die Kérpermassen notieren.

! Diese Gedanken zur B g des Flichenink einer Kreiss ibe wurden in ihrem prinzipicllen Gehalt bereits von
Antiphon und Bryson (beide um 430 v. u. Z.) geiiuBert. Archimedes (28

217 v. u. Z.) hat dann mit Hilfe dieses Verfahrens

10 g e
fur « den Niberungswert 3 - berechnet, indem er die Untersuchung bis zum 96-Eck fiihirte.
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Erzielte Zeiten t, Kérpergroflen 1, Kérpermassen m,
(in min)? (in cm) (in kg)
1 =425 1, =189 m, = 12,0
t, = 51,7 l, =172 my = 13,5
ty = 40,9 l; =180 my = 78,0
ty = 41,3 In =169 my = 65,5

Als Symbol fiir eine Zahlenfolge verwendet man hiufig geschweifte Klammern. Im
vorliegenden Fall kénnte man schreiben:

.} mit n.=11, 2, ... Vi

Die einzelnen Werte der Zahlenfolge werden Glieder der Zahlenfolge (t,), {/,| bzw.
{m,} genannt.
Im folgenden werden weitere Beispiele von Zahlenfolgen genannt.

. Beispiele :
1. Die Folge der ersten 12 geraden Zahlen:
2,4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24.
2. Die Folge der ungeraden Zahlen zwischen 100 und 108:
101, 103, 105, 107.
Die Folge der Quadratzahlen im ersten Hundert:
1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100.

3.

. 1. Bilden Sie weitere Zahlenfolgen!

Charakteristisch fiir alle diese Zahlenfolgen ist, dal jeweils einer natiirlichen Zahl
genau eine reelle Zahl, nidmlich das betreffende Glied der Zahlenfolge, zugeordnet ist.
So ist zum Beispiel im Falle der Zeiten ¢, beim Radrennen der Zahl 3 die Zahl 40,9
zugeordnet. (Der Fahrer mit der Startnummer 3 hat die Strecke in der Zeit 40,9 min
durchfahren.) Im Beispiel 2 ist der Zahl 3 die Zahl 105 zugeordnet.

Die Folge im Beispiel 2 kann man auch mit Hilfe eines sogenannten allgemeinen
Gliedes @, angeben.

Man schreibt:

{a,} mit @, =100 + (2n—1) =99 + 2 n, wobei n die natiirlichen Zahlen
1, 2, 3 und 4 durchliuft.

. 2. Stellen Sie die Zahlenfolgen in den Beispielen 1 und 3 auf die angegebene
Art dar!

! lu dievem Beispiel wird angenommen. daB alle Fahrer das Ziel erreichten.



Allgemein kann man eine endliche Zahlenfolge etwa folgendermaBen erkliren :

’ Bedeutet N eine beliebige natiirliche Zahl und ist auf irgendeine Weise jeder natiirlichen
Zahl n = N genau eine reelle Zahl a,, zugeordnel, so entsteht eine endliche Zahlenfolge
| @, | mit den Gliedern a,,, wobei n die natiirlichen Zahlen 1, 2, ..., N durchliuft.

Eine Zahlenfolge |a,| ist also eine fiir endlich viele natiirliche Zahlen n erklirte
Funktion y = f(n). Man pflegt jedoch in solchen Fiillen meistens statt der Schreib-
weise [ (n) die Schreibweise mit einem Index a, zu bevorzugen. Wihrend es im Bei-
spiel vom Radrennen sinnlos ist. nach dem Wert von ¢, fiir gréBere Werte von n als
N zu fragen. etwa n = N + 1, kénnte man zum Beispiel die Zahlen a, = 99 - 2n
aus Beispiel 2 fiir beliebige natiirliche n bilden. Man kommt so zu der folgenden Er-
klirung.

> Ist jeder natiirlichen Zahl n genau eine reelle Zahl a,, zugeordnet, so entsteht eine unendliche
Zahlenfolge {a, | mit den Gliedern a,, wobei n die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... durch-
liuft.

Der Begriff' der unendlichen Zahlenfolge ist wichtiger als der der endlichen Zahlen-

folge, und die Sprechweise ,,Zahlenfolge** wird meistens nur fiir unendliche Zahlen-
folgen gebraucht.

. Beispiel 4:
{a, | mit a, =1 (Man schreibt auch kurz ll].)
n ln)

Die ersten Glieder dieser Zahlenfolge lauten

1 1, 1,
a,=—l=l:u2=?,(13:3,
Es ergibt sich so die Zahlenfolge:

1, & I 1

1

s g g T
Oft beginnt man bei der Numerierung der Glieder a, auch mit der Zahl 0, so daB
also die Zahlenfolge

gy Gy Uyy ooay Uy oo

entsteht.
. Beispiel 5:
|a,| mit a, = — ]f—q =032

nt41

Es kann auch jeder natiirlichen Zahl n ein und dieselbe reelle Zahl a, = a zugeord-
net sein. In diesem Fall heiflt die Folge konstant.

Aufgaben
1. Schreiben Sie wie in Beispiel 4 einige Glieder der Zahlenfolge mit dem allgemeinen Glied
1
a) an= 2", b) an = ry
auf!



2. Schreiben Sie die ersten zehn Glieder der unendlichen Zahlenfolge
= &

{an} mit an 5
n

auf!
3. Ist [an) mit an = 1 4 (—1)" eine unendliche Zahlenfolge?

4. Schreiben Sie die ersten fiinf Glieder der Zahlenfolgen mit den nachstehenden allgemeinen
Gliedern nieder!

1
a) an =20 4+ 2n b) an =5n v <) u,_=(,])m-1‘ﬁ

=l -
— f)an=‘n

d) ap = n" 5a—1

(In diesen Aufgaben soll n die Werte 1.2, 3, ... durchlaufen. Soweit es sinnvoll ist, soll je-
doch auch der Wert n = 0 hinzugenommen werden.)

1.1.2. Arithmetische und geometrische Folgen

. 3. Welche gemeinsamen Eigenschaften haben die folgenden drei Zahlenfolgen?
1,7,13,19; ...; 1 4 6m; ...

15 17 19 21 15 2
"31 3° 323" 3 +'3'Il,...

2, 1,5, 1, 0,5, ...y 2=0,57m, ...

Anleitung: Bilden Sie jeweils die Differenz zweier aufeinanderfolgender
Glieder!

’ Hat bei einer Zahlenfolge |a,) die Differenz a, , ; — a, aus einem Glied und dessen
unmittelbar vorangehenden stets ein und denselben Wert d, so heifit die Folge {a,, | eine
arithmetische Folge.

Die Glieder jeder arithmetischen Folge lassen sich in der Form

(1) a,=a+nd mit n=0,1,2,...

darstellen, und umgekehrt stellt jede Zahlenfolge, deren Glieder nach dem Gesetz
(1) gebildet werden, eine arithmetische Folge dar.

. 4. Welchen Wert haben a und d in den drei Zahlenfolgen des Schiileraufirages 3?
. 5. Welche Zahlenfolge entsteht im Fall d = 0?

. 6. Untersuchen Sie, welche der bisher aufgetretenen Zahlenfolgen arithmetische
Folgen sind!

In der Darstellung (1) nennt man a das Anfangsglied und d die Differenz. Durch
diese beiden Zahlen sind simtliche Glieder der arithmetischen Folge, und damit die
Folge selbst, eindeutig bestimmt.



Die arithmetischen Folgen haben die Eigenschaft, daB bei ihnen jedes Glied vom
zweiten an das arithmetische Mittel seiner Nachbarglieder ist ; vgl. Aufg. 3:

(2) an=%(an—l'+ Q,11).

Die folgende Aufgabe fiihrt auf eine andere wichtige Art von Zahlenfolgen.

In einer Bakterienkultur befinden sich 30 Bakterien, die sich durch fortgesetzte
Teilung stiindlich auf das Doppelte vermehren. Aus wieviel Bakterien besteht die
Kultur nach 1, 2, 3 und n Stunden, wenn die jeweils nétigen Wachstumsbedingungen
vorhanden sind?

. 7. Welche gemeinsamen Eigenschaften haben die nachstehenden drei Zahlen-

Jfolgen?
1,5,,25; 125, 625, ++5:5%, cioe
3, 0,3, 0,03, 0,003, ...,3-10"", ...

Lime L =1, con 1) o

Anleitung: Bilden Sie jeweils den Quotienten zweier aufeinanderfolgender
Glieder!

> Hat bei einer Zahlenfolge, deren Glieder simtlich von Null verschied sind, der Q
Sngl aus einem Glied und dem unmittelbar vorangehenden stets ein und denselben
n
Wert g (g = 0), so heiBt die Folge (a,, | eine geometrische Folge.

Die Glieder jeder geometrischen Folge lassen sich in der Form

3) a*=a-q" mit n=0,1,2,...

darstellen, und umgekehrt stellt jede Zahlenfolge {an), deren Glieder nach dem
Gesetz (3) gebildet werden (a == 0; ¢ == 0), eine geometrische Folge dar.

. 8. Welchen Wert haben a und q in den drei Zahlenfolgen des Schiileraufirags 77
. 9. Welche Zahlenfolge entsteht im Fall ¢ = 1?

In der Darstellung (3) nennt man a das Anfangsglied und ¢ den Quotienten. Durch
diese beiden Zahlen sind simtliche Glieder der geometrischen Folge eindeutig be-
stimmt.

Diejenigen geometrischen Folgen, deren Glieder simtlich positiv sind, haben die
Eigenschaft, daB jedes Glied vom zweiten an gleich dem geometrischen Mittel seiner
beiden Nachbarglieder ist; vgl. Aufg. 3:

@ @=)a, 1+ a1
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Aufgaben

1. Wie heiflen in den nachstehenden Zahlenfolgen die Glieder ag, a;, ag und a,?

a) 18,27, 64,125, ... b) 1,4,7,10,13, ... ¢) 5,10, 15, 20, 25, ...
I 1 11 1 1 i i 3 2
O Ugs gogpgpson @ bgigegegias B b 9ot gev e

g) —1,4,—9,16,—25,... h)1,—4,9,—16,25,...

2. Welchen Wert haben a und q in der einleitenden Aufgabe iiber das Anwachsen einer Bakterien-
kultur?

3. Beweisen Sie die Gleict (2) und (4)!

4. Von einer arithmetischen Folge sind die beiden ersten Glieder gegeben (q, steht an erster. ¢,
an zweiter Stelle).

a) lund 5 b) 3 und 8 ¢) 9und 2 d) 12 und 4 e) lund —1
wf) Ound4 &) Ound —4 vh) —6 und_—z i) —2und -5 k) 0,2 und —0,3

3 3 5 1 1
)} Tund s m) 3 und -5 n) 2 und =58

Geben Sie die folgenden fiinf Glieder an!
Wie heifit das zehnte Glied der Folge?

5. Schreiben Sie die ersten zehn Glieder folgender arithmetischer Folgen nieder!

a) b o & e f) g b
1 9
a 2 5 T 9 ay, 20 -8 5 1
3 2 o o
d 3 -6 % 5 d 2 -5 -02 0,1

ok H m

5
o [ 12 82 -3 5
1

o | 15 96 22 -y

6. Von einer geometrischen Folge sind die beiden ersten Glieder gegeben (a; steht an erster, a,
an zweiter Stelle).

a) 1und 5 b) 4 und 12 ¢) 18 und 9 d) 12 und 3
1

e) lund —1 f) 20 und 4 g) —20 und 4 h) ~F und 1

i) 2 und 2 k) J/2und 1 )2 und Ly /-yt

i) J2 und ) J2 un ) }2 un 3l m)fsun 3

Geben Sie die folgenden fiinf Glieder an! Wie heiBt das zehnte Glied der Folge?



7. Schreiben Sie die ersten fiinf Glieder der nachstehenden geometrischen Folgen nieder!

a b o 4 e ) g) h)
a; 1 2 3 4 ag 125 4802 —; 200 000
1 1. s
q 3 3 13 0,4 q 5 7 —?] 3 107t

1,2 36 121 11,0201

a, 3,6 1,2 1,331 1,030 301

8. Eine geometrische Folge lautet:
s uqs uyg®s o gl L g™ 2 u g~ mit u; >0 und ¢ > 0.

Logarithmieren Sie simtliche Glieder der vorgelegten geometrischen Folge, und untersuchen
Sie die entstehende Folge der Logarithmen! Formulieren Sie allgemein den Z hang
zwischen beiden Zahlenfolgen! Erliutern Sie mit Hilfe dieser Erkenntnis den Vorteil des
logarithmischen Multiplizierens!

1
9. Jemand faltet einen Bogen Papier von der Stirke 1o mm in der Mitte einmal, so daB die beiden

iibereinanderli len Blitter 5 mm stark sind. Diese werden abermals in der
Mitte gefaltet, so daB vier Blitter von zusammen 5 mm Stiirke entstehen. Wie stark wiirde der

StoB Blitter sein, wenn man sich den Prozef} der Faltung 40mal ausgefiihrt denkt? Beachten
Sie, daB 210 = 1024 ~ 1000 ist!

1.1.3. Grenzwerte von Zahlenfolgen

Betrachtet man eine beliebige arithmetische Zahlenfolge mit positivem d, so werden
die a, mit wachsendem n immer groBer. Doch ist das Verhalten einer solchen arith-
metischen Folge {a,| ganz anders als das der Folge, di¢ im Abschnitt 1.1. in der
Einleitung beschrieben wurde. Die Glieder der Folge | A, ), die dic MaBzahlen der
Inhalte der von den einzelnen einbeschriebenen Polygonen umschlossenen Flichen
sind, werden allerdings mit wachsendem n auch immer gréBer. Wihrend aber die
Ay stets kleiner als A sind, gibt es zu der arithmetischen Folge {a, | keine Zahl M,
so dal fiir alle natiirlichen Zahlen n stets a, kleiner als M ist. Es ist vielmehr s0,
daB von einem gewissen Gliede a,, ab alle a, gréBer als jede noch so groBe positive
Zahl M sind. Man sagt darum, daB fiir n gegen unendlich die a, iiber alle Grenzen
wachsen, und schreibt dafiir:
lim a, = oo,

n— oo

lies: Limes! a, fiir n gegen unendlich ist gleich unendlich.

i lim, Abkiirzung von limes (lat.), Grenze.
Man beachte, daf} das Symbol - keine Zahl darstellt und daB mit - nicht wie mit Zahlen gerechnet werden kann.
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Bei geometrischen Folgen ist das Verhalten der Glieder von a und q abhiingig. Ist
nimlich ¢ > 1 und a > 0, so gilt ebenfalls:
(5) lim (a - q") = <.

n— oo

(Beachten Sie die Aufgabe l.a im Abschnitt 1.1.1. und die drei Zahlenfolgen im
Schiilerauftrag 7!)

Um (5) zu beweisen, wird ¢ > 1 in der Form ¢ =1 4 p mit p > 0 dargestellt.
Dann ist ¢" = (1 + p)*. Denkt man sich (I - p)" ausmultipliziert, so erhilt man:

l+pr=1+n-p+--+p"

wobei alle Summanden auf der rechten Seite-positiv sind.

. 10. Muliiplizieren Sie die Binompotenzen (1 + p)%, (1 + p)® und (1 + p)*
aus, und vergleichen Sie die Summen mit (1 -+ p)*! Erliutern Sie, wie die
Formel (1 +p)" =1+ n-p +--- + p" zustande kommt!

Daraus folgt fiir n > 1
© ¢=@Q+p)>1+np,
also wegen a > 0
a-q">a+nfa-p)=a-+n-d mit d>0.
Die Zahlen a + n-d sind Glieder einer arithmetischen Folge mit positiver

Differenz d und wachsen demnach iiber alle Grenzen. Folglich wachsen auch die
Zahlen a - ¢" iiber alle Grenzen.

. 11. Geben Sie unter Benutzung von (6) eine Zahl n, an. so dafs fiir alle n > n,
sicher (1,0001)" > 1000000 ausfillt!

Ist aber @ > 0 und 0 < q < 1, so nehmen die stets positiven Glieder a, = a ¢" mit

3 ] 1 ; s
wachsendem n immer mehr ab. Setzt man ¢ = e soist ¢’ > 1, und es gilt: a, = —?" 5
Daraus erkennt man unter Benutzung von (6), daB fiir alle hinreichend groBen Werte
von n sich a, beliebig wenig von Null unterscheidet. Man schreibt dafiir:
lim a, =0

und sagt, {a, | sei cine Nullfolge oder die Folge {a,| habe den Grenzwert Null.
Damit eine Folge {a,} eine Nullfolge ist, brauchen die Glieder mit wachsendem n
nicht notwendig bestiindig abzunehmen. Sic kénnen zum Beispiel auch pendelartig
um Null hin und her schwanken, wie es etwa die Glieder folgender Nullfolge tun:

A | 1 1 [ 1\
1;_?117_57’176""’(_27)'
Weiter ist auch die konstante Folge a, = 0 fiir n =1, 2, ... eine Nullfolge.

Andererseits ist nicht jede Zahlenfolge, deren Glieder positiv sind und mit wachsen-
dem n immer kleiner werden, eine Nullfolge. Das wird am Beispiel der Folge

11



{a,} mit a, =1 + »21—"— deutlich. Hier bleiben alle Glieder oberhalb von 1 und kom-

men dem Wert 1 beliebig nahe.
Es gibt auch Folgen {a,}, wie zum Beispiel die Folge { A,}, die im Abschnitt 1.1.
in der Einleitung beschriehen wurde, die folgende Eigenschaft haben:
Es gibt eine reelle Zahl g (die auch von Null und 1 verschieden sein kann) derart,
daB fiir alle hinreichend groBen Werte von n sich die Glieder a, beliebig wenig von
& unterscheiden. In diesem Falle nennt man g den Grenzwert der Zahlenfolge {a,)
und schreibt dafiir:

lima,=g-

n—eo

In dieser Sprechweise ist dann eine Nullfolge eine Folge, die den Grenzwert 0 hat.

1.1.4. Das Summenzeichen

Aus einer Zahlenfolge { a}} kann man dadurch eine neue Zahlenfolge bilden, dafl man
nacheinander die ersten beiden Glieder, die ersten drei Glieder usw. addiert.

8 =0y

Sy =a; +a

S =a, +a, +ag

(7 sa=ay+a,+a;+:-+a,

Beginnt man bei dieser Summenbildung mit n = 0, so erhilt man in der oben be-
schriebenen Weise als neue Zahlenfolge s, s,, Sy ee o5 Spy o0 ey also: i

)
Sy =ay +aq
Sy =ay + a; + a,

7a) Sa=ay+a,+a,+ -+ +a,

Man erhiilt so die Zahlenfolge {s, ).
Die rechte Seite der Gleichung (7) baw. (7a) kann durch Verwendung des Summen-
zeichens 31 kiirzer geschrieben werden: '

a +ay,+ag+---+a, :kzlak bzw. ay +a; +ay+--- + a, =k2"k-
= =0

Zur Berechnung derartiger Summen wird von dem groBen deutschen Mathematiker
CArL FriEDRICH GAUSS folgende Anekdote berichtet: ,

Als Gauss 9 Jahre alt war, stellte sein Lehrer den Schiilern der Klasse die Aufgabe,
alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 40 zusammenzuziihlen.? Wihrend die meisten der
Schiiler nun fleiBig darauf los rechneten, erkannte Gauss, daB die Addition der

! Das Zeichen X ist der groBe griechische Buchstabe Sigma.
2 Nach anderen Uberlicferungen 1 bis 100.

12



Zahlen 1 und 40, 2 und 39, 3 und 38 usw. jedesmal 41 ergibt. Er rechnete deshalb
nur 20 - 41 aus und erhielt so das Resultat 820 zur Uberraschung des Lehrers in
sehr kurzer Zeit.

Das von Gauss benutzte Verfahren erméglicht es, jede Summe der Form

Y [a + (k—1)d] zu berechnen, wenn das Anfangsglied, die Differenz sowie die An-
(=

zahl der Glieder gegeben sind. Man erhilt nimlich, wenn man die Summe der
ersten n Glieder bildet:

n= 3o+ (=1

=a+@+d+@+2d) +o +[a+@—1)d.
Andererseits gilt auch:

— 3o+ =R

=[a+ (n—1)d] +[a + (n—2)d] + +++ + (a + d) + a.
Hieraus ergibt sich durch Addition von (8a) und (8b):

8c) 25, =k§"l[a 4+ (k=1)d + a + (n—K)d]

=lata+@m-1)d+[a+d+a+ (n—2)d] +---
+[a+ (n—1)d +a]

(8a)

Sn
(8b)

2sn=k§:l[2a+(n—l)d]
=[2a + (n—1)d] +[2a + (n—1)d] +--- + [2a + (n—1)d]
—[2a + (n—l)d]é]ll =[2a + (n—1)d]n
und schlieBlich .
@) sa=-[2a+ (n—1)d].

Bezeichnet man das letzte Glied der arithmetischen Folge mit z = a + (n—1)d,
so ist

9 sn= %(a+ z)-

Hier ist s, die Summe der ersten n Glieder einer arithmetischen Folge.
Auch jede Summe aus den ersten n Gliedern einer geometrischen Folge

St =3 ot 2
k=0 k=1

kann aus dem Anfangsglied, dem Quotienten und der Anzahl der Glieder explizit
ermittelt werden.

13



Es gilt nimlich:

1
(10) sa= Y a¢* =a +aq +aq®++-- +aq?,

k=0

woraus nach Multiplikation mit ¢

n—1
gsa= 3 aq*' = aq +aq® + -+ +ag""' + ag
K=o
folgt.
Durch Subtraktion erhilt man hieraus:
n=1 n—1
sn—gqsn = 3 aq*— 3 ag"?
K=o K=o

1 n—2
=a+ Y ag"— 3 ag**'—aq’
k=1 k=0

=a—}-k‘§'l aq“—‘\,}\:,jl ag*—aq"

Sp— Sy = a—aq"

oder
sa(l—¢q) = a(l—q).

Fiir ¢ &= 1 ergibt sich dann:

_ 1—gqn _ . gq"—1 N
(1) s,=a =~ Ya=1t g=1.

Fiir ¢ =1 besteht die rechte Seite von (10) aus den n einander gleichen Summan-
den a. Es gilt also:

(12) s, =na, falls ¢=1.

. Beispiel 6:

Die Summe der ersten 40 natiirlichen Zahlen ist zu berechnen (Anekdote iiber
C. F. Gauss).

{an} =1,2,3, ...,40
a=1;d=1;z2=40; n =40

Nach dem Einsetzen in die Gleichung
Sp = g(a + 3z)

erhilt man:

sa = 20(1 + 40) = 20 - 41 = 820.
Die Summe betrigt 820.
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Setzt man in

fir a=1 undfir ¢= ",

so erhilt man fiir x = x;:

s

"—'(x>k (T,) =l

k=0\% L _
x1

also:

Il

n—1 t"‘ n—1
-1 2 e -1=k
13 (2)'= 3 s
k=0 1 k=0

2=l L ogn=24 4 en=3x2 1 ... 1 gn-l
1 T 1 T 1

— ! + _‘.n-le + xn-.'!x‘e + oo - xlu_l'

Aufgaben
1. Schreiben Sie die folgenden S ohne Ver dung des S ichens!
5 1 3
a YL oh Sk o 3
=1k K=1 K=o
2. Schreiben Sie die folgenden Summen mit Hilfe des Summenzeichens!
1 1 1 1
o) 1+ 5 +16+ g+ 356 B) 1 4+34+54+74+9+11

€) 12+ 13 + 16 + 21 + 28 + 37 + 48 + 61 + 76

Wie grof} ist die Summe aller zweistelligen natiirlichen Zahlen?
Berechnen Sie die Summe der ersten n ungeraden Zahlen!

Eine Anzahl zum Bau einer Olleitung bestimmter Rohren ist in acht Reihen iibereinander
gelagert, so daB in der untersten Reihe 66 Rohren und in jeder nichsthoheren Reihe eine Réhre
weniger liegt. Wieviel Rohren enthilt dieser Stapel?

Der Erfinder des Schachspiels bat, als er von seinem Kénig aufgefordert wurde, sich eine hohe
Belohnung v fol X
,»Man lege auf das erste Feld des Schachbretts ein Weizenkorn, auf das niichste zwei und so
fort auf jedes folgende die doppelte Anzahl. Alle Kérner, die dann auf dem Schachbrett liegen,
sollen mein Lohn sein.*™

Darauf liefl ihn der Kénig wegen Verhdhnung in den Kerker werfen. Erst nachdem man be-
rechnet hatte, wieviel Weizen man hiitte aufbringen miissen, wurde der Erfinder des Schach-
spiels wieder freigelassen und soll dann Berater des Konigs geworden sein.

Wieviel Weizen hatte der Konig an ihn zahlen miissen?

Vergleichen Sie diese Weizenmenge mit der Welternte des Jahres 1960, die 248900000 t be-
trug! X
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1.1.5. Unendliche Reihen

Da man die Summen s, = 2 ay. fiir jede beheblge natiirliche Zahl n bilden kann,
(=
liegt es nahe, zuniichst formal auch das Symbol Z' a; einzufithren. Man nennt dies

eine unendliche Reihe, s, deren n-te Parua.lsumme und die a, deren Glieder.

Da man nicht unendlich viele Zahlen addieren kann, hat der Terminus ,,unendliche
Reihe* zunichst nur formale Bedeutung. Um ihm auch einen Inhalt zu verleihen,
definiert man:

} Gibt es eine Zahl s derart, daB sich die Partialsummen s, fiir alle hinreichend grofien
Werte von n beliebig wenig von s unterscheiden, so sagt man, die unendliche Reibe 2 ay,
=0

konvergiere oder sie sei konvergent. Die Zahl s nennt man ihre Summe und schreibt

S a=s.
K=o

’ Die unendliche Reihe 2 ay, ist also genau dann konvergent und hat die Summe s, wenn
=0

ihre Partial folge (s, | den G t s hat.

Nicht jede unendliche Reihe ist konvergent. Zu den wichtigsten konvergenten Reihen,
deren Summe explizit angegeben werden kann, gehoren die unendlichen geome-
trischen Reihen, deren Quotienten g dem Betrag nach kleiner als 1 sind, |q| < 1.
Fiir sie gilt ndmlich
= 1 n
_ —q a & .
s,.f aq“—u = g - s
Da die Folge {g"} im Falle |q| < 1 fiir n — o nach Null strebt, unterscheiden sich
die ¢ fiir alle hinreichend groBen n beliebig wenig von Null. Das Gleiche gilt dann

auch fiir —li—q q". Daraus ergibt sich, daBl die s, den Grenzwert i " haben, wo-

mit man das Resultat
b : a E
(13) k-\;uaqﬂ = T:, falls \q] <1 ist,

erhilt.
AuBler den unendlichen geometrischen Reihen gibt es noch viele andere konvergente
unendliche Reihen.

2. Grenzwerte von Zahlenfolgen und von
Funktionen

1.2.1. Gr tuntersuchungen, Nullfolgen
(1

In der Folge der Stammbriiche & } wird das allgemeine Glied - mlt wachsendem n

immer kleiner, und zwar fiir hinreichend groBe n belicbig klein. Aus diesem Grunde
vermutet man, daB der Grenzwert die Zahl Nullist. Um nachzuweisen, daB der Grenz-
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wert lim X tatsiichlich Null ist, geniigt der Nachweis, da
L \

n

\0—u"i—’0—f

kleiner ausfiillt als jede noch so kleme positive Zahl ¢, sobald man n gréBer als eine
geeignete Zahl n, wihlt.

Denkt man sich zum Beispiel fiir £ nacheinander eingesetzt a) ¢ = 0,1; b) ¢ = 10-3;
c) e =4-1078, so ist dle Behauptung im Fall a) tatsiichlich fiir alle n > 10 erfiillt.
Es ist dann namhch — <—— Ebenso 1st im Fall b) fiir jedes n > 103: —: <1073,
SchlieBlich ist im Fall c) fur jedes n > —+108: % < 4-1078,

Um die Behauptung fiir jedes be]leblge positive ¢ zu beweisen, denkt man sich die
positive Zahl ¢ beliebig klein vorgegeben und bildet mit 1hr die Zahl—— Dann gilt
fiir jede natiirliche Zahl n, die groBer ist als i 51cherhch—~ < & Damlt ist bewiesen,
daB gilt:

lim LI 0.
n

> Die Folge der Stammbriiche ist eine Nullfolge.
. Zeigen Sie, daf} die Folge { }eme Nullfolge ist!

Die Untersuchung von Zahlenfolgen {a, |, deren Grenzwert g von Null verschieden
ist, kann hiufig mit Vorteil auf die Untersuchung einer Nullfolge zuriickgefiihrt
werden. Dabei untersucht man an Stelle der Folge {a,} eine neue Folge {b,}, fiir
die b, = g— a, ist. Aus der Definition des Grenzwertes ergeben sich nimlich leicht
die beiden folgenden Sitze:

1. Hat die Folge {a,} den Grenzwert g, so ist die Folge {b,| mit b, = g— a, eine
Nullfolge.
Umgekehrt gilt:
2. Ist die Folge { b, } mit b, = g — a, eine Nullfolge, so hat die Folge { a,} den Grenz-
wert g.
Als Beispiel hierfiir diene die Folge { @, | mit a, =1 + — . Diese hat den Grenzwert 1,
denn die Zahlen
ba=1—a, =1—(1+ )ﬁ_i

n

bilden die Glieder einer Nullfolge. Dieses Beispiel zeigt auch, daB eine Folge, deren
allgemeines Glied immer kleiner wird, nicht notwendig eine Nullfolge zu sein
braucht.

Es soll nun der Grenzwert der Zahlenfolge { mit n = 1;2;3; ... und a konstant
untersucht werden.
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Bildet man mehrere Glieder der Folge {%} durch Einsetzen von n=1; 23 3; ...,
so entsteht die Vermutung, daB auch [—:—} eine Nullfolge ist. Der Beweis fiir lim - = 0
al

[} -1
n

noch so kleine positive Zahl ¢, sobald n hinreichend grof8 gewihlt wird.

wird erbracht, indem nachgewiesen wird, dal =‘—:‘kleiner ausfallt als jede

1. Ist @ = 0, so ist die Behauptung offenbar richtig.

2. Ist a == 0, so bildet man die Zahl |a|- =

Wihlt man n groBer als diese Zahl |a|- l, s0 féiﬂtisicher kleiner aus als ¢, wo
mit die Behauptung bewiesen ist. & "

Folglich gilt:

limi:a-liml=0.
. n n

n—oo n—sco

Allgemein gilt:

’ Multipliziert man jedes Glied einer Nullfolge mit ein und derselben Zahl, so ist die entstehende
Zahlenfolge ebenfalls eine Nullfolge.
Mit lim u;, = 0 ist auch lim a@-up= a- lim u;, = 0.

koo k- e -

Ein lehrreicher Weg zur Berechnung des Grenzwertes einer Zahlenfolge wird im fol-
genden Beispiel gezeigt :

{up}) mit w = kil— und k=1;2;...

Wegen k = (k + 1) — 1 Lt sich uy als Differenz schreiben:
_ Rkl 1

b g T T
Fiir jede Zahl k mit k =1:2;3; ... ist der Quotient :f +i gleich der Zahl 1. Es
gilt somit: 5t

1 1 2

u, = l_ki—:l’:l_: mit n=k+1=2;3;4;...
Wegen 1 —(l —,—1‘) = 'll ist die Folge {1 — u;} eine Nullfolge, so daB gilt:

lim u, = 1.

ivios

Dabei wurde wiederum der Satz benutzt, dal der Grenzwert einer Folge {a, | sicher
dann gleich g ist, wenn {b,} mit b, = g — a, eine Nullfolge ist.

Die Folge {b,} kann man sich auch folgendermaBen entstanden denken:

Bei den Folgen g; g: g; ... (mit dem Grenzwert g)

und a3 @y; ag; ... (mit dem Grenzwert g)
wird jeweils die Differenz zweier untereinanderstehender Glieder gebildet, also:
E— 038 — Oy58— g5 - -
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Dann hat die Folge dieser Differenzen die Differenz der Grenzwerte g—g = 0 als
Grenzwert. ’

Allgemeiner gelten die beiden folgenden Siitze iiber das Rechnen mit Grenzwerten,
die zwar im folgenden benétigt, hier aber nicht bewiesen werden.

Voraussetzung: Die Folge {a,] habe den Grenzwert a, die Folge {b,} den Grenz-
wert b.

Dann hat
1. die Folge {a, + b,} den Grenzwert a 4 b,
und

2. die Folge {a, - by} den Grenzwert a - b.

In Worten:

’ 1. Der Grenzwert einer Summe ist gleich der Summe der Grenzwerte, falls diese Grenzwerte
existieren.

> 2. Der Grenzwert eines Produkts ist gleich dem Produkt der Grenzwerte der Faktoren, falls
diese Grenzwerte existieren.

1.2.2. Grenzwerte von Funktionen

Bisher wurden nur Grenzwerte von Zahlenfolgen betrachtet. Man kann jede Zahlen-
folge wegen der eindeutigen Zuordnung zwischen den natiirlichen Zahlen n und den
Gliedern u, der Zahlenfolge {u,} auch als eine Funktion der ganzzahligen Ver-
inderlichen n betrachten und dafiir schreiben:

Yn =f<") = Un.
Es sei nunmehr eine Funktion y = f(x) gegeben, die stetig ist. Da auf den in der
Mathematik auBerordentlich wichtigen Begriff der Stetigkeit von Funktionen im
Schulunterricht nicht niher eingegangen wird, mogen folgende Feststellungen
geniigen:

} Die Bilder stetiger Funktionen weisen keine Liicken oder Spriinge auf.

» Der Betrag der Differenz zweier Funktionswerte f(x,) und f(x,) fillt kleiner aus als jede
noch so kleine positive Zahl, sobald nur die Argumentdifferenz x, — x, dem Betrage nach
hinreichend klein gewihlt wird.

Ein beliebiger Punkt P (x;y) durchlaufe die Kurve, dic das Bild der Funktion
y = f(x) ist, so daB} die Abszissen x gegen xg streben. Wenn es nun einen Punkt
P (x;:yg) gibt (der Punkt braucht nicht dem Bild der Funktion y = f(x) an-
zugehoren), fiir den der Abstand zwischen ihm und den Punkten P (x;y) bei
dem betrachteten Grenziibergang x — x, beliebig klein wird, so bezeichnet man
¥e = f(x;) als Grenzwert der Funktion y = f(x) fiir x > x,. Unter Benutzung
von Zahlenfolgen kann dieser Sachverhalt wie folgt beschrieben werden:

> Durchliuft x eine beliebige Zahlenfolge ( x,, ) mit dem Grenzwert x, und strebt dabei stets
Yn= f(x,) gegen einen Grenzwert y, so bezeichnet man y, als Grenzwert der Funktion

y= f(x) fir x> xg.
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Man symbolisiert diesen Sachverhalt kurz mit
lim f(x) =y, . '

zx

s
Es sei besonders darauf hingewiesen, daB hier nicht gefordert ist, daB der Grenzwert
¥z = f(x,) ist, ja nicht einmal, daB x, dem Definitionsbereich der Funktion y = f(x)
angehért. Es ist durchaus méglich, daB die Funktion ¥y = f(x) an der Stelle x = x,
gar nicht definiert ist. Durch die Festlegung des Grenzwertes als Funktionswert an
einer solchen Stelle kann jedoch in vielen Fillen eine Funktion v = f(x) zu einer
an dieser Stelle stetigen Funktion ergiinzt werden.

- Beispiel :
Die Funktion y = f(x) :% ist fiir alle reellen Zahlen x, die ungleich Null
sind, definiert. Es gilt fiir jedes x == 0:

y=f0=>=1

Wie wenig sich die reelle Zahl x == 0 auch von %, = 0 unterscheiden mag,
stets ergibt sich als Funktionswert y = f(x) = 1. Fiir x; = 0 hingegen ist die

Funktion y = f (x) = % nicht definiert, da in diesem Fall der Nenner Null ist.

Setzt man aber wegen

lim f(x) =lim > =y, =1

=0 x=0 ¥

nunmehr ¥, = f(0) = 1 fest, so erhilt man eine neue Funktion, die fiir alle
Werte von x erklirt und stetig ist und fiir alle x == 0 mit der urspriinglichen
Funktion iibereinstimmt.

Wire dagegen im Beispiel 1 als Festsetzung gewiihlt worden:

Yo =Jf(x) =f(0) =2 =% y,,
so wire ebenfalls eine Funktion y =f(x) entstanden, die fiir alle reellen Werte
von x erklirt ist und fiir alle x == 0 mit der urspriinglichen Funktion iibereinstimmt.
Die so definierte Funktion besiiBe jedoch an der Stelle x — 0 eine Unstetigkeitsstelle.
Es ist offensichtlich, daB die zuerst gewihlte Festsetzung f(0) =1 mehr dem
Wesen der Funktion y = f(x) = - auBerhalb der kritischen Stelle x — % =0
angepaBt ist. =
Es sei noch bemerkt, daB fiir jede in ihrem Definitionsbereich stetige Funktion
¥y =f(x) an jeder Stelle x, des Definitionsbereichs gilt:

lim f (x) = f (x5)
e

Aufgaben
L. Ermitteln Sie die folgenden Grenzwerte!
2 10° 4 -5
s 2 b) him 10 % - s
3 nlimm n N ,.‘L"L 2n % nh—ﬂ: n+3 9 ..].Lmbe 3n—1
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3n—5 9n—2
n

2 n+41
e) lim ——— f) hm— h) hm ey

=
nooe M noo N+ 1

2. Ermitteln Sie die Nullfolgen aus Aufgabe 1, und schreiben Sie davon die Betriige aller Glieder
nieder, die groller sind als 0,03!

3. Ermitteln Sie folgende Grenzwerte!

g) lim
e

i i3 3 . 5 7
a) "llmx o b) hm ont c) "l_l.nl P d) Ixm Ty
4n . 3n+42 5n—8 " 12n — 3
St BRTL- alun  wamSE

'S

. Auf Seite 19 werden zwei Sitze fur das Rechnen mit Grenzwerten von Zahlenfolgen genannt.
Das Bestimmen von Grenzwerten von Funktionen wird auf das Bestimmen von Grenzwerten
von Zahlenfolgen zuriickgefiihrt. Daher gelten fiir das Rechnen mit Grenzwerten von Funk-
tionen zwei Sitze, die den Sitzen fiir das Rechnen mit Grenzwerten von Zahlenfolgen ent-
sprechen.

Wie lauten diese beiden Sitze fiir das Rechnen mit Grenzwerten von Funktionen? Schreiben
Sie die Sitze mit Hilfe mathematischer Symbole nieder!
5. Ermitteln Sie folgende Grenzwerte!
— 16
— b) L
a) lim T ) lim

x—2 x——5

¢) lim X =%

s=fa % —Va

Hinweis: Dividieren Sie zunichst!

1.3. Die Ableitung als Grenzwert des
Differenzenquotienten

1.3.1. Differ folgen, Differ Juotienten

Unter der Vielzahl von Grenzwerten von Funktionen spielt der Grenzwert aus dem
Quotienten zweier Nullfolgen, die auf eine bestimmte Weise gebildet werden, eine
besondere Rolle.

. 1. Wiihlen Sie eine bestimmte Zahl x = x,! Bilden Sie mit dieser Zahl x — %
eine Zahlenfolge {u, | mit
S(xg + hy) —f(x)

R % =

fir f(x)=2x2+43 und x, =75 sowie

(71)

a) h, =107"; b) h, = —(—+, c) h, . d) h, eine beliebige Nullfolge!
8 lfolg

( Beachten Sie bei der Rechnung, daf} (xq + hy) — x5 = h,, ist!)

Bedeutet h eine beliebige von Null verschiedene Zahl, die so beschaffen ist, daB} mit
x, auch (x, + h) zum Definitionsbereich der Funktion y = f(x) gehért, so bezeich-

net man den Ausdruck f(x‘,+h’3—7f(x“} als Differenzenquotienten der Funktion

y = f(x) an der Stelle x = x,.
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. 2. Deuten Sie den Quotienten in der Einfiihrung auf Seite 3 als Differenzen-

quotienten!

Fiir die im Ziihler stehende Funktionswertdifferenz f(x, + h) — f(x,) wird haufig
das Symbol Ay und fiir die im Nenner stechende Argumentdifferenz (x, + h) — x, = h
das Symbol /x verwendet. Mit dieser Bezeichnungsweise kann man den Differenzen-
quotienten in folgender Form schreiben:
fxo+h)—F(x) _ f(o+h)—Ff(x) _ Ay
h T T (et h)—x,  Ax°

‘ 3. Bilden Sie den Differenzenquotienten der fiir alle positiven x erklirten

Funktion y = Vi—an der Stelle x, = 1!

1.3.2. Die Ableitung einer Funktion an einer bestimmten Stelle

Denkt man sich in dem Differenzenquotienten einer Funktion y = f(x) an einer
festen Stelle x, fiir h die Glieder h, einer Nullfolge { h,} mit h, == 0 eingesetzt, so ent-
steht eine Folge von Quotienten. Solche Folgen sind zum Beispiel im Schiilerauf-
trag 1 aufgestellt worden.

Es soll jetzt an einzelnen Beispielen untersucht werden, ob jede solche Quotienten-
folge einem Grenzwert zustrebt und, wenn das der Fall ist, welchem Grenzwert.
Zur Ermittlung des Grenzwertes der Quotientenfolge mufl im allgemeinen eine
Umformung vorgenommen werden.

. Beispiel 1:

Der Differenzenquotient von y = f(x) = 3 x2— 1 an einer beliebigen Stelle x,
soll bestimmt werden.

Sl +h) —fx) _ [Blxg+h?—11—[Bx*—1 _ 6xh+3h
h - h B h

Setzt man jetzt fiir h die Glieder einer beliebigen Nullfolge {h,} mit h, == 0
ein, so kann gekiirzt werden, und die Glieder der entstehenden Folge der Diffe-
renzenquotienten haben die Gestalt:

S(xy + h,) = fx0)
—_

n

=6y + 3ha.

Auf den rechts stehenden Ausdruck kénnen die Grenzwertsiitze angewendet
werden, und man erhilt das Ergebnis, daB fiir jede beliebige Nullfolge | h, | die
Folge der zugehorigen Differenzenquotienten gegen 6 x, strebt.

B seispicl 2:

Es soll der Grenzwert einer beliebigen Differenzenquotientenfolge der Funk-
tion y = f(x) = |x| an einer beliebigen Stelle x, untersucht werden.
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Hierbei werden drei Fille unterschieden:
a) x> 0, b) %< 0, ¢ x5 = 0.
Allgemein lautet der Differenzenquotient an der Stelle x,:
Slxg+h) —f(xg) _ [xg+h|—|xl
h h .

Fall a): Denkt man sich fiir h die Glieder einer beliebigen Nullfolge {h, | ein-
gesetzt, so gilt fiir die Glieder h, von {h,}, eventuell bis auf endlich viele An-
fangsglieder, by > — % , also xy + h, > 0. Fiir diese h, ist der Differenzen-
quotient gleich

\xﬂ—!-hn‘—‘xo‘ _ xg+ h,— %,
. - h

n n

=1,

so daB die Folgel;1;1; ... mit dem Grenzwertl vorliegt. Es gilt also in
diesem Fall:

. f(x + ) —f(x0)
lim — e =

n—sco n

1.

Fall b): In diesem Fall gilt fiir die h,, eventuell bis auf endlich viele Anfangs-
glieder, h, < — %, also x, 4 h, < 0. Der Differenzenquotient ist daher fiir
diese Glieder h,

| %o +hn{ — | x| B —(x +hy) —(—x) —xg—h, + x,
<5 = . — . i

n n n

=-1.

Als Differenzenquotientenfolge erhilt man —1;—1;—1; ... mit dem Grenz-
wert — 1 Es gilt also in diesem Fall:

Flxy + hy) —fx0)

im e

nes oo n

—1.

Fall ¢j: In diesem Fall lautet die entsprechende Folge der Differenzenquo-
tienten:

S0 1) 1) _ b

hll hn
Denkt man sich nun die spezielle Nullfolge h, = (—7"& eingesetzt, so ergibt
sich:
Slxy +h)—f(x)) | 1 fiir geradzahliges n
T h, ~ | —1 fiir ungeradzahliges n.

Als Differenzenquotientenfolge erhilt man —1;1;—1; 1; ... Diese Folge
besitzt keinen Grenzwert.

Aus diesen Beispielen wird folgendes ersichtlich:

Es gibt Funktionen, fiir die bei beliebig vorgegebener Nullfolge {h, | mit h, == 0 die
Folge der zugehérigen Differenzenquotienten stets einem Grenzwert zustrebt. Es
gibt aber auch Funktionen, fiir die nicht bei jeder Nullfolge {h,} mit h, %= 0 die
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Folge der zugehérigen Differenzenquotienten einem Grenzwert zustrebt. Von be-
sonderer Bedeutung sind die zuerst genannten Funktionen. Daher wird folgendes
definiert :

> Ist die Funktion y = f(x) in einer Umgebung der Stelle x = x, erklirt,
und strebt fiir jede Nullfolge { h,, | mit hy, == 0, fiir die x, 4 h,, in dieser Umgebung liegt,
stets die Folge der hérigen Differe: 4 F(xo+ hn) —f (x0)
hn
wert g zu,
so sagt man, die Funktion y = f(x) sei an der Stelle X, differenzierbar.

einem Grenz-

’ Den Grenzwert g nennt man den Differentialquotienten oder die erste Ableitung von f(x)
an der Stelle x,.

Zur Bezeichnung des Differentialquotienten sind folgende Schreibweisen iiblich:

I (%) oder yll"E"n (gelesen y Strich an der Stelle x gleich x,)

oder 5—” (gelesen dy nach dx an der Stelle x gleich x,)1.
e |

Unter Verwendung der Limes-Schreibweise gilt schlieBlich:

g A 3
lim 2 — lim
dx-0 4% h—s0

flx r,’;: =G _ fr(x).

Aufgaben
L Ermitteln Sie die Ableitungen der Funktion ¥ =f(x) = 3x—5 an den folgenden Stellen!
a) x, =0 b) x,=2 €) xo =14 d) xo=-2 e) xo=—4
2. Ermitteln Sie die Ableitungen der Funktionen ¥y = f(x) an der angegebenen Stelle x — !
a) y =f(x) =5x +3; xp, = — 2; x0p = 0; x5 = 2
b) y =f(x) = 5x — 63 2 = — 23 xp = 0; 2 = 2
¢€) y =f(x) = 5x + a; a konstant; x, =k
3. Ermitteln Sie die Ableitungen folgender Funktionen y =f(x) an der angegebenen Stelle
x = x!
a) y=f(x) =4x—5; x, =3 b) y=f(x)=—3x+2;x,=—4
2
€) y =/ (x) =Tx—9; x, = 0,03 d)}’=f(x)=_"+3§~"u=“?
1 3 1 3
) y=flx)=5x—-4x=5 f)y=f(-\')=~]’x+>5;xn:1*6
g) ¥y =f(x) = mx; xy = k: m konstant h) y = f(x) = mx + n; x, = k: m, n konstant
4. Ermitteln Sie die Ableitungen der Funktionen ¥y = f(x) an der angegebenen Stelle x — Fo

3).Y=f(x)=12+3x+5:"'ol:‘2§“'n-:=0;*oa=l
b) y=f(x) = x* —dx + 6; x,y = —1; = =2
©) ¥ =f(x) = #* + 3x — 5; xpy = — 5;
d) y=f(x) = 2* — 9x + 2: x, = 3;
e) y=f(x) =32 —4x+ 9; x =—1
f)y:f(x)=—2x’+3x~5;xo|=—l

! Diese Symbolik stammt von G. W. LEIBNIZ.
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5. Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden quadratischen Funktionen an der Stelle x = x,
(a, b und ¢ sind Konstanten)!
a) y=f(x) =2x2+45x—3 b) y =f(x) =2x*+5x+ ¢
¢) y=f(x) =22+ bx+c ) y=fx) =ax*+bx+ec

6. Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden kubischen Funktionen an der Stelle x = 2 und
an der Stelle x = x, (@, b, ¢ und d sind Konstanten)!
a) y =f(x) =x* b) y =f(x) =2%° €) y=f(x)==x"+2
d) y =f(x) = 2® + 2x e) y =f(x) = **—2x f) y=f(x) =22 +5
©) Yy =f(x) =257+ 2x+5 b) y = f(x) = 257 + 52 i) y = f(x) = 230 + 5x2+2x
k) y=f(x) =223+ 5x2+2x+3 ) y=f(x)=ax®+ba®+cx+d

1.4. Geometrische und physikalische
Deutung des Differenzenquotienten und

der Ableitung

1.4.1. Die Ableitung als Tangentensteigung

Der Begriff des Differentialquotienten hingt sehr eng mit dem Tangentenproblem
zusammen, von dem aus LEiBN1z zur Differentialrechnung gekommen ist.

. 1. Wasversteht man unter der Tan-
gente a) beim Kreis, b) bei der
Ellipse?

Wihrend man bei gewissen speziellen
Kurven, zum Beispiel beim Kreis und
bei der Ellipse, eine Tangente als eine
Gerade erkliren kann, die mit der Kurve
nur einen Punkt gemeinsam hat, ist
diese Erklirung fiir allgemeine Kurven
nicht brauchbar. So ist zum Beispiel in
Abbildung 1.3. die Gerade g, die mit
der Kurve C nur einen Punkt gemein-
sam hat, offenbar keine Tangente an C.
Dagegen ist die Gerade g,, die mit der 7/
Kurve C die Punkte P, und P, gemein- L N i "
sam hat, Tangente an C in P,. Wiihrend 3
aberg,inder Umgebungdes Beriihrungs-
punktes P, ganz auf der einen Seite von
C verliuft, ist dies bei der Geraden g4
nicht der Fall, obwohl g; Tangente an C
im Punkte Pyist. Es sei noch bemerkt,
daf} die Gerade gz nur einen Punkt mit
der Kurve C gemeinsam hat. Aus diesen
Beispielen. geht hervor, daf die Erkli-
rung des Begriffs der Tangente einer
Priizisierung bedarf.

Abb. 1.3
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Dazu denkt man sich eine Kurve C gegeben (Abb. 1.4.) und legt durch den Punkt
P, und einen Nachbarpunkt P die Sekante. LiBt man nun P eine beliebige Folge
von Punkten P, (P, == P,), die gegen P, streben, durchlaufen, so erhilt man eine
zugehorige Folge von Sekanten. Wenn bei dem Grenziibergang P, — P, die Sekan-
ten stets einer Grenzlage zustreben, so nennt man die dieser Grenzlage entsprechende
Gerade die Tangente an C in P,.
Es sei jetzt C das Bild einer Funktion y = f(x). Da jede Gerade, die durch einen
festen Punkt P, geht, durch ihre Richtung eindeutig bestimmt ist, wird die Steigung
der Sekante mit Hilfe der Funktion y = f(x) ausgedriickt. Man erhiilt aus den
Dreiecken P,Q, Py: .
f(x + hy) — (%)

7 .

n

tan g, =

Die Steigung der Sckante ist also gleich dem Differenzenquotienten. Wenn daher
der Differentialquotient von y = f(x) an der Stelle x = x, existiert, so strebt
tan g, gegen den Grenzwert

lim tang, = lim w

= f'(x,) = tang,,
hy—0 hy—0 n

die Steigung der Tangente an Cin P,.

’ Die Steigung der Tangente an C in P, ist gleich der Ableitung von y = f(x) an der
Stelle x.

Diese Steigung der Tangente wird auch als Steigung der Kurve in P, bezeichnet.

Anmerkung:

So wie hier aus der Differenzierbarkeit auf die Existenz einer Tangente geschlossen
wird, kann nicht umgekehrt aus der Existenz einer Tangente auf die Differenzier-
barkeit geschlossen werden, da die Tangente parallel zur y-Achse verlaufen kénnte.

26



@ 2 Welche Steigung hat die Tangente an die Parabel y =T7x*—5x + 1 in

demjenigen Kurvenpunkt, dessen Abszisse a) x =4,b) x = »37 ,C) X = 1§4 ist?

1.4.2. Die Ableitung als Momentangeschwindigkeit

Bereits in der Einleitung wurde auf das Problem der Erklirung der Geschwindig-
keit eines ungleichférmig bewegten Kérpers hingewiesen. Auch dieses Problem
hiingt mit dem Begriff des Differentialquotienten zusammen. Auf Grund dieses
Problems ist NEwron zur Differentialrechnung gekommen.
Denkt man sich die Linge s der zuriickgelegten Strecke als Funktion der Zeit ¢ ge-
geben, s = f (t), so bedeutet der Differenzenquotient

As _ fltg+ A0 —ft)

At At
die mittlere Geschwindigkeit des bewegten Kérpers auf dem entsprechenden Strek-
kenabschnitt. Da sich bei sehr kleinem At die Bewegung auf dem entsprechenden
Streckenabschnitt unter gewissen in den Anwendungen meistens erfiillten Voraus-
setzungen nur sehr wenig von einer gleichformigen Bewegung unterscheidet, liegt es
nahe, die Momentangeschwindigkeit nach der Zeit ¢, durch den Grenzwert

4s Lo+ 40 =fl) _ 1

lim =~ = lim
a0 4t 40 i

zu erkliren. Bezeichnet man die Momentangeschwindigkeit mit v,, so ergibt sich:
ds
v =f(t) =—= .
=1 = .
In Worten:
’ Die Momentangeschwindigkeit v, nach Ablauf der Zeit t, ist gleich der Ableitung des Weges

nach der Zeit in t = .

. 3. Uberzeugen Sie sich, daff im Falle einer gleichformigen Bewegung die so
definierte Momentangeschwindigkeit mit der IThnen bereits bekannten Erkldrung
der Geschwindigkeit fiir die gleichférmige Bewegung iibereinstimmt!

Aufgaben

1. Zeichnen Sie die Bilder der folgenden Funktionen!
a) y=f(x) =3x—2 b) y=f(x)=—2x+1
) y=f=Fx+4 Hy=fy=—gx-2

Ermitteln Sie rechnerisch durch Bilden der Differenzenquotienten an der Stelle x, = 2, unter
welchem Richtungswinkel die Gerade y = f(x) die Abszissenachse schneidet! Fiihren Sie
auch Messungen an den Zeichnungen durch, und vergleichen Sie mit dem rechnerischen
Ergebnis!

2. Welche lineare Funktion wird durch die Gerade dargestellt, die durch den Punkt P, (0; 3) geht
und die Abszissenachse unter dem Winkel ¢ schneidet?
a) p = 30° b) ¢ = 45° c) g = 60° d) ¢ = 120° e) ¢ = 135°
f) ¢ = 150° g ¢ = 10° h) ¢ = 42° i) ¢ =112° k) ¢ = 163°
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3. Wie heilen die Gleichungen der Geraden, von denen

a) ein Punkt und die Richtung, b) zwei Punkte bekannt sind?
Schreiben Sie diese Gleich mit Hilfe von Diff quotienten bzw. der Ableitung f"(x,)
nieder!

4. Skizzieren Sie die Bilder folgender Funktionen!
a) y = f(x) = x* b) y =f(x) = x% 44 c) y=f(x) =(x—1)2
d) y=f(x) =ax*—2x+3 e) y=f(x) =222+ 3x—1
Legen Sie an diese Parabeln die Tangenten in den Punkten mit den Abszissen 5n=-3;

=—2,5; x5 = —2; ...5 xyy = 3,5} x;5 = 4! Ermitteln Sie die Steigung dieser Tangenten

durch Bilden der Ableitungen der gegebenen Funktionen an diesen Stellen!

5. Welche Steigung besi die Sek der in Aufgabe 4 angegebenen Parabeln, wenn als
Schnittpunkte von Parabel und Sekante folgende Punktpaare gewiihit werden!
a) Py (3; y,) und P, (2; y,) b) P, (=3; y;) und P, (=25 y,)
©) Py (3; y)) und P, (2,55 y,) d) Py (=3; ) und P, (= 2,5; y,)
€) Py (3; y;) und P, (2.8; y,) ) P,(=3;y,) und P, (- 2,85 y,)

Zeichnen Sie auch die Bilder, und messen Sie die Steigungen!

&

. Welche Steigung besitzen die Sekanten zum Bild der Funktion
y=f(x) =228+ 3x2—5x+ 1,
die durch den Punkt P, (1; y,) und durch Kurvenpunkte mit folgenden Abszissen gehen?
a) x, =0 b) x, = 0,5 c) x; =08 d) x, =11
e) x; =16 f) x =19 g) x;, =25 h) xy=3
Welche Steigung hat die Tangente an die Kurve im Punkt P, (1; ¥0)? Messen Sie auch die

Steigungen in den Zeichnungen, und vergleichen Sie diese Ergebnisse mit den rechnerisch
gewonnenen!

N

Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = f(x) = |x|! Erliutern Sie an Hand des Bildes dieser
Funktion, weshalb y = f(x) = |x| an der Stelle x, = 0 nicht differenzierbar ist!

Skizzieren Sie das Bild der Funktion y = f(x) = x* -+ 1! Ermitteln Sie diejenige Tangente an
die Kurve, die parallel zur Abszissenachse verliuft!

b

Skizzieren Sie das Bild der Funktion y = f(x) = x —6x2 4 12x — 7! Ermitteln Sie die-
jenige Stelle, an der die Tangente parallel zur Abszissenachse verliuft! Welche Besonderheit
iiber den Verlauf von Kurve und Tangente kénnen Sie an der Zeichnung feststellen?

1.5. Rechnen mit Differentialquotienten
L.5.1. Die Ableitung als Funktion

Aus den bisher durchgefiihrten Rechnungen geht hervor, daB gewisse Funktionen
Ableitungen haben, die relativ einfach zu ermitteln sind. Damit kiinftig nicht bei
jeder Rechnung der gesamte Weg von der Bildung des Differenzenquotienten an
einer bestimmten Stelle iiber die zweckmiBige Umformung des Differenzenquotienten
bis zur Bildung des Grenzwertes des Differenzenquotienten an dieser Stelle gegangen
werden muB, sollen nun einige Formeln hergeleitet werden, die unter gewissen
Bedingungen die Berechnung der Ableitung auf einfache Weise ermiglichen.
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. 1. Bilden Sie die Ableitung f'(x,) der Funktion y = f(x) = mx + n an der
Stelle x = x, wobei m und n beliebige Konstanten bedeuten !
. 2. Bilden Sie die Ableitung f' (x,) der Funktion y = f(x) = ax? + bx - ¢ an

der Stelle x = x,, wobei a, b und c beliebige Konstanten bedeuten!

Da diese Funktionen y = f(x) =mx+n und y =f(x) =ax2 + bx ~c¢ an der
Stelle x = x, eine Ableitung haben, gelten die Sitze:

’ Die fiir alle x erklirte Funktion y = f(x)= mx+4 n (m und n sind beliebige Kon-
stanten) hat an jeder Stelle x = x, die Ableitung y’ = f'(x,) = m.

> Die fiir alle x erklirte Funktion y = f(x) = ax*+4 bx + ¢ (a, b und ¢ sind beliebige
Konstanten) hat an der (beliebigen) Stelle x = x, die Ableitung y’ = f'(x,) = 2ax,+ b.

Analog kann mit vielen anderen Funktionen verfahren werden, zum Beispiel mit
der Funktion

3

y =f(x) =3 a,5" = az%° + a; 2% + a; 2 + a,2",
bei der die a, reelle Konstanten sind. Die Funktion besitzt an der beliebigen Stelle
x = x, folgenden Differenzenquotienten:

(f‘;&) = L@+ B - fx)
Ax)x=x, h

_ lag(xg +1)° + ay (¥ + h)* + a; (x + h) + ag] — [a5.%,° + ap x> + a, x, + a,]
- h

3ayxg*h + 3ayxyh® + ayh® 4- 2ayx0h + ayh? + a,h
h
hBagx® + 2ayx," + 1a,x°) + h*(3ayx, + ay) +7Ea;,_
h

A 3

Daraus ergibt sich beim Grenziibergang h - 0:

3
f(x) =3 n-a,x;""-
o1
Hat man allgemein eine in einem Intervall @ < x < b erklirte Funktion ¥y =f(x),
die dort an jeder Stelle des Intervalls differenzierbar ist, so entsteht, wenn man
jedem Wert x, des Intervalls den Wert f’(x,) zuordnet, eine weitere ebenfalls im
Intervall a < x < b erklirte Funktion y' = ¢ (x) = f' ().

Die Ableitung einer Funktion in einem Intervall kann also ihrerseits wieder als eine Funk-
tion aufgefaBt werden.

Aus den Funktionen in den oben behandelten Beispielen

Ly=f(x)=mx+n

2. y=f(x) =ax® +bx +¢
3

3.y

=@ =ax
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erhiilt man so die fiir alle x erklirten Funktionen
By -rw=n
2.y =f'(x)=2ax+b
3
.y =f'(x) =3na,x""t =3 a32% +2a,x 4 a;.
=l
Die Funktion y = f’ (x) kann gegebenenfalls abermals differenziert werden. Ist das
im gesamten Definitionsintervall méglich, so entsteht dadurch eine neue Funktion:
2
y' =[f' @) =f"(x) = %TJ; (gelesen: d — zwei — y nach d — x — Quadrat).

Man sagt, es wird die zweite Ableitung gebildet.
In den drei oben aufgefiihrten Beispielen ergibt sich so:

- 1y =fu (x) =0
2. y'=f"(x)=2a
3. y' =f"(x) =6a3x +2ay

@ 3. Erkliren Sie auch noch die dritte Ableitung y"' =

3
d ‘; =f""(x), und bilden
Sie diese fiir die drei betrachteten Funktionen! *

d

1.5.2. Die Differentiation der Summe zweier Funktionen

Zur Differentiation gegebener Funktionen sind gewisse Regeln von Nutzen, die mit
den beiden Grenzwertsiitzen in engem Zusammenhang stehen.
Die beiden Funktionen u = ¢ (x) und v = y (x) seien in einer Umgebung der Stelle
x = x,, erkliirt und an der Stelle x, differenzierbar. Dann ist auch die Funktion
y =f(x) = ¢ (x) + y (x) in dieser Umgebung erklirt und an der Stelle x = x,
differenzierbar, und es gilt:

J' (%) = (x0) + w ()] = ¢' (x0) + ¥’ (x0)-
Beweis: Der Differenzenquotient ij an der Stelle x, lift sich in folgender Form
schreiben: *

(gl\') _ St h) —fx) Lo +h) + p (v + B)] — [ (x0) + v (xo)]
Jr==x, h h

Ax

(Ay _‘rp(x,,+l!) ® (xo) = (x4 h) — (%)
?1?).‘:% - h h 4

LiBt man jetzt h gegen Null streben, so streben die beiden Briiche auf der rechten

Seite, die offenbar Differenzenquotienten von ¢ (x) und y (x) sind, nach Voraus-

setzung gegen ¢’ (x,) bzaw. ' (x,). Daher strebt nach Grenzwertsatz 1 auch (jv )
einem Grenzwert zu, und zwar dem Grenzwert f'(x0) = ¢’ (%) + ' (x). = /=™

> Sind die beiden Funktionen u= @(x) und v= p(x) an jeder Stelle ihres Definitions-
intervalls differenzierbar, so gilt dort fiir y = f(x) = ¢(x) + y(x) = u + v die Differen-
tiationsregel : ’

y' = u’ + v’ (Summenregel).
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. 4. Verallgemeinern Sie diesen Satz auf eine Summe von n Funktionen
n

y =f(x) =2 fi(x)!
k=1

Ist die Funktion u = f(x) in einer Umgebung der Stelle x, erklirt und an der
Stelle x, differenzierbar und bedeutet ¢ eine beliebige Konstante, so ist auch die
Funktion y = ¢ - f (x) in dieser Umgebung erklirt und an der Stelle x, differenzier-
bar. An dieser Stelle gilt dann:

Y|sor =0 F"(2)-

. . : A 3
Beweis: Der Dlﬂ'erenzenquotmntrd';( an der Stelle x, ist

(A-VQ _ St W) —cflx) _ o o+ B —flx)
h 3 :

Hehs™

Hieraus ergibt sich fiir h - 0 die Behauptung y’ = ¢ - f’ (x) an der Stelle x = x,.
Ist die Funktion u = f(x) an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs differenzierbar,
so gilt das gleiche auch fiir

y = c-: f(x), c konstant
und es ist

y=c-f(x)-
» Bei der Differentiation bleibt ein konstanter Faktor unverindert als solcher erhalten.
. Beispiel 4:

Die erste Ableitung der Funktion y = 5 x? lautet

y=5-2x
y' =10x

. 5. Bestitigen Sie, daf} die Ableitung eines konstanten Gliedes Null ist!
y=fx)+c; y=f&+0=f(x)

Aufgaben
1. Bilden Sie die erste, zweite und dritte Ableitung folgender Funktionen!
a) y = f(x) = 4x® —6x>+ 2x— 35 b) y = f(x) = a* + a® + x® + 21 + a°
¢) y=f(x)=(x*—2x+ 5)® + 3) d) y = f(x) = (x — a)® (a konstant)
2. Bilden Sie die Ableitungen folgender Funktionen!
a) y =f(x) = +* b) y = f(x) = «*
) y = f(x) = x! Oy —f() = @x—5)@x+2)

&)y =f(x) = (Bx—4) 2x+3)

Stellen Sie fest, die wievielte Ableitung eine von Null verschiedene Konstante ist!
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1.6. Die Ableitungen der Potenzfunktion
y = =" fiir ganzzahlige Exponenten
(n=0)

1.6.1. Aufgaben zur Wiederholung

-

. Welche besonderen Wertepaare x, y sind allen Potenzfunktionen y = x"(n > 0; ganzzahlig)
gemeinsam? Wie zeigt sich das in der grafischen Darstellung? Skizzieren Sie die zu den Potenz-
funktionen y = x" mit n > 0; ganzzahlig gehérende Kurvenschar! Welches ist dabei der
Scharparameter?

[

. Begriinden Sie die ZweckmiiBigkeit der Festsetzung a® = 1! Fiir welche Zahlenbereiche von a
ist die Definition giiltig?

1.6.2. Die Ableitungen der Potenzfunktion y = f(x) = x" mit n = 0; ganzzahlig

Zum Zeichnen der Bilder der Potenzfunktionen y = 2" mit n = 0; ganzzahlig ist es
vorteilhaft, die Tangenten an die Bilder in verschiedenen Punkten zu Hilfe zu neh-
men. Dazu muB} deren Steigung bestimmt werden. Sie ist durch die erste Ableitung
der jeweils zugeordneten Funktion gegeben. Es ist demnach erforderlich, die Ableitung
der Funktion y = x" fiir alle nicht negativen ganzzahligen Exponenten zu ermitteln.
Diese Aufgabe soll mit Hilfe des binomischen Satzes gelost werden.

. 1. Berechnen Sie (a + b)* fiir k = 3, 4, 5, und stellen Sie die Ergebnisse unter
Einbeziehung der entsprechenden Beziehungen fiir k =1 und k — 2 zu-
sammen !

Wie sind die einzelnen Glieder aufgebaut?

Wie kann man die Koeffizienten mit Hilfe des PAscavLschen Dreiecks berech-
nen? Wie lauten insb, dere die Koeffizienten des ersten und zweiten Gliedes
firk =2,3,4,5?

Mit Hilfe dieser Entwicklung liBt sich die erste Ableitung der Potenzfunktionen aus
dem Differenzenquotienten ermitteln.

. Beispiel 1:

Die erste Ableitung der Potenzfunktion mit n = 3 ist zu berechnen.

Gegebene Funktion: y = x3

Ableitung: y' =lim

(x + hp?— a3
h—0 h ’

Zur Bestimmung des Grenzwertes wird der Differenzenquotient unter Ver-
wendung des binomischen Satzes umgeformt.

. a4 3x%h 4 3xh? 4 hd _ o
T R it i
y IIIAU h
—lim 32RERCE D) _ jr3an 4 h3a b))
h=0 h h=0
y =3a2,
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Die Tangentensteigungen an das zugehérige Bild sind also im

Punkt 0 (0;0): y,/ =3:0=0,
im Punkt P (1;1):y,’ =3-12 =3.

. 2. Ermitteln Sie in gleicher Weise die ersten Ableitungen von y = x" fiir n =4
und n = 5, und geben Sie auch fiir die Bilder dieser Funktionen die Tangenten-
steigungen in den Punkten O (0;0) und P (1;1) an!

Auf gleichem Wege kann man die erste Ableitung der Potenzfunktion y = x" fiir
ein beliebiges positives ganzzahliges n ermitteln:

Gegebene Funktion: y = x"

n_.n
Ableitung: y =lim —(xj_h)*x.

h—0
Wenn (x + h)* nach dem binomischen Satz entwickelt wird, entstehen (n - 1)
Glieder, die vom dritten an, soweit diese vorhanden sind, Faktoren h' mit i > 2
enthalten. Aus diesen 1dBt sich h? als Faktor ausklammern:

n—1 n
sy &4 nx"" h4h?g(x,h) —x
g
n—1 2.
y = Bim - _L'M =n-2' 4 lim[h- p(x, h)]
h—0 h=0

y =n.an-1,

da g@(x, h) fiir b gegen 0 einem endlichen Grenzwert zustrebt.
Die Steigungen der Tangenten an die entsprechenden Bilder in den allen gemein-
samen Punkten O(0; 0) und Py(1; 1) ergeben sich daraus wie folgt:

im Punkt O (05 0): y,' = n - 0*~1 = 0 (fiir n > 1; ganzzahlig),

im Punkt P(1;1): y,’ =n-1""' =n.
Geometrisch 1dBt sich dieses Ergebnis fiir den
Punkt 0(0; 0) so deuten, daB alle Funktionsbilder
der Schar, die zu y = 2™ mit n > 1; ganzzahlig ge-
héren, im Koordinatenursprung die x-Achse zur

Tangente haben (Abb. 1.5.).
Fiir n = 1 ergibt sich aus y' = n - x""!

y' =1-2x°=1fiir jedes x == 0.

Im Koordinatenursprung wiirde sich ergeben: /),3
y'=1-0° mit dem nicht definierten Aus- o
druck 0°. Abb. 15,

Da nun die Funktion y = f(x) = mx 4 n an jeder Stelle x = x, die Ableitung
y’ = f”(x,) = m hat, gilt fiir den Fall m = 1 und n = 0, also fiir y = f(x) = x:

f(x) =lim1=1.
h—=0
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Beziiglich des Verhaltens ihres Bildes im Koordinaten-
ursprung stellt also die Potenzfunktion y = x! eine
Ausnahme in der Schar der Funktionen y = x" mit
positiven ganzzahligen Exponenten dar (Abb. 1.6.).

y

. 3. Deuten Sie entsprechend y,' =n-1"1! =n
geometrisch als Steigung der Bilder im Punkt
P(1; 1)! Wie dndert sich die Steigung der
Bilder bei verinderlichem n? Was kinnen Sie
daraus iiber die Lage der einzelnen Bilder be-
ziiglich der x- bzw. y-Achse in den Intervallen 7 x
0 < x<1undx>1 folgern? Abb. L6,

. 4. Uberpriifen Sie Ihre in der Wiederholungs-
iibung 1 angefertigte Skizze in bezug auf den Verlauf der Bilder besonders in
den Punkten O (0; 0) und P (1;1)!

. 5. Ermitteln Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten die erste Ableitung der Funk-
tiony = x0 =1!

Das Ergebnis des fiinften Schiilerauftrages y' = (x°)’ = 0 ergibt sich fiir x == 0 auch,
wenn y' = n - "1 fiir n = 0 gebildet wird:
y' =0+ x9"1 =0 fiir alle x 5= 0.

Also gilt allgemein:

> Die erste Ableitung von y = x™ mit n = 0; ganzzahlig ist

y=n-x1,

1.6.3. Hohere Ableitungen der Potenzfunktion y = x" mit n = 0; ganzzahlig

Die hoheren Ableitungen einer Funktion bilden eine Folge von Funktionen. Fiir die
Potenzfunktionen y = x" erhiilt man dabei wieder Potenzfunktionen.

. 6. Bilden Sie die ersten vier Ableitungen von y = x", und begriinden Sie die

folgenden Erkenntnisse!

a) Jede der Ableitungen y( mit i = 1; 2; ...; n der Potenzfunktion ¥ = &® mit
n > 0; ganzzahlig ist eine um einen Grad niedrigere Potenzfunktion als die vor-
hergehende Ableitung.

b) Die n-te Ableitung der Funktion y = " hat den Grad 0, d. h., sie ist eine von
Null verschiedene Konstante.

¢) Die (n + 1)-te Ableitung der Funktion y = %" und alle folgenden sind identisch
Null.

Aufgaben

1. Bevweisen Sie den folgenden Satz!
Die erste Ableitung jeder nicht konstanten geraden Potenzfunktion ist eine ungerade Funktion,
die erste Ableitung jeder ungeraden Potenzfunktion ist eine gerade Funktion.
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2. Begriinden Sie mit Hilfe des in Aufgabe 1 genannten Satzes die Symmetrieverhiltnisse der
Bilder der geraden und der ungeraden Potenzfunktionen!
Anleitung: Die ersten Ableitungen an zwei Stellen x, und — x, bestimmen die Richtungen
der Tangenten an das jeweilige Bild in den Punkten mit den Abszissen x, und — x,. Achten
Sie auf die Vorzeichen von f’(x,) und f’(— x,)!

3. Inwiefern kann man y = x! zu den ungeraden und y = x° zu den geraden Funktionen rechnen?
Begriinden Sie diese Einteilung wie bei Aufgabe 2!

4. Wie grof} ist die zweite Ableitung von
)y =
1 I
b) y = x'* an den Stellen x, = 2; x, = —2; =% =—03; x;=72?

¢) Wie grof} ist die fiinfte Ableitung der Funktionen in a) und b) an den entsprechenden
Stellen?

An die Bilder der folgenden Funktionen sollen jeweils im Punkte P; (x;; y:) die Tangenten gelegt
werden. Wie grof ist deren Steigung? Unter welchem Winkel schneiden sie jeweils die x-Achse,
unter welchem die y-Achse? Wie heillen die Koordinaten dieser Schnittpunkte?

a) y = x* Pl(%;...) Pz(—%;..) b) y =2 Pj(...;8) Py ooy = 2T)
d) y = b P‘(“';Sl:z) P,(—3;...)

o

e) y=a2' P(0,1;...) P,(02;

6. An die Bilder der folgenden Funktionen sollen Tangenten gelegt werden, die die gegebenen
Steigungen m; haben. In welchen Punkten muf} das geschehen?
4 3
a) y = x? my =1 my=-—2 b) y = x® m =g my =
1 4
c) y=xt m=——- my=4 1) y=ab my, = 80 my = ¢

1.7. Ganze rationale Funktionen
1.7.1. Aufgaben zur Wiederholung

1. Der analytische Ausdruck der allgemeinen quadratischen Funktion lautet in expliziter Form
y = Ax* + Bx + C. Wie sieht das Funktionsbild aus?

2. Welche Bedeutung hat insbesondere der Koeffizient A des quadratischen Gliedes? Wie wirkt
sich seine GroBe und sein Vorzeichen auf das Funktionsbild aus?

3. Was versteht man unter den Nullstellen einer Funktion? Wie werden sie bestimmt?

4. Was entspricht den Nullstellen in der grafischen Darstellung der Funktion? Erldutern Sie das
insbesondere an Hand der linearen und der allgemeinen quadratischen Funktion!

1.7.2. Die Ableitungen der ganzen rationalen Funktionen

Unter einer ganzen rationalen Funktion versteht man eine Funktion, die sich in der
Form

1 y=f(X)=a..x"+a..-1:c""‘+---+a¢x2+a1x+ao=kZ;]akx"

fiir alle Werte von x darstellen 1iBt. Dabei bedeuten die Symbole a; reelle Zahlen
(Konstanten). Sie heiBlen die Koeffizienten des Polynoms auf der rechten Seite von (1).
Falls a, = 0, hat das Polynom den Grad n.
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B Beispier 1:
Die rechte Seite der Gleichung
y =4x5—2x% + x2—2x 49
ist ein Polynom' 5. Grades.
1. Bilden Sie die ersten drei Ableitungen von y = ¥ aj x*! Begriinden Sie die
folgenden Erkenntnisse! Le )

a) Die Ableitungen jeder ganzen rationalen Funktion vom Grad n sind
wieder ganze rationale Funktionen, und zwar ist jede der Ableitungen
¥y mit i =1;2; ...; n eine um einen Grad niedrigere Funktion als die
vorhergehende Ableitung.

b) Sind alle Koeffizienten a, von Null verschieden, so vermindert sich bei
den unter a) genannten Ableitungen y® die Anzahl der Glieder von
Ableitung zu Ableitung ebenfalls jeweils um 1.

c) Die n-te Ableitung y™ ist eine Konstante.

YW =n-(n—-1)-(n—2)-...-3-2-1-a,.
d) Alle folgenden Ableitungen sind identisch Null.
Ergebnis:
> Jede ganze rationale Funktion n-ten Grades hat genau n nicht identisch verschwindende
Ableitungen.
1.7.3. Die Nullstellen der g rationalen Funktion

Jeder Wert der unabhiingigen Veriinderlichen «x, fiir den eine Funktion y = f(x) den
Wert Null annimmt, heiBt eine Nullstelle dieser Funktion. Fiir die Ermittlung der
Nullstellen x; wird gesetzt: f(x;) = 0. Die Losungen dieser Bestimmungsgleichung
sind die Nullstellen der zugrunde liegenden Funktion.

. 2. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Nullstellen (Existenz, Lage)!
a) y=2*—4x—3 b)y=2x2—6x+9 <¢)y=122—2x+35

Unter Verwendung der Nullstellen kénnen die Funktionen des Schiilerauftrags 2 in
folgender Form geschrieben werden:

a) y =[x—2 +77)]-[x—(2-17)]

b) y = (x—3) - (x—3)

¢) Im Bereich der reellen Zahlen ist eine derartige Zerlegung nicht moglich.
Die hierbei auftretenden Klammern (x — x;) heiBen Linearfaktoren. Aus der Zer-
legung in Linearfaktoren liBt sich leicht der Wurzelsatz von VieTa herleiten. Die

Zerlegung in Linearfaktoren ist gegebenenfalls auch bei Polynomen hoheren Grades
mdglich. Ohne Beweis sei folgendes mitgeteilt:
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’ Jede ganze rationale Funktion n-ten Grades hat hich n inand hied.
Nullstellen.

)
’ Hat sie dchlich n i der verschied Nullstellen, so liBt sie sich durch ein Pro-
dukt von n verschiedenen Linearfaktoren darstellen.

Aufgaben

1. Wenden Sie dic Erkenntnisse iiber dic Nullstellen der ganzen rationalen Funktion auf die
quadratische Funktion und auf die Lage der zugehérigen Parabeln im Koordinatensystem an!
Ziehen Sie daraus auch Schliisse auf Art und Anzahl der Losungen einer quadratischen Glei-
chung!

2. Die Ableitungen jeder ganzen rationalen Funktion sind ganze rationale Funktionen von ab-
nehmendem Grade. Wieviel verschiedene, reelle Nullstellen kann die 1., 2., 5., (n — 2)-te,
(n— 1)-te Ableitung einer Funktion n-ten Grades im Hachstfall haben?

3. Bilden Sie von folgenden Funktionen die erste, zweite und dritte Ableitung!
1 1 = = ol
a) y=3x3—2x24 x—4 b)y='4x‘+—2~x'~’-‘l ) y=x2)2+4+=x)3-75
1\2
Aod) y=ad—baktlp bt jeo) y=(*-D@+3) Dy =<%"_T)

4. Bilden Sie von folgenden Funktionen jeweils diejenigen Ableitungen, die die angegebene
Bedingung erfiillen!

Funktion Bedingung
1 alle nicht identisch verschwindenden Ab-
e o
a) y= [ 22° + 72— 0,2 leitungen
7 5 3
b) y=— xT - ,"‘;_ o _‘;_ 3., 6. Ableitung

diejenige Ableitung, die eine von Null ver-

€) y=0,1x*—0,0lx -+ 0,001 schiedene Konstante ist

d) y = (0,1x%—0,05)* die Ableitung, die eine lineare Funktion ist.
5. Welchen Wert hat die 2., 3., 5. Ableitung von

a) y:l;-6x5w2714x‘ b) y = 0,02x1° + 0,01 x% — 2% 4 4

an den Stellen x;, = 1; x, = —2; x, = —*;*; x=0,1; x =} 37
6. An die Bilder folgender Funktionen sollen jeweils im Punkt P;(x;i; yi) die Tangenten gelegt

werden. Wie grof ist deren Steigung? Unter welchen Winkeln schneiden sie die x- und
y-Achse? Wie heilen die Koordinaten dieser Schnittpunkte?

1
a) y=10,1x%+02x 4 0,3 P1<—27;...) P_,(—%.)
1 1 3 1 A
BDy=—s4gxtd Pl(—z—;.,.) P.1<-?;...)
¢) y=x>—2x+41 Py (x,>0;4) P, (x, < 05 4)
d) y = 0,001x% + 0,015 P (2:...) P3:...)
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7. An die Bilder folgender Funktionen sollen Tangenten gelegt werden, die die gegebenen Stei-
gungen m; haben. In welchen Punkten ist das méglich?

2 ] 3
)(a)y:%——fx—i—ii; m; = 0,5; my=—5

xS
b)y:-?—x2—2x; m=1; my=—3

1
Oy=gx+2x+2y m=2 ) y=2"=5% m=-10

8. Ermitteln Sie die Nullstellen der angegebenen Ableitungen folgender Funktionen!

Ableitungen, deren Nullstellen zu bestimmen

Funktion sitid
a) y=16x2—08x+ 4 5@ 1. Ableitung
V b) y=2x34 2,722 —21,6x+ 3 1. und 2. Ableitung
¥ o) y=axt+ 1,423+ 0,622+ 12 2. und 3. Ableitung

1.8. Untersuchung der
ganzen rationalen Funktion

1.8.1. Aufgaben zur Wiederholung

1. Geben Sie eine Definition fiir die Nullstellen einer Funktion y = f(x)! Handelt es sich bei den
Nullstellen um geometrische oder arithmetische Elemente, um physikalische GriBen oder um
Zahlenwerte? Wie werden sie ermittelt?

2. Im allgemeinen kénnen Sie mit den Thnen bekannten rechnerischen Methoden die Nullstellen
ganzer rationaler Funktionen nur dann genau berechnen, wenn der Grad nicht gréBer als 2
ist. Nennen Sie einige Sonderformen ganzer rationaler Funktionen hoheren als zweiten Grades,
deren Nullstellen sich mit den IThnen gelufigen Mitteln rechnerisch genau ermitteln lassen!

1.8.2. Funktion und Funktionshild

Durch jede Funktion ist einer vorgegebenen Menge von Werten der unabhiingigen
Veriinderlichen eine ganz bestimmte Menge von Werten der abhiingigen Verinder-
lichen zugeordnet. Diese zweite Menge wird jetzt an einigen Beispielen auf Beson-
derheiten untersucht.

B Beispicle 1 bis 4:

x -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
1) y=9 9 9 99 9 9 9 9 9
(konstant)
r o1 _i _L _»l_ 71_ L _l_ i 5
@ y=j* T 73 "% "6 3 T3 ¢
(proportional zu den x-Werten ; erst negativ,
dann positiv)
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