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Hinweise zur Arbeit mit diesem Buch

Das Lehrbuch gliedert sich in die Kapitel A und B, die nochmals
in Abschnitte unterteilt sind und jeweils durch blau gedruckte,
unnumerierte Zwischeniiberschriften eingeleitet werden. Diese
Gliederung entspricht der des Lehrplans Mathematik, Abitur-
stufe, in Stoffgebiete bzw. Stoffabschnitte.

Jedes Kapitel ist in Lerneinheiten (LE) eingeteilt; vgl. Inhalts-
verzeichnis. Alle LE beginnen mit einer innerhalb des
betreffenden Kapitels fortlaufend numerierten Uberschrift und
enthalten den Unterrichtsstoff fiir eine, zwei, mitunter auch
drei Unterrichtsstunden.

Eine Titelzeile iiber jeder Seite bezeichnet den Lehrbuch
abschnitt, zu dem der Text dieser Seite gehort. In den LE
werden die Beispiele, Auftrige, Definitionen und Satze durch
folgende Marken am linken Rand des Textes gekennzeichnet :

m Beispiel; @ Auftrag; » Definition; p Satz.

Die Ziffern rechts neben den Marken numerieren diese Teile
des Lehrbuchtextes getrennt voneinander durch, und zwar
ebenfalls innerhalb des betreffenden Kapitels; es gibt also

z. B. eine LE A3, einen Auftrag A3 usw. Verweise auf andere
Textstellen beginnen mit einem schriigen Pfeil; z. B. bedeutet
(~ Auftrag B8, S....) ,,vgl. Auftrag 8 im Kapitel B auf
SEIteT A

Zu den Aufgabenteilen: Nebeneinanderstehende Aufgaben
beinhalten ein gleiches oder ihnliches Problem, sie sind i. a. von
gleichem Schwierigkeitsgrad. Aufgaben mit Stern bei der
Nummer sind von erhéhtem Schwierigkeitsgrad. Senkrechte
Pfeile neben den Nummern einer Aufgabengruppe verweisen
auf den weiter oben stehenden Text, der fiir alle Aufgaben
dieser Gruppe gilt.
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 Vektorrechnung
und analytische Geometrie

Bild A 1 Bild A 2 Bild A 3
Leonardo da Vinci Galileo Galilei Johannes Kepler

An Vektoren haben Sie bisher Krifte, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen kennengelernt.
Diese GroBen zeichnen sich gegeniiber anderen physikalischen und mathematischen Objekten
dadurch aus, daB sie sich als gerichtete Strecken (Pfeile) veranschaulichen lassen. Im Falle der
Krifte wurde diese Eigenschaft verschiedenen Wissenschaftlern des 15. und 16. Jahrhunderts
bewuBt. So benutzten z. B. LEONARDO DA VINCI') und GALILEO GALILEI?) bei physikalischen
Untersuchungen gerichtete Strecken fiir die Veranschaulichung von Kriften. KEPLER?) ging
einen Schritt weiter und verwendete dariiber hinaus gerichtete Strecken bei der Beschreibung
von Planetenbewegungen. Er zeichnete gerichtete Strecken, die von der Sonne als einem Brenn-
punkt der elliptischen Bahnkurve des Planeten zum betreffenden Planeten zeigen. Ende des
18. Jahrhunderts entwickelte ein norwegischer Kartograph und Geodit, CAsPAR WESSEL?), zur
Erleichterung seiner praktischen Titigkeit erstmals ein Regelsystem fiir ein Rechnen mit ge-
richteten Strecken und schrieb iiber Anwendungsmoglichkeiten.

Inzwischen hat sich aus dem Rechren mit gerichteten Strecken eine mathematische Disziplin
von groller Allgemeinheit entwickelt, die Vektorrechnung®). In dieser Theorie sind die Krifte,
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen Beispicle fiir Vektoren, ebenso aber auch die aus dem

1) LEONARDO DA VINCI (1452-1519), italienischer Maler, Baumeister. Naturwissenschaftler und Mathematiker
?) GALILEO GALILEL (1564-1642), italienischer Naturwissenschaftler

3) Jonannes KepLER (1571-1630), deutscher Astronom und Mathematiker

4) CaspAr WEsSEL (1745-1818), norwegischer Kartograph. der in Dinemark wirkte

3) MaBgeblich beteiligt an dieser Entwicklung waren u. a. auch der irische Mathematiker, Physiker und Astro-
nom WiLLiAM RowaN Hamitton (1805-1865) und der deutsche Mathematiker HirRMANN GRASSMANN
(1809-1877).



6 A Verschiebungen und Vektoren

Bild A4 Entkopplung der sowjetischen Orbitalstation ,,Salut** vom Transportraumschiff

Geometrieunterricht bekannten Verschiebungen, die differenzierbaren Funktionen, die konver-

genten Folgen und anderes mehr. Die einheitliche Bezeichnung ,,Vektor* fiir diese doch recht

unterschiedlichen Objekte beruht auf gemeinsamen Eigenschaften, die nicht sofort erkennbar
sind und die eine sehr allgemeine, abstrakte Definition des Begriffs Vektor nach sich ziehen

(~ Lerneinheit A 13, Seite 54).

Die Vektorrechnung nimmt heute einen festen Platz in Physik, Mathematik und deren An-

wendungsgebieten ein, weil sich gewisse physikalische Zusammenhinge, Bewegungsabliufe und

auch Figuren gut mit Hilfe von Vektoren beschreiben lassen. Beispielsweise miissen fiir das

Kopplungsmanégver zweier Raumschiffe ihre Bahnkurven vorausberechnet werden, und es sind

die Krifte zu ermitteln, die erforderliche Bewegungsinderungen bewirken. Zum Beschreiben

der Flugbahnen benutzt man Koordinatensysteme und Verschiebungen bzw. deren Verschie-
bungspfeile (also gerichtete Strecken, etwa wie KEPLER und WEsSEL). Bei der Berechnung der

Bewegungsinderung arbeitet man mit Kriften, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen.

Im folgenden Lehrbuchkapitel gehen wir vorrangig den Fragen nach, mit denen sich WEsseL und

KEPLER beschiftigen:

— Wie kann man mit gerichteten Strecken bzw. geeignet daraus gebildeten Mengen rechnen? Am
Beispiel dieser speziellen Vektoren lernen wir die Rechenregeln kennen, die der allgemeinen
Definition des Begriffs Vektor zugrunde gelegt werden.

— Welche Anwendungen finden Vektoren in Geometrie und Physik?

Wie kann man sie insbesondere dazu verwenden, um
a) Punkte und Punktmengen (Figuren) durch Zahlen und Gleichungen festzulegen und
b) die genaue Lage der Schnittpunkte zweier Figuren zu ermitteln?
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Verschiebungen und Vektoren

1  Verschiebungen einer Ebene (Wiederholung)

® | Die Bilder A 5 bis A 8 zeigen jeweils ein und dieselbe Figur ABCD und ihr Bild bei einer

Abbildung einer Ebene. *

a) Um welche Abbildungen handelt es sich?

b) Welche dieser Abbildungen ist eindeutig, welche ist eineindeutig?

¢) Bei welcher dieser Abbildungen sind Original- und Bildfigur zueinander kongruent,
bei welcher dhnlich?

d) Gibt es eineindeutige Abbildungen der Ebene auf sich, die in den Bildern A 5 bis A 8
nicht erfaBt sind, und wenn ja, welche?

el | | E BE |
| | lol/19 | 1
0 D
| | 8!
| | } |
A | | | ||
8 AT 1 ]
| | [ | | | |
AT T 1 O 3 A A A
BildA'S BildA 6
‘ | | |
I ‘ ‘ B;D' | 10
| C" — | |0
1 ! 0 B ||
e @ay =
N | F I B
EAlE ot CH | I 1
| | | ! 4
EEIERER [ \
BildA 7 Bild A 8

@2 Die Darstellung in den Bildern A 6 und A 5 wiederholt sich in den Bildern A 9 und A 10.
Dariiber hinaus wurden aber weitere Punkte der Ebene und deren Bildpunkte bei der
betreffenden Abbildung angegeben.

Was konnen Sie aussagen iiber
die Geraden AA’, BB', ..., die Strahlen AA4’, BB', ... bzw. die Strecken A4", BB/, ...
a) im Bild A 9, b) im Bild A 10?
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BildA 9 ' Bild A 10

Aus dem Vergleich erkennen wir fiir Verschiebungen drei wesentliche Eigenschaften:

(1) Die Geraden AA4’, BB, ... sind paarweise parallel zueinander. Das gilt auch dann, wenn wir
von beliebig gewihlten Punkten P und Q und deren Bildern P’ bzw. Q’ bei dieser Verschie-
bung ausgehen (Bild A 9). .

(2) Die Strahlen 44, BB', ... sind paarweise gleich gerichtet, d. h., sie sind parallel und liegen
zueinander wie in den Bildern A 11 bzw. A 12Y);

Strahl AA ' ist gleich gerichtet mit Strahl BB'

Ay

A

Gerade AA' + GeradeBB' Gerade AA' = Gerade BB'
Bild A 11 Bild A 12

Im Bild A 9 ist z. B.:
AA’ gleich gerichtet mit BB’ (und mit CC’, DD’, PP’, QQ’) gemiB Bild A 11 und
CC’ gleich gerichtet mit PP’ gemiB Bild A 12.

(3) Die Strecken AA’, BB/, ... sind paarweise kongruent zueinander.

Die Eigenschaften (1), (2) und (3) sind fiir eine Verschiebung charakteristisch. Deshalb wurde in
den unteren Klassen die Verschiebung als eine eineindeutige Abbildung der Ebene auf sich mit
diesen drei Eigenschaften erklirt.2) =
Aufgrund der Eigenschaften (1), (2) und (3) kann jede Verschiebung durch einen Pfeil PP’
(eine gerichtete Strecke) angegeben werden, der in irgendeinem Punkt P der Ebene beginnt und
dessen Spitze auf den Bildpunkt P’ von P bei dieser Verschiebung zeigt.

\
1) Das ist eine rein 4 i Festl Sie ist jedoch i findlich und soll uns hier geniigen.
?) Vgl. ,,Mathematik in Ubersichten*, Volk und Wissen, Ausgabe 1973, Scite 144.
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Fur jeden anderen Punkt Q der Ebene findet man seinen Blldpunkl Q' bei der durch den Pfeil

PP gegebenen Verschiebung, indem man an Q den Pfeil PP’ antrigt. Dabei sind zwei Fille zu
unterscheiden:

1. Fall: Q liegt nicht auf der Geraden PP’ 2. Fall: Q liegt auf der Geraden PP’

Wegen (1) gilt: QQ' || PP". Wegen (1) gilt: Q’ liegt auf der Geraden PP’.

Wegen (2) gilt: Strahl QQ" ist gleich gerlchlel Wegen (2) gilt: Strahl QQ’ ist gleich gerichtet
mit Strahl PP’ geméB Bild A 11. mit Strahl PP’ gemiB Bild A 12.

Wegen (3) gilt: 00 = PP Wegen (3) gilt: 00’ = PP

Ao
I y /

Bild A 13 p Bild A 14

7

Anstatt ,,Verschiebung, die durch den Pfeil PP’ beschrieben wird** sagt man kiirzer ,,Verschie-

bung 1;;’ Der Verschiebungspfeil I;;’ gibt fiir die betrachtete Verschiebung an:

a) ihre Richtung, d. h. die Menge der zu PP’ parallelen Geraden — vgl. (1) —

b) ihren Richtungssinn, d. h. die Angabe, wie die Strecken PP’ und Q_Q zu durchlaufen sind —
vgl. (2) — und

c) ihre Verschlebungswelte, d. h die Lange der Strecken PP, 0Q’, ... oder, wie man auch sagt,

die Linge der Pfeile PP‘ QQ 5 oo — Vgl (3) -
® | Fiir die Pfeile AB und CD im Bild A 15 ist zu priifen, ob sie die gleiche Verschlebung
festlegen oder nicht. Bei der Verschiebung AB ist A" = B, bei der Verschlebung CD ist
C’ = D. Nach den Eigenschaften von Quadratgitterpapier gilt fiir die Pfeile AB und
cD:
AB || CD, denn AB und CD bilden mit AC gleiche Stufenwinkel.

Bild A 15 Bild A 16
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Der Strahl AB ist gleich gerichtet mit dem Strahl CD - das ergibt ein Vergleich mit dem
Bild A 11.

EEC_D, denn die Dreiecke AEB und CFD sind nach dem Kongruenzsatz sws kon-
gruent. o~

Die Pfeile AB und CD legen also ein und dieselbe Verschiebung fest. Dagegen legen die

Pfeile A_é und G_;{ im Bild A 15 verschiedene Verschiebungen fest, denn die Strahlen A8
und GH sind nicht gleich gerichtet.

Wievie] verschiedene Verschiebungen sind durch die Pfeile im Bild A 16, Seite 9, an-
gegeben? Begriinden Sie lhre Antwort!

Zusammenfassung

Verschiebung heift jede eineindeutige Abbildung der Ebene auf sich, beider fiir alle Punkte
A, B, ... und deren Bildpunkte 4’, B’, ... gilt:

(1) Die Geraden AA’, BB’, ... sind paarweise zueinander parallel,

(2) die Strahlen 44’, BB', ... sind paarweise gleich gerichtet

(3) die Strecken AA4’, BB, ... sind paarweise kongruent zueinander.

und P1
P
Jede Verschiet kann ben werden durch irgendeinen ihrer

b -
Pfeil AB (oder gerichtete bzw. orientierte Strecke AB) nennt man

die Strecke AB einschlieBlich der Angabe, daB sie von 4 nach B
durchlaufen wird.

Verschiebungspfeile P_I;' (2 ﬁild A17).

Bild A 17

Aufgaben

1.

Zeichnen Sie a) ein gleichseitiges Dreieck ABC, b) ein Parallelogramm ABCD, ¢) ein
Trapez ABCD, d) ein Drachenviereck ABCD! Konstruieren Sie Jjeweils das Bild der Figur
bei der Verschiebung, die 4 auf C abbildet!

Welche Eigenschaften der Verschiebungen haben Sie verwendet?

Im Bild A 18 wurden die Punkte 4 (—1; 3), B (I 5 3), ..., H sowie die Verschiebungspfeile
—

AC und AH dargestellt. Ubertragen Sie das Bild in Ihr Heft! Tragen Sie an die Punkte

A, B, ..., H den Verschiebungspfeil
— — — —

a) AC, b) AH, ¢) FE, d) DC

an, und nennen Sie die Koordinaten

der Bildpunkte von 4, B, ..., H!

Bild A 18
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3. Wieviel verschiedene Verschiebungen lassen sich unter ausschlieBlicher Verwendung von
nur zwei, drei, vier bzw. fiinf verschiedenen Punkten angeben? Losen Sie diese Aufgabe
fiir die Punkte A, B, ... in den Bildern A 19a bis g!

& o e [©as10c @

Pl A ‘ A 7B
@ AD=DC;BESEC |© ABIDC;ADIBC (() BE=ED;BD LAC

A

o

o
o

Bild A 19

2  Vekforen

Als Abbildung ist jede Verschiebung eine spezielle unendliche Menge von Punktepaaren

- >

[A, A}, [B, B'), ..., die man durch Pfeile A4’, BB’, ... veranschaulichen kann. Im weiteren ist es
infacher und doch ichend, wenn wir b h =
_ anstelle der geordneten Punktepaare [4, A, [B, B'], ... einer Verschiebung die Pfeile 44’,

B_IE‘, ..., die durch diese Punktepaare bestimmt sind, und
_ anstelle der Verschiebungen die Mengen aller derjenigen Pfeile, die ein und dieselbe Ver-
schiebung veranschaulichen.

Jede derartige Menge von Pfeilen nennen wir eine Pfeilklasse oder einen Vektor.')
Eine analoge Begriffsbildung haben wir schon einmal kennengelernt.
1 3 4 9
a i Vi g =yl = di iffe ,, P
® 4  Erldutern Sie unter Verwendung von 7 T T2 Te und T3 die Begriffe ,,Bruch** und
,,Gebrochene Zahl**! (Vgl. mit dem Bild A 20 und mit den Ausfithrungen in ,,Mathematik
in Ubersichten*, kiinftig mit ,,Ma i Ub* abgekiirzt, Seiten 30 und 31!)

Vektor AB

==
-

Bild A 20 Bild A 21

1) Die Pfeilklassen verhalten sich zueinander wie die Klassen einer Schule: Jeder Schiiler der Schule gehdrt
2u einer Klasse, kein Schiller gehort zu zwei verschiedenen Klassen, keine Klasse ist leer. Die Bezeich-
nung ,,Vektor™ ist hier gewihlt, damit spiter keine Umbenennung erfolgen muB. In der Lerneinheit A 13,
Seite 54, wird gezeigt, daB diese Bezeichnung gerechtfertigt ist.
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Ebenso wie man alle Briiche ﬁ, die durch Kiirzen oder Erweitern aus dem Bruch % hervor-
gehen, zu der gebrochenen Zahl %.zusammenfam, haben wir alle durch ein und dieselbe Ver-

schiebung bestimmten Pfeile zu einem Vektor (einer Pfeilklasse) vereinigt. Insbesondere nennen

wir Vektor AB die Menge aller der Pfeiie PQ, fiir die die Eigenschaften (1), (2) und (3) erfiillt
sind, fiir die also gilt: .

(1) AB || PQ,

(2) Strahl 4B ist gleich gerichtet mit Strahl PQ und

(3) AB =~ l’-Q.bzw. AB ist gleich lang mit E

Mit diesen Vektoren werden wir uns im weiteren beschiftigen. Sie konnen wie die aus der
Physik bekannten Vektoren in Zeichnungen durch Pfeile angegeben werden. Fiir die Veran-

schaulichung des Vektors A_E kommt dabei jeder Pfeil in Frage, der zu dieser Menge gehort
(~ Bild A 21, Seite 11). Den analogen Ubergang

- von den Briichen zu den gebrochenen Zahlen

und

- von den Pfeilen zu den Vektoren

wollen wir uns noch einmal verdeutlichen:

Gebrochene Zahlen

o it
Die Bruchej, T2 T 38 gehen
durch Kiirzen oder Erweitern auseinander
hervor. Ste sind alle dem gleichen Punkt auf
der Zahlengeraden zugeordnet.

Gebrochene Zahl % nennt man die unend-
liche Menge aller Briiche, die aus % durch

Kiirzen oder Erweitern hervorgehen.
12 3 4 9
ie Brilche —, —, — , — , — . sind

Die ruce“,s,lz,16 T3 si

- Reprisentanten der gebrochenen Zahl o in
dem Sinne, daB sie dieser Menge angehéren
und sie eindeutig festlegen. Jeder der
Briiche kann zur Angabe der gebrochenen

1
Zahl 7] herangezogen werden.

Vektoren

Die Pfeile AB, PQ, RS, ... im Bild A 21
erhilt man durch Antragen eines dieser
Pfeile an A4, P, R, ... Sie legen alle die
gleiche Verschiebung fest. '

g 5

Vektor AB nennt man die unendliche

Menge aller der Pfeile, die durch Antragen
=

von AB an die Punkte der Ebene ent-

stehen.

Die Pfeile 4B, PQ, RS, ... sind Reprisen-

tanten des Vektors A—B in dem Sinne, daB

sie dieser Menge angehdren und sie ein-

deutig festlegen. Jeder der Pfeile kann zur

e
Angabe des Vektors 48 herangezogen
werden.

gebrochene | Menge von Briichen

Zahl

1 f1-2-3 4 9 |
4_ |4) 81 ]21 I(V‘F,j
2 [y 2 3 4 9 |
8 - PR R RO |

Vektor Menge von Pfeilen
— =

AB = {AB, PQ, RS,..}
— - >

PO = 1AB, PQ, RS, ...}
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Verschiebungen und Vektoren A 13

Als Variable fiir gebrochene Zahlen verwen-
det mana, b, x, ...
Statt der ausfiihrlichen Formulierung ,.die

1
gebrochene Zahl a, zu der der Bruch Y

.2 4 \
(SOWICF T ) gehort* sagt man kurz

! 1 2 4 ..
,.die gebrochene Zahl-4— (oder—8~ — ) 5

*16™ "
Fiir die gebrochene Zahl a ist
1 2

_4_
g 16

Als_ Variable fiir Vektoren verwendet man')
dyibs e
Statt der ausfiihrlichen Formulierung ,,der

Vektor @, zu dem der Pfeil A-E (sowie

=50

PQ, RS, ...) gehort™ sagt man kurz
— - —

,,der Vektor AB (oder PQ, RS, ...)*".

Fiir den Vektor d ist also
= — —
d=AB=PQ = RS = ...

. \ —
@5 Das Bild A 22 zeigt eine Musterkante aus regelmiBigen Sechsecken. Es ist @ = {AH,

> i = 5
GN, MS, ..}, b = {AD, ...} und ¢ = {4F, ..}. 3
a) Geben Sie weitere Pfeile an, die zum_Vektor 4, zu b bzw. zu ¢ gehoren!

b) Der Pfeil AH beschreibt eine Verschiebung. Welche geordneten Paare [P, P’], in
denen P’ der Bildpunkt von P bei dieser Verschiebung ist, konnen Sie anhand des

Bildes A 22 angeben?

® 6  Die mehrfache Verwendung von Zeichen ist historisch gewachsen und trat auch schon
friiher im Geometrieunterricht auf. So wird mit AH einmal die Strecke AH (eine Punkt-

menge) bezeichnet, zum anderen aber auch die Lidnge der Strecke AH (eine GroBe).
Durch diese Praxis wird die Anzahl der verwendeten Zeichen stark eingeschrinkt. Die
jeweilige Bedeutung des Zeichens geht meist aus dem Zusammenhang hervor, in dem

es auftritt.

Interpretieren Sie die folgenden Aussagen ( ~ Bild A 22):

s
a) CD ist Reprasentant von é, D) &

=0 —_— —
= CD, ¢) CD = IN,

Zlgt i Sy i achpt
) €D = IN, ©) CD 1M, © CD #IM!
Tty T ti®
/B o /B c
A A
— c D
A Bd H J 0 S ] ey TR
Bild A 22 Bild A 23 S R

— -
Im Beispiel A | auf Seite 9 wurden die Pfeile AB und CD daraufhin iiberpriift, ob sie zum
gleichen Vektor gehoren oder nicht (.~ Bild A 15). Dabei erschien es iiberfliissig, die Geraden

. — -
und Strahlen 48 und CD zu zeichnen; denn die Pfeile AB und CD geben bereits alle notwendigen

1gend | Klei chstaben mit iibergesetztem Pfeil zur Bezeichnung von Vektoren

') Die im fc ver

sind in einigen Fillen recht undeutlich. Die schmalen Buchstaben, besonders die ab Seite 38 hiufig auf-
tretenden Buchstaben i und j, tragen sehr kurze Pfeile. Aus technischen Griinden konnte hier jedoch nicht
auf andere Zeichen ausgewichen werden, so duB8 besondere Aufmerksamkeit beim Lesen erforderlich ist.
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Informationen. Man libertrigt deshalb den Begriff »gleich gerichtet** von den Strahlen analog
auf die Pfeile und Vektoren und sagt (~ Bild A 23a, Seite 13):

Pfeil AB } (Pfeil CD

. o ge ; e
Vekton A_é ist gleich gerichtet mit lVektor b ;
und (2) gelten, und schreibt im Falle von Vektoren attb.
Dariiber hinaus wird festgelegt (~ Bild A 23b):

} genau dann, wenn die Eigenschaften 1)

Pfeil AB | ) _ (Pfeil CD _
. .
Vektor A_t;: ist entgegengesetzt gerichtet mit {Vektor CD} genau dann, wenn die Eigenschaft
(1) gilt und die Eigenschaft (2) nicht.
- —
Pfeil AB Pfeil CD

- pe
} ist parallel zu { } genau dann, wenn 4B mit CD gleich gerichtet oder

=5 —
Vektor AB Vektor CD,
entgegengesetzt gerichtet ist.

Im Falle von Vektoren verwendet man dafiir folgende Zeichen:
att b fir a ist gleich gerichtet mit b,

aty b fir & ist entgegengesetzt gerichtet mit b,

a || b fiir @ ist parallel zu b,

ak b fir aist nicht parallel zu b.

® 2 Fiir die Figur im Bild A 22 sind einander gleich gerichtete und einander entgegengesetzt
gerichtete Vektoren anzugeben.
Es gilt
- > - - >
FG tt FC, FG {1 FN, FG 4 FK, FG t4 LS und
s - P
FG %} CF, FG t, NF, FG +y KF, FG %} SL.

Die Vektoren A_(’,‘ und B_é' sind gleich gerichtet und sogar gleich, denn es gelten (1), (2)
und (3).

Die Vektoren AG und C—‘z sind nicht gleich, denn (2) gilt nicht. Sie sind einander ent-
gegengesetzt gerichtet, da (1) erfiillt ist; auBerdem gilt (3).

Fiir die Vektoren A—Ei und A—E‘ ist (3) erfiillt, (1) und (2) sind nicht erfiillt.

- ®7  Was versteht man
) unter dem Betrag einer reellen Zahl a,
*b) unter der zu a entgegengesetzten Zahl?
¢) Veranschaulichen Sie eine Zahl ¢ + 0 und die zu ihr entgegengesetzte Zahl auf einer
Zahlengeraden! Geben Sie fiir |a| eine geometrische Interpretation an! (» Ma i Ub,
Seite 43)

Die Lénge der zu einem Vektor @ gehdrenden Pfeile nennt man den Betrag des Vektors @ und
bezeichnet ihn mit |a|.

Zu jedem Vektor d gibt es unendlich viele Vektoren gleichen Betrages (~ Bild A 24). Darunter
ist jedoch nur ein Vektor %, fiir den gilt | ] = |d@|und % 4y a.

Er heiBt der zu @ entgegengesetzte Vektor und wird mit —a bezeichnet.

Fiir Vektoren @ und 5 ist damit
@ = b genau dann, wenn d t1 b und la| = |b],
@ = —b genau dann, wenn @t} 5 und |a| = 1].
Bild A 24
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Aufgaben
Nennen Sie anhand des Bildes A 22 Vektoren ¥, die den folgenden Bedi 1gen iigen!
1.t a)¥tté und |%| > |é| 2.1 a)fttd und |¥| <|d|
p) &t b und |¥| < || b)tyd und |%| > |d|
o |%| = el ) lFl =1¢] und T #¢
3. Im unregelméBigen Dreieck ABC 4. Im gleichseitigen Dreieck ABC
(~ Bild A 25) sind M, N und P die ( ~ Bild A 26) sind M, N und P die
Mittelpunkte der Seiten AC, AB bzw. Mittelpunkte der Seiten AC, 4B bzw.
BC. Nennen Sie Pfeile, die BC. Nennen Sie Pfeile, die
- —
a) mit dem Pfeil AN gleich gerichtet a) zum Vektor MN gehoren,
. —
sind, > b) zum Vektor CM gehoren,

b) zum Vektor AN gehdren, =% k) i
> . c) mit AN glei ind!
¢) zu AN entgegengesetzt gerichtet m eteich.ang sl

und nicht mit AN gleich lang sind,

-
d) mit AN weder gleich gerichtet
noch entgegengesetzt gerichtet

c
sind!
¢ ;
M P
M P
A N B A N B A

Bild A 25 Bild A 26 Bild A 27

Im Parallelogramm ABCD (~ Bild A 27) sind E, F, G und H die Mittelpunkte der Seiten.
Welche Aussagen konnen Sie iiber die folgenden Paare von Vektoren machen? Begriinden Sie
lhre Antworten!

- - — — —. > - =
5.1 a)AD und BC b) AD und BF - 6.1 a)AE und MF b)HM und CG
- — - - — — > —
¢) AD und MC d) AM und CM ¢) DH und EG d) DB und GF
- = — N
¢) DG und FH ¢) AM und EB
D G e
H M F
BildA28 A E B

7. In das Quadrat mit der Seitenlinge « (~ Bild A 28) sind die Mittellinien EG und HF

eingezeichnet. Wieviel verschiedene Vektoren a) vom Betrage «, b) vom Betrage
konnen Sie angeben? Nennen Sie diese!

w2
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3 Vektoren im Raum

Damit wir uns bei den Anwendungen der Vektorrechnung nicht auf Figuren einer Ebene be-
schranken miissen, gehen wir jetzt auf Vektoren im Raum ein. Auch im Raum kann man alle

mit dem Pfeil A_t; gleich gerichteten und gleich langen Pfeile zu einer Menge zusammenfassen

und diese Menge den Vektor A; nennen.

M3 Das Bild A 29 zeigt einen Quader. Der Pfeil A_é liegt mit dem Pfeil D_E‘ in einer Ebene.
Beide Pfeile sind gleich gerichtet und gleich lang. 1
Der Pfeil 4B liegt auch mit dem Pfeil £F in ciner Ebene, und in dieser Ebene ist AB mit
—

=5
EF gleich gerichtet und gleich lang. Wenn wir die Pfeile DC und E_;' betrachten, kom-
men wir zum gleichen Ergebnis: Auch diese Pfeile liegen in einer Ebene, sind gleich ge-
richtet und gleich lang.
Wir haben damit gefunden:
- —»
Die Pfeile AB, DC und EF D

sind Reprisentanten des Vektors »rB.

Bild A 29 A B

® 5 a) Nennen Sie mit Bezug auf das Bild A 29 drei weitere Reprisentanten des Vektors A_é!
b) Wie findet man im Raum fiir einen beliebigen Punkt P den Pfeil P—é. der zum Vektor
A_B gehort? Beschreiben Sie beispielsweise die Konstruktion derjenigen Pfeile aus dem

Vektor A_é im Bild A 29, die im Punkt P bzw. im Punkt B beginnen!

Fiir Vektoren im Raum werden die gleichen Variablen a, b, ... verwendet wie fiir Vektoren einer
Ebene. Die Begriffe

aist gleich gerichtet mit b (in Zeichen a 11 b),
;ist entgegengesetzt gerichtet mit ; (in Zeichen a 1| b),
aist parallel zu b (in Zeichen a |/ b),
Betrag von: (in Zeichen |d|),
zu_z; entgegengesetzter Vektor (in Zeichen —a)

werden wortlich genauso festgelegt. Ly

Wie in einer Ebene kann auch im Raum der Pfeil AB an jedem Punkt angetragen werden. Die
— =5

Menge aller Punktepaare [P; Q], fiir die die Pfeile PQ und AB gleich gerichtet und gleich lang

sind, heiBt die Verschiebung des Raumes, die 4 auf B abbildet, kiirzer: die Verschiebung A_E. Sie
ist eine eineindeutige Abbildung des Raumes auf sich.

Aufgaben

1 Mit Hilfe der Eckpunkte des Quaders im Bild A 29 [assen sich bereits viele Vektoren
angeben. Welche Vektoren kénnen Sie mit Hilfe der folgenden Eckpunkte nennen?
4) D, A, Fund G b)) C, B, Eund H ¢ D,C,Fund E
d) D, B, Fund H ¢) A, Cund F 'Y A, C,Eund B
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2; Welche Vektoren kénnen Sie mit
Hilfe der Eckpunkte
a) eines Tetraeders (~ Bild A 30),
b) des Pyramidenstumpfes im
Bild A 31 angeben?

3 Welche Vektoren kénnen Sie mit
Hilfe der Eckpunkte des Prismas
im Bild A 32 angeben?

A
0 z 1
=C l
A B 1
Bild A 30 Bild A 31 Bild A 32

4. Ubertragen Sie den Quader von
Bild A 29 in 1hr Heft, und zeichnen
Sie sein Bild bei der Verschiebung

— —
a) DB,b) AG!

5. Ubertragen Sie das Bild A 30 in Thr
Heft, und zeichnen Sie das Bild des
Tetraeders bei der Verschiebung

— —
a) AC,b) BD!

6. Geben Sie anhand des geraden Pyramidenstumpfes im Bild A 31 Beispiele fiir Vektoren
an, diea) miteinander gleich gerichtet, b) zueinander entgegengesetzt gerichtet, ¢) zu-
einander entgegengesetzt sind! Verwenden Sie die eingefiihrten Bezeichnungen!

4  Addition von Vektoren

Fiir Vektoren konnen Rechenoperationen erklart werden, die an das Zusammensetzen (Addie-
ren), das Zerlegen (Subtrahieren) und das Vervielfachen von Kriften erinnern und fiir die
zum Teil analoge Rechenregeln gelten wie fiir die Addition, die Subtraktion und die Multiplika-
tion von Zahlen. Wir wenden uns zunéchst der Addition von Vektoren zu.

@9 Das Bild A 33 zeigt die beiden Krifte F, und F,, die an einem Punkt P angreifen. Sie
konnen durch eine einzige Kraft F ersetzt werden, die man Gesamtkraft oder resultierende
Kraft von F, und F; nennt. Ubertragen Sie die Vorgabe in Ihr Heft, und ermitteln Sie
zeichnerisch die resultierende Kraft F mit Hilfe des Krifteparallelogramms!

Bild A 33

2 [001254]

Bild A 34
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@ 10 Ubernehmen Sie die Vorgabe im Bild A 34 in Ihr Heft, und wenden Sie nacheinander die
— —
Verschiebungen PQ und UV auf das Dreieck 4BC an! Als Ergebnis erhalten Sie ein
2
Dreieck 4”B”’C”. Vergleichen Sie die Pfeile AA”, B_E und C_E"’

konnen Sie feststellen?

Aus dem fritheren Mathematikunterricht wissen Sie.
Verschiebungen einer Ebene wieder eine Verschiebun
anstelle der Verschiebungen die entsprechenden Vekt

A 10 zu miteinander vergleichbaren Ergebnissen:

Krifte

Vektoren (Pfeilklassen)

Bild A 35

: = — -
Den Pfeilen PQ und PR wird der Pfeil PS
zugeordnet, bzw. den im Punkt P angreifenden
Kriften Fy und F, wird die resultierende
Kraft F zugeordnet.

In Analogie zum Rechnen mit Zahlen nennt
man die auf diese Weise definierte Rechen-
operation Addition der am Punkt P angreifen-

— - —
den Kriifte F; und F, sowie F die Summe von
— —

F, und F,.

Man schreibt

Fi+F=F

Bild A 36

- =
FaBt man die Menge der Pfeile PQ, AA,
—
BB', ... zum Vektor @ zusammen, die Menge
e S

der Pfeile UV, QS, A’A”, B'B”, ... zum

. - -
Vektor b und die Menge der Pfeile PS, AA”,

EE ... zum Vektor ¢, so wird den Vektoren
@ und b der Vektor & zugeordnet.

In Analogie zum Rechnen mit Zahlen nennt
man die auf diese Weise definierte Rechen-

: - -
operation Addition der Vektoren a und 5
- - —
sowie ¢ die Summe von @ und 5.
Man schreibt
a+b=2¢
= 2 —
oder, fiir @ = PQ und h = QS,
- — .
PQ + QS = PS.

miteinander! Was

, daB3 die Nacheinanderausfiihrung zweier
g ist. Betrachtet man im Auftrag A 10
oren, dann fiihren die Auftrige A 9 und
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® |1 Die Bilder A 37a bis c zeigen Vektoren @ und b. Ermitteln Sie konstruktiv die Summe!

1= [ ]
v v / i
~|a vl lsL”71e]
=] | LT 111
P | P [
Bild A 37a bisg:

Wir wenden uns nun den folgenden drei Fragen zu:
(1) Konnen bei der Addition von Vektoren Sonderfille auftreten, die wir bisher nicht
beachtet haben?
(1) Lapt sich die eingefiihrte Addition von Vektoren einer Ebene auch auf die Vektoren
des Raumes iibertragen?
(III) Welche der Rechenregeln, die Sie von der Addition von Zahlen her kennen, gelten
" auch fiir das Addieren von Vektoren?

Zur Frage (1):
— -
Fiir jeden Vektor @ = AB und den dazu entgegengesetzten Vektor —d = BA ist

— — —
d+ (—d) =AB + BA = AA.

Iy

Was ist A4? Ein solcher Vektor trat bisher nicht auf.

Die Nacheinanderausfiihrung zweier entgegengesetzter Verschiebungen bildet jeden Punkt auf
sich selbst ab, Damit der Satz iiber die Nacheinanderausfiihrung zweier Verschiebungen auch in
diesem Falle gilt, faBt man diese Abbildung ebenfalls als Verschiebung auf. Man nennt sie
Nullverschiebung und den ihr entsprechenden Vektor Nullvektor (in Zeichen 3):

- - —
§=AA=BB=CC = ..

Esistd = —& und |3| = 0. Fiir jeden Vektor @ gelten die Rechenregeln
(1Y) a+é6=06+d=a 2Y d+(-d)=(-a)+da=2a.

® 12 Ein Teil der Regel (2*) wurde oben schon bewiesen (;:4 = 3). Beweisen Sie auf analoge
Weise (1*) und (—@) + @ = &! .

Weitere Sonderfille treten hier nicht auf.

@ 13 Zur Klirung der Frage I1betrachten wir das Bild A 38. Ein Quader wird von einer Ebene
geschnitten, die parallel zur Seitenfliche ABCD liegt. Es gilt
- > — = — — — ‘
d=AB=1K=EF und b=BC=KL=FG.

B - = -
Welche Pfeile gehoren im Raum zu @ + b = AB + BC = AC?

Begriinden Sie Ihre Antwort! H G
M I
] cA
= IE ;

BldA3 o~ = g

o
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Auch im Raum gilt der Satz, daB die Nacheinanderausfiihrung zweier Verschiebungen eine
Verschiebung ist.') Vektoren kdnnen folglich im Raum genauso addiert werden wie Vektoren
einer Ebene. Damit ist die Frage (II) beantwortet. Zur vollstandigen Beantwortung der |
(I11) nach den Rechenregeln wenden wir uns noch einmal dem Bild A 38 zu:

Das Viereck ABCD ist ein Rechteck. Folglich ist

s =y =y -
d+b=AB + BC = AC und

2 — - — — -
b +d=BC+ AB = AD + DC = 1C, also

=» -
Wir setzen nun-¢ = CG. Dann ist fiir @, 5 und &

. | oy ,
(@+b)+¢é=AC + CG = AG und
G+ (b+7=AB + BG = AG, also
SE o S e 5. oh
(a + )+c=a+(+tq.

\

- -5 -
(1) a+o=0 =
- > - =

Dy

=
@) a+(-a)=(-a)+a=

-+ > >
(3*) a+ b = b + a (Kommutativitit)
»> > > > 5

@) @+b)+c=a+®+c)
(Assoziativitit) i

Die Rechenregeln (3*) unfi (4%) wurden nur fiir einen Spezialfall hergeleitet. Sie miissen noch
fiir beliebige Vektoren d, 5 und & bewiesen werden. Den Beweis kann man analog fiihren.

® 14 a)(3%) giltfird = 6oderd = 6wegen(l*).‘,Uberlegen Sie unter Zuhilfenahme einer Zeich-
nung, was (3*) fiir beliebige @ + 6und 6 + & aussagt, und beweisen Sie diese Regel!

%) Dieser Satz wird hier wegen seiner Anschaulichkeit nicht bewiesen. Ein solcher Satz gilt jedoch bei weitem
nicht fiir alle Abbild Beispi ise ist die Nachei; di ithrung zweier Spi an Geraden
£ und h entweder eine Drehung (ndmlich dann, wenn g und 4 ei d hneiden) oder eine Verschieb
(wenn g || A ist) (» Bilder A 39 und A 40).

o] sl B T

Bild A 39 Bild A 40
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b) Beim Beweis von (4*) treten viele Fallunterscheidungen auf. Wir verzichten deshalb
hier auf den allgemeinen Beweis. Veranschaulichen Sie sich (4*) anhand der Bilder
Ad4laundb!

S iy

BildAdla 5 T+b 8 Bild A4lb B o A

Die Rechenregeln (1) bis (4%) sind uns vom Rechnen mit Zahlen bekannt. Wie beim Addieren
von Zahlen kénnen bei der Addition von Vektoren Summanden beliebig vertauscht werden und
Klammern weggelassen werden.

Eine weitere Analogie zwischen Zahlen und Vektoren besteht darin, daB ein Vektor wie eine
Zahl auf unterschiedliche Weise als Summe geschrieben werden kann.

H G
=4 Fiir den Wiirfel im Bild A 42 ist e 3 T
AG=AB+BC+CG=a+h+é.
Man kann dafiir auch schreiben D - C
3 o
AG = AF + FG [also AG = (@ + ¢) + b] oder BildA42 A 7 B

— — — — -> -
AG = AD + DB + BA + AE + EG usw.
Die letzte Darstellung enthilt in versteckter Form &, denn es ist
— — —
AD + DB + BA =34
e
= —
AB + BA
il el

[
Sie kann vereinfacht werden zu
— = = — — .
AG =6 + AE + EG = AE + EG = ¢ + (@ + b).
Also
AG=¢+@+h=@+b+cé=a+b+e
Aufgaben

Das Bild A 43 stellt Vektoren in einer Ebene mit Koordinatensystem dar. Welche Koordinaten
hat der Punkt P, fiir den jeweils die folgende Gleichung gilt? (1) bedeutet: Losung im Anhang,
Seite 217 ff., enthalten.

.1 4) OP =04+ 0B 2.1 .4) OP = OD + OC
: = 5 ok =
b) OP = OB + OD () b)) OP = 0D + 04
e — 5 IR
) OP = OC + OB ©) OP = (—0A4) + OB

— — — — — —
d) op = 0B + (-0D) d) OP =(-0B) + 04
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5

Veranschaulichen Sie nach den Angaben 00 0 I A
im Bild A 43 den Vektor T [

—p - -> = 4 - T 1 § B T I
2)(04 + 0B) + OC,  b)AB + CD, I | _gA

— — - - —
¢)OB + (OC + 0D), d)AD + OB

durch einen Pfeil 07(! Geben Sie jeweils
die Koordinaten von X an!

Bild A 43
Gegeben ist das Tetraeder ABCD st Gegeben ist der Wiirfel ABCDEFGH
(~ Bild A 30, Seite 17). Bestimmen (~ Bild A 42). Ermitteln Sie die
- Sie die Vektoren Summen
— — = - o = —
a)AB + BD + DC, a) DA + AC + CH + HF,
- — — - e —
b)AD + CB + DC, b)BE + EF + FD + DC, (L)
— —- - — — - — -
¢)AB + CD + BC + DA! (L) ¢)AD + HF + FG + CA!

ABCD sei ein Parallelogramm, M der Schnittpunkt seiner Diagonalen, E und F seien

entsprechend die Mittelpunkte von BC bzw. 4D. Veranschaulichen Sie in einer Zeich-
nung

0AB+DC, WMC + Ch + MB, AE+ DF,  0ED + Fi + FRn
Vereinfachen Sie den Ausdruck .

a)(@ + b) + [((=a@) + &) + (=b)), b)i + [(X + (=7)) + (F + (=&)]!
Geben Sie bei jedem Schritt an, welche Regel Sie verwenden!

Im Dreieck ABC sei M der Mittelpunkt der Seite BC. Beweisen Sie, daB gilt
AM + AM = AB + AC!

Subtraktion von Vektoren

In den vorangegangenen Lerneinheiten wurde erlutert, wie man zu gegebenen Vektoren g, b, ...
den jeweils entgegengesetzten Vektor und wie man die Summe ermittelt, wie man also Glei-
chungen vom Typ ¥ = -G, ¥ =d + b, ¥ = b + (—-d), T = a + (=b) + ¢, ... 16st. Bei prak-
tischen Problemen tritt hiufig eine andere Aufgabenstellung auf, nimlich:

~ Welche Zahl x erginzt die Zahl a zur Zahl b ( 7 Bild A 44), |5st also die Gleichunga + x = b?

L[]

Bild A 44 — Bild A 45
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— Welche an P angreifende Kraft ; erginzt die an P angreifende Kraft F, zur Kraft F, 16st also
-
die Gleichung F; + X = F (.~ Bild A 45)?

- - —
— Welche Verschiebung XY erginzt die Verschiebung PQ zur Verschiebung PS?
Das letzte Problem bedeutet fiir Vektoren: )
Welcher Vektor ¥ I6st fiir gegebene Vektoren @ und b die Gleichung
(1) a+x=5h
Gibt es liberhaupt eine Losung dieser Gleichung? Gibt es vielleicht mehrere Losungen fiir diese
Gleichung? Kann man die Losung(en), falls sie existieren, durch @ und b ausdriicken?
i)

el5 Veranschaulichen Sie die Vektorgleichung (1) fiir beliebig gewéhlte Vektoren @ = AB

und b = AC' Kénnen Sie Losungsvektoren angeben filr

ayb=8 1b)d=8 < da+é und b+a(L)?
Fiir reelle Zahlen @ und b wissen wir, daB die Gleichung a + x = b stets eindeutig 16sbar ist.
Wir berechnen die Lsung x durch dquivalente Umformung der Gleichung a + x = b:

a+x=5b Die Zahl x = (—a) + b bezeichnet man mit x = b — @ und
(—a) + (a + x) = (—a) + b nennt sie die Differenz der Zahlen b und a.
((—a) +a)+x=(-a)+b
O+x=(-a)+b
x=(-a)+b

Wir versuchen, auf analoge Weise eine Losung ¥ fiir die Vektorgleichung (1) zu finden. Es ist

oder (—a) + (@ + %) = ) + é (auf beiden Seiten wurde —a addiert)
oder ((—a) + a) + 3 ) + b (wegen 4%)
oder g+ )+ b
( -_

oder

(wegen 27)
@) (wegen 17 und 3%).

e 16 Setze_n Sie # = b + (—a) in die Gleichung (1) ein, und zeigen Sie Schritt fiir Schritt,
daB b + (—a) eine Losung der Gleichung (1) ist!

e17 Es _solI gezeigt werden, daB die Gleichung (1) genau eine Losung hat. Man fiihrt den

Nachweis indirekt, indem man annimmt, es gibe zwei Vektoren ¥, und ¥,, fiir die die

leichungend + ¥, = hundd + ¥, = b gelten. Zeigen Sie mit Hilfe von 4quivalenten
Umformungen, daB diese Annahme auf ¥, = ¥, fiihrt!

Alle diese Uberlegung;n gelten fiir jedes b, also auch fiir 5 = 4. In Uber_einstimmung mit der
Anschauung 16st bei b = & der Vektor ¥ = —a die Gleichung @ + ¥ = b (= d).

>l DEFINITION:

- > =
Die Losung x=b + ( a) der Gleichung ¢ + x = b nennt man die Differenz von b und a und

bezeichnet sie mit b = a

Wie beim Rechnen in den Zahlenbereichen nennt man das Bllden der Dlﬂ‘erenz b — @ zweier

Vektoren 5 und d die Subtraktion des Vektors a vom Vektor b
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Fiir die Subtraktion von Vektoren gelten analoge Rechenregeln wie fiir Zahlen. Fiir beliebige
Vektoren @ und b ist:

- = - i - - B
(1) o—a=-a @) —(-a)=a @) —@+b=-a-»b

- = - e - =
2)a—-o=a (57) —(@—b)=—a+b
Beweise

Fiir (17): Esist 3 — @ = 6 + (—ad) (nach Definition A 1)
= -a (nach 17).
Fiir (37): Zu zeigen ist —(—4) = 4 fiir jeden Vektor a.
Nach (17) ist —=(—-a@) = 6 — (—a).
Nach der Definition A 1 bedeutet das
—(=d) =05+ (=(-a).
Nun ist aber —(—4) Lésung der Gleichung (-ad) + ¥ = 4.
Einzige Lésung dieser Gleichung ist ¥ = 4.
Also ist —(—a) = a. R
Fiir (47): Zuzeigenist —d — b = —(@ + b) fiir beliebige @ und 5. Nach der Definition A 1
gilt
—d-b=-a+(-b),
und % = -d—-b=-a+ (—b) 16st die Gleichung
—(=b)+%=-a
bzw. (nach 37)
b+%=-a.
Diese Vektorgleichung ist dquivalent zu
d+b+x=a+(-a)
bzw. (nach 2*)
@+b)+3%=3.
IThre einzige Losung ist
¥=0-(a+b) = -@+b) (nach 1.
Alsogilt ¥ = —d@ — b = —(a@ + b).

Aufgaben

1.

Gegeben seien drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte A, Bund C.Esseid = A.E
- - * P -

und b = AC. Veranschaulichen Sie @ + b, @ — b, b — @ und —d — b durch Pfeile mit

dem Anfangspunkt 4!

Losen Sie die Aufgabe 1 fiir drei Punkte einer Geraden!

Esseid = OA b—OBundA(S 2) sowie B (— 2 2)

a) Zeichnen Sie fiir @ — b den Reprisentanten OX, und nennen Sie die Koordinaten
von X! o 9 -
b) Losen Sie a) fiir @ + b, —d, —@ + bund —d — b!

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke! Begriinden Sie jeden Schritt!
d)a+[b—(a—c)] [E+b6—-@+d)]-[a+@-a)
b)a - {- [b—(6—6)]+[—(6—6)+(a—5+6)])—(a+b)
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5. Losen Sie naf:h)?auf!
md+i-b=a+e¢ gd-%=¢-b+a
b)-@-X)-F=X-@F+7) i) —(=—-a)=-(b-23

=0 -
6. In einem Parallelogramm ABCD seid = ABund b = A—B. Driicken Sie folgende Vek-
toren durch @ und b aus:

e — - — = — —
a)BC (L), b)DC, c¢)AC, d)BD, ¢)CB, f)CA, g)DB (L)!
— - - —
7 Fiir beliebige Punkte 4, B, C und D folgt aus AB = CD stets AC = —DB.
) Veranschaulichen Sie sich diesen Sachverhalt anhand einer Skizze (Fallunterschei-

dungen beachten)!
1) Beweisen Sie diese Aussage ohne Verwendung der Anschauung!

6  Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl

Im Bild A 46 gilt fiir die Vektoren 5 und ¢
b=d+ad

und

é=(-a)+ (-a) + (-a).
Analog zum Rechnen mit Zahlen liegt es nahe,
dafiir folgende Schreibweise zu verwenden:

b=d+ad=2a bzw. e
BildA46 | T =(=d)+(-d)+(-d)

é =(=a) + (=a) + (-a) = 3(-a).

Solche ,,Produkte* 24 und 3(—a) aus einem Vektor und einer Zahl sind bisher nicht definiert
worden. Es erhebt sich folgende Frage:

Laft sich eine Multiplikation von je einem Vektor mit einer reellen Zahl so definieren, daf
dafiir moglichst viele Regeln der Multiplikation von reellen Zahlen in analoger Weise
gelten?

Man legt fest:

» 2 DEFINITION:

Der Vektor_l:heillt das Produkt des Vektors 7mlt der reellen Zahl r genau dann, wenn gilt:
- —

(1) b = |r| - |a| und
- - - -

(2) bttafirr>Oundbt)afirr<o0.

Man schreibt dafiir b = ra.

®m 5 Fiir die Vektoren im Bild A 47 gilt
1

nIdl——la[unddﬁa,alsod—?

alw 8

b) |e] =—g|a]undeﬂ, ﬁ,alsoe = ——a;
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2 - - I
c]|ﬁ = —|d| und weder f 1+ @ noch ft} 4. %1 ‘
3 rd
= , o~
Der Vektor f kann nicht als Produkt von @ I~ >4
mit einer Zahl r geschrieben werden. == 8
€ [
/,;-f‘ lr |
T I
™~ |
Bild A 47 ‘\\‘

® 15 Geben Sie einen Vektor @ vor, und ermitteln Sie dann:
a)—dund (-1)a, b) —=(3d), (-3) @ und 3(-a), ¢)2d + 34 und 5a!
Vergleichen Sie die Vektoren miteinander! An welche Regel fiir die Multiplikation reeller
Zahlen werden Sie durch Ihr Ergebnis erinnert?

Folgende Gegeniiberstellung soll verdeutlichen, daB fiir die Multiplikation eines Vektors mit
einer reellen Zahl und die Multiplikation von Zahlen analoge Rechenregeln gelten :

Multiplikation reeller Zahlen Multiplikation cines Vektors mit einer reellen
Zahl
Fiir alle reellen Zahlen a, b und c gilt: Fiir alle Vektoren @ und 4 und alle reellen
Zahlen r und s gilt:
(1) l-a=a (1) l-a=a
@ (-)-a=-a @)(-1)-a=-a
3) 0-a=0 (3%) 0-d=o
4 a-0=0 @4) r-6=6 .
) a(be) = (ab) ¢ (5) r(s@) = (rs) @ (Assoziativgesetz)
(6) (@ + b)c = ac + be (6°) (r + s)@ = ra + sa(l. Distributiv-
gesetz)
(M ela+b) =ca+ch (7 1@ + b) = ra + rb (2. Distributiv-
gesetz)

Einige dieser Regeln werden im folgenden bewiesen.
Beweis fiir Regel (1°):
Fiir 1 - @ ist nach Definition A 2: |1-a| = |1 - |@| = |G| und 1 - @ t4 &.
Also hat 1 - @ mit @ den gleichen Betrag und ist mit & gleich gerichtet, d. h., es ist 1 - & = 4.
@ |9 Beweisen Sie die Regeln (2°) und (3°)!
@ 20 Veranschaulichen Sie sich die Regeln (5°) und (6°)
a)fiird + &, r=-2 und s= -3 und
b)fiira + 4, r=2 und s = —3!
® 2| Beweisen Sie die Regel (5°) fiir 2a)d@ = 6, b)r =0, ¢)s = 0!
Die Regel (7°) soll fiir einen Sonderfall bewiesen werden.
® 22 Veranschaulichen Sie §ich die Regel (7°) fiir r > 1 sowie Vektoren @ und b, fiir die
@+ d,b+dundaljb gilt!

® 23 Im Bild A 48a ist BC | DE. Das Bild erinnert an die Strahlensatzfigur. Wiederholen Sie
den ersten und den zweiten Teil des Strahlensatzes ( » Ma i Ub, Seite 208)! Schreiben Sie

das Streckenverhaltnis 2)4C: AE, b)AC : CE mit Hilfe anderer Strecken im Bild A 48a!
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Bilder A 48a und b

Beweis von Regel (7°) fiir r > 0 und @ + 0, b+a,alb:
- == ‘

Esseid = ABund b = BC (~ Bild A 48b), also

d+.5= AC.
Ferner sei

. - -

rd@+b) =r-AC = AE.

Zu zeigen ist
. - - — —
*) rd@+b)y=rda+rb bzw. AE=r-AB +r- BC.
Wir ergiinzen das Bild A 48b zu einer Strahlensatzfigur, indem wir durch E die zu BC parallele
Gerade zeichnen. Sie schneidet den Strahl 4B im Punkt D. Dann gilt
a) AE:AC =AD:AB und AE:AC =r, also AD =r-AB.
Weil D auf dem Strahl AB liegt, ist sogar AD = r - AB =rd.
b) AE:AC = DE: BC und AE:AC =r, also DE =r-BC.
- - — — I

Wegen DE 4 BC (» Bild A 23, Seite 13) folgt daraus DE = r - BC = rb.
Addition der Ergebnisse von a) und b) ergibt

AD + DE = rd + rb.

— - — . i’

Wegen AD + DE = AE = r(@ + b) ist damit (*) fiir den betrachteten Sonderfall bewiesen.

® 24 Veranschaulichen Sie die Regel (7°)a) fiir 0 < r = 1 undb) fiir r < 0 (@ und b wie oben)!
An welchen Stellen muB der vorstehende Beweis geéindert werden, wenn er fiir r < 0
gelten soll?

Die eingangs gestellte Frage ist damit beantwortet:

Fiir die in Definition A 2 festgelegte Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl
gelten analoge Rechenregeln wie fiir die Multiplikation von Zahlen. Insbesondere gelten
analoge Regeln fiir das Aufldsen bzw. Setzen von Klammern (Regeln 2°, 5°, 6" und 7).
Wegen (5°) und (2°) kdnnen auch beim Rechnen mit Vektoren gewisse Klammern weggelassen
werden:
Fiir r(s@) = (rs) @ schreibt man rsa,
fir (=r)d@ = ((=1)r)d = (—1) (rd) = —(ra) schreibt man —ra.
Bei der Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl treten jedoch auch einige Besonderheiten
auf, die zu beachten sind:
1) Die Multiplikation von Zahlen ist kommutativ. In der Gegeniiberstellung der Rechenregeln
auf Seite 26 stimmen deshalb in der linken Spalte die Regeln (3) und (4) bzw. (6) und (7)

iiberein. Bei der Multiplikation eines Vektors ;1’ mit einer Zahl r sind : und r verschiedene
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Objekte, und nur r:ist erklirt nach Definition A 2. Fiir die Regeln (3) und (4) in der linken
Spalte gibt es deshalb rechts jeweils die beiden Regeln (3") und (4°). Analog entsprechen der
Regel (6) bzw. (7) der linken Spalte jeweils die beiden Regeln (6°) und (7°) auf der rechten
Seite.

® 25 Veranschaulichen Sie sich
a) die Regeln (6) und (7) fiir die Zahlena = 2, 5 = 3 und ¢ = 4 auf einem Zahlenstrahl
sowie
h)gie Regeln (67) und (7°) fiir r = 2, s = 3 und beliebig gewihlte Vektoren & und
b(akb)
Vergleichen Sie jeweils die Ergebnisse!

2) Wir konnen nunmehr versuchen, Vektorgleichungen zu l5sen, die der Gleichung ax = b fiir
Zahlen entsprechen:

seien r und b gegeben, und es ist ein Vektor ¥ gesucht, der diese Gleichung

erfiillt.

26 Geben Sie alle Losungen an fiir die Gleichungen

a) 5%
¢) 0%

= b (6 beliebiger Vektor),  b)0% =5 (5 + o),
(b =6), d)rs =bfirr + 0 und b beliebig!

seien @ und b gegeben, und es ist eine reelle Zahl x gesucht, die diese Gleichung

erfiillt. Die Gleichung 148t sich leichter 16sen, wenn man sich genau iiber ihre Aussage im
klaren ist. Es ist .

xd@ = b genau dann, wenn |xd| = |x| |d@| = |b| und xa 11 b.

Die Gleichung xd@ = b hat demzufolge keine Losung,

—wennd = gund b #+ 4 ist (beide Bedingungen konnen nicht erfiillt werden) oder
—wennd + 8, b + 6 und ay b ist (die zweite Bedingung kann nicht erfiillt werden).

Die Vektorgleichung xd = b ist also fiir @ + ¢ und 5 + 0 nicht stets losbar (sie kann nicht
nach x aufgelost und nicht durch & dividiert werden).

Fiir b = & ist x = 0 Losung, fiir a || l'zhat sie die Losung

x = %,wenn att b bzw.x = —%, wenn d 1} b.

Zur Berechnung dieser Losungen fehlen uns jedoch noch Hilfsmittel.

Zusammenfassung

Vektoren konnen addiert, subtrahiert und mit reellen Zahlen multipliziert werden.

Wie fiir das Rechnen mit Zahlen gelten die Rechenregeln (1*) bis (4*), (17) bis (57), (1)
bis (7°) und damit auch die gleichen Klammerregeln wie in den Zahlenbereichen.

Die qleichung a+ %= /hat fiir beliebige Vektoren @ und b genau eine Losung, namlich
X =b + (-a) = b — a. Sie wird ebenso durch #quivalente Umformung der Ausgangs-
gleichung errechnet wie in den Zahlenbereichen. Analog 16st man die Gleichung v = 5,
r*O.Esisti=%5,

Die Gleichung xa = bist nicht stets losbar (eine Division durch einen Vektor ist nicht
erklirt).
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Aufgaben .

| In einer Ebene mit Koordinatensystem sei 4 (2;1), B(—-1;1),d = 0_.:1 und b = O_E.

Zeichnen Sie . . . »

a) 34, b) —24, ¢)3b, d) —b, e)3d — b, f) —2d + 3b!

M sei der Mittelpunkt des Quadrats ABCD, und es seien @ = A—E sowie b = A—D>‘ Driicken
— - =

Sie a) AM, b) BM durch a und b aus!

33 Vereinfachen Sie die Schreibweise folgender Vektoren! Begriinden Sie jeden Schritt!

ayd + 3b — (2@ — b) + 4a - b) 1,)E+4[—(5+a)—%(za—5)] —-d+é

~

- —
4 Das Bild A 49 zeigt cinen Wiirfel mit den Vektoren & = AB, b = AE und ¢ = AD.
M,, M, und Mj, sind die Mittelpunkte dreier Seitenflichen des Wiirfels. Driicken Sie

-3 = — i
a)AM, (1y b)AM; (1 und ¢) AM; durch @, b und ¢ aus!
H G
LR
D C

Bild A 49 A

5, Es sei @ = 3¢, b = (—2) é. Schreiben Sie folgende Vektoren in der Gestalt xé auf!
a)3d . b)@a+b o)d—2b d) -5b ¢)2d + 3b f) —Qd - b) (L)

6. M sel der Dxagonalenschnmpunkt im Parallelogramm ABCD Bestlmmen Sie x m
d)AB—xCDtl; nAC—xAMq[; l;MB—xBD (l)MC—xCD'

Es sei @ + 6. Fiir welche Zahlen x gilt
a)lxdl < |a| (L) b)|xd| > |al, o) |xd| = |@|?

8. Es sei @ + 6. Geben Sie alle Vektoren an, fiir die gilt R
aydld+b (L) byatta + b, od+bla-b, dd+btya—b!

7  Erste Anwendungen der Vektorrechnung in der Geometrie

Vektoren konnen in der ebenen und rdumlichen Geometrie vielfiltig Anwendung finden, so
z. B. beim Beweis von Sitzen.

m ( Zu beweisen ist der Satz:
Die Mittelpunkte der Seiten eines jeden konvexen Vierecks sind die Eckpunkte eines
Parallelogramms.
Voraussetzung: ABCD sei ein konvexes Viereck; E, F, G und H seien die Mittelpunkte
seiner Seiten ( ~ Bild A 50).
Behauptung:  EFGH ist ein Parallelogramm.
Beweis (ohne Vektoren): Wir miissen zeigen EF || GH und FG || EH.
Uber das Viereck wissen wir nur, daB E, F, G und H die Mittelpunkte der Seiten des
Vierecks ABCD sind.
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Wir kennen also nur folgende Streckenverhiltnisse:
AF :FB
A4E : ED
CG:GB
CH: HD

Aus der Gleichheit dieser Streckenverhiltnisse soll D

z. B. die Aussage EF || GH abgeleitet werden. Einen

Zusammenhang zwischen Streckenverhiltnissen und G

der Parallelitit von Geraden stellt der Strahlensatz

her. Wir ergdnzen die Zeichnung durch die Gerade £

BD (» Bild A 51) und haben dadurch folgende Si-

tuation herbeigefiihrt:

a) Die vom Punkt A4 ausgehenden Strahlen 4B und

AD werden von den Geraden EF und BD ge-
schnitten.
Die Streckenverhaltnisse AF: FB und AE: ED
sind gleich. Nach der Umkehrung des ersten Teils
des Strahlensatzes (» Ma i Ub, Seite 211) folgt
daraus: EF || BD.

b) Die von C ausgehenden Strahlen CB und CD
werden von GH und BD geschnitten.

Esist CG:GB = CH: HD. Also gilt GH || BD. Bilder A 50 bis 52

Aus EF || BD und GH || BD folgt schlieBlich EF | GH.

Analog beweist man FG | EH.
Beweis (mit Vektoren): Fiir einen Beweis mit Hilfe von Vektoren miissen wir die Be-
hauptung geeignet umformulieren. Ein konvexes Viereck ist bekanntlich ein Parallelo-
gramm,
- wenn es zwei Paare paralleler Gegenseiten bzw.
— wenn es zwei Paare kongruenter Gegenseiten hat.

Das Viereck EFGH ist also ein Parallelogramm, wenn E_I:' = H_& oder I;& = E_;l ist
(denn dann sind sogar beide Bedingungen erfiillt). Es gilt (.~ Bild 52)

> — g ] e 1 - 1 - - 1 = 1 - —
EF EA+AF=7DA+7AB=—2-(DA+AB)=?DB=7(DC+CB)

— — —

= CB = HC + CG = HG.

Y
DC +

| =
-

Analog:
1

z

- y — 1 = — - - — =" — —
EH ED+DH=7(AD+DC)= AC=?(AB+BC)=FB+BG>FG,

was zu zeigen war.

Zu beweisen ist der Satz:

Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte zweier Dreieckseiten ist stets zur dritten Seite

parallel und halb so lang wie diese.

Voraussetzung: ABC sei ein Dreieck, und D, E sowie F entsprechend die Mittelpunkte
seiner Seiten (~ Bild A 53).
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Behauptung:  (a) DF | AB und DF =

- =

(b) DE | BC und DE =— BC

{c) EF | AC und EF =

Beweis fiir den Fall (a): Fir D_l-: gilt

AB

SIS}
al
(o

Bild A 53

— — - 1 = 1 = 1 = — 1 =
DF = DC + CF = EAC + TCB = ?(AC + CB) = TAB’ was zu beweisen war.

=
® 27 a) Begriinden Sie ausfiihrlich, warum aus der Gleichung DF =

(a) folgt!
b) Beweisen Sie (b) und (c)!

1 —

TAB die Behauptung

¢) Beweisen Sie (a) ohne Zuhilfenahme von Vektoren!

Prinzipiell lassen sich alle Sidtze der Geometrie beweisen, ohne daB3 man Vektoren zu Hilfe
nimmt. Umgekehrt kann jedoch auch jeder Satz der Geometrie vektoriell bewiesen werden.
Dazu gehoren allerdings sehr umfangreiche Kenntnisse iiber Vektoren. Bei manchen Satzen
stehen dabei langen Beweisen ohne Vektoren kurze und iibersichtliche Beweise unter Verwen-
dung von Vektoren ‘gegeniiber. Wie iiberall kann also auch beim Beweisen von Sdtzen aus
der Geometrie die Wahl der Hilfsmittel die Arbeit erleichtern.

Aufgaben

Beweisen Sie mit Hilfe von Vektoren die folgenden Sitze:

1.4

2.1 In jedem Trapez ist die Mittellinie 3t
parallel zu den Grundseiten und halb

so lang wie deren Summe.

4. In einem Quader ABCDEFGH teile I 5.
die Raumdiagonale 4G im Verhilt-
nis 2: 1. Die Gerade BI durchstof3e
die Deckfliche in K. Was laBt sich
iiber die Lage des Punktes K aus-
sagen, und in welchem Verhiltnis
teilt 7 die Strecke BK?

Wenn sich in einem Viereck die Diagonalen halbieren, ist es ein Parallelogramm.

Fiir jedes Trapez, das kein Parallelo-
gramm ist, liegen die Mittelpunkte
der Grundseiten und der Schnitt-
punkt der verlidngerten Schenkel auf
ein und derselben Geraden.

In einer geraden vierseitigen Pyra-
mide ABCDE mit rechteckiger
Grundfliche sei M der Mittelpunkt
der Basisfliche ABCD, F der Hal-
bierungspunkt der Kante 4B, G der
Schwerpunkt der Seitenfliche DCE.")
Berechnen Sie das Verhiltnis, in dem
FG und ME einander teilen!

1) Schwerpunkt eines Dreiecks wird der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden genannt. Der Schwerpunkt teilt

die Seitenhalbierenden im Dreieck im Verhaltnis 2: 1.
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8  Vektoren in Physik und Technik

Krifte, Geschwindigkeiten und Beschleuni 1 werden ebenso durch Pfeile veranschaulicht
wie Verschiebungen und die den Verschiebungen entsprechenden Vektoren. Im Bild A 54 wird
das Einwirken einer Kraft auf einen Wagen durch einen Pfeil demonstriert. Dabei bezeichnet
man den Anfangspunkt des Pfeils auch als Angriffspunkt, die Gerade, auf der der Pfeil liegt, als
Wirkungslinie. Bei Krafteinwirkung auf einen festen Korper kann der Angriffspunkt der Kraft
auf ihrer Wirkungslinie beliebig gewéhlt werden (.~ Bilder A 54 und 55).

Wirken auf einen Korper gleichzeitig mehrere Krifte mit gemeinsamem Angriffspunkt (dem
Schnittpunkt ihrer Wirkungslinien), dann kénnen diese Krifte durch ihre Summe ersetzt werden
(~ S. 18). Wie ermittelt man nun in der Praxis fiir zwei gegebene Krifte F, und F, ihre Summe?

Wirkungs-
linie von

Wirkungslinie von ?;

[
[
|
|
|
L

Bild A 54 Bild A 55 Bild A 56

m ¢ DasBild A 56 zeigt schematisch zwei Krifte F, und F,, die gleichzeitig auf einen Korper
(eihen Stein) wirken, sowie deren Summe F = F, + F,.
F wird konstruktiv ermittelt, indem die Krifte F, und F, wie im Bild A 56 nach einem
einheitlichen MaBstab, z. B. 1cm = 100 N, als Pfeile dargestellt werden. Der Winkel
zwischen den Wirkungslinien wird genau angetragen. Dann wird der Pfeil konstruiert,
der der Summe von F, und F, entspricht. Die Linge des Pfeils gibt in Verbindung mit
dem verwendeten Mafstab Auskunft iiber den Betrag der Kraft F:

|F|: (Linge des Pfeils AC) = 100 N: 1 cm.
Der Winkel «r zeigt die Richtung der resultierenden Kraft F gegeniiber der Richtung der
Kraft Fy an. |F|und oy berechnet man mit Hilfe des Kosinus- bzw. des Sinussatzes.

@ 28 Ermitteln Sie |F| und & fiir den Fall, daB |F,| = 270 N, |F,| = 110 N und « = 55°
betragen, ) zeichnerisch und b) rechnerisch! (1)

® 29 Die Wirkungslinien zweier gleichzeitig wirkenden Kréfte bilden nicht stets einen spitzen
Winkel miteinander. Ermitteln Sie fiir die Fille in den Bildern A 57a bis d jeweils die
resultierende Kraft F, und driicken Sie |F| durch |F,|, |F;| und ~ aus!

90°< ot < 180° o = 180° o =00 n o = 900
F - | B+
\_= | iF| L7

Bild A 57





















































































































































































































































































































































































































































































