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Erlduterungen zur Arbeit mit dem Buch

Der Lehrstoff wurde in die Kapitel A, B, C und D aufgegliedert. Zu jedem
Kapitel gehort ein Inhaltsverzeichnis.

Die Kapitel wurden wiederum in numerierte Lerneinheiten unterteilt.
Am Rand jeder Seite findest du eine farbige Marke. Diese Marken wieder-
holen sich auf dem Vorsatz. Sie sollen dir helfen, die einzelnen Kapitel
schnell aufzufinden. Das Vorsatz enthdlt auBerdem eine Ubersicht iiber
den Inhalt des Buches.

Innerhalb der einzelnen Lerneinheiten werden Beispiele, Auftrdge und
Merksétze durch folgende Zeichen besonders hervorgehoben:

B Beispiele
@ Auftrdge
P Merksdtze

Beispiele, Auftrage und Merksdtze sind numeriert.

Am Ende der Lerneinheiten findest du einen Hinweis darauf, welche Auf-
gaben zu dem soeben behandelten Stoff gehéren. Die Aufgaben stehen
dann in den Kapiteln a, b, c und d im zweiten Teil des Buches.

Wenn du einen bestimmten Begriff suchst, so schldgst du zuerst das Re-
gister am SchluB des Buches auf. Es enthdlt Stichwérter. Diese helfen dir,
den gesuchten Begriff schneller zu finden.
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Wiederholung

1 Die Folge der natirlichen Zahlen

Wenn wir von 0 ausgehend fortlaufend die Zahl 1 addieren, so erhalten wir die
natiirlichen Zahlen 0,1, 2,3, ...

Zu jeder natirlichen Zahl a gibt es einen eindeutig bestimmten Nachfolger
a + 1. Man nennt die Zahl a auch den Vorgdéinger von a + 1.

Zu jeder natiirlichen Zahl a, ausgenommen die Zahl 0, gibt es einen eindeutig
bestimmten Vorgdnger a —1.

a—1 a—+1
Vorgdnger von a, Nachfolger von a
fallsa =0

Es gibt zwar eine erste natirliche Zahl, die Zahl 0, aber keine letzte natirliche
Zahl; denn zu jeder Zahl a kann man den Nachfolger a + 1 bilden.
Fur die Darstellung dieser unendlich vielen Zahlen kommt man jedoch mit end-
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lich vielen Zeichen aus. Im dekadischen Positionssystem sind dies die Grund-

ziffern 0", 1", ..., , 9"

Die Zahl Achtzehntausendfiinfhundertvierundzwanzig z. B. wird durch die
Ziffer ,,18 524" dargestellt. Diese Ziffer enthdlt die Grundziffern ol 205 B,
5", .,8". Den Stellenwert der einzelnen Grundziffern kann man in einer Tabelle

Ubersichtlich darstellen.

104 10° 102 10!
10000 1000 100 10 1
1 8 5 2 4

Aufgaben a 1 bis 4

2 Grundrechenoperationen mit natiirlichen Zahlen

Addition

die Summe a + b
a+b=b+a

@+b)+c=a+(b+0c

a+0=0+a=a

uneingeschrankt ausfihrbar, d. h., zu beliebigen natirlichen Zahlen a und b
' gibt es immer

Fir alle natirlichen Zahlen g, b und ¢ gilt
(Kommutativitdt)
(Assoziativitat)

a-(b+¢)=a-b+a-c
(Distributivitdt)

| Multiplikation

I das Produkta- b
I ab=b-a

| @b)c=a-(b-9

a'1=1:a=a

X = b — a bedeutet
a4+ x=boderx+a=5b

Die Subtraktion natirlicher Zahlen
ist nur dann ausfihrbar, wenn der
Subtrahend kleiner als der Minuend
ist oder wenn beide gleich sind.

Die Subtraktion natirlicher Zahlen
ist nicht ausfihrbar, wenn der Sub-
trahend gréBer als der Minuend ist.

a:0=0-a=0
Subtraktion Division
Umkehrung der
Addition Multiplikation

nicht uneingeschrinkt ausfihrbar

x=b:a (a = 0) bedeutet
a'x=boderx-a=0>b

Die Division natirlicher Zahlen
ist nur dann ausfilhrbar, wenn es
eine einzige solche Zahl x mit
a:x = b gibt, d. h., wenn der
Dividend ein Vielfaches des
Divisors ist.

Die Division durch 0 ist demnach
nicht ausfihrbar.




Fur beliebige Zahlen a gilt

a—0=a a:1=a

a—a=0 a:a=1 e
0:a=0 o9

Sy Beachte!
-a—b=b—a a:b=b:a

gilt nur fira=b gilt nur fir a = b, falls a und

damit auch b von 0 verschieden ist.

Es soll die Ausfihrbarkeit der Operationen in folgenden Féllen Gberprift
werden. '

a) x =17 —9 bedeutet ¢) x = 35:7 bedeutet
9 4+x=17. 7-x=35.
Die Subtraktion ist ausfihrbar, Die Division ist ausfihrbar,
denn 9 ist kleiner als 17. denn 35 ist ein Vielfaches von 7.
Es gilt: x =8, denn Es gilt: x =5, denn
948 =17. 7:5=235.

b) x =12 —15 bedeutet d) x = 81:13 bedeutet 3
15 + x =12. 13:x = 81.
Die Subtraktion ist nicht Die Division ist nicht
ausfihrbar, denn 15 ist ausfihrbar, denn 81 ist nicht
gréBer als 12. : Vielfaches von 13.

Die Division durch 0 ist deshalb nicht ausfihrbar, weil a: 0 fir keine Zahl a ein
eindeutig bestimmtes Ergebnis hatte.

Dazu betrachten wir folgende Beispiele, in denen der Dividend a einmal gleich
0 und einmal von 0 verschieden ist. Wir suchen in beiden Féllen ein eindeutig
bestimmtes Ergebnis der Division.

a)a -+ 0: x =5:0 bedeutet 0- x = 5.

Eine solche Zahl x gibt es aber nicht, da 0 - x immer gleich 0 ist und daher
nicht gleich 5 sein kann.
5: 0 hdtte also dberhaupt kein Ergebnis.

b)a=0: x = 0:0 bedeutet 0+ x = 0.

Das gilt aber fir alle natirlichen Zahlen.
0: 0 hdtte also unendlich viele Ergebnisse.

Aufgaben a 5 bis 29



Teilbarkeitssdtze
3 Der Begriff der Definition

Wir haben schon hdufig Zahlen miteinander verglichen. Dabei haben wir
Worter wie ,,gréBer”, , kleiner", ,,Vielfaches' verwendet, ohne ausfihrlich zu
erkldren, was diese Wérter bedeuten sollen. In der Mathematik muB man aber
wie in allen anderen Wissenschaften die Bedeutung aller benutzten Fachwérter
genau kennen, da sonst Irrtimer und schwerwiegende Fehler vorkommen
kénnen. Das Wort ,,gerade’* z. B. kann in verschiedenen Bedeutungen benutzt
werden. Wir missen also genau festlegen, was wir mit folgenden Feststellun-
gen Uber bestimmte Zahlen, Punkte oder Kérper meinen:

1) Die Zahl a ist gerade.

2) Die Verbindungslinie der Punkte A und B ist gerade.

3) Der Kegel ist gerade.

In Klasse 4 haben wir festgelegt, was wir unter einer geraden Zahl verstehen
wollen. Wir sagen: Wir haben den Begriff ,,gerade Zahl* definiert. Eine
solche Festlegung nennen wir eine Definition. Sie lautet in diesem Fall:

DEFINITION: Eine natirliche Zahl heiBt gerade, wenn sie durch 2 dividiert
werden kann.

Wir kénnen auch die Zahl 0 durch 2 dividieren: 0.2 — 0.

Das bedeutet nach Definition 1, daB 0 eine gerade Zahl ist.

Wir wollen nun mit Hilfe der Addition definieren, was es bedeutet, wenn wir
sagen: Die natirliche Zahl a ist kleiner als die natirliche Zahl b.

DEFINITION: Die natirliche Zahl a heiBt kleiner als die natirliche Zahl b,
wenn wir eine natUrliche Zahl x = 0 finden kénnen, so daB gilt:

a+ x=b. )

Wir schreiben: a < b (lies: ,,a ist kleiner als b").

Es st Ublich, fUra < bauch b > a zu schreiben (lies: , b ist gréBer als a**).

4 Definition der Teilbarkeit natiirlicher Zahlen

Ahnlich wie in Definition 2 kdnnen wir mit Hilfe der Multiplikation eine Bezie-
hung zwischen natiirlichen Zahlen a und b definieren, die etwas iber die Teil-
barkeit aussagt. Dabel wollen wir zundchst annehmen, daB die Zahlen a und b
beide von Null verschieden sind.

DEFINITION: Die natUrliche Zahl a heiBt Teiler der natirlichen Zahl b,
wenn es eine natirliche Zahl x gibt, so daB gilt: '

a-x=b.

Ist a ein Teiler von b, so schreibt man dafir: a|b

(lies: ,,a ist Teiler von b oder ,,a teilt b** oder ,,b ist durch a teilbar* oder,,b ist ein
Vielfaches von a“).
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Gibt es eine Zahl x fiir die Zahlen a und b, so daB a - x = b gilt, dann ist diese
Zahl x ebenfalls ein Teiler von b. Die Zahl b ist dann sowohl Vielfaches von a
als auch Vielfaches von x.

a) Es gilt 12| 204 (12 st ein Teiler von 204).
Begriindung: Es gibt eine natirliche Zahl x, fir die 12 - , = 204 gilt, némlich
die Zahl 17. '
b) Es gilt nicht 13 | 85 (13 ist nicht Teiler von 85).
Begriindung : Es gibt keine natirliche Zahl x, fir die 13- x = 85 gilt.
Aufgaben a 30 bis 34

5 Wahre und falsche Aussagen

In den uns bisher bekannten Definitionen haben wir bestimmten Zahlenarten
oder Beziehungen zwischen Zahlen Namen gegeben.

So nennen wir Zahlen, die den Teiler 2 haben, ,,gerade Zahlen*'. Wir hitten sie
jedoch ebensogut auch anders nennen kénnen, z. B. ,,glatte Zahlen". Fir die
Wahl eines Namens oder anderer Festlegungen in einer Definition gibt es oft
mehrere Moglichkeiten. Je nach ZweckméBigkeit entscheidet man sich fiir eine
davon. Es hat also keinen Sinn zu fragen, ob eine Definition falsch oder richtig
ist. Man muB vielmehr fragen, ob sie zweckméBig ist.

Anders ist es in folgenden Beispielen:

1) Die Zahl 7 ist gerade.

2) Jede Zahl ist gerade.

3) 0ist die kleinste natirliche Zahl.

4) 5 ist der Nachfolger von 4.

Wir sagen: Die Feststellungen 1) und 2) sind falsche Aussagen, und 3) und 4)
sind wahre (richtige) Aussagen.

Priife, welche Aussage wahr bzw. falsch ist! Begriinde deine Entscheidung!
a) 30 ist gerade. b) 7|104
c) 119 ist nur durch 1 und durch sich selbst teilbar.

Die wahren Aussagen in der Mathematik werden Sétze genannt.

Beachte die unterschiedliche Bedeutung des Wortes ,,Satz'* in der Mathematik
und in der Sprachlehre!

6 Der Beweis der Wahrheit einer Aussage

So wie in anderen Wissenschaften benutzt man auch in der Mathematik Aus-
sagen, deren Wahrheit feststeht, um zu neuen Erkenntnissen zu gelangen. Dazu
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muB man aber mit Sicherheit wissen, ob eine Aussage, aus der man Folgerungen
ziehen mochte, wahr ist.

Um das fiir die Aussagen a), b) und c) im Auftrag 1 festzustellen, kdnnen wir
Uberprifen, ob die betreffenden Zahlen tatsichlich die behaupteten Eigen-
schaften besitzen.

Bei Aussage a) muB man nach Definition 1 feststellen, ob 30 durch 2 teilbar ist.
Die Aussage b) iiberpriift man, indem man eine Zahl x sucht, fiir die 7 - x = 104
gilt, d.h.,indem man probiert, ob die Division 104 : 7 ausfihrbar ist. Ob die Aus-
sage c) wahr ist, erkennt man dadurch, daB man fir alle Zahlen von 2 bis 11
nachprift, ob sie Teiler von 119 sind.

Wenn wir auf eine geeignete Weise, z. B. wie bei den Aussagen a) bis c), nach-
gewiesen haben, daB eine Aussage wahr ist, sagen wir: Wir haben diese Aus-
sage bewiesen oder einen Beweis dieser Aussage gefihrt.

Wir dirfen erst dann eine Aussage weiter verwenden und aus ihr Folgerungen
ziehen, wenn sie bewiesen worden ist.

Bei der Feststellung der Wahrheit von Aussagen missen wir uns vor unvorsich-
tigen Verallgemeinerungen hiiten.

Wir setzen zum Beispiel in die Summe x - x + x + 11 fir x der Reihe nach die
natirlichen Zahlen 0,1, 2, ..., 9 ein.

x 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
x-x+x+11 1 13 17 23 31 41 53 67 83 | 101

Aus der Tatsache, daB sich in allen Féllen eine Zahl ergibt, die nur zwei Teiler
hat, ndmlich 1 und sich selbst, diirfen wir aber keineswegs schlieBen, daB das
fur alle natirlichen Zahlen x gilt. Setzen wir namlich die Zahl 10 fir x ein, so
erhalten wir fir die Summe die Zahl 121, die auBer den Teilern 1 und 121 noch
den Teiler 11 hat.

Gleichzeitig erkennen wir aus diesem Beispiel, daB wir eine Aussage iiber alle
natirlichen Zahlen nicht dadurch beweisen kénnen, daB wir sie fir eine Anzahl
natirlicher Zahlen nachprifen. =

Es soll folgende Aussage bewiesen werden:

Jede natirliche Zahl ist durch 2 teilbar, wenn sie durch 4 teilbar ist.

Beweis: Wir benutzen bei den folgenden Uberlegungen unsere Kenntnisse
Uber die Teilbarkeit natirlicher Zahlen.

Wir betrachten irgendeine durch 4 teilbare Zahl a.

Nun wissen wir aber, daB es auf Grund von Definition 3 eine natiirliche Zahl x
gibt, so daB

b-x=a
gilt.
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Dafiir kénnen wir auch schreiben:

2:2.x =a.
Nun ist aber2 . x wieder eine natirliche Zahl. Wir nennen siey . Benutzen wir
diese Abkiirzung in der letzten Gleichung, so ergibt sich

2 = a.
Das heiBt aber, daB a auch durch 2 teilbar ist.
Wir haben jetzt also die GewiBheit, daB die von uns getroffene Aussage wahr ist;
denn a bedeutete eine beliebige, durch 4 teilbare Zahl. Fiir a kénnen wir uns
jede natirliche Zahl eingesetzt denken.
Wir kénnen jetzt sagen: ,,Wir haben diese Aussage bewiesen' oder ,,\Wir haben
einen Beweis dieser Aussage gefihrt”. Es ist iblich, am SchluB eines Beweises
zusagen:,,..., waszu beweisen war." (Schriftliche Abkirzung:,,w. z. b. w.")

Wir kénnen noch viele dhnliche Aussagen iiber die Teiler natiirlicher Zahlen

formulieren.

a) Wenn eine Zahl a durch 10 teilbar ist, so ist sie auch durch 2 teilbar.

b) Wenn eine Zahl a durch 10 teilbar ist, so ist sie auch durch 2 und durch 5
teilbar.

c) Wenn eine Zahl a durch 2 teilbar ist, so ist sie auch durch 10 teilbar.

d) Wenn eine Zahl a durch 2 und durch 5 teilbar ist, so ist sie auch durch 10
teilbar.

e) Wenn eine Zahl a durch 5 und durch 10 teilbar ist, so ist sie auch durch 50
teilbar.

Stelle fest, welche der Avusscgen wahr bzw. falsch ist! Begriinde deine Behaup-
tung bzw. gib Gegenbeispiele an!

Zusammenfassung:

Wir mussen zwischen einer Definition und einem Satz unterscheiden.

Eine Definition ist eine Festlegung. Sie wird oft nach ZweckmaBigkeit ge-
troffen. Man kann von einer Definition nicht sagen, daB sie wahr oder falsch
ist.

Ein Satz ist eine wahre Aussage.

Die Wahrheit eines Satzes muf3 durch einen Beweis nachgewiesen werden.

7 Zusammengesetzte Zahlen und Primzahlen

Stelle fest, ob folgendes gilt!

3|3; 321|321; 1|8 1]15; 15|1
SATZ: Fir jede natiirliche Zahl a -+~ 0 gilt:
alaund1|a.



Begriindungen: a|a,denna-1=a;
1]a,denn1-a0=a.

Wenn wir von den Teilern einer Zahl sprechen, wollen wir von jetzt an diese
Zahl selbst und die Zahl 1 stets mit zu den Teilern rechnen.

Satz 4 besagt, daB jede natiirliche Zahl a = 0 sich selbst und die Zahl 1 als
Teiler besitzt. Es gibt aber natirliche Zahlen, die dariiber hinaus noch weitere
Zahlen als Teiler haben. Andererseits gibt es natiirliche Zahlen, die nur durch 1
und durch sich selbst teilbar sind.

a) Die Zahl 12 hat die Teiler 1; 2; 3; 4; 6; 12
b) Die Zahl 13 hat nur die Teiler 1 und 13.

112 (3|45|6|7|89|10
%rzum 2 2:3 24 3 2,5
M2 | 13|71 |77 177879 |20
%;ce{z;tz/iche f,’g 27| 35 254 gf g 2% g

DEFINITION: Jede natirliche Zahl, die gréBer als 1 ist und die nur durch 1
und durch sich selbst teilbar ist, heiBt Primzahl.

Fihre die Tabelle im Bild A 1 fir die natirlichen Zahlen bis 50 fort!

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Alle anderen natirlichen Zahlen nennt man auch zusammengesetzte Zah-
len.

Unter den Teilern einer Zahl treten stets auch Primzahlen auf.
a) Die Zahl 30 hat die Teiler 1; 2; 3; 5; 6;10; 15; 30. Davon sind 2; 3; 5 Prim-
zahlen,

b) Die Zahl 13, eine Primzahl, hat die Teiler 1 und 13. Davon ist nur 13 eine
Primzahl,

Wir stellen jetzi die Frage, ob 0 ein Vielfaches von 4 sein kann.

Wir stellen fest: 0 ist ein Vielfaches von 4 bzw. 4 ist ein Teiler von 0, denn es
gilt: 4-0=0.

Priife, ob folgendes gilt:

16]0; 1]0; 9|0!

Wir wollen jetzt die Beziehung a | b fiir den Fall b = 0 definieren. Die Gleichung
in der Definition 3 nimmt dann die Form a - x = 0 an.

SATZ: Fir jede natirliche Zahl a gilt: a | 0.
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Wenn wir auch das Nullfache einer Zahl ein ,,Viel“faches nennen, kénnen wir
auch hier sagen: 0 ist ein Vielfaches von a.

Aufgaben a 35 bis 40

Zusammenfassung:
a<b (aist kleiner als b) | a|b (ateilt b)
bedeutet :
Es gibt eine natirliche Es gibt eine natirliche Zahl x,
Zahl x == 0, so daB sodaB a- x = b gilt.
a+ x = b gilt.

Fir jede natirliche Zahl a gilt:
a|a denna-1=gq,
a|0,denna:0=0,
1|a,denn1:a=a.

Gilt a > 1 und ist a nur durch 1 und durch sich selbst teilbar, so heift a
Primzahl.

8 Mengen

Um Zusammenhénge zwischen der Teilbarkeit verschiedener Zahlen und auch
zwischen anderen Eigenschaften natiirlicher Zahlen Gbersichtlich darstellen zu
kdnnen, ist es vorteilhaft, alle solche natiirlichen Zahlen, die eine gemeinsame
Eigenschaft besitzen, auszuwéhlen und zu einer Gesamtheit zusammenzufassen.
Aber nicht nur Zahlen kénnen wir zusammenfassen, sondern oft ist es nijtzlich,
auch Gesamtheiten anderer Objekte mit gemeinsamen Eigenschaften zu be-
trachten.

Eine solche Gesamtheit heiBt Menge. Die Objekte, die zu einer Menge zusam-
mengefaBt sind, heiBen Elemente dieser Menge.

Beispiele fir Mengen sind:

(1) Die Menge aller der Schiiler einer Klasse, die im Jahre 1957 geboren sind
(2) Die Menge aller geraden Zahlen zwischen 67 und 74

(3) Die Menge aller Lastkraftwagen eines Kraftverkehrsbetriebes

(4) Die Menge aller geraden Primzahlen

(5) Die Menge aller durch 3 teilbaren natiirlichen Zahlen

(6) Die Menge der Punkte eines bestimmten Kreises

Wir missen zwischen der Bedeutung des Wortes ,,Menge" in der Mathematik
und der Bedeutung desselben Wortes in der Umgangssprache unterscheiden.
In der Umgangssprache benutzt man es hdufig an Stelle des Wortes ,,viel".
Beachte den Unterschied!
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a) In unserer Schulbiicherei haben wir eine Menge Biicher.

b) Die Menge der Mathematikbiicher in unserer Schulbicherei

Zur Bezeichnung von Mengen wollen wir groBe (lat.) Buchstaben verwenden,
an die wir mitunter noch Zeichen zur Unterscheidung anschreiben. Dazu ver-
wendet man meist kleine tiefgestellte Ziffern. Die Mengen im Beispiel 8 wollen
wir in der entsprechenden Reihenfolge mit Mi. Ma, Ms, My, Ms, Mebezeichnen.

Im Beispiel 8 haben die Mengen M, Mz, Ms und M, endlich viele Elemente, die
Mengen Ms und Mg unendlich viele Elemente.

Um festzulegen, welche Objekte als Elemente zu einer bestimmien Menge ge-
héren sollen, kann man in vielen Féllen die Elemente dieser Menge aufzéhlen.
Wenn man diese Aufzéhlung niederschreibt, schlieBt man die Zeichen fir die
Elemente in geschweifte Klammern ein.

a) M; = 68,70, 72| Diese Menge enthdlt drei Elemente
b) My = (2} Diese Menge enthdlt als einziges Element die einzige
gerade Primzahl.

Oft ist diese Art, eine Menge anzugeben, umstdndlich, da die Menge zu viele
Elemente enthdlt, oder gar unméglich, da zur Menge unendlich viele Elemente
gehoren. Dann gibt man in Worten oder mathematischen Symbolen die Eigen-
schaften an, die allen Elementen der betreffenden Menge gemeinsam sind.

Ms ist die Menge aller der Zahlen a, fir die man eine Zahl x finden kann, so daB
3-x = agilt.

Im folgenden werden wir nur noch Mengen von Zahlen betrachten.

Um auszudricken, daB eine Zahl a Element einer Menge M ist, schreibt man
a = M (lies: ,,a ist Element von M").

70=My; 2eMi; 66Ms; 99 Ms
Aufgaben a 41 bis 44

9 Die Teilbarkeit von Summen und Differenzen

Wenn wir die Teiler zweier gegebener natirlicher Zahlen b und ¢ kennen, so
konnen wir auch etwas iber die Teilbarkeit der Summe b + ¢ aussagen.

Wir wéhlen b = 8und ¢ = 12und damitdie Summe b + ¢ = 20,

Firdie Zahlen a =1, 2, ..., 12 ergibt sich folgende Tabelle:

a i | 6
R
alb ja nein[nein| ja nein | nein | nein | nein
afc ja | ja [ ja | ja |nein| ja [nein| nein | nein [ nein | nein | ja
alb+c| ja ja |nein| ja ja |nein|nein| nein | nein ja nein | nein




Aus dieser Tabelle kénnen wir erkennen, daB die Zahlen, die sowohl zur Menge
der Teiler von b als auch zur Menge der Teiler von c gehéren, auch Teiler der
Summe b + csind.

Uberpriife in der gleichen Weise die Teiler von b = 28, ¢ = 35ynd b 4 ¢ = 63!
Die fir die Zahlen des Beispiels getroffene Feststellung gilt fiir alle natiirlichen
Zahlen. Es 1aBt sich namlich fir beliebige Zahlen a, b und c beweisen:

SATZ: Wenn a ein Teiler sowohl von b als auch von c ist, so ist a auch
ein Teiler der Summe b + c.

Beachte: Ist a ein Teiler der Summe b + c, so ist a nicht unbedingt auch Teiler
von b und Teiler von c.
Beispielsweise ist 13 ein Teiler von 12 4 14 = 26, aber weder ein Teiler von 12
noch ein Teiler von 14.

Ist die Subtraktion b — c ausfishrbar, so gilt ein entsprechender Satz auch fiir die
Differenz zweier Zahlen b und c.

SATZ: Wenn a ein Teiler sowohl von b als auch von c ist, so ist a auch
ein Teiler der Differenz b —c.
Dabei darf ¢ nicht gréBer als b sein, da wir sonst die Differenz b — ¢ nicht
bilden kénnen.

Aufgaben a 45 und 46

10 Die Teilbarkeit von Produkten

Wir kénnen auch aus der Teilbarkeit zweier natiirlicher Zahlen auf die Teilbar-
keit ihres Produktes schlieBen.

Wir betrachten wiederum wie in der Lerneinheit 9 die Zahlen b = 8 ynd ¢ = 12,
Ihr Produktist b-c = 96,

Fir die Zahlen a =1, 2, 3, ..., 12 ergibt sich folgende Tabelle:

a g

alb ja ja [nein| ja |nein|nein|nein| ja | nein | nein | nein | nein
alc ja ja ja ja [nein| ja |nein| nein | nein | nein | nein | ja
a(b-c ja ja ja ja |nein| ja [nein| ja nein | nein | nein | ja

Auch hier kann man beweisen, daB fiir beliebige natiirliche Zahlen a, b und ¢
gilt:
SATZ: Wenn a entweder ein Teiler von b oder ein Teiler von c oder ein

Teiler von beiden ist, so ist a auch ein Teiler des Produktes b - c.

Wenn wir also wissen, daB a ein Teiler von b ist, so wissen wir damit auch, daB
jedes Produkt, das den Faktor b enthdlt, ebenfalls durch a teilbar ist.

Aufgaben a 47 und 48
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Zusammenfassung:
Fir beliebige natirliche Zahlen g, b und c gilt:
1) Wenna|b und a|c, soa|b+ csowie
a|b—c, falls die Differenz b — c existiert.
2) Wenna|b oder a|c, soa|b:ec.

11 Teilbarkeit durch 10 und 5

Wenn wir die Frage beantworten wollen, ob eine natiirliche Zahl a zur Menge
der Teiler einer natiirlichen Zahl b gehért, miissen wir untersuchen, ob es eine
natiirliche Zahl x gibt, fir die a- x = b gilt.

Dazu versuchen wir, diese Zahl x zu ermitteln,indem wir die Division b: a (a = 0)
auf Ausfiihrbarkeit priifen. Erhalten wir einen Quotienten, so wissen wir, daB es
eine solche Zahl x gibt, sie ist ndmlich gerade gleich diesem Quotienten.

Wir kénnen aber auch oftmals feststellen, ob es eine solche Zahl x gibt, ohne
daB wir sie ausrechnen. Dazu dienen uns besonders bei groBeren Zahlen
Sdtze iiber die Teilbarkeit.

Wir werden Sétze fir die Teiler a =2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 kennenlernen. Wir
wollen sie aber nicht alle beweisen. Die angefihrten Beispiele sind keine
Beweise!

Alle durch 10 teilbaren Zahlen b lassen sich in der Form 10 - x = b darstellen.

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und ergdnze sie!

x 1 2 3 4 5| 6 7 8 20
b 10 20 200

Wie fiir diese Beispiele gilt fir alle natirlichen Zahlen:

SATZ: Alle Zahlen, deren Ziffern auf ,,0¢ enden, sind durch 10 teilbar. Alle
anderen Zahlen sind nicht durch 10 teilbar.

Stelle fest, welche Zahlen durch 100, 1000 usw. teilbar sind!

Alle durch 5 teilbaren Zahlen b lassen sich in der Form 5 x = b darstellen.
Bilde die Finffachen der Zahlen 1 bis 20!

So wie in diesen Beispielen gilt fir alle natiirlichen Zahlen:

SATZ: Alle Zahlen, deren Ziffern auf ,,0‘‘ oder ,,5‘ enden, sind durch 5 teil-
bar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 5 teilbar.

Aufgaben a 49 bis 52



12 Teilbarkeit durch 2, 4 und 8

Wir kénnen leicht nachpriifen, daB die Zahlen 0, 2, 4, 6, 8 und 10 durch 2 teilbar
sind.

AuBerdem ist jedes Vielfache von 10 durch 2 teilbar; denn jedes Vielfache von
10 ist ein Produkt 10 - x. Da der Faktor 10 durch 2 teilbar ist, ist nach Satz 9
auch das ganze Produkt durch 2 teilbar.

Da nun jede Zahl als Summe eines Vielfachen von 10 und einer der Zahlen 0,
1,..., 9 dargestellt werden kann, brauchen wir nur die Teilbarkeit der Einer zu
untersuchen.

a) 96 ist durch 2 teilbar.
96 =90 + 6 ; 90istals Vielfaches von 10 durch 2 teilbar. 6 ist nach unserer
Uberpriifung auch durch 2 teilbar, also ist nach Satz 7 auch
90 + 6 durch 2 teilbar.
b) 1035 ist nicht durch 2 teilbar.
1035 =1030 + 5 ;1030istals Vielfaches von 10 durch 2 teilbar.
Waire 1035 auch durch 2 teilbar, so miiBte nach
Satz 8 auch 1035 — 1030 =5 durch 2 teilbar sein.
Das ist aber nicht der Fall, also ist 1 035 nicht durch
2 teilbar.

SATZ: Alle Zahlen, deren Ziffern auf ,,0¢, ,,2¢°, , 4, ,,6‘ oder ,,8‘ enden,
sind durch 2 teilbar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 2 teilbar.

Da wir die durch 2 teilbaren Zahlen gerade Zahlen genannt haben, besagt
dieser Satz, daB die geraden Zahlen stets eine der Endziffern ,,0", ,,2", ,,4*, ,,6"
oder ,,8" besitzen.

Bilde die Vierfachen der Zahlen 1 bis 25!

Ist a eine durch 4 teilbare Zahl, so endet die Ziffer von a auf,,0“, ,,2, ,,4", ,,6*
oder ,,8". Es sind aber nicht alle geraden Zahlen durch 4 teilbar. So ist z. B. 36
durch 4 teilbar, aber nicht 26 und 86. Ebenso ist 20 durch 4 teilbar, aber nicht
70 und 90.

Jedes Vielfache von 100 ist durch 4 teilbar. Es ist némlich 4 ein Teiler von 100
und damit nach Satz 9 auch ein Teiler aller Vielfachen von 100. Wir brau-
chen also bei einer Zahl, die gréBer als 100 ist, nur die aus den letzten beiden
Grundziffern dargestellte Zahl auf Teilbarkeit durch 4 zu untersuchen.

Die Zahl 87 748 ist durch 4 teilbar, weil 87 700 als Vielfaches von 100 und auch
48 und daher nach Satz 7 auch ihre Summe 87 748 durch 4 teilbar sind. Die Zahl
87 778 ist nicht durch 4 teilbar, weil zwar 87 700 durch 4 teilbar ist, nicht aber
78.

SATZ: Alle Zahlen, bei denen die letzten beiden Grundziffern eine durch 4
teilbare Zahl darstellen, sind durch &4 teilbar. Alle anderen Zahlen sind
nicht durch 4 teilbar.
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Ebenso ergibt sich der Satz fiir die Teilbarkeit durch 8.

SATZ: Alle Zahlen, bei denen die letzten drei Grundziffern eine durch 8
teilbare Zahl darstellen, sind durch 8 teilbar. Alle anderen Zahlen sind
nicht durch 8 teilbar.

a) Die Zahl 6 748512 ist durch 8 teilbar, weil 512 durch 8 teilbar ist.
b) Die Zahl 6 748 532 ist nicht durch 8 teilbar, weil 532 nicht durch 8 teilbar ist.
Aufgaben a 53 bis 60

13 Teilbarkeit durch 9, 3 und 6

Bei der Division durch 9 mit Rest lassen 10=9- 141
die Zahlen 10; 100; 1 000; 10 000 usw. 100=9- 11 41
den Rest 1. 1000 =9- 111 41

10000 =9 -1 111 41

Dividieren wir nun Vielfache von 10; 100; 30=9- 343

1000 usw. mit Rest durch 9, so bleiben 700=9- 77 47
die gleichen Vielfachen von 1 als Rest. 5000=9- 55545

Es soll festgestellt werden, ob die Zahl

7146 durch 9 teilbar ist. Um diese Frage

zu beantworten, zerlegen wir die gegebene

Zahl folgendermaBen: 7146 = 7000 + 100 4 40 + 6

7000=9-777+ 7

100=9- 1141
40=9- 44 4

Nun bilden wir auf beiden Seiten die 6=9- 046

Summen und erhalten: 7146 =9-792 418

Die Summe 18 der Reste ist eine durch 9 teilbare Zahl. Ebenso ist 9 - 792 durch
9 teilbar, wie es die Form 9 - x dieses Produktes zeigt. Damit ist aber auch die
Summe 9 - 792 4 18 = 7 146 durch 9 teilbar.

Die Teilbarkeit einer beliebigen Zahl durch 9 héngt nur davon ab, ob dieSumme
der Reste durch 9teilbar ist. Diese Reste werden aber auch von den Grundziffern
der gegebenen Zahl dargestellt, ihre Summe nennen wir Quersumme.
DieQuersumme von 7146 istalso7 +1 4+ 4 4+ 6 =18,

SATZ: Alle Zahlen, deren Quersumme durch 9 teilbar ist, sind durch 9 teilbar.
Alle anderen Zahlen sind nicht durch 9 teilbar.

Ebenso wie bei der Division mit Rest durch 9 lassen die Zahlen 10; 100; 1 000
usw. auch bei der Division mit Rest durch 3 den Rest 1.

18



Durch die gleiche Uberlegung, wie sie im Beispiel 16 durchgefihrt wurde,
finden wir einen Satz fir die Teilbarkeit einer Zahl durch 3.

SATZ: Alle Zahlen, deren Quersumme durch 3 teilbar ist, sind durch 3
teilbar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 3 teilbar.
Alledurch 6 teilbaren Zahlen b lassen sichin der Form 6 - x = b darstellen. Das
ist dasselbe wie 23 - x = b. Diese Zahlen sind also sowohl durch 2 als auch
durch 3 teilbar. Umgekehrt 1Bt sich aber auch jede natiirliche Zahl b, diedurch
2 und durch 3 teilbar jst, in der Form

2.3.x=b
darstellen. Es gibt also dann eine natiirliche Zahl x, so daB gilt:

6.x=hb.
Durch Zusammenfassen der Sétze fir die Teilbarkeit durch 2 und durch 3 ergibt
sich ein Satz fir die Teilbarkeit einer Zahl durch 6.
SATZ: Alle Zahlen, die gerade sind und deren Quersumme durch 3 teilbar

ist, sind durch 6 teilbar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 6 teilbar.
Aufgaben a 61 bis 72

14 Beziehungen zwischen Mengen

Wie wir wissen, ist jede Zahl, die durch 4 teilbar ist, auch durch 2 teilbar. Wenn
wir nun die Menge aller durch 4 teilbaren Zahlen mit Ms und die Menge aller
durch 2 teilbaren Zahlen mit M, bezeichnen, so kénnen wir sagen:

Jede Zahl a, die Element von M, ist, ist auch Element von M;, d. h.:
Wenn a € My, s0 a e M,.
M, =0, 4 8 12 16 20,...)

l | |

| |
M, =0, 2 4, 6 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22,..)

Umgekehrt gibt es aber Zahlen in My, die nicht Element von My sind. Das kdn-
nen wir mit den Worten ,,nicht jede durch 2 teilbare Zahl ist auch durch 4 teil-
bar* feststellen.
Wir sagen_M; ist eine Teilmenge von M; und schreiben dafiir:

Mic M, (Iies: M, ist Teilmenge von M;).
Bild A 2 veranschaulicht diese Beziehung
zwischen den Mengen M, und M.
In ihm sind die Mengen als Fldchen dar-
gestellt,von denen die eine Teilfldcheder
anderen ist. Die Form und die GroBe
dieser Flachen kann beliebig gewdhlt
werden, wenn nur diejenige Fldche, die
die Teilmenge Ms von My veranschaulicht,
ganz innerhalb der Fldche liegt, die die
Menge M, darstellt.
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@ Veranschauliche durch Diagramme die Beziehungen zwischen folgenden

Mengen!

a) Menge der durch 3 teilbaren Zahlen; Menge der durch 9 teilbaren Zahlen
b) Menge der durch 3 teilbaren Zahlen; Menge der durch é teilbaren Zahlen
c) Menge der durch 2teilbaren Zahlen; Menge der durch 6 teilbaren Zahlen

Es soll die Menge M aller ungeraden Zahlen, die zwischen 40 und 45 liegen, und
die Menge N aller Primzahlen zwischen 40 und 45 gebildet werden.

M = {41, 43}

N = {41, 43}

Wir stellen fest, daB M und N dieselben Elemente enthalten. Wir sagen: ,,Die
Mengen M und N sind gleich*, und schreiben:
M = N.
Bei der Gleichheit von Mengen kommt es nicht auf die Reihenfolge ihrer Ele-
mente an. So ist z. B. {2, 7, 9} dieselbe Menge wie {7, 2, 9}.

Aufgaben a 73 bis 78

Gemeinsame Vielfache — gemeinsame Teiler

15 Zerlegen natiirlicher Zahlen in Primfaktoren

Wenn wir eine Zahl in Faktoren zerlegen, die s@mtlich Primzahlen sind, so
sprechen wir von einer Zerlegung in Primfaktoren.

Bei der Zerlegung in Primfaktoren beginnen wir am besten mit der kleinsten
Primzahl unter den Teilern dieser Zahl.

Zerlegung in Primfaktoren

= 2 - ? =2 - 3
[ e
<2 -3 -7 | <2 -2 - B
- [~
=2 -3 -7 “e - 2@ ..
=2 .2 -2 -3 -3

A3

Es soll die Zahl 315 in Primfaktoren zerlegt werden.

Da 315 ungerade ist, enthélt 315 nicht den Teiler 2. An der Quersumme 9 erken-
nen wir aber, daB 315 durch 3 teilbar ist. Die Zahl 3 ist also in diesem Fall die
kleinste Primzahl unter den Teilern dieser Zahl.
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315 = 3-105
N\
=3:3:35
e
=3.3-5:7
3M5=3-3:57
Ahnlich wie bei der Zerlegung einer Zahl in Primfaktoren kénnen wir auch

Zahlen in Summanden, die alle Primzahlen sind, zerlegen. Dabei gibt es ver-
schiedene Méglichkeiten:

a)18= 5+13=7+1

b)30=11+19= 7 + 23
S A

=245 4+5474+1
Im Gegensatz dazu gilt fiir die Zerlegung in Primfaktoren der folgende Satz:
Jede natirliche Zahl 1Bt sich nur auf eine einzige Art in Primfaktoren zer-
legen.
Dabei wollen wir von der Reihenfolge, in der die Primfaktoren aufgeschrieben
werden, absehen.
Aufgaben a 79 bis 82

16 Primfaktorenzerlegung in Potenzschreibweise

Aus der Zerlegung einer Zahl in Primfaktoren kénnen wir alle Primzahlen in
der Menge ihrer Teiler sofort ablesen; denn das sind ja gerade die in der Zer-
legung auftretenden Primzahlen.

Wir kénnen diese Primzahlen zu einer Menge zusammenfassen.

a) Menge der Primzahlen unter den Teilern von 42: {2, 3,7}

b) Menge der Primzahlen unter den Teilern von 72: {2, 3}

c) Menge der Primzahlen unter den Teilern von 315: (3,5, 7)

Ermittlung der Teiler

- 2.2:2:3°3 = 2-3% 2 und 3§

2:2+2-3-3 =~ 4 -8B 4 und 18
= 2-2-2-3-3 = 8 3 8 ud 9
= 2:2-2+3°3 = 2% 3 2% und 3
* 2:+2-2+3+:8 = R~§ 2 wd §
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Wir kénnen durch die Primfaktorenzerlegung einer Zahl aber nicht nur die
Primzahlen unter ihren Teilern feststellen, sondern auch ermitteln, welche weite-
ren Teiler diese Zahl hat, indem wir auf alle méglichen Arten die Primfaktoren
zu Produkten zusammenfassen.

Es sollen die Teiler der Zahl 72 ermittelt werden (Bild A 4). Die ibrigen, noch
mdglichen derartigen Zusammenfassungen ergeben keine neuen Teiler. AuBer
den gefundenen Teilern hat 72 natiirlich noch die Teiler 1 und 72.

Die Menge der Primzahlen unter den Teilern von 72 ist also eine Teilmenge der
Menge aller Teiler dieser Zahl.

Bei der Zerlegung in Primfaktoren kdnnen gleiche Primzahlen auch mehrmals
als Faktoren auftreten. Ein Produkt mit gleichen Faktoren kénnen wir in ab-
gekiirzter Form schreiben.

a)2:2:2=2° (lies: zwei hoch drei)

b)3-3-3-3 =234 (lies: drei hoch vier)

In dieser Form geschriebene Produkte heiBen Potenzen. Die kleine hoch-
gesetzte Zahl heiBt Exponent. Die untenstehende Zahl heiBt Basis. Der Expo-
nent gibt an, wie oft die Basis als Faktor zu setzen ist.

Mit Hilfe der Potenzschreibweise kénnen wir die Primfaktorenzerlegungen
kiirzer schreiben.

a) 315=32-5-7 b) 72 = 2% - 32 c) 432 =243
Aufgaben a 83 bis 88

17 Gemeinsame Teiler und gemeinsame Vielfache

Eine natirliche Zahl kann Teiler auch von zwei oder von mehr als zwei natiir-
lichen Zahlen sein.

a) 4ist Teiler von 20, denn 20 = 4 -5, also 4| 20.
4 ist Teiler von 32, denn 32 = 4-8, also 4|32.
AuBer den Zahlen 20 und 32 gibt es noch andere Zahlen, die den Teiler 4
besitzen, z. B. 4, 16, 80, 104.

b) Die Zahl 7 ist Teiler z. B. von 21, 35, 63, 147, 4 711.

Eine natiirliche Zahl, die Teiler von zwei oder von mehr als zwei Zahlen
ist, heiBt gemeinsamer Teiler dieser Zahlen.

Da die Zahl 1 Teiler einer jeden Zahl ist, ist sie auch stets gemeinsamer Teiler
zweier beliebiger Zahlen. Wir wollen sie deshalb bei der Aufzdhlung gemein-
samer Teiler nicht auffihren.

Natiirliche Zahlen, die auBer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben, heiBen
zueinander teilerfremd.

Eine natirliche Zahl kann Vielfaches auch von zwei oder von mehr als zwei
natirlichen Zahlen sein.
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Die Zahl 72 ist Vielfaches der Zahl 6; denn es gilt:

72=12-6
Die Zahl 72 ist aber auch Vielfaches der Zahl 8, denn es gilt:
72=9-8

AuBer der Zahl 72 gibt es noch weitere Vielfache der Zahlen 6 und 8, z. B.:
96; 240; 24; 120.
Gib weitere Vielfache von 6 und 8 an! Wieviel Vielfache dieser Zahlen gibt es?
Eine natiirliche Zahl, die Vielfaches von zwei oder von mehr als zwei
natiirlichen Zahlen ist, heiBt gemeinsames Vielfaches dieser Zahlen.
Da die Zahl 0 Vielfaches (némlich das Nullfache) von jeder Zahl ist,ist die Zahl 0
auch gemeinsames Vielfaches von 6 und 8. Die Zahl 0 ist also stets gemein-
sames Vielfaches zweier beliebiger Zahlen. Daher wollen wir bei der Bildung
gemeinsamer Vielfacher die 0 nicht beriicksichtigen.

Aufgaben a 89 bis 94

18 Das kleinste gemeinsame Vielfache (k. g. V.)

Unter allen gemeinsamen Vielfachen der Zahlen 6 und 8 gibt es ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches, ndmlich die Zahl 24. Es gibt zwar noch kleinere
Vielfache von 6 und auch kleinere Vielfache von 8, aber kein kleineres gemein-
sames Vielfaches.

In den folgenden Tabellen erkennen wir die Vielfachen und das kleinste ge-
meinsame Vielfache der Zahlen 6 und 8. ’

Vielfache von 6 12 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Vielfache von 8 12 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Vielfache von 6 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Vielfache von 8 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Wir kénnen auch gemeinsame Vielfache von mehr als zwei Zahlen bilden.
Es sollen gemeinsame Vielfache von 4, 9 und 10 ermittelt werden.
a) 180 = 45-4=20-9=18-10
b) 360 = 90-4=40-9=236-10
€) 720 =180 4=80-9=72-10
Auch hier gibt es beliebig viele gemeinsame Vielfache; denn jedes Vielfache von
180 ist wieder gemeinsames Vielfaches von 4, 9 und 10.
Fir die Zahlen 4, 9 und 10 ist 180 das kleinste von allen gemeinsamen Viel-
fachen.
DEFINITION: Das kleinste gemeinsame Vielfache (k.g.V.) gegebener natiir-
licher Zahlen ist die kleinste von Null verschiedene Zahl, die durch alle
gegebenen Zahlen teilbar ist.

Aufgaben a 95 und 96
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19 Ermitteln des k. g. V.

Das Produkt gegebener Zahlen ist stets ein gemeinsames Vielfaches dieser
Zahlen, aber meistens nicht das kleinste gemeinsame Vielfache.

Ein gemeinsames Vielfaches von 6 und 8istz. B. 6-8 =48, das k. g. V. aber
ist 24.

ir das k. g. V. mehrerer Zahlen!

1. Schritt: Zerlege die 6=2-3

gegebenen Zahlen in Primfaktoren! 8=2-2-2

2, Schritt: Schreibe die Produkte 6=2-3 =23
in Potenzschreibweise! 8=2-2.-2=23

3. Schritt: Schreibe von den 6=2-3 =2-3
Potenzen mit gleicher Basis jeweils 8=2-2:2=2°
die mit dem gréBten Exponenten 2.3
heraus!

(Primfaktoren, die nur einfach und nicht als Potenzen auftreten, werden in jeder
Spalte einmal ausgewdhlt.)

Da die Zahl 8 im k. g. V. als Faktor enthalien sein muB, missen wir 23 fir das Bil-
den des k. g. V. auswdhlen,

Weiterhin muB aber auch die Zahl 6 im k. g. V. als Faktor enthalten sein, d. h., das
k.g.V. muB die Faktoren 2 und 3 enthalten. Der Fakior 2 ist schon in der bereits
ausgewdhlten Potenz 2* enthalten. Deshalb brauchen wir nur noch den Faktor 3 zu
beriicksichtigen.

4. Schritt: Bilde das Produkt der 6=2-3 =2-3
ausgewdhlten Potenzen! 8=2:2-2=2°
k.g. V. 29.3=12

Dieses Verfahren ist besonders zweckmaBig, wenn man das k. g. V. gréBerer
Zahlen berechnen will.

Es soll das k. g. V. von 840; 126 und 225 ermittelt werden.
840=2-2-2-3:-5-7=2°-3 -5 .7

126 =2-3-3-7 =2-3 .7

225=3-3-5-5 = 3252
k.g.V.: 23.32.52.7 =12600

Die Zahl 12 600 ist ein gemeinsames Vielfaches der gegebenen Zahlen. 12 600
ist aber auch das kleinste gemeinsame Vielfache. Wiirden wir auch nur einen
Primfaktor fortlassen, so wire die gefundene Zahl nicht mehr ein gemein-
sames Vielfaches der gegebenen Zahlen. Streichen wir aus der Zahl 12 600
z. B. einen Faktor 2, so ist die Potenz 2° und damit die Zahl 840 nicht mehr als
Faktor in der Zahl 12 600 enthalten.

Beim Kiirzen von Briichen miissen wir solche Zahlen finden, durch die Zahler
und Nenner teilbar sind. Diese Zahlen miissen also gemeinsame Teiler von
Zéghler und Nenner sein.
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Es soll der Bruch 2 gekiirzt werden.

Dazu suchen wir alle gemeinsamen Teiler von 56 und 84.

Teiler von 56 1,2, 4 7; 8 14 28 56
EEEEET - >

Teilervon84 | 1; 2; 3; 4; 6; 7; 12; 14; 21; 28; 42; 84

Gemeinsame

Teiler 2; 4; 7; 14; 28

Damit haben wir die Zahlen gefunden, durch die wir % kiirzen kénnen.

36 kijrzen durch 2: 2 32 kiirzen durch 14: +
35 kiirzen durch 4: 4t 3% kiirzen durch 28: %
35 kiirzen durch 7: &

Unter allen gemeinsamen Teilern von 56 und 84 ist die Zahl 28 der gréBte ge-
meinsame Teiler.

Wir kénnen sagen:

Der grofte gemeinsame Teiler (g.g. T.) gegebener natiirlicher Zahlen ist die
groBte Zahl, die alle gegebenen Zahlen teilt.

Wenn wir einen Bruch scweit wie méglich kirzen wollen, um im Zghler und
Nenner méglichst kleine Zahlen zu erhalten, miissen wir den gegebenen Bruch
durch den g.g.T.von Zéhler und Nenner kiirzen. Im gekiirzten Bruch sind dann
Zghler und Nenner zueinander teilerfremd.

Zum Ermitteln des g.g.T. gegebener Zahlen brauchen wir nicht .alle ge-
meinsamen Teiler dieser Zahlen aufzusuchen. Ahnlich wie bei der Berechnung
des k. g. V. kénnen wir ndmlich auch den g. g. T. mit Hilfe der Primfaktoren-
zerlegung finden.

Aufgaben a 97 bis 104
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B. Gebrochene Zahlen
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1 Der Bruchbegriff

Um Bruchteile von Ganzen angeben zu kénnen, haben wir aus den natiirlichen
Zahlen Briiche gebildet.

DEFINITION: Ein in der Form ,, ¢ geschriebenes Paar natirlicher Zah-

b

len a und b (b == 0) heiBt (gemeiner) Bruch. Die Zahl a heiBt Zdhler, die
Zahl b Nenner des Bruches.

27



vo [

Der Nenner eines Bruches gibt an, in wieviel gleiche Teile ein Ganzes geteilt
wurde. Der Zaghler gibt an, wieviel solcher Teile durch den Bruch gegeben sind.

ol

B1

Briiche, bei denen der Zdhler kleiner als der Nenner ist, heiBen echte Briiche.
Alle anderen Briiche heiBen unechte Briiche.

Gib Beispiele fur unechte Briiche an!

DEFINITION: Man erweitert einen Bruch mit einer von 0 verschiedenen
natiirlichen Zahl,indem man Zéhler und Nenner dieses Bruches mit dieser
Zahl multipliziert.

Man kiirzt einen Bruch durch eine von 0 verschiedene natiirliche Zahl,
indem man Zéhler und Nenner dieses Bruches durch diese Zahl dividiert.
Jeder Bruch kann mit einer beliebigen von 1 verschiedenen Zahl erweitert
werden. Aber nur solche Briiche, deren Zéhler und Nenner nicht teilerfremd
sind, kénnen durch eine von 1 verschiedene Zahl gekiirzt werden.

Aufgaben b 1 bis 4

2 Gebrochene Zahlen

Um festzustellen, ob zwei gegebene Briiche durch Kiirzen oder Erweitern aus-
einander hervorgehen, benutzen wir folgenden Satz

SATZ: Wenn fir Briche % und % (b=+0undd==0)
a-d=b-c gilt,
so gehen sie durch Kiirzen oder Erweitern auseinander hervor.
Gilt jedoch a-d=+b-c,
so gehen sie nicht durch Kisrzen oder Erweitern auseinander hervor.

s | 5 a-d b-c | 5 a-d bigs
T % 20 20 2|+ 14 12
9 6 5 S

2] 8 18 18 i3 40 35

5 20 18 9

I 20 20 i || s 36 45

28



Alle Briiche, die durch Kiirzen oder Erweitern auseinander hervorgehen,
fassen wir zu einer Klasse zusammen.

DEFINITION: Alle Briche, die durch Kirzen oder Erweitern auseinander
hervorgehen, bilden eine Klasse. Jede solche Klasse heiBt gebrochene Zahl.
Wenn wir z. B. von der ,,gebrochenen Zahl 3 sprechen, so meinen wir also
diejenige Klasse von Briichen, in der u. a. der Bruch 1, aber auch die Briiche Z,
2 usw. liegen.

Sprechen wir von dem ,,Bruch 3, so meinen wir nur das aus den natirlichen
Zahlen 1 und 2 gebildete geordnete Paar.

Die verschiedenen Briiche 3 und % geben dieselbe gebrochene Zahl an, also

dieselbe Klasse von Briichen. Wir kénnen deshalb schreiben: % = %

Héufig wird zur Angabe einer gebrochenen Zahl derjenige Bruch benutzt,
dessen Zdhler und Nenner teilerfremd sind.

Das Kiirzen oder Erweitern eines Bruches bedeutet, daB man von diesem Bruch
zu einem anderen Bruch aus derselben Klasse Ubergeht, d. h. dieselbe gebro-
chene Zahl durch einen anderen Bruch angibt (Bild B 2).

~
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‘ |
L |
2 1
1 2

Nl

B2

Bezeichnen wir die Menge der gebrochenen Zahlen etwa mit R¥, so gilt z. B.:
1 .0
FERY SeR%

Um gebrochene Zahlen an einem Zahlenstrahl darzustellen, gehen wir folgen-
dermaBen vor:

Wir tragen vom Anfangspunkt eines Strahls aus eine Strecke mit beliebiger
Ldnge ab (Einheitsstrecke). An den Anfangs- bzw. Endpunkt dieser Strecke
schreiben wir die Briiche % bzw. 1 zur Bezeichnung der entsprechenden ge-
brochenen Zahlen. Von dem Endpunkt der Einheitsstrecke ausgehend, tragen
wir Strecken mit derselben Ldnge fortlaufend ab und schreiben an die erhaltenen
Punkte der Reihe nach die Briiche 2, 2, £, usw. (Bild B 3). Durch Abtragen von
Bruchteilen der Einheitsstrecke finden wir entsprechend die Punkte, die be-
liebigen anderen gebrochenen Zahlen zugeordnet sind. Dadurch wird jeder

gebrochenen Zahl ein Punkt des Strahls zugeordnet.
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Im Bild B 4 sind nur solche Briiche zur Angabe der entsprechenden gebrochenen
Zahlen benutzt, bei denen Zdhler und Nenner teilerfremd sind.

A 11 1 1 1 1 1] 1 1 11 1 1
o 111 3 1 3 M2 3z 44 85
1 432 4 1 2 1M1 7 8 11 4 1
B4

Aufgaben b 5 bis 10

3 Dezimalbriiche

Briiche, die die Zahl 10 oder eine Potenz 10" (n € N, n>> 1) als Nenner be-
sitzen, nennen wir Zehnerbriiche. Diese Zehnerbriiche kénnen wir auch als
Dezimalbriiche schreiben, indem wir die Stellentafel des dekadischen Positions-
systems nach rechts erweitern.

108 102 | 10' 1 e T T
e 0 5 0,5
-5 0 5 0 0,50
P 0 1 3 6 0,136
L7 1 2 7 5 8 127,58

Wir kénnen also solche gebrochene Zahlen, die sich durch Zehnerbriiche an-
geben lassen, auch durch Dezimalbriiche angeben. Briiche mit gleichen Nennern
heiBen gleichnamig. Die Stellen eines Dezimalbruches hinter dem Komma
heiBen Dezimalstellen. Gleichnamige Dezimalbriiche haben die gleiche Anzahl
von Dezimalstellen.

Aufgaben b 11 bis 14

Ordnung gebrochener Zahlen

4 Vergleichen gebrochener Zahlen

Wir haben die natirlichen Zahlen durch die Kleiner-als-Beziehung geord-
net. Nun wollen wir auch die gebrochenen Zahlen ordnen und dadurch einen
Vergleich zweier gebrochener Zahlen miteinander méglich machen.

Dabei richten wir uns nach der Darstellung der gebrochenen Zahlen am
Zahlenstrahl. Wie bei den natiirlichen Zahlen soll auch jetzt wieder von zwei

30



verschiedenen gebrochenen Zahlen diejenige kleiner genannt werden, der der
auf dem Zahlenstrahl weiter links liegende Punkt zugeordnet ist.

Wir sagen kiirzer: Von zwei verschiedenen gebrochenen Zahlen soll diejenige
die kleinere sein, die auf dem Zahlenstrahl links von der anderen liegt.

Stelle an einem Zahlenstrahl die folgenden gebrochenen Zahlen dar!

6. 10 6.10, 16

DR E 18 h DRTE R R =8 S

Aus dem Verfahren zur Darstellung gebrochener Zahlen am Zahlenstrahl er-
gibt sich, daB von zwei durch gleichnamige Briiche angegebenen gebrochenen
Zahlen nach unserer Festlegung diejenige kleiner ist, deren Bruch den kleineren
Zéhler hat.

Es gilt also:
1 2 2 5 5 6 6 10. i i K 2 5 6 10
0 3<3 3<3 33< 3 3 <5 kirzer: 3<3<3<3< 5
1 3 3 6 6 10 10 16 ., M s A 3 6 10 16
b) #< & <% <% T <3 kirzer: <3< <<

Fiir je zwei gebrochene Zahlen 5 und ¢ aus dem Beispiel 4, fir die ¢ < £ gilt,
giltaucha-b<b-c.

Q) 2< % und 2:3<3-5
b) £< A und 6-4<4-10

Wir legen daher die Ordnung fir gebrochene Zahlen 4 und 4, die durch
Briiche mit beliebigen Nennern b = 0 und d == 0 angegeben sind, folgender-
maBen fest:

DEFINITION: Wenna-d< b-c, so soll gelten % < %
b0,
Wenn a-d> b-¢, so soll gelten o > 5 diﬂ
Wenn a-d = b-c, so soll gelten - = 5
a) %<%. denn 5- 8< 8- 7 (40< 56)
b) <o denn 7-13<11- 9 (91< 99)
) 2>, denn 55> 3-3 (5> 9
d)—131=%. denn 17-12 = 3-68 (204 = 204)

Durch Definition 5 haben wir den Vergleich gebrochener Zahlen also auf den

Vergleich natirlicher Zahlen zuriickgefihrt.

Fir zwei beliebige gebrochene Zahlen ¢ und 5 gilt immer nur einer der drei

Fille: <4 $=49/ 3> 7-
Aufgaben b 15 bis 18
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5 Der Hauptnenner

Wir kénnen gebrochene Zahlen erst dann addieren oder voneinander sub-
trahieren, wenn sie durch gleichnamige Briiche angegeben sind.

Es istimmer méglich, gegebene gebrochene Zahlen durch gleichnamige Briiche
anzugeben.

5 2 und £ sollen durch gleichnamige Briche angegeben werden.

DIe gegebenen Klassen im Bild B 5 enthalten auch Briche, die jeweils die
gleichen Nenner huben Zu den Briichen -5 und 12 gehen wir dadurch iber,
daB wir 2 mit 4 und 3 mit 3 erweitern. Daruber hlnuus gibt es belieblg v:ele
weitere Bruche aus dlesen Klassen mit gleichen Nennern, z. B.: 2% und -

2 ynd 42 2 ynd -

Unter diesen Nennern gibt es jeweils einen kleinsten. Das ist das k. g. V. der
Nenner der gegebenen Briiche.

DEFINITION: Das k. g. V. der Nenner gegebener Briiche heiBt der Haupt-
nenner (HN) dieser Briche.

Das Bild B 6 veranschaulicht diesen Sachverhalt fir drei gegebene Briiche.

Bé6

Will man Briiche gleichnamig machen, so ist es meist zweckmdBig, sie auf den
Havuptnenner, d. h. auf den kleinsten gemeinsamen Nenner, zu bringen.

Die Briiche -, = und 5 sollen gleichnamig gemacht werden.

32



Ermitteln des Hauptnenners:
Erweiterungsfaktoren:

=225 =22 -5 2:3=6 A
1.4 2

2%=2-2:2-3=23 5 Z_m

60=2-2:3-5=22-3-5 2 Hal

HN: 2°.3:5=120

Mitunter lassen sich Briche auch durch Kurzen gleichnamig machen.

Die Briiche 2, 2 und - 2 sollen gleichnamig gemacht werden.
B =3 (gekirzt durch 5)
A =7 (gekrzt durch 3)
=1 (gekurztdurch 4)

Aufgaben b 19 bis 28

6 Gebrochene Zahlen und natiirliche Zahlen

Wie wir wissen, kdnnen wir uns beim Vergleichen gebrochener Zahlen, die
durch gleichnamige Briche dargestellt sind, auf das Vergleichen der Zdhler
dieser Briche beschrdnken. Wir kénnen daher beim Vergleichen gebrochener
Zahlen auch wie im folgenden Beispiel vorgehen.

Es sollen 3 und 31 miteinander verglichen werden.

Der Huupfnenner beider Briche ist 14.

Wir gehen in der Klasse des ersten Bruches zu dem Bruch mit dem Nenner 14
Uber (Bild B 7).

Nun vergleichen wir 12 und 13- miteinander und stellen fest: 33 < i

Wir wollen nun diejenigen gebrochenen Zahlen betrachten, die durch Briche
mit dem Hauptnenner 1 darstellbar sind. Dazu vergleichen wir einen Zahlen-
strahl, auf dem die natiirlichen Zahlen veranschaulicht sind, mit einem Zahlen-
strahl, der die gebrochenen Zahlen veranschaulicht.

Jeder gebrochenen Zahl, die sich durch einen Bruch mitdem Nenner 1 angeben
l&Bt, entsprlcht eine natirliche Zahl und umgekehrt. Dabei ist der gebrochenen
Zahl 7 die natirliche Zahl a zugeordnet. Diese gebrochenen Zahlen verhalten
sich belm Vergleichen wie die ihnen zugeordneten natiirlichen Zahlen (Bild B8).

3 [000603] 33



g 1 2 3 & & & 7 8 9§ 10 1

7 7 1 1 1 1 1 7 7 1 7 7

B8
Gebrochene Zahlen $<3 < | 4<d |82 13
Natiirliche Zahlen 0<5 | 2<3 | 4<8 | 6>0|7>5

Wenn wir gebrochene Zahlen miteinander vergleichen, kénnen wir deshalb
von jetzt an z. B.
4 5 2 5 1 0 1

4 statt 1, 2< Fstatt $ < 5 oder 0 < 5 statt T < 155
schreiben.
SATZ: Beim Vergleichen verhalten sich gebrochene Zahlen, die sich durch
Briche mit dem Nenner 1 angeben lassen, wie die ihnen zugeordneten
natirlichen Zahlen.

Nach Satz 7 kénnen die natirlichen Zahlen und die ihnen zugeordneten ge-
brochenen Zahlen beim Vergleichen gegenseitig ersetzt werden (Bild B 9).
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Gebrochene Zahlen, die sich durch echte Briiche angeben lassen, heiBen echt
gebrochene Zahlen. Gebrochene Zahlen, die sich durch unechte Briiche an-
geben lassen, heiBen unecht gebrochene Zahlen. Alle echt gebrochenen
Zahlen sind kleiner als alle unecht gebrochenen Zahlen, denn die echt ge-
brochenen Zahlen sind kleiner als 1, und die unecht gebrochenen Zahlen sind
gréBer als 1 oder gleich 1.

Gebrochene Zahlen in Dezimalbruchdarstellung vergleichen wir, indem wir die
Dezimalbriiche zunéchst gleichnamig machen und dann diese ohne Beriick-
sichtigung des Kommas wie natirliche Zahlen vergleichen.

Es sind zu vergleichen:

a) 12,4 und 13,38 b) 7,08 und 7,3
Gleichnamig machen: Gleichnamig machen:
12,40 und 13,38 7,08 und 7,30
Es gilt: 12,40 < 13,38, d. h. Es gilt: 7,08 < 7,30, d. h.

1240 - 133, I8 - 130,
100 100 ’ 100 100 *
denn 1240 < 1338, denn 708 < 730,
also 12,4 < 13,38. also 7,08 < 7,3.

Aufgaben b 29 bis 58
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