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4 Grundlagen fiir das Arbeiten mit Variablen
Beispiele fiir das Arbeiten mit Variablen (4) - Terme, Gleichungen, Ungleichungen
(5) - Eigenschaften der Addition und Multiplikation (6)

(s Rech unter Ver dung von V;
Vxelfachbxldung, Addieren und Sublrahleren (7) * Addition von Summen unter
Verwendung von Variablen (8) - Subtraktion von Summen unter Verwendung von
Variablen (10) - Setzen von Klammern; mehrfache Klammern (11) - Multiplikation
unter Verwendung von Variablen (12) - Division unter Verwendung von Variablen
(13) © Ausklammern (14) - Multiplikation von S unter Verwendung von
Variablen (15) « Beispiele fiir Beweisfithrung (16)

Betrachtet man auslindische Mathematikbiicher, so findet man meist auch Variablen,
die charakteristisch fir die Mathematik sind, und erkennt so, daBl es sich um Mathe-
matik handelt, selbst wenn man kein Wort dieser fremden Sprache versteht. Um so er-
staunlicher ist es, daB erst seit dem 17. Jahrhundert in der Mathematik in groerem Um-
fang spezielle Symbole verwendet wurden. Vor der Herausarbeitun.g einer mathematischen
Formelsprache mufiten die entsprechenden Rech ionen mit Hilfe von Wortern
der Umgangsspmche ausgedriickt werden. Das Bild zelgt die Beschrenbung einer Aufgabe,
die auf eine lineare Gleichung mit einer Variablen fiihrt, auf einem dgyptischen Papyrus
aus der Zeit um 1700 v. u. Z.




Grundlagen fiir das Arbeiten mit Variablen

1 Beispiele fir das Arbeiten mit Variablen

Wir wissen bereits:
© Durch Angabe des Variablen-Grundbereichs wird festgelegt, welche Zahlen in
der jeweiligen Aufgabe fiir eine Variable eingesetzt werden diirfen.

In der folgenden Tabelle soll der Variablen-Grundbereich fiir a und b die Menge
der rationalen Zahlen sein. In den Zeilen 2 bis 5 wurden einige rationale Zahlen
ausgewihlt.

15 6 90 3,5
5
151 —9 6 —5
8
—8 72 5

Wiihle noch ein weiteres Zahlenpaar, und ermittle die Werte fiir alle freien Felder!

Wir berechnen den Flicheninhalt 4 einer beliebigen Dreiecksfliche, indem wir in
die Formel

4= %8 “hy
fiir g die Lange einer Seite und fiir h, die Lange der zugehsrigen Hohe einsetzen.
Die Variablen 4, g, hy stehen fiir viele Werte, die einander zugeordnet werden
kénnen. Zum Variablen-Grundbereich gehéren im Beispiel A 2 alle GroBen, deren
MaBzahlen beliebige positive rationale oder positive irrationale Zahlen sind.

In der Geometrie werden Variablen auch in anderer Weise verwendet. Punkte
werden mit groBen lateinischen Buchstaben, Geraden mit kleinen lateinischen
Buchstaben und Ebenen mit griechischen Buchstaben bezeichnet.

Spricht man von einem Dreieck 4 BC in der Ebene ¢, so ist der Variablen-Grund-
bereich fiir jeden einzelnen Eckpunkt die Menge der Punkte dieser Ebene ¢,
wobei 4, B und C nicht zusammenfallen und nicht alle auf ein und derselben
Geraden liegen diirfen.

Die groBen bzw. kleinen Buchstaben treten jedoch auch in anderer Bedeutung
auf, denn man hat ja nur eine beschrinkte Anzahl von Buchstaben zur Ver-
fiigung. So werden z. B. Figuren wie Dreiecke oder Kreise, also Punktmengen,
mit groBen Buchstaben bezeich Winkel bezeichnet man mitunter mit kleinen
griechischen Buchstaben.

Manchmal verwendet man einen Buchstaben fiir die Bezeichnung einer ganz
bestimmten Zahl, z. B. den Buchstaben * fiir den Proportionalitatsfaktor in der
Formel fiir den Umfang des Kreises: u = 7 - d.
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Beispiele fiir Variablen-Grundbereiche:

a) Dic Menge aller natiirlichen Zahlen N.

b) Die Menge aller rationalen Zahlen R.

¢) Die Menge aller gebrochenen Zahlen R*.

d) Die Menge aller ganzen Zahlen G.

e) Die Menge aller Primzahlen.

f) Die Menge aller natiirlichen Zahlen x mit x > 10 und x < 100, also die natiir-
lichen Zahlen 11, 12, ..., 98, 99.

g) Die Menge aller Punkte einer Ebene.

h) Die Menge aller Punkte, die von einem festen Punkt M den Abstand r haben.

i) Die Menge aller Geraden einer, Ebene.

2 Terme, Gleichungen, Ungleichungen

Wir wissen bereits:
o Terme sind Zeichen bzw. gewisse Zusammensetzungen von Zeichen.

oL 7 7 a+b, Tyt
Beispiele: ,,3%; ,.a*; ,.?“; 22,7505 593 s 0 3(x —4)%; ., 3a%s L,y

o Fiir die Variablen in Termen kénnen Elemente (z. B. Zahlen, GroBen) aus dem
festgelegten Variablen-Grundbereich eingesetzt werden. Dann kann der Wert
des Terms berechnet werden.

Setze in die nachstehenden Terme die angegebenen Zahlen fiir die Variablen ein, und
ermittle jeweils den Wert des Terms!

a) 2a—b +¢ ) a=3;3b=05c=5 B a=2ib=3:c=7
2 a=—33b=1;¢=05

by 2 1) a=3:b=—5 (3)a=0
@ a=—3:b=5 )

c) — 5y(x—6) (1) x=3; —1 (3)

2 x=—3y=1 (4)
d) V4x2—y (1) =23 (B)x=0;y=—1
@2 x=0y=1 4) x=05;y=—28

o Gleichungen erhiilt man, indem man zwei Terme durch ein Gleichheitszeichen
verbindet.

o Eine Gleichung mit Variablen in einem gegebenen Grundbereich lésen heifit,
alle Zahlen des gegebenen Grundbereichs zu ermitteln, die die Gleichung nach
dem Einsetzen zu einer wahren Aussage machen.!

Gib auf die gleiche Weise an, was man unter einer Ungleichung versteht und was es
heift. eine Ungleichung zu losen!

Wir betrachten die Gleichung 2x + 6 = 3.

Setzen wir fiir x die rationale Zahl ein, so erhalten wir eine wahre Aussage.
linke Seite: 2+ (1) + 6 =—3 + 6 = 3; rechte Seite: 3.

Vergleich: 3 = 3. Also ist ——:- Lésung der gegebenen Gleichung.

| In diesem Fall wurde nur auf Gleichungen eingegangen, in denen die Variablen-Grundbereiche Zahlen sind.



Setzen wir fiir x die ganze Zahl . ein, so erhalten wir eine falsche Aussage:
linke Seite: 2+, 4 6 = 6 + 6 = 12; rechte Seite: 3.
Vergleich: 12 = 3.

Also ist 3 nicht Lésung der gegebenen Gleichung.

Priife nach, ob die Gleichung 2x + 6 = 3 im Bereich der gebrochenen Zahlen lishar
ist!

Gegeben ist die Ungleichung 3x + 4 < 15 mit x € R. (Das heifit: Fiir x ist der

Variablen-Grundbereich die Menge der rationalen Zahlen.)

a) Nenne Zahlen. die nach dem Einsetzen fiir x die gegebene Ungleichung zu einer
wahren Aussage werden lassen!

b) Nenne Zahlen, die nach dem Einsetzen fiir x die gegebene Ungleichung zu einer
falschen Aussage werden lassen!

Bei praktischen Problemen ergibt sich der Variablen-Grundbereich meist aus der
Aufgabenstellung.

Ein Betrieb will zusitzlich Geriite herstellen, fiir die zwei Typen von Werkstiicken
benitigt werden, und zwar fiir je ein Gerit 1 Werkstiick des ersten Typs und
3 Werkstiicke des zweiten Typs.

Beide Werkstiicke miissen in ein und derselben Abteilung des Betriebes gefertigt
werden, und diese Abteilung kann diese zusitzliche Arbeit nur in einem Umfang
von insgesamt héchstens 70 Stiick beider Typen zusammen iibernehmen. Die
benétigten Stiickzahlen der beiden Typen verhalten sich wie 1 : 3. Wieviel Geriite
kann der Betrieb unter diesen Bedingungen zusiitzlich herstellen ?

Die Antwort auf diese Frage liefern die nichtnegativ ganzzahligen Lésungen der
einander dquivalenten Ungleichungen

x4+ 3x <70
4x <70
%< 175 )
Der Variablen-Grundbereich ist also die Menge der natiirlichen Zahlen. Demnach
kann der Betrieb hichstens 17 Gerite zusitzlich produzieren.

Aufgaben a 1 bis 13

3 Eigenschaften der Addition und Multiplikation von ratio-
nalen Zahlen

Die Addition von rationalen Zahlen besitzt bekanntlich die Eigenschaft, daB die
Summanden einer Summe vertauscht werden diirfen. Diese Eigenschaft wird als
Kommutativitit der Addition rationaler Zahlen bezeichnet. Fiir rationale Zahlen
a und b gilt also immer a + b = b + a. Setzt man in diese Gleichung fiir @ und b
irgendwelche rationalen Zahlen ein. so erhilt man stets eine wahre Aussage.
Dasselbe besagt die folgende Formulierung:

Kommutativgesetz der Addition rationaler Zahlen:
Fiir alle rationalen Zahlen a und b gilt

at+b=b+a.



Eine weitere Eigenschaft der Addition rationaler Zahlen ist die Assoziativitit.

Assoziativgesetz der Addition rationaler Zahlen:
Fiir alle rationalen Zahlen a, b und ¢ gilt

at+@G+c)y=(@+b)+c.

Unabhingig davon, welche rationalen Zahlen fiir a, b und ¢ in diese Gleichung
eingesetzt werden, immer erhilt man eine wahre Aussage.

Die Addition besitzt auch die Eigenschaft, daB fiir beliebige rationale Zahlen a und
b die Gleichung a + x = b im Bereich der rationalen Zahlen lésbar ist. Diese
Eigenschaft nennt man die Umkehrbarkeit der Addition. Setzt man also in diese
Gleichung fiir @ und b irgendwelche rationale Zahlen ein, so existiert immer eine
rationale Zahl x, so daB diese Gleichung zu einer wahren Aussage wird. Dasselbe
besagt die folgende Formulierung:

Umkehrbarkeit der Addition rationaler Zahlen:
Zu jedem Paar rationaler Zahlen [a; b] gibt es eine rationale Zahl x, so daf} gilt
a+x=5b.
Die Multiplikation rationaler Zahlen besitzt entsprechende Eigenschaften.
Kommutativgesetz der Multiplikation :
Fiir alle rationalen Zahlen a und b gilt
ab="b-a.

Assoziativgesetz der Multiplikation :
Fiir alle rationalen Zahlen a, b und c gilt

a-(b-c)y=(a-b)-c.

Umkehrbarkeit der Multiplikation:
Zu jedem Paar rationaler Zahlen [a; b] mit a 4 0 gibt es eine rationale Zahl x, so daB gilt

a-x=b.
Die Addition und die Multiplikation rationaler Zahlen sind durch das sogenannte
Distributivgesetz miteinander verbunden.
Distributivgesetz:
Fiir alle rationalen Zahlen a, b und ¢ gilt

(@+bc=a-c+tbt-c.
Aufgaben a 14 bis 16

Rechenoperationen unter Verwendung von Variablen

4 Vielfachbildung, Addieren und Subtrahieren

Die Produkte 3a, 1,5a, % a nennt man Vielfache von a. Dabei heiflen 3, 1,5 und 7
Koeffizienten von a.

Wir wissen bereits:
e Mehrere Vielfache der gleichen Variablen kénnen addiert werden, z. B.
te+0.8¢=148c; sie konnen auch subtrahiert werden z. B. ¢ —( gc=190¢.



Die Begriindung gibt das Distributivgesetz:
(4 4+ 0.8)-c=4c + 0,8c bzw. (4—0.8):c=4c— 08¢

8¢ =4c + 0.8¢ 3.2¢ = 4c¢— 08¢
4c +0,8c =4.8¢ 4c—0.8c =32¢

Wir bezeichnen kiinftig die einzelnen Summanden einer Summe auch als ihre
Glieder.

Wir wollen in der Summe 3.5a + 2,2b —4a + b die Glieder, die die gleichen
Variablen enthalten, addieren.

Lésung:

1. Schritt: Wir vertauschen das zweite und dritte Glied der Summe
gegeneinander. d. h., wir ordnen die Glieder:
35a+2.2b 44 +b=350— 4a+2,2b + b.

2. Schritt: Wir fassen die Glieder mit gleichen Variablen zusammen:
35¢a—4a +22b+b=__(5a 3.2b.

Ergebnis: 3,5a + 2,2b —4a 4 b = — 0,5a + 3,2b.

Kurzschreibweise: 3,5a + 2,2b —4a + b = 3.5a — 4a + 2.2b + b

=—0,5a + 3,2b.

Im Beispiel A 7 wird 3,5a + 2.2b — 4a 4 b als ,.Summe** bezeichnet. Wir wissen
bereits, daBl die Bezeichnung ,.Summe* berechtigt ist, da wir anstelle der Sub-
traktion von 4a auch die Addition von (— 4)a vornechmen kénnen:

3,5a +2.2b—4a +b=35a . 22b (—4)a b
Die rechte Seite enthilt als Operati ichen nur Pl ichen. In diesem
Zusammenhang ist auch zu beriicksichtigen, dal 4a positiv oder negativ ist,

je nachdem, ob fiir a eine positive oder negative Zahl eingesetzt wird. Das gleiche
gilt fiir die anderen Glieder.

70x + 13y — 50x — 12y + 13 — 12x
= 70x — 50x — 12x + 13y — 12y + 13 (Ordnen)
= 8x +y + 13 (Zusammenfassen)

a) Schreibe 5x — 3y + 7 — 2x + 3y — 7 so auf, daf als Operationszeichen nur
Pluszeichen aufireten!

b) Schreibe Ta + (— 3)b 4 (— 1)¢ + 15 + 8b + (— 5)c in Kurzschreibweise, und
fasse dann zusammen!

Aufgaben a 17 und 18

5 Addition von Summen unter Verwendung von Variablen

Wenn man zwei oder mehr Summen addieren soll, so schlieBt man die zu den
einzelnen Summen gehorigen Glieder in Klammern ein.

Aufgabe: Addiere zur Zahl 15 die Summe 12 + 9 sowie die Differenz 17 — 3!
Lisung: 15 + (12 +9) + (17— 3) =15 + 21 + 14 = 50.
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Die Aufgabe im Beispiel A 9 konnte dadurch geldst werden, daB zunichst die
Operationen innerhalb der Klammern ausgefiihrt wurden. Treten Variable auf,
so ist das nicht immer méglich. So kénnen wir zum Beispiel die Summe aus 6a und
7b + 2a nicht ohne weiteres vereinfachen.

Um derartige Aufgaben zu lésen, wenden wir innerhalb der Klammer das
Kommutativgesetz der Addition und anschlieBend das Assoziativgesetz der
Addition an:

oa + (7b + 2a) = a + 7b)
6a+(2a+7b):(a‘ )+7b
= + 7b.

Das Ergebnis ist also
6a + (7b + 2a) = 8a + 7b.
Wir sagen dafiir, daf} die Klammer aufgelost wird.
Wir kommen zu demselben Ergebnis, wenn wir in der Summe 6a 4 (7b 4 2a)

zuerst die Klammer weglassen und dann die Summe ordnen sowie zusammen-
fassen:

6a + (7b + 2a) = 6a + Tb + 2a = 8a + 7b.
SATZ: In der Summe a + (b + c) kann die Klammer entfallen.

'¢+(b+c)_—a+b+c

Aufgabe: Vereinfache — 5x + (— 2y + x)!

Lésung: — 5x —2y +x) =—>5x 2y  x (Auflésen der Klammer)
=—5x +x—2y (Ordnen)
=—4x—2y (Zusammenfassen)

Ergebnis: — 5x + (— 2y + x) = —4x —2y

Man kann das Ergebnis iiberpriifen, indem man in die linke Seite und die rechte
Seite getrennt fiir x und y beliebige Zahlen des Variablen-Grundbereichs einsetzt
und dann einen Vergleich vornimmt.

Zum Beispiel: x = 5y = 1

Linke Seite: —5:2 +(—2:3+2)=—10+4(—6+2)=—10—4 =—14.

Rechte Seite: —4+2—2:3=—8—6=—14.
Vergleich: ~— 14 = — 14.

Aufgabe: Vereinfache 2y 4 3z + (— 3,5y — 0,72 — 1,6)!
Lisung:
2y + 3z + (— 3,5y — 0,72 — 1,6)
=2y +32—3,5y —0,72— 1,6 (Auflésen der Klammer)
=2y —3,5y + 32— 0,72 — 1,6 (Ordnen)
=—15y +23z2—16 (Zusammenfassen)
Ergebnis:
2y + 3z + (— 3,5y — 0,72 — 1,6) = — 1,5y + 2,3z — 1,6.

Uberpriife das Ergebnis von Beispiel A 11, indem du fiir y und z Zahlen des Varia-
blengrundbereichs einsetzt und die Seiten vergleichst!




6 Subtraktionvon Summenunter Verwendung von Variablen

Auch bei der Subtraktion einer Summe werden die zur Summe gehérigen Glieder
durch Klammern zusammengefaBt. Wir gelangen dabei zu Termen der Form

a—(b+¢).

Bei der Summe a 4 (b +- ) konnte die Klammer entfallen ( ~ Satz A 1). Stelle

fest, ob auch bei der Differenz a — (b + ¢) die Klammer entfallen kann, indem du

den Term 15— (12 + 9) auf zweierlei Art errechnest!

1. Art: Swinme in der Klammer ausrechnen und dann die Differenz ausrechnen.

2. Art: Klammer weglassen, dann die Differenz 15 — 12 ausrechnen und schlieflich
zu dieser Differenz 9 addieren.

Wir wissen bereits:
e Eine rationale Zahl wird subtrahiert, indem die zu ihr entgegengesetzte Zahl
zum Minuenden addiert wird.

Ermiule die entgegengesetzte Zahl zu  a) 7, b) —7, ¢) —31, d)a, e) —a/

Wir subtrahieren dementsprechend bei a — (b + ¢) die Summe (b + ¢) von a,
indem wir zu a die entgegengesetzte Zahl zu (b + c) addieren.

Die entgegengesetzte Zahl zu (b + c) sei

Q) =G+ =

Da fiir alle Zahlen gilt, daB8 die Summe aus einer Zahl und der zu ihr entgegen-
gesetzten Zahl Null ergibt, kénnen wir schreiben:

(b+c)+e=0.

Auf Grund der Assoziativitit gilt dann
bt (c+e =0,

und nach Satz A 1 kann die Klammer entfallen:
b4+c+e=0.

Darum folgt:

@ e=—b—c

Wir setzen nun in (1) fiir x den Wert aus (2) ein und erhalten so:

—b+e)=—b—c

Wir fiihren jetzt die urspriingliche Aufgabe zu Ende. Die Subtraktiona — (b + c)
wird ausgefiihrt, indem wir zu a die entgegengesetzte Zahl zu (b + c), namlich
— (b + ¢) = —b—c, addieren:

a_(b+c)=a_ . (—b—o

=a—b—c

SATZ: In der Differenz a — (b + c) kann die Klammer entfallen, wenn man von allen
S den i halb der K die Zahlen ermittelt und diese zu a
addiert.

gegeng

[ a—(b+c):a—b—cJ




Ermittle die entgegengesetzten Zahlen zu
a) (2a + 3b), b) (—2a + 3b), ¢) (—2a—3b), d) (2a — 3b)!

Aufgabe: Vereinfache 6a — (7b -+ 2a)!
Liésung: Die entgegengesetzten Zahlen zu 7b bzw. 2a sind — 7b bzaw. — 2a.
6a — (7b + 2a) = 6a — 7b — 2a  (Auflésen der Klammer)
= 6a — 2a — T7b (Ordnen)
=4a—Tb (Zusammenfassen)
Ergebnis: 6a— (7b + 2a) = 4a — 7b

Aufgabe: Vereinfache 6a — ( —7b — 2a)!
Lisung: Die entgegengesetzten Zahlen zu — 7b bzw. — 2a sind 7b bzw. 2a.
6a — (— 7b — 2a) = 6a + Tb + 2a (Auflésen der Klammer)
= 6a + 2a + 7b (Ordnen)
=8a+ 7b (Zusammenfassen)

Ergebnis: 6a — (— 7b — 2a) = 8a + 7b

Aufgabe: Vereinfache 6a — (7b — 2a)!
Lisung: Die entgegengesetzten Zahlen zu 7b bzw. — 2a sind — 7b bzw. 2a.
6a — (7b — 2a) = 6a — 7b + 2a
=6a +2a—7Tb
Ergebnis: 6a — (7b — 2a) = 8a — Tb

Aufgaben a 19 und 20

7 Setzen von Klammern, mehrfache Klammern

Auf Grund des Assoziativgesetzes diirfen in einer Summe in beliebiger Weise
Klammern gesetzt werden, wenn wir vor die Klammer das Pluszeichen setzen.

Aufgabe: Fasse in der Summe 3a + 4b 4 17¢ 4 7a + 5b — 4c die ersten drei
und die letzten drei Summanden jeweils durch Klammern zusammen! Vor bei-
den Klammern soll ein Pluszeichen stehen.

Liosung: 3a + 4b + 17¢ + Ta + 5b — 4c = (3a + 4b + 17¢) + (Ta + 5b — 4c)

Ist in einer Summe eine Klammer zu setzen, vor der ein Minuszeichen stehen soll,
so verfahren wir folgendermaflen: Wir ersetzen die Plus- bzw. Minuszeichen, die
von der Klammer erfaBt werden, jeweils durch die entgegengesetzten Zeichen.

Aufgabe: Fasse in der Summe 3a 4 2x — 3y die letzten beiden Glieder durch
eine Klammer zusammen, wobei vor der Klammer das Minuszeichen stehen soll!
Lisung: 3a 4 2x — 3y = 3a — (- 2x - 3y)

Wir begriinden diese Losung, indem wir in 3a — (— 2x + 3y) die Klammer
wieder auflésen und so die gegebene Summe erhalten:

3a — (— 2x + 3y) = 3a + 2x — 3y.

Aufgabe: Fasse in der Summe 3a — 2x + 3y die letzten beiden Glieder durch eine
Klammer zusammen, wobei vor der Klammer das Pluszeichen stehen soll!
Lésung: 3a — 2x + 3y = 3a + (— 2x + 3y)



Wir begriinden diese Losung, indem wir in 3a + (— 2x + 3y) die Klammer wie-

~ der auflésen und so die gegebene Summe erhalten:

3a + (—2x + 3y) = 3a—2x + 3y.

In manchen Aufgaben ist es erforderlich, Klammerausdriicke erneut in Klam-
mern einzuschlieBen. Dazu verwenden wir neben runden noch eckige oder
geschweifte Klammern.

Aufgabe: Lose in 5a — [(2a + 3b) — (3a — 7)] die Klammern auf und verein-
fache! Fiir das Auflésen der Klammern lernen wir zwei Moglichkeiten kennen.
a) Wir lésen zunichst die runden Klammern und dann die eckige Klammer auf.
Das Auflésen der Klammern erfolgt ,,von innen nach auflen*.
Lésung: 5a—[(2a +3b)  (3a—T7)]=5a—[2a+3b 3a . 7]
=5a—2a—3b+3a—7
Ergebnis: 5a — [(2a + 3b) — (3a — 7)] = 6a — 3b — 7
b) Wir losen zunichst die eckige Klammer und dann erst die runden Klammern
auf. Das Auflésen der Klammern erfolgt von .,auflen nach innen*.
Losung: 5a  [(2a + 3b) — (3a — 7)) =5a  (2a +3b) = (3a—7)
=5a—2a—3b+3a—7
Ergebnis: 5a — [(2a + 3b) — (3¢ — 7)] = 6a — 3b — 17

Aufgabe: Lése in 2 — {5a — [(2a + 3b) — (3a — 7)]} die Klammern auf und

vereinfache!

Lésung: 2 — {5a —[(2a 4 3b) — (3¢ — 7)] = 2 — {5a —[2a + 3b—3a + 7]}
=2—{5a—2a—3b +3a—7}
=2—5a+2a+3b—3a-+7

Ergebnis: 2 — {5a — [(2a + 3b) — (3a — 7)]} =9 — 6a + 3b

Aufgaben a 21 bis 24

8 Multiplikation unter Verwendung von Variablen

Wir multiplizieren zunichst eingliedrige Ausdriicke mit eingliedrigen Ausdriicken.
Dabei wenden wir das Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz der Multi-
plikation an.

Aufgabe: 4.5a - 2b
Losung: 4,5a-2b=45-2-a-b

0

s Das Produkt 9ab 1Bt sich nicht weiter ver-
Ergebnis: 4,5a - 2b = 9ab einfachen.

Produkte mit zwei oder mehreren gleichen Variablen kénnen weiter zusammen-
gefaB3t werden.

a-a=a? In der Potenz a» wird die Variable a
a-a-a=add Basis und die Zahl n Exponent ge-
. . nannt.
a..-a=a"
n Faktoren. n 2. n eine natiirliche Zahl

12



Aufgabe: 4,5a - 2ab

Lésung: 4,5a-2ab=4,5-2-%"¢-)
= 9 .a%.)

Ergebnis: 4,5a - 2ab = 9a%b

Man berechnet also ein Produkt, indem man das Produkt der Koeffizienten mit
dem Produkt der Variablen multipliziert.

Aufgabe: (— 2,5a%) - 3x

Lésung: (— 2,5a%) - 3x = — 2,5a% - 3x
=—253-ax

it e

=— 75 * a¥%&

Ergebnis: (— 2,5a?) - 3x = — 7,5a%x

Uberpriife das Ergebnis im Beispiel A 22, indem du auf der linken und der rechten

Seite fiir a und x rationale Zahlen einsetzt, die Produkte ausrechnest und vergleichst!

Aufgabe: (— 2,5a%) - 2x - (—a)

Losung: (—2,5a -2x(—a) = (— 2,5a2-2x) - (— a)
=T 25a2-2x-a
=25-2'a%a-x

SN~— . SR g
= § ¥ a%
Ergebnis: (— 2,5a?) - 2x - (— a) = 5a%x

Aufgaben a 25 bis 27

9 Division unter Verwendung von Variablen

Aufgabe: 4.5a:0,5b (b:i: 0)

Lisung: 4,5a:0,5b = T
5

e

0
_ 4
s
=9F
Ergebnis: 4,5a:0,5b =9 %
Treten im Dividend und Divisor gleiche Variable auf, so 148t sich der Quotient
weiter vereinfachen.

Aufgabe: 2,1x2:0,7x (x % 0)

2,1x2
Lisung: 2,1x%:0,7x = 07x
2,1 %%
0 7 Tx
=3 %
Ergebnis: 2,1x2: 0,7x = 3x

Man berechnet also einen Quotienten, indem man den Quotienten der Koeffizien-
ten mit dem Quotienten der Variablen multipliziert.

13



[20]  Aufgabe: (— 24a?): (— 48a%) (a + 0)

N 24a*
Lisung: (— 24a?): (— 48a%) = + 182
_ 24 a-a 1 1
T 48 a-aaraa 2 a-a-a
. 1
Ergebnis: (— 24a?): (— 48a®) = 53
Da % o= —b"—‘ bis auf einige Ausnahmefille nicht richtig ist, miissen bei der

Verwendung des Doppelpunktes als Divisionszeichen zusitzliche Klammern ver-
wendet werden. Es gilt - ¢ = (a:b)-cund ;= =a: (b c).

Uberpriife die Gleichung + - ¢ = ;*-, indem du a) a =1, b=1, c =1 und

b) a =3, b = 2, ¢ = 4 setzt und die Probe machst!
Aufgaben a 28 und 29

10 Ausklammern

Die Summe 2ab + 3b kann in ein Produkt verwandelt werden, da beide Summan-
den den gleichen Faktor b enthalten:
e 200+3b— (a4 300
Zur Begriindung wird das Distributivgesetz benutzt, nach dem gilt:

(2a + 3)b = 2ab + 3b.
Man sagt, dal der gemeinsame Faktor b ausgeklammert wird. Die Glieder in der
Klammer ergeben sich, indem die gegebenen Summanden durch den gemein-
samen Faktor. der ausgeklammert werden soll, dividiert werden.

Aufgabe: Wandle die Summe 4x + 16xy in ein Produkt um!

1. Schritt: Wir suchen einen gemeinsamen Faktor, der auszuklammern ist. Ein
solcher Faktor ist 4x.

2. Schritt: Wir dividieren beide Summanden durch 4x und bilden aus den Quo-
tienten die Summe.
Ax:dx = s 16xy : 4x = 1"; 1 -ty (jeweils x == 0).

3. Schritt: Wir bilden aus dem gemeinsamen Faktor 4x und der Summe 1 + 4y
das Produkt und erhalten 4x (1 4 4y).

Ergebnis: 4x + 16xy = 4x (1 + 4y).

Hitten wir im letzten Beispiel den Faktor x ausgeklammert, so hitten wir die
Summe 4x + 16xy in das Produkt x (4 + 16y) verwandelt.

Aufgabe: Forme die Summe xy — xv — ¢x + ¢z um!

Lésung: Aus den ersten beiden Gliedern klammern wir den gemeinsamen Faktor x.
aus den letzten beiden Gliedern klammern wir den gemeinsamen Faktor ¢ aus.
Ergebnis: %y — % — % + G = Y(y —v) T C(—=x +2).

Auch bei derartigen Aufgaben gibt es mehrere Méglichkeiten fiir Umformungen.

Aufgaben a 30 bis 32



11 Multiplikation
von Summen unter Verwendung von Variablen

@ Aufgabe: Multipliziere die Summe 3a + 2b — 5 mit (— 0,1a?)!
Losung: (3a-+2b—5)-(—0,1a?) =3a " (—0.1a%) £ 9p - (—0.1a%)__5 - (—0.1a%
= —0,3a® —0,2a% + 0,5a%
Ergebnis: (3a 4 2b—5) - (—0.,1a%) = —0,3a® — 0,2a% -+ 0,5a%
Einen zweigliedrigen Ausdruck nennen wir ein Binom.
Die Multiplikation zweier Binome ergibt sich aus dem Distributivgesetz und den

Kommutativgesetzen.

b SATZ: Fir alle rationalen Zahlen a, b, ¢ und d gilt:

I(a+b)-(c+d):ac+bc+ad+bd

Beweis: In dem Produkt (a + b) - (¢ + d) setzen wir © d =m Nach dem
Distributivgesetz gilt

(@ + b)-m =am + bm.
Fiir m setzen wir jetzt wieder das Binom (¢ + d) ein:
(a+b) (e d)—gq (c+d)Lp(c+d
Wir wenden das Kommutativgesetz der Multiplikation und das Distributivgesetz
an und erhalten:
(@ +b) - (c + d) = ac + ad + bc + bd.
Wir wenden schlieBlich das Kommutativgesetz der Addition an und erhalten
(@ +b)-(c +d) = ac + be + ad + bd.
In Worten lautet der eben bewiesene Satz A 3:
SATZ: Zwei Binome werden miteinander multipliziert, indem jeder Summand des ersten

Faktors mit jedem S den des iten Faktors multipliziert wird und die Produkte
addiert (bzw. subtrahiert) werden.

@ Aufgabe: Multipliziere die Summen 2a + 3b und 4x — 6y miteinander!
Lésung:  (2a -+ 3b) (4x — 6y) = 2a - 4x + 3b- 4x — 2a - 6y — 3b - 6y
= 8ax + 12bx — 12ay — 18by
Ergebnis: (2a + 3b) (4x — 6y) = 8ax + 12bx — 12ay — 18by

Der Satz A 3 gilt auch fiir die Multiplikation mehrgliedriger Summen.

Das folgende Beispiel A 31 zeigt, wie wir rechnen, wenn mehrere Klammerungen
auftreten.

@ Aufgabe: [2a—3 (x + ¥)] (a—=x)
[2a—3(x+y)] % [2a—3(x+y)]*
2a%? —3a (x + y) —2ax + 3x (x + y)
= 2a? — 3ax — 3ay — 2ax + 3x% + 3xy
= 2a? — 5ax — 3ay + 3x% 4 3xy

[

Aufgaben a 33 bis 41
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12 Beispiele fiir Beweisfihrungen unter Verwendung von
Variablen

In Lerneinheit A 11 wurde der Satz bewiesen, daB zwei Binome miteinander mul-
tipliziert werden, indem jeder Summand des ersten Faktors mit jedem Summand
des zweiten Faktors multipliziert wird und die Produkte addiert werden. Der
Beweis wurde unter Verwendung von Variablen gefiihrt.

Wir betrachten weitere Beispiele:

Fiir die Zahlen 2; 5; 7 und 7.5 gilt die Verhiltnisgleichung
2:5="7:17.5.

Wir bilden nun die Summen2 + 5 = und 7 + 17.5 = ~ ' und stellen mit ihnen
eine neue Verhiltnisgleichung auf:

15 = :17,5.

o

Priife nach, ob die Verhdltnisgleichung 7:5 = 24,5: 17,5 eine wahre Aussage ist!

Auf Grund der Ergebnisse im Beispiel A 32 und im Auftrag A 13 vermuten wir:
Wenn gilt a: b = c: d, so gilt auch (a +b): b = (c + d):d.

Beweis: a, b, c und d seien beliebige rationale Zahlen: b und d seien von Null ver-

schieden. Es gelte die Verhiltnisgleichung

s :
FFl=g+l
a b c d
Ol i
at+b _c+d
B T ol

Es ergibt sich also die Verhiltnisgleichung (a + b): b = (¢ + d): d, w. z. b. w.

Wir betrachten ein beliebiges Dreieck A BC mit den Seiten a, b, ¢ und den Win-
keln «, B, y. Die Seite b sei grifer als die Seite a. Wir wollen den Satz
In jedem Dreieck liegt der gréBeren von zwei Seiten der groBere Winkel
gegeniiber

beweisen.

Beweis: Wir tragen von C aus auf b die Seite a ab und erhalten einen Punkt D,

der zwischen C und A liegt (Bild A 1). Dann gilt:

(1) Die Winkel CDB und DBC sind als Basiswinkel in dem gleichschenkligen
Dreieck CDB gleich grof3.

(2) Bist groBer als der Winkel DBC, da beide Win-
kel den Schenkel BC gemeinsam haben und der
Schenkel BD des Winkels DBC innerhalb des
Winkels f liegt.

(3) Der Winkel CD B ist als AuBenwinkel des Drei-
ecks ABD groBer als der nichtanliegende In-
nenwinkel a.

Aus (1) bis (3) folgt: f ist groBer als x, w. z. b. w.

Ad ¢
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T

Bevor ein neuer Flugzeugtyp in die Produktion gehen kann, miissen die Entwiirfe
auf Herz und Nieren iiberpriift werden. Ein wichtiges Verfahren dafiir ist die Unter-
suchung von Modellen. Um dabei zu sicheren Ergebnissen zu kommen, mufl das Modell
eine mafstébliche Verkleinerung des geplanten Flugzeugs sein, Man sagt: Es mufl ihm
ahnlich sein. Das Bild zeigt das Modell des ersten Uberschallpassagicrﬂugzenges der
Welt, der sowjetischen Maschine ,,Tupolew 144" im Windkanal des Aerodynamischen
Instituts.




Der Strahlensatz

1 Streckenverhdiltnisse

Auf Landkarten finden wir eine MafBstabsangabe, z. B. 1:25000. Dieses Zahlen-
verhiltnis gibt an, daB sich die Linge einer jeden Strecke auf der Landkarte
zur Linge der betreffenden Originalstrecke wie 1 zu 25000 verhilt, d. h., die Linge

B 25000 der Linge der zugehérigen Originalstrecke.

einer Kartenstrecke betrigt

Wir betrachten nun zwei Strecken s; und s,. Sie mogen bei gleicher Lingenein-

heit die MaBzahlen z; bzw. z, haben. Der Quotient z,:z, — —* heif3t Strecken-
2

verhiiltnis von s, und s,. Man schreibt auch

s z
1 1 o o —
—=— baw. s;:is5, =312,

S2 Z

Ermittle durch Messen simuliche Streckenverhiltnisse fiir die Kanten des im Bild B 1
in Zweitafelprojektion dargestellten Quaders!

Beim Messen einer jeden Strecke s wird das Streckenverhiltnis zwischen s und
der benutzten Einheitsstrecke e ermittelt. So besagt zum Beispiel das MeBergeb-

. . . % . . % S
nis 5.3 cm: Wenn die Einheitsstrecke e; die Lange 1 ¢m hat, so ist — = 5,3. Hat
!
R T T T o ua 1 iy 8 =
die Einheitsstrecke e, die Linge | mm = 5 em, so ist — = 53. Da MaBzahlen
e,
2

von Strecken sowohl rational als auch irrational sein konnen, sind auch Strecken-
verhiltnisse rationale oder irrationale Zahlen.

Die beiden Rechtecke im Bild B 2 haben den gleichen Flicheninhalt. Es gilt also
@b = c-d. Durch beiderseitige Division durch b - ¢ folgt daraus % = :

Bl

hy

E d Iz

Fiir die beiden Dreiecke ABC und DEF im Bild B 3 gilt a:d = hy : h,.
a) Folgere daraus eine Aussage iiber die Flicheninhalte!
b) Betrachte die Strecken b, hy. e, he, und gib eine giiltige Verhiltnisgleichung an!

Aufgaben b 1 bis 5

—
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2 Der erste Teil des Strahlensatzes

Das Bild B 4 zeigt ein Strahlen-
biischel mit dem Scheitelpunkt S.
Seine Strahlen (s, bis s;) werden
von einer Parallelenschar (g, bis g;)
geschnitten. Dadurch entstehen
Strahlenabschnitte. Auf s, zum

Beispiel sind dies die Strecken S.
SB, SC. AB. AC. BC. Der zu AC

T Ll Tt
leichliegend Str b t

auf s, ist DF.

Nenne zu den Strahlenabschnitten auf s, jeweils die gleichlicgenden  Strahlen-
abschnitte auf s,! Gib weitere Paare gleichliegender Strahlenabschnitte an!

Betrachten wir zwei beliebige Abschnitte @; und a, auf einem Strahl und die
gleichliegenden Abschnitte b, und b, irgendeines anderen Strahls. so zeigt sich:
Wenn a, kiirzer als a, ist, so ist b, kiirzer als b,. Wir kénnen sogar vermuten: Die
Abschnitte auf dem einen Strahl sind proportional den zugchorigen Abschnitten
auf dem anderen.

SATZ (Strahlensatz, erster Teil): Werden die Strahlen eines Biischels yon einer Parallel
schar geschnitten, so gilt fiir je zwei Strahlen: Die Abschnitte auf dem einen Strahl verhalten
sich der wie die gleichliegenden Abschnitte auf dem and

Es geniigt, den Beweis dieses Satzes fiir den Fall von zwei Strahlen und zwei
Parallelen (Bild B 5) zu fithren. Der Satz besagt dann, daf} folgende Verhiltnis-
gleichungen (Proportionen) gelten:

1) ==

gl

Beweis fiir (1):
Wir verbinden A mit D und B mit C (Bild B 6) und betrachten die Flicheninhalte
einiger Dreiecke.
Fiir /\ SAC gilt
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Fiir A ABC gilt
A __AB:h
=TT

fiir A DCA gilt

D by
4,=2

Da A ABC und A DCA die Seite AC und deren Hohe gemeinsam haben, sind
ihre Flacheninhalte gleich: 4, = 4,. Das heift

/Erbi@z'—h*,also AB-h, =CD-h

©

§d-h _ SChy 54 5C :
oder = = o5 was wu beweisen war.

Demazufolge ist —o—t = —=—* o 5

Ahnlich‘ kann man (2) und (3) beweisen.

Man kann diese Beziehungen aber auch unmittelbar aus (1) folgern; das sei hier nur fiir
(2) durchgefiihrt:

$® S.m_w am_ am
% 84 8 i
w_ . X B @
W} sC s "3
Wegen (1) ist
AB CD SB 5D
=% unddﬂmxtF:ﬁ, w. z. b w.
Aus (l)folgt = durch Multiplikation mit E auf beiden Seiten. Forme (2)

und (3) entsprechend um! Formuliere den ersten Teil des Strahlensatzes so, dnﬁ er
diesen Verhiltnisgleichungen entspricht!

Aufgaben b 6 bis 10

3 Vervielfachen einer Strecke

Wenn wir das Doppelte oder Dreifache oder allgemein das n-fache (n eine natiir-
liche Zahl groBer 1) einer Strecke AB konstruieren sollen, so sprechen wir vom
. Vervielfachen der Strecke AB*“. Hierzu verlingern wir die Strecke 4B iiber 4
oder B hinaus und tragen auf dieser Verlingerung die Strecke 4B mit dem Zir-
kel (n — 1)mal ab. Wir wollen aber auch dann vom ..Vervielfachen einer
Strecke* sprechen, wenn k keine natiirliche Zahl, sondern eine beliebige positive
(rationale oder irrationale) Zahl ist.

Fir k = % wiirde das z. B. bedeuten, dal wir den dritten Teil konstruieren.

Fir k = % wiirde es bedeuten, daB wir zunichst den dritten Teil von 4B kon-
struieren und diesen dann verfiinffachen. In dieser Weise kann man bei jedem
rationalen k vorgehen. Dadurch ergibt sich fiir k < 1 eine kiirzere Strecke, fiir
k > 1 eine lingere Strecke.

20



m Eine Strecke 4B i B7
soll in drei kongruente Teilstrecken geteilt werden (Bild B 7). 5

Konstruktionsbeschreibung:

Wir zeichnen von einem Endpunkt von 4B einen

Strahl s. Auf diesem tragen wir eine beliebig ge-

wiihlte Strecke dreimal ab. Den Endpunkt dersoer- A B
haltenen Streckenfolge verbinden wir mit dem anderen Endpunkt von A B. Die
Parallelen zu dieser Verbindungsstrecke teilen AB in drei kongruente Teile.

[Z] Von einer Strecke soll ihr k-faches konstruiert werden.
a) k=3 =16(BildB8a) b)k =1 (Bild B8b)

»
ol
.
|
CS
4 & h’\—

Lo
r\nlﬂ
=
<l
L)
=

o
>
ol

S.00
%00 =5

@ a) Gib fiir das Beispiel 2 a eine Konstruktionsbeschreibung!

b) Erliutere, inwiefern es zwei Miglichkeiten gibt, im Beispiel 2b den Punkt Q zu
erhalten! Gib entsprechend auch fiir den Punkt P im Beispiel 2a eine zweite
Konstruktionsmaglichkeit an!

Uberlege, ob die Grife des Winkels zwischen der zu teilenden Strecke und dem
Hilfssirahl s Einfluf auf die Konstruktionsgenauigkeit hat!

c

~

Ist k eine Irrationalzahl, also ein unendlicher nichtperiodischer Dezimalbruch, so ersetzen
wir k durch rationale Niherungswerte. Auf diese Weise konnen wir den Punkt P, der zu
einem irrationalen k auf der Zahlengeraden gehért, mit beliebiger Genauigkeit erfassen,
Ist z. B. k = }2 = 1,41421 ..., soll also zur Strecke AB = a das }2fache konstruiert
werden, so wird a als Einheit einer Zahlengeraden gewiihlt (Bild B 9). Dann konstruieren
wir das 1,4fache, das 1,41fache, das 1,414fache ... von a nach dem obigen Verfahren
Auf diese Weise kommen wir dem Punkt P mit AP = AB"}2 beliebig nahe.

Es gibt auch Irrationalzahlen k, fiir die man die zugehorigen Punkte auf der Zahlenge-
raden unmittelbar konstruieren kann: dann ist auch das k-fache von AB unmittelbar zu
. konstruieren. | 2 gehort zu diesen Irrationalzahlen, und so kann man das }/2fache jeder
Strecke a konstruieren als Diagonale eines Quadrats mit a als Seite. (Vgl. auch Lern-

einheit B 29.)
Aufgaben b 11 bis 16

1
]
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4 Der zweite Teil des Strahlensatzes

So, wie durch die Parallelen Strahlenab-
schnitte entstehen, so entstehen durch
die Strahlen Parallelenabschnitte, z. B.
AE und GL im Bild B 10. Ein Strahlen-
abschnitt und ein Parallelenabschnitt
heiBen zueinander gehérig, wenn der
Sirahlenabschnitt vom Scheitelpunkt bis
zu einem Endpunkt des Parallelenab- 8
schnitts reicht. Im Bild B 10 gehéren
z. B. S4 und AE zueinander, auch SD A
und DM, nicht aber CD und DM.

- = =L —

m|
x

B10

a) Nenne zu drei Parallelenabschnitien im Bild B 10 je :1('?1:5‘:ugplzz‘irige Strahlen-
abschnitte!

b) Gib zu drei Strahlenabschnitten im Bild B 10 je zwei zugehirige Parallelen-
abschnitte an!

Betrachten wir im Bild B 10 zwei beliebige Strahlen und die zwischen ihnen liegen-
den Parallelenabschnitte, so stellen wir fest: Die Parallelenabschnitte sind um so
linger, je weiter sie vom Scheitelpunkt S des Strahlenbiischels entfernt sind, je
linger also die zugehérigen Abschnitte auf demselben Strahl sind. Es gilt sogar:
Die Parallelenabschnitte sind proportional den zugehérigen Abschnitten auf dem-
selben Strahl.

SATZ (Strahlensatz, zweiter Teil): Werden die Strahlen eines Buscheln von einer Parallelen-

schar geschnitten, so verhalten sich je zwei Parallelenabsch die gleich
Strahlen liegen, zueinander wie die zugehérigen Strahlenabsck ein und desselb
Strahls.

o T e . BD _SB( 5D
Fiir die Figur im Bild B 11 gilt T ==\= ﬁ)

Beweis: Wir zichen durch A die Parallele zu CD, die BD in E schneidet. Dann ist
AC = ED, da AC und ED Gegenseiten im Parallclogramm AEDC sind. Nun-
mehr wird das Strahlenbiischel mit dem Scheitelpunkt B von den Paralldlen AE
und SD geschnitten. Nach dem ersten Teil des Strahlensatzes gilt demnach

B BS BD SB 5
= = also auch — = —, was zu beweisen war.
S

A S4

Nenne Verhiltnisgleichungen, die nach dem zweiten Teil des Strahlensatses fiir die
Figur im Bild B 10 gelten!




Im Bild B 12 werden zwei einander schneidende Geraden so von zwei Parallelen
geschnitten, daBl der Scheitelpunkt S des Geradenbiischels zwischen den Paralle-
len liegt. Es entstehen so die Geradenabschnitte SA4 und SC. die zum Parallelen-
abschnitt AC gehéren, sowie die Geradenabschnitte SB und SD, die zum Paralle-
lenabschnitt BD gehiren. Auch hier gilt die Praportion:
AC: BD = S4:SB(= SC: SD).

Allgemein: Wenn zwei Geraden eines Geradenbiischels von zwei Parallelen ge-
schnitten werden, so bilden die Parallelenabschnitte das gleiche Verhiltnis wie
die zugehorigen Geradenabschnitte derselben Geraden. Das folgt aus dem zweiten
Teil des Strahlensatzes, wenn man A\ SBD (Bild B 12) um 180° mit S als Zentrum
dreht. Ein dem ersten Teil des Strahlensatzes entsprechender Sachverhalt fiir

Geradenbiischel 1iBt sich hier auch ablesen.
Aufgaben b 17 bis 20

5 Innere und &uBere Teilung einer Strecke

In der Lerneinheit B 3 wurde das k-fache einer Strecke (k > 0, rational)
mit Hilfe des ersten Teils des Strahlensatzes konstruiert. Im Bild B 8 gilt
A7~i AB und C_(j:i- CD. Fiir Q gilt also CQ: QD =5:2.
auch: Die Strecke CD wird durch ¢ im Verhiltnis 5 :
geteilt. Fiir I gilt entsprechend PA : PB=5:2. Aber P liegt auBerhalb von
AB. deshalb wird AB von P im Verhiltnis 5 : 2 auBen geteilt.

Das Bild B 8 zeigt also auch. wie innere und duBlere Teilpunkte nach dem ersten
Teil des Strahlensatzes konstruiert werden kénnen. Hiufig ist es aber bequemer.
den zweiten Teil des Strahlensatzes zur Konstruktion zu benutzen.

Man sagt

2 geteilt, und zwar innen

Eine Strecke soll unter Benutzung des zweiten Teils des Strahlensatzes innen und
auBen im Verhiltnis p : ¢ geteilt werden (Bild B 13).

Wie grof ist fiir die Teilungen im Beispiel B 3 jeweils k in

AT, = k- AB und AT, = k- AB?
B 13 Aufgaben b 21 bis 27
innen auflen innen und aufien
_ (-]
AF=——i8 A N8 A _B




6 Der dritte Teil des Strahlensatzes

Wihrend der erste Teil des Strahlensatzes eine Beziehung der Strahlenabschnitte
untereinander, der zweite Teil eine Beziehung zwischen Strahlen- und Parallelen-
abschnitten ausspricht, ist im dritten Teil die Rede von einer Beziehung der
Parallelenabschnitte untereinander. Parallelenabschnitte, die von den gleichen
Strahlen begrenzt werden, heilen zueinander gleichliegende Parallelenabschnitte.
Soist im Bild B 10 z. B. der Parallelenabschnitt FK gleichliegend zum Parallelen-
abschnitt ET und zum Parallelenabschnitt GL.

Nenne die im Bild B 10 gleichliegenden Parallelenabschnitte zu AE und HM!

SATZ (Strahlensatz, dritter Teil): Werden die Strahlen eines Biischels von einer Parallelen-
schar geschnitten, so gilt fiir je zwei Parallelen: Die Abschnitte auf der einen Parallelen ver-

halten sich zueinander wie die gleichliegenden Absct auf der anderen Parallelen.
TIm Bild B 14 gilt demnach: Bl4 8

(1) 4C: CE = BD: DF;

(2) AC: AE = BD: BF;

(3) CE: AE — DF: BF.

Beweis fiir (1):
Nach dem zweiten Teil des Strahlensatzes g'llt

:SD = AC: BD und auch S
Daun ist aber
AC: BD = CE: DF
und damit (nach Multiplikation mit %) auch
AC: CE = BD: DF, was su beweisen war.

Gib auch die Beweisschritte fiir (2) an! N 16
Der Satz B 3 umfﬂBt auch die Fille, bex H
denen jeweils gleichl Parallel

schnitte hied Parallel haren an-

gehoren, die sich auf den Strahlen des Bii-
schels so schneiden, wie dies das Bild B 15

zeigt, ~ 77,,,,j

Stelle giiltige Verhdltnisgleichungen fiir Parallelenabschnitte im Bild B 15 auf!

0

<

Verbindet man im Bild B 15 die Punkte 4 und G, B und H sowie C und I, so liegt es nahe,
das Bild als ebenes Bild einer dreiseitigen Pyramide bei Parallelprojektion aufzufassen.
Dabei wird offenbar die Pyramide durch drei parallele Ebenen geschnitten, so daB die
Schnntﬁguren ADG, 'BEH und CFI entstehen. Damit scheint _beispielsweise auch zu
gelten AG: BH = AD: BE. DaB aber wirklich 4G || BH (und BH || CI) gilt, ist nicht
aus dem Strahlensatz zu folgern, denn dort wird ja die Parallelitit jeweils vorausgesetzt.
Wir benétigen dafiir vielmehr einen Satz, in dem die Gleichheit gewisser Verhiltnisse
vorausgesetzt wird und die Parallelitiit der Geradenabschnitte sich daraus ergibt,
also eine Umkehrung des Strahlensatzes.

Aufgaben b 28 bis 32
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7 Umkehrungen des Strahlensatzes

Um die verschiedenen Teile des Strahlensatzes auf ihre Umkehrbarkeit unter-
suchen zu konnen, ist es zweckmiBig, bei ihnen jeweils deutlich Voraussetzung
und Behauptung zu trennen. Wir wollen z. B. den ersten Teil des Strahlensatzes
(Satz B 1), bezogen auf Bild B 16, folgendermaBen formulieren:

Wenn AC || BD gilt, so gilt S4: AB = SC: CD
oder ' o
Voraussetzung: AC || BD Behauptung: SA: AB — SC: CD

Durch Vertauschen von Voraussetzung und Behauptung erhalten wir eine neue
Aussage, die zu beweisen (oder zu widerlegen) ist:
Wenn SA4: AB = SC: CD gilt, so gilt AC || BD
oder i
Voraussetzung: SA: AB = SC: CD Behauptung: AC || BD

Beweis: Wiren AC und BD nicht parallel, so wiirde die Parallele zu AC durch D
den Strahl SA in einem Punkt B’ schneiden, der von B verschieden wire. Nach
dem ersten Teil des Strahlensatzes wiirde dann gelten:

S4:AB =35C: CD.
Wegen AB’ % AB ist das aber nicht mdglich, denn es steht im Widerspruch zur

Voraussetzung. Also kann die Annahme, AC und BD seien nicht parallel, nicht
stimmen, sondern AC und BD miissen parallel sein, w. z. b. w.

SATZ (Umkehrung zum Strahl erster Teil): Bilden gleichli d hlenabschni
eines Strahlenbiischels das gleiche Verhiiltnis, so werden sle von parullelen Geraden erzeugt.

Als Umkehrung von Satz B 2 ( Strahlensatz, zweiter Teil) ist anzusehen:
Voraussetzung: SA: SB = AC: BD Behauptung: AC || BD
Weise unter Benutzung von Bild B 17 nach, daf} diese Umkehrung nicht gilt!

B 16
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Nimmt man die Tatsache, daB die geschnittenen Strahlen einen gemeinsamen
Scheitelpunkt haben, ausdriicklich unter die Voraussetzungen auf, so erhilt man
eine weitere Moglichkeit, Umkehrungen zu bilden. Beim zweiten Teil des Strahlen-
satzes fiihrt das auf einen wichtigen wahren Sataz.

Voraussetzung: ﬂ = ;_:; ; AC|| BD Behauptung: CD geht durch S
Beweis: Die Behauptung ist gleichbedeutend mit: SC geht durch D. Um das zu
zeigen, nennen wir den Schnittpunkt der Geraden SC mit BD zuniichst 1)’

(Bild B 18) und miissen dann nachweisen D’ = D.

.. 54 _ AC
Nach Satz B 2 gilt — = ——.
SA4 iC
Nach Voraussetzung ist —— 5 g

[4 AC

AC s . .
Daraus folgt . Das ist aber nur fiir D = D’ méglich, was zu beweisen war.

S AN

B 7D B18 B19 8

SATZ: Gegeben seien ein Strahl SA (Scheitelpunkt S), auf ihm ein weiterer Punkt B und
zwei parallele Strecken AC und BD auf der gleichen Seite des Strahls.
Wenn auBerdem SB: SA = BD: AC gilt, so geht die Gerade CD durch S.

Formuliere zum Satz B 3 ( Strahlensatz, dritter Teil) eine entsprechende Umkehrung
und beweise ihre Giiltigheit!

Als Verallgemeinerung ergibt sich daraus:

Gegeben seien zwei verschieden lange, parallele Strecken AC und BD und zwei parallele
Strecken CE und DF, wobei E und F auf der gleichen Seite von CD liegen (Bild B 19).
Wenn ferner AC: CE = BD : DF gilt, so schneiden sich 4B, CD und EF in genau einem
Punkt.

Aufgaben b 33 bis 35

26



9 Anwendungen des Strahlensatzes

Die verschiedenen Teile des Strahlensatzes und deren Umkehrungen kénnen bei
der Bestimmung der Lingen unzuginglicher Strecken angewandt werden.

Um die Breite 4B eines Flusses zu ermitteln (Bild B 20), wird senkrecht zu AB
eine Strecke BC abgesteckt und vermessen. Durch Fluchten wird auf der Ver-
lingerung von AB iiber B hinaus cin Punkt D festgelegt. Parallel zu BC wird eine
Strecke DE derart abgesteckt, daB E auf der Geraden AC liegt. Die Messungen
ergeben: BC = 24 m: DE = 34 m; BD =20 m.

Nach dem zweiten Teil des Strahlensatzes gilt:

AB __ BC
D  DE
Multiplikation mit AD - DE ergibt
AB - DE = BC- AD.
Fiir die MaBzahl x der Strecke AB heiBt das:
x- 34 =24 (x + 20)
34x = 24x +— 480
10x = 480
x =148

48m + 20m _ 68Bm _ 34m

Da tatsichlich —%——= = {7 = 5= gilt, erhalten wir:

Die Breite des Flusses betrigt 48 m.

a) Beschreibe miglichst eingehend das praktische Vorgehen mit Fluchtstiben und ein-
fachem Feldwinkelmesser bei dieser Vermessung!

b) Berechne die Flufibreite fiir die folgenden Mefergebnisse:
BC = 24,3 m: DE = 30,5 m;: BD =16,5m!

Auch bei verschiedenen MeB- und Zeichengeriten wird der Strahlensatz ange-
wandt.

Der MeBkeil wird zur Messung kleiner Abstinde verwendet. Fiir den lichten
(inneren) Durchmesser d des Réhrchens in Bild B 21 gilt nach dem zweiten Teil

d 6.7
des Strahlensatzes — — —
Tem

Tos = Der Durchmesser betriigt also 6,7 mm.

Das Bild B 22 zeigt ein Rechteck von 5 ¢m Linge mit zehn Lings- und fiinf
Querstreifen jeweils gleicher Breite. Mit Hilfe der Diagonalen im ersten Quer-
streifen kann man Streckenlingen auf Millimeter genau ermitteln. So ist z. B.

B 22 i
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a = 3,7 em. Einen sogenannten TransversalmaBstab erhilt man, wenn man den
ersten Querstreifen wie im Bild B 23 teilt. Damit kénnen Lingen sogar bis auf
—Hlﬁ der Einheit genau angegeben werden. Der TransversalmafBstab im Bild B 22
trigt die Bezifferungen 10 m, 20 m usw., weil er fiir einen Gelindeplan im MaB-
stab 1:500 (2 cm £ 10 m) bestimmt ist. So entspricht d in Wirklichkeit eine
Strecke von 27,9 m Linge.

B23
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a) Wie lang sind die Strecken b und ¢ im Bild B 227

b) Wie lang sind die Originalstrecken zu e, f, g, h und i im Bild B 237

¢) Greife die Strecken im Bild B 24 mit dem Stechzirkel ab, und ermittle ihre Linge
mittels des Liniennetzes im Bild B 22!

Wie lang sind die Originalstrecken im Bild B 24, wenn AB, CD, EF und GH
Strecken auf einer Karte im Mafstab 1:500 sind ?

d

~

Aufgaben b 36 bis 40

S,
Zusammenfassung
Strahlensatz Wahre Umkehrungen
4
]
B
g 0
L
Aus AG||BHund T J? a5
BH || CF folgt:
(1) AB: BC = DE: EF Aus 4B: BC = DE: EF
folgt: AD || BE und BE||CF.
(2) S4: 5B = AD: BE Aus AD || BE und SA:SB = AD:BE
folgt: DE gehtdurch S.
(3) AD: DG = BE: EH Aus AG|| BH und AD:DG = BE:EH
folgt: AB, DE und GH gehen durch denselben
Punkt.




Zentrische Streckung

10 Wiederholung: Bewegungen

Die folgenden Auftrige beziehen sich auf
Bild B 27.

a) Inder Zeichenebene wird eine Verschie-
bung ausgefiihrt, bei der der Punkt C £
den Punkt F als Bildpunkt hat. Gib
an, wo die Bildpunkte zu A, B und D
liegen! Wo liegt der Punkt, der fiir D /) ¢
Originalpunkt ist ( fiir den also D Bild-
punkt ist) ?

In der Ebene wird eine Drehung (im
positiven Drehsinn ) ausgefiihrt mit dem !
Punkt E als Drehzentrum und einem B
Drehwinkel von 90°. Gib die Bild-
punkte von A, B, C, D und E an!
Zeige die Punkte, fiir die A, B, C, D
und E Bildpunkte sind!

b

~

B27

c

~

In der Ebene wird diejenige Spiegelung ausgefiihrt, bei der jeder der Punkte B
und D in sich selbst iibergeht. Gib die Bildpunkte zu A, C und E an!
Welches sind die Punkte, die fiir A, C und E Originalpunkte sind ? Gib noch eine
andere Spiegelung an, bei der die Strecke BD als Ganzes in sich iibergeht, aber
nicht jeder ihrer Punkte mit seinem Bildpunkt zusammenfillt!

Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen einer Ebene sind umkehrbar ein-
deutige Abbildungen der Ebene auf sich. Das heit: Jeder Punkt der Ebene hat
genau einen Bildpunkt und ist seinerseits auch Bildpunkt genau eines Punktes
dieser Ebene. Original- und Bildpunkt werden auch als einander entsprechende
Punkte bezeichnet.

a) Warum ist es nicht statthaft, bei Verschiebungen nach ,.dem* Punkt zu fragen,
der einem gegebenen Punkt P entspricht ?

b) Erliutere, fiir welche Punkte P bei Drehungen (Spiegelungen) eine derartige
Frage berechtigt ist!

Werden endlich viele Verschiebungen, Drehungen oder Spiegelungen nacheinan-
der ausgefiihrt, so ist das Ergebnis ebenfalls eine umkehrbar eindeutige Abbildung
der Ebene auf sich, eine ebene Bewegung.

Aufgabe:

Gegeben ist ein Viereck ABCD und ein Punkt E. Der Punkt M sei der Mittel-
punkt von CD (Bild B 28 a).

Gesucht ist das Bild 4'B'C’'D’ des Vierecks A BCD bei folgender Bewegung:
Verschiebung um % BA?: danach Spiegelung an der Parallelen zu BD durch E.
Lésung: Siehe Bild B 28 b!

a) Gib auch den Bildpunkt zu E an!
b) Wo liegt der Punkt, fiir den E Bildpunkt ist?
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Die ebenen Bewegungen haben folgende Eigenschaften:

(1) Das Bild jeder Geraden ist eine Gerade.

(2) Liegt ein Punkt B zwischen den Punkten 4 und C, so liegt auch der Bild-
punkt B’ zwischen den Bildpunkten 4" und C'.

(3) Die Bildgeraden zweier paralleler Geraden sind ebenfalls parallel.

(4) Jede Strecke AB hat als Bild eine Strecke 4"B’ mit gleicher Linge.

(5) Jeder Winkel (h, k) hat als Bild einen Winkel (h', k') gleicher GroBe.

11 Wiederholung: Kongruenz

Bewegungen werden herangezogen, um die Kongruenz von Punktmengen zu er-
klaren. Deshalb werden sie auch Kongruenzabbildungen genannt.

DEFINITION: Punktmengen M, und M, heilen einander kongruent (deckungsgleich:
M, =~ M,) genau dann, wenn es eine Bewegung gibt, die M, auf M, abbildet.

Damit ist die Kongruenz auch fiir krummlinig begrenzte Figuren erklirt. So sind
z. B. alle Kreise mit gleichem Radius einander kongruent.

Im Beispiel B 7 sind die Vierecke ABCD und 4’B’C’'D’ einander kongruent. und
zwar gegensinnig kongruent, weil die Punkte A4, B, C'. D’ gegeniiber ihren
Originalpunkten im entgegengesetzten Drehsinn angeordnet sind.

Speziell fiir Dreiecke haben wir vier Kongruenzsiitze (sws, wsw, sss. ssw) kennen-
gelernt.

Mit Hilfe eines jeden dieser Kongruenzsitze kann man von zwei vorgelegten Drei-
ecken entscheiden, ob sie einander kongruent sind oder nicht, ohne auf die Bewe-
gungen zuriickzugreifen.
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Von den Fiinfecken ABCDE und FGHIK im Bild B 29 sei bekannt:

AB = IK =34 cm; BC = KF =22cm; DE = EA4

<4 BCD = < KFG =116,6°; < ABC = < DEA = 90°;

< CDA = < FGI

a) Von welchem Eckpunkt des Fiinfecks FGHIK aus ist eine Zerlegung in Dreiecke
maglich, die zu den Dreiecken im Fiinfeck ABCDE kongruent sind? Zeichne
die Diagonalen ein und beweise die Kongruenz!

b) Erliutere, warum die Fiinfecke zueinander kongruent sind! Stelle die einander
entsprechenden Punkte, Seiten und Winkel zusammen!

Von Kongruenz kann man auch bei raumlichen Punktmengen und speziell bei Kérpern
sprechen. So sind z. B. simtliche Kugeln mit gleichem Radius einander kongruent, alle
Wiirfel mit gleicher Kantenlinge usw. Bei serienmaBig hergestellten Industrieerzeugnissen
handelt es sich — von geringfiigigen Abweichungen durch Fertigungsungenauigkeiten
abgesehen — um kongruente Gebilde. Die raumliche Kongruenz kann auf gewisse umkehr-
bar eindeutige Abbildungen des Raumes auf sich. die raumlichen Bewegungen, gegriindet
werden.

Aufgaben b 41 bis 46

12 MaBstdbliche VergréBerungen und Verkleinerungen

Das Bild B 30 zeigt den GroBbuchstaben B einer Frakturschrift. Um das maB-
stibliche VergréBern oder Verkleinern beim Nachschreiben zu erleichtern, kann
man den Buchstaben mit einem Quadratnetz iiberziehen. Das Bild B 31 ist dazu
eine mafBstibliche Verkleinerung. Der MaBstab, also das Verhaltnis der Strecken-
lingen im Bild zu den entsprechenden Streckenlingen im Original, ist hier 1:2.
Man kann auch das Bild B 30 als eine maBstiibliche VergroBerung von Bild B 31
auffassen. Der AbbildungsmaBstab ist dann 1:0.5 oder 2:1.

Auch bei Korpern gibt es mafstibliche
VergréBerungen und V(‘rkh‘inerungon.
Bekannt sind die Modelleisenbahnen in
den Abbildungsmalistiaben 1:87 (Nenn-
grofle HO), 1:120 (NenngréBe TT) und
1:160 (NenngréBe N). Solche maBstib-
lichen Modelle dienen aber nicht nur der
Freizeitbeschiftigung. So werden z. B.
Tragflichenprofile und Rumpfformen bei
der Entwicklung eines neuen Flugzeugs

3



an Modellen im Windkanal untersucht, und die Verkehrshochschule ,,Friedrich
List* in Dresden hat eine groBe Modellbahnanlage, die nicht nur der Ausbildung,
sondern auch wissenschaftlichen Untersuchungen dient.

Im Bild B 32 wurde ein Fiinfeck (a) verindert. Dazu wurde im Bild B 32b das
Quadratnetz vergrifert und in den Bildern B 32c¢ und d jeweils das Qudratnetz in ein
Rechtecknets mit dem Seitenverhdltnis 1:2 verformt. Von welchen der Figuren b, ¢
und d wiirdest du sagen, sie seien zu a ..dhnlich* ?

[ | J J [ d | B32

~ . ——
/ !

/ [ 5A
/7

So wie die Kongruenz auf den Begriff der Bewegung zuriickgefiihrt wird, so kann
man auch fiir einen malhematisc.hvn Begriff ., Ahnlichkeit* gewisse umkehrbar
eindeutige Abbildungen der Ebene (bzw. des Raumes) auf sich als Grundlage
nehmen.

Aufgaben b 47 bis 49

13 Die zentrische Streckung

Bei den Dreiecken 4BC und DEF im 5 F B33
Bild B33 ist AB || DE, AC|| DF und
BC || EF. Dem Augenschein nach ist
A DEF eine mafistébliche VergroBerung
von A\ ABC, wobei D das Bild von 4, E
das Bild von B und F'das Bild von Cist.

a) Ubertrage das Bild B 33 in dein Heft.
und zeichne die Geraden AD, BE und
CF! Wieviel Schnittpunkte entstehen ?
Der Schnittpunkt der in a) gezeichneten 4 B
Geraden set Z. Ermittle u., v und w in

ZD = u-ZA, ZE =v-ZB und

ZF =w- ZC!

Konstruiere auf dem Strahl Z( einen Q
Punkt S, fiir den ZS = u- Egilt! i
Konstruiere auf dem Strahl ZR einen Punkt T mit ZR = u- ZT!

b

~

<
™

c

~

DEFINITION: Eine zentrische Streckung der Ebene ist eine Abbildung, bei der jedem
Punkt P der Ebene sein Bildpunkt P’ folgendermaBen zugeordnet wird:

. Ein Punkt wird als Streckungszentrum Z festgelegt.

. Eine positive (rationale oder irrationale) Zahl wird als Streck k f 1

. P’ liegt auf dem Strahl ZP mit ZP' — k- ZP fiir P — Z.
. Z hat sich selbst als Bildpunkt: Z' = Z.

e 1S



Die zentrische Streckung mit Z als
Zentrum und dem Streckungsfaktor k
wird hiufig kurz mit (Z: k) bezeichnet.
Aus der Definition ergibt sich: Bei jeder
zentrischen Streckung (Z: k) existiert
zu jedem Punkt der Ebene genau ein
Bildpunkt. Ferner ist jeder Punkt Bild-
punkt genau eines Punktes, seines Ori-
ginalpunktes. Genau wie bei den Bewe-
gungen heiBen Originalpunkt P und
Bildpunkt P’ einander entsprechende
Punkte.

SATZ: Die zentrische Streckung (Z: k) ist
eine kehrbar eindeutige Abbildung der
Ebene auf sich.

Wenn k = 1 ist, gilt P = P’ fiir alle Punkte
P. Fiir k | 1ist Z der einzige Punkt, der sich
selbst entspricht. Da alle Strahlen mit Z als
Anfangspunkt nur den Punkt Z gemeinsam
haben, kénnen einander entsprechende
Punkte P und P’ nie von einem solchen Strahl
getrennt werden.

B34

Gegeben sind vier Punkte A, B, C. D (Bild B 34).

Gesucht sind 4. B', C" bei der zentrischen Streckung (D; %)

Konstruktion: Wir zeichnen den Strahl DA und bestimmen auf ihm den Punkt 4’
durch Konstruktion des %fﬂ(‘hen der Strecke DA ( Lerneinheit B 3). Nach dem
Strahlensatz erhalten wir B’ als Schnittpunkt der Parallelen zu 4 B durch A’ mit
dem Strahl DB. Entsprechend erhalten wir C” als Schnittpunkt der Parallelen zu
AC durch A" mit dem Strahl DC.

(Zum Vorgehen bei irrationalem Streckungsfaktor vergleiche Seite 21!)

Eine zentrische Streckung sei festgelegt durch A als Zentrum, A" als Originalpunkt
und D als Bildpunkt ( Bild B 34). Gib den Streckungsfaktor an! Erliutere. wie nan
das Bild des Punktes B bei dieser Streckung erhdlt!

Aufgaben b 50 bis 54

14 Eigenschaften der zentrischen Streckung

_Fiir jede zentrische Streckung (Z: k) gilt:

(1) Das Bild jeder Geraden ist eine Gerade; dabei sind Original- und Bildgerade
parallel zucinander.

(2) Parallele Originalgeraden haben parallele Bilder.

(3) Das Bild jeder Strecke ist eine zu ihr parallele Strecke.

(4) Das Bild jeder Strecke ist k-mal so lang wie ihr Original.

(5) Je zwei Strecken stehen zueinander im gleichen Verhiltnis wie ihre Bilder.
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