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A Arbeiten mit Variablen

Grundlagen fiir das Arbeiten mit Variablen

1 Zur Wiederholung

® 1 Ermittle ohne Ver dung eines Taschenrechners @) x +y, b) x—y, ¢) y— x,
d) x-y,e) x:y,f) y:xfir die in der Tabelle angegebenen Zahlen!

x 18 —35 | —12

y —6 7 —3
Erldutere, wie man rationale Zahlen addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert!

Mit solchen einfachen rationalen Zahlen wie im Auftrag A1 rechnen wir auch kiinftig im
Kopf. Bei Zahlen, die ein aufwendiges Rechnen erfordern, benutzen wir den Taschen-
rechner.

® 2 Uberschlage! Berechne dann mit dem Taschenrechner! Kontrolliere deine Rechnung!

a) 28,78 + 5,83 b) —0,648 + 0,309 c) —53,4 + 76,6 d) 572 — 358,7
e) 63,08 — 100,39 f) —0,096 — 0,578 g) 75 + 38,2 — 3,98 — 0,79 + 6,68
h) 37,6 - 2,4 i) 38-(—127) k) (—0,07) - (—0,71) 1) 12,6:10,5
m) (—594): 22,5 n) 0,78 - 6,51 - 4,83 o) 0,78 (6,51 - 4,83)
P) (—9,31):(—0,0304) q) 405:14,4: 4,5 r) 405:(14,4:4,5)
® 3 a) Gib zum Berechnen von % mit Hilfe des Taschenrechners zwei verschie-
dene Ablaufpldne fir die Tastenfolge an und berechne den Quotienten nach die-

sen Planen!
b) Verallgemeinere die Ablaufpléne auf das Berechnen von Quotienten der Form

a-b LU

c-d
Wir wissen: Der Schulrechner SR 1 hat eine Vorrangautomatik. Er beriicksichtigt den Vor-
rang von ,,Punktrechnung* vor ,,Strichrechnung*').

‘) Um mit der Arbeitsweise des Taschenrechners noch besser vertraut zu werden, rechnen wir im
folgenden auch Aufgaben mit ,,einfachen** Zahlen, fiir die wir ihn eigentlich nicht brauchen.




3 A Arbeiten mit Variablen LE1

® 4 Ralf und Beate haben verschiedene Taschenrechner. Beide rechnen entsprechend
dem folgenden Ablaufplan!

5+ 7x3(E=)
Ralfs Rechner zeigt 26, Beates 36 als Ergebnis an. Welcher Term wurde berechnet?

®-5 Gib jeweils einen moglichst kurzen Ablaufplan zum Berechnen von a) (22 + 12)-7,
b) 9 (53 + 18) mit dem Schulrechner SR 1 an! Rechne!

Auch Quadrate und Wurzeln von Zahlen kénnen wir bereits mit dem Taschenrechner be-
rechnen.
® 6 a) Gib verschiedene Méglichkeiten zum Berechnen von 23% mit dem Taschenrechner
an! Rechne!
b) Berechne }'23 auf drei Stellen nach dem Komma!

@® 7 a) Berechne 3 5 unter Verwendung der Taste @! Uberlege, ob der Taschenrech-
ner den Vorrang beim -Berechnen von Quadraten (Potenzen) beriicksichtigt!

b) Gib einen Ablaufplan zum Berechnen von (3 - 5)2 an! (L)

“Als eine weitere Taste des Taschenrechners lernen wir die Taste E} kennen.

® 8 Gib die Zahl 2 in deinen Taschenrechner ein! Driicke danach die Taste E! ! Welche
Zahl erscheint im Anzeigenfeld?
Verfahre entsprechend fir 10; 5; 4; 8; 3; 0 und 0,5!

a
Die Taste B ist zum Berechnen von Quotienten der Form ;—— zweckmaBig, denn es gilt

a 1-a 1
= = -a

b+c b+ b+ c

oo 310
®9 . 5 iy _ %o | Gi
Uberlege, wie man die Taste | % | nutzen kann, um 7945 —77.9 zu berechnen! Gib

einen Ablaufplan dafir an und berechne den Quotienten! (L)

Aufgaben

1. Vergleiche der GréBe nach!
a) —3,5; 2,9 b) —26,7;1,5798 c) —6738; —7683

Berechne im Kopf!
27 a) —3+417 b) —17 —5 c) 6—18 d) 7— (=5 e) (—6)-12

f) 5-(—15) g) —8-13 h) —45:3 i) (—66):3 k) (—84):(—12)
31 a) —=54+73—23+15 b) 36 — 108 — 72 — 16 €) (—2):7-(=35)
d) (—4,1)-10-(—6) e) (—2+3):(—6) f) (8 — 36):(—4)
g) 8 —36:(—4) h) 56: (8 — 18) i) 56:8—18
Suche nach Fehlern! Begriinde jeweils deine Entscheidung!
47 a) —5+17 = +12 b) 22—33=—11" ¢) —6—18=24
d) —70 — 120 = —50 e) —35—25=—60Y f) —254 10 =415
g) 5 (—11) = —55 h) (—3)-15 =45
57 @) (=7):(=9)=+63  b) 77:(—11) =w c) (—42):7=—6

d) (—48):(—6)=+8 € 7—3-5=20 f) 3-544=27
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Arbeiten mit Variablen A 7

Schreibe 15 @) als Summe zweier positiver Zahlen, b) als Summe zweier negativer
Zahlen, c) als Summe einer positiven und einer negativen Zahl, d) als Produkt zweier
positiver Zahlen, e) als Produkt zweier negativer Zahlen, f) als Produkt einer posl-
tiven und einer negativen Zahl! Fihre dieselben Schritte fir —21 aus!

Berechne!
> 1 1 3 1 7 8 1 5 7 3
Moaz—7 Bitu—3 Ds—3—-3 ¥ (-%) (%)
7 3 5 8 5 8\

o (-w)i(-w%) D=3 953
8.7 ) 0,43 + 7,24 + 34,1 b) 16,8 — 1,095 4+ 0,73  ¢) 327,6 + 40,507 — 31,790

d) —158 + 40,01 — 3015 ) 4,32 + 0,768 — 2,08 ) 0,191 — 0,911 — 0,991
9.1 a) 220-5,04 b) 12,25-0 c) —58-25

d) (—2,01)- 11 e) 4,03-3,1-8,009 f) 49-(—0,22)-35
10.7 a) 573-6,7 — 34,63 b) 22,7 — 2,64 10,12 c) 4,56 -0,97 — 0,81

d) 1,067:0,98 — 4,31 e) 1,067 — 0,98 : 4,31 f) (7,36 — 0,96) - 0,504

1.1

12,1
13.1
14.1

g) (8,67 + 0,09): 3,14 h) 29.4- (10,7 + 1,07) i) 8,05-(—3,4 + 0,74)
a) 2347 + 5698 (L) b) o + e (L)

) 2,57-2,8— 497,08 (L) d) 0,18: 0,075 — 1,596 : 0,42 (L)

a) 6,042 b) 0,642 <) 0,6042 d) 6,0042

a) 74— 3,72 b) 0,53 - 3,042 <) 36,5:4,17 @ (82,5 0,703)2

144,32 27 101 46,86
) 55 1em o b) sm—om &) ) Soi—378 O

Gib das Ergebnis auf drei Stellen nach dem Komma an!

15.1

16.1
17.*

e 10

a) 527:38 b) —3,67:0,87 ) (—0,72): (—6,7)
d) 35,25:3,75 e) 6,3-0,27:2,08 f) 071:61-7

g) 326,8:43-0,76 h) 1,078: (0,25 4,9) i) 0,0573: (5762 0)

k) ot ) Sene m) (82,4 -36,2): (128,4 - 0,919)
a) 15,43 b) 10,034 c) 7-70123 d) = e) a2
Uberprife die Aussagen

a) 32 + 42 = 57, b) 102 4 112 4 122 = 132 4 142,

€) 212 4 222 4 23% 4 242 = 25% 4 26* 4 272!

Formuliere eine entsprechende Aussage, die mit 362 beginnt und in der links fiinf
und rechts vier Summanden stehen! Uberpriife sie! Welches kénnte die néchste Aus-
sage dieser Art sein?

Das Arbeiten mit dem Speicher

Lars soll das Produkt (6 + 12) (13 — 8) mit dem Taschenrechner ermittein. Er rechnet
nach folgendem Ablaufplan:

6@ 12(x) 13 (58 (=)

a) Erhalt er so das richtige Ergebnis? Begriinde!
Welchen Term hat er berechnet?
b) Wie wiirdest du das Produkt mit dem Schulrechner SR 1 berechnen?
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Will man Summen oder Differenzen wie 6 + 12 oder 13 — 8 mit dem Taschenrechner mit-
einander multiplizieren, konnte man mit dem Schulrechner SR1 nach dem folgenden Ab-
laufplan arbeiten:

6(+] 12 @’; man notiert 18; 1358 =X 18@4

k3
Der Schulrechner SR 1 hat fir solche Rechnungen einen Speicher (eine Art ,,Gedachtnis*),
in dem er sich eine Zahl ,merken* kann. Dadurch enffdllt das Notieren von Zwischen-

ergebnissen. Durch Driicken der Taste ] (cder aber auch ) 1aBt sich eine Zahl
speichern. Danach kann man mit dieser oder einer anderen Zahl weiterrechnen. Die ge-

speicherte Zahl laBt sich zuriickrufen, indem man die Taste 2) betdtigt. Sie erscheint
dann wieder in der Anzeige, bleibt aber weiter im Speicher erhalten.

@ 11 Taste 1,25 in deinen Taschenrechner ein! Driicke dann nacheinander die Tasten
x-—>M, CE- C, MR, CE - C, MR! Beschreibe, wie sich jeweils die Anzeige dndert!

Befindet sich im Speicher z. B. die Zahl 1,25 und will man mit ihr rechnen, ruft man sie an
der entsprechenden Stelle durch Betdtigen der Taste MR zuriick.

®m 1 Im Speicher befinde sich die Zahl 1,25
a) Es soll 8,75 + 1,25 berechnet werden.

Ablaufplan: 8,75 [E’E] [t10.1

b) Es soll 8,75 - 1,25 berechnet werden.
Ablaufplan: 8,75 [x)R)(=) [10.9375]
+

Solange ein M in der Anzeige sichtbar ist, ist der Speicher durch eine Zahl besetzt. Will
man diese Zahl dort Iéschen (beseitigen), so driickt man nacheinander die Tasten ¢ und
x—>M 3) G

Vor jeder Rechnung sollte man iberprifen, ob der Speicher besetzt ist, damit nicht eine
darin befindliche Zahl versehentlich in die weitere Rechnung eingeht und diese verfdlscht.

®m 2 Essoll (6 + 12) (13 — 8) mit einem Taschenrechner berechnet werden.

1. Wir berechnen 6 + 12: 6 12 (=)

2. Wir speichern das Ergebnis: EI]’ *
3. Wir berechnen 13 — 8: 13(=)8 E]’
4. Wir multiplizieren mit der E3] @‘E]'

gespeicherten Zahl:

® 12 Berechne (6 + 12) (13 — 8) entsprechend Beispiel A 2! Welche Zahlen erscheinen
jeweils bei 1 in der Anzeige?

a+b
Beim Berechnen von Quotienten der Form - 4 ermittelt man zweckmaBigerweise zunachst

2

den Divisor und speichert ihn: ¢ d(=]xMa bE(HwW(=)
K 4 s ¢

) M fir y*, engl.: Geddchtnis, Erinnerung. — Bei manchen Taschenrechnern kann eine Zahl
durch Driicken der Taste M oder der Taste STO (fiir ,,store*, engl.: Speicher) in den Speicher iiber-
fihrt werden.

*) MR fiir ,,memory recall, engl.: Erinnerung zuriickrufen.

?) Beim Ausschalten des Schulrechners SR 1 wird der Speicher ebenfalls gelsscht.
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aitib g _ . _
e d fira=75b=6,65c=128undd =—3,17! (L)

Der Schulrechner SR 1 hat neben der Speichertaste (x4 auch die Speichertaste [u+) .

@ 13 Berechne den Quotienten

® 14 Gib unmittelbar nacheinander die Zahlen 2 und 7 mit Hilfe der Tasten a) (4 |,
b) (W+] in den Speicher! Rufe danach die jeweils gespeicherte Zahl wieder zuriick!
Was stellst du fest?

Driickt man die Taste M+, so wird die unmittelbar zuvor eingegebene Zahl zu der bereits
im Speicher befindlichen addiert. Sind Zahlen nur zu addieren, bringt das Arbeiten mit die-
ser Taste keinen Vorteil.") Deutlicher wird ihr Vorteil, wenn wir zum Beispiel die Summe
(24+7)2+ (4 + 9)* + (3 + 5)* berechnen.

a) Ablaufplan ohne Verwenden der Taste M+4:

2H7 EEM 49 EEEmEM 35 EEHmWE
ot ot LS Y N Y DI S Y

b) Ablaufplan bei Ver dung der Taste M+4-:
2(5)7 @@"‘ 9 EEM 35@1@@
t ¢ L i

® 15 Rechne gemaB beiden zuvor angegeb 1 Ablaufpla !
Avufgaben
1. Gib die Zahl x = 1,125 in den Speicher ein! Berechne dann mit Hilfe des Speichers
a) 7,53 + x, b) 8,88 x, c) 0,34 — x, d) x:0,75, e) 61,357 5: x!
Berechne!
2.0  a) (572 + 16,8) (26,48 — 12,93) b) (0,388 — 0,608) (6,12 + 4,83)
c) (6,82 — 14,8) (0,72 — 1,5) d) (0,89 + 1,71) (6,53 + 7,67)
) (6,72 + 8,49 — 25,16) (34,09 — 0,82 — 26,7)
1,986 + 1,512 1227 —259 54:13,5
3.1 ) “See—34 b) e ) umTisT
gy 45 266 144,23 — 24,88 14- 4,08
) sn—na €) —zas ) Gi—ewm
4.7 @) 9,5(42- 0,85 — 36 0,65) b) e
107,52 0,82
©) (—8,4) (610,72 + 56 - 0,505) &) et
50 a) 3,4-562—21-372(L) b) (5.4 + 7,8%) (5,83 — 19,78) (L)

¢) (5,72 + 3,92 (6,12 — 3,42 (L) d) (14,6 + 12,064) : (8,62 — 6,4%) (L)

6.1 ° a) (436 + 0,81)% + (6,42 + 3,48)2 + (217 + 8,3)
b) (13,7 + 4,8)* + (27,8 — 33,4)% + (3,5 - 6,3)
©)* (0,88 — 1,7)% — (6,4 — 2,82)% — (48: 6,4)? (L)

7.*  Gib fir deinen Taschenrechner einen Ablaufplan zum Ber
Form
(a + b)?
(c+d)*+ (e + 1)
an, ohne daB ein Zwischenergebnis notiert werden muB! Uberprife deinen Plan!

h

eines Quotienten der

') Allerdings kann man bei einem Rechner ohne Vorr
rechnen von Summen der Form ab + cd nutzen.

ik den Speicher zum rationellen Be-
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3  Beispiele fiir das Verwenden von Variablen

Bereits seit der 1. Klasse arbeiten wir im Mathematikunterricht mit Variablen. Wir haben
in der Unterstufe zum Beispiel Aufgaben folgender Art gelést: Berechne 2a — 3 fiir a = 5!

@ 16 Ubertrage die nebenstehende Tabelle in dein Heft x |2x—1]—x+1, 1_’(_3
und vervollstandige sie! Rechne im Kopf! 2
3
1.4
0
@ 17 Ermittle alle rationalen Zahlen x, fir die gilt: _1
a) Ix—1=7, b) 0,5x + 1> 2,5! —2,9]

Variablen verwenden wir auch beim Aufstellen von Gleichungen bei der Lésung von Sach-
und Anwendungsaufgaben.

® 18 Gesucht ist eine Zahl, deren Dreifaches vermehrt um 7 gleich 28 ist. Stelle zu dieser
Aufgabe eine Gleichung auf und Iése sie!

In der Lerneinheit A 2 haben wir bei Berechnungen mit dem Taschenrechner Variablen zur
Darstellung von Rechenablaufplanen verwendet.

@ 19 Gib einen Ablaufplan zur Berechnung von (a + b) (c + d) an!

Mit Hilfe von Variablen lassen sich viele mathematische Satze einfach und Ubersichtlich for-
mulieren.

m 3 Das Distributivgesetz fir rationale Zahlen kennen wir in der Form:
Fir alle rationalen Zahlen a, bund c gilt: a*(b+c)=a-b+a-c.
Ohne Verwendung von Variablen miiBte man etwa folgendermaBen formulieren:
Fir alle rationalen Zahlen gilt: Das Produkt einer Zahl mit einer Summe aus zwei Sum-
manden ist gleich der Summe der Produkte dieser Zahl mit jedem der beiden Summanden.

In der 7. Klasse haben wir die reellen Zahlen kennengelernt. Fiir das Rechnen mit reellen
Zahlen gelten alle Rechengesetze, die uns vom Rechnen mit rationalen Zahlen bekannt sind.

® 20 Formuliere das Kommutativ- und das Assoziativgesetz a) fir die Addition, b) fir die
Multiplikation reeller Zahlen unter Verwendung von Variablen!

Variablen verwenden wir nicht nur fir Zahlen, sondern auch fir GroBen:
®m 4 a) Sind a und c die Ldngen der parallelen Seiten und h die Ldnge der Hohe eines
Trapezes, so gilt fir seinen Flacheninhalt A die Gleichung A = %c— “h,

b) Bei einer geradlinig gleichformigen Bewegung mit der Geschwindigkeit v gilt fur
den in der Zeit t zuriickgelegten Weg s die Gleichungs = v - 1.

® 21 Gib weitere Flacheninhalts- und Volumenformeln und Zusammenhdnge zwischen
physikalischen GroBen unter, Verwendung von Variablen an!

In der Geometrie werden Variablen nicht nur fir GréBen verwendet. Auch fiir geometrische
Objekte selbst verwenden wir Variable.

m 5 |In der Ebene gilt: Zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt P, der nicht auf g liegt,
gibt es genau eine Gerade h mit der Eigenschaft: g geht durch P und g|| h.

Wir haben Variablen auch bereits bei Beweisen verwendet, um Beweisschritte kurz und
Ubersichtlich darzustellen.
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Bild A 1: Frangois Viéte (1540-1603)
Bild A 2: René Descartes (1596-1650)

m 6 Die Summe zweier beliebiger gerader natirlicher Zahlen ist ebenfalls eine gerade
natiirliche Zahl. '
Voraussetzung: m € N, n € N, m ist gerade, n ist gerade
Behauptung: ~ m + n ist gerade.
Beweis: m gerade, n gerade, also
2|m, 2|n (Definition gerade Zahl)
m=2x, n=2y; x,yeN (Teilerdefinition)
m+n=2x+ 2y

m+n=2x+y) (Distributivgesetz)
m4n=2z (x+y=2z zeN)
2|m+n (Teilerdefinition)

m + n gerade (Definition gerade Zahl)

Die Ausfilhrungen in dieser Lerneinheit zeigen uns noch einmal:

1) Variablen stehen anstelle von Zahlen, GréBen, geometrischen Objekten, also stets fur
die Elemente eines gewissen Grundbereiches').

2) Variablen verwendet man zur Formulierung mathematischer Sdtze, beim Beweisen oder
auch beim Aufstellen von Gleichungen bei der Lésung von Anwendungsaufgaben.

Variablen wurden in vereinzelten Féllen schon in der Antike von griechischen Mathemati-

kern benutzt. Systematisch werden sie in der Mathematik jedoch erst seit Beginn des 17. Jahr-

hunderts verwendet. Die franzésischen Mathematiker FRANGOIS VIETE (1540-1603) und

RENE DESCARTES (1596-1650) haben sich um ihre Einbeziehung in mathematische Uber-

legungen verdient gemacht. Heute sind Variablen eih unentbehrliches Hilfsmittel sowohl in

der Mathematik als auch in anderen Wissenschaften (,# Bilder A1 und'A 2).

Aufgaben

1. Vervollstandige folgende Tabelle! Rechne im Kopf!
a J b |a+b|a—b|a- b I a:b

12 —6
—10 =5
- 1 —
—12 l 2
3

) Wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, soll (bei allen arithmetischen Betrachtungen) der Grund-
bereich immer die Menge der reellen Zahlen sein.
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A Arbeiten mit Variablen LE3

Gegeben ist die Gleichung y = 3x — 2.

a) Berechne y fiir die folgenden Zahlen x: 0; 10; —10; —0,5; 2,4; —1,8! Schreibe dein
Ergebnis in Form einer Tabelle auf!

b) Fir welche Zahl x erhaltst duy = —172

Uberprife, welche der jeweils in KI n geb Zahlen Lésung der
nebenstehenden Gleichung bzw. Ungleichung smd'

a) x—3=17(10;11;0) b) x* —x =12 (4;0; —3; 2)

c) 2,37x + 3,75 < 0,51 (1,35; —5,64; —0,573)

Gib jeweils alle dir bekannten Zahlenbereiche an, in denen die folgenden Gleichungen
bzw. Ungleichungen lésbar sind!

a)2x—5=8 d) 2x+1=1+ 2x g) 2x—5<3 k) 4x =12
b)3z+5=7 e) 2t +1=3+ 2t h) [x| <1 ) 7x=12

) |yl —1=6 f) 2t +1<2t—1 i) Jy—2>2 m) x2 = —1

a) Berechne Flacheninhalt und Umfang eines Kreises mit dem Radius r = 4,7 cm!
b) Der Flacheninhalt eines Kreises betrage 25,7 cm?. Berechne seinen Umfang!

Schreibe mit Hilfe von Variablen:

a) eine beliebige natiirliche Zahl, die durch 3 (bzw. 5; 7) teilbar ist;

b) eine beliebige natiirliche Zahl, die bei der Division durch 3; 5; 7 den Rest 2 laBt;
€) zwei beliebige natiirliche Zahlen, von denen eine um 7,5 groBer ist als die andere;
d) das arithmetische Mittel zweier beliebiger rationaler Zahlen;

e) die Summe aus einer beliebigen natiirlichen Zahl und ihrem Quadrat!

Durch die Gleichung z = x-y kénnen verschiedene Z hdange b
werden. Sind beispielsweise x und y die Ldngen zweier benachbarter Senen eines
Rechtecks, so ist z sein Flacheninhalt.

a) Was bedeutet z, wenn x das Volumen eines Kérpers und y die Dichte des Materials
ist, aus dem der Korper besteht?

b) Was bedeutet z, wenn x der durchschnittliche Krafistoffverbrauch eines PKW in
Liter je 100 km und y der an einem Tag von diesem PKW zuriickgelegte Weg in
km ist?

c) Gib weitere Beispiele fiir mégliche Bedeutungen der Variablen x, y und z an!

d) Gib in a), b) und fiir die in c) gefundenen Beispiele den jeweiligen Grundbereich
fur die Variablen x, y und z an!

Uberprife, ob die folgenden Aussagen wahr sind!

a) Fur jede natiirliche Zahl a gilta + a > a — a.

b) Fir jede rationale Zahl a gilta + a > a — a.

c) Es gibt eine natiirliche Zahl g, so daB gilt a + a = a — a.

d) Es gibt eine rationale Zahl b, so daB fiir jede rationale Zahl a gilta-b = 0.

e) Zu jeder rationalen Zahl a gibt es eine rationale Zahl b, so daB gilt a + b = 0.

f) Es gibt reelle Zahlen a und b, so daB gilta — b = b — a.

g) Fiir beliebige rationale Zahlen x und y gilt:
Wenn xy > 4, soist x> 2 und y > 2.

h) Fiir beliebige Punkte A und B mit A = B gibt es genau einen Punkt, der zwischen
A und B liegt und von A und B gleich weit entfernt ist.

i) Jedes Quadrat ist ein Rechteck.

k) Jedes Parallelogramm ist ein Rechteck.

1) Es gibt eine natiirliche Zahl n, so daB gilt 0| n. (1)

m) Es gibt eine Primzahl, die durch 2 teilbar ist. (L)
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Rechenoperationen unter Verwendung von Variablen

4 Zusammenfassen in Summen

@® 22 Schreibe kiirzer!
a)z+z+z+z b) ab + ab + ab c) X*+ x>+ x4+ x°

Wir wissen bereits: S gleicher S den kann man als ganzzahlige Vielfache der
Summanden schreiben. Man nennt aber nicht nur ein Produkt wie 4z, sondern auch Produkte
wie 2 2,2,52 oder —7z Vielfache von z. Dabei heiBien 4, 3 , 2,5 oder —7 Koeffizienten
von z.
@ 23 Gib alle reellen Zahlen x an, fir die gilt:

a) 2x — 12x 4 3x = 35, b) 5x + 4 — 3x = 10!

Beim Lésen von Gleichungen ist es zweckmdBig, wenn man zundchst Vielfache der vor-
kommenden Variablen durch Addition oder Subtraktion zusammenfaBt.

® 24 Begrinde die folgenden Aussagen mit Hilfe dir bekannter Rechengesetze!
Fir jede Zahl x gilt: @) 5x + 3x = 8x, b) 9x — 7x = 2x

Wir wissen, daB man z. B. 7,4 — 6,2 4+ 9,1
eine Summe nennt, obwohl dabei auch zu subtrahieren ist, denn man kann die Subtraktion
einer Zahl durch die Addition der zu ihr entgegengesetzten Zahl ersetzen:
74—62+91=74+ (—62) +91.
Entsprechend nennt man 7,4a — 6,2b + 9,1c Summe, da man dafir auch
7,4a + (—6,2b) + 9,1¢
schreiben kann. Diese Schreibweise bedeutet aber nicht, daB 7,4a positiv oder —6,2b negativ
sein muB. Der Summand —6,2b ist nur dann negativ, wenn b eine positive Zahl ist.
Die einzelnen Summanden einer solchen Summe bezeichnet man oft als ihre Glieder.

® 25 Sefze in die Summe 3,5x + 2,2y — 1,5x — 6,2y fira) x=5;y =3,b) x=6;y = —2
ein und berechne die Summe! Wie |aBt sich die Rechnung abkiirzen?

Auch bei einer Summe mit mehreren Variablen ist es zweckmaBig, jeweils die Vielfachen
der gleichen Variablen zusammenzufassen.

m 7 Wir schreiben: Wir iiberlegen:
3,5x + 2,2y — 1,5x — 6,2y Glieder der Summe ordnen
= 3,5x — 1,5x + 2,2y — 6,2y Vielfache der gleichen Variablen zusammenfassen
= 2x— 4y

Setzt man in die gegebene und die erhaltene Summe fiir x und y jeweils gleiche Zahlen ein,
so ergibt sich stets dieselbe Zahl. Wenn das Zusammenfassen nicht im Kopf méglich ist, kann
man dafiir den Taschenrechner benutzen.
m 8 Wir schreiben:

3,56x — 4,7y + 0,758x + 2,88y = 3,56x + 0,758x — 4,7y + 2,88y

Wir berechnen die Koeffizienten:

3,56 (3) 0,758 (=) [4.318] 4,7 2,88 (=) [—1.82]
Wir schreiben: = 4,318x — 1,82y
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Aufgaben
1. Schreibe mit Hilfe von Variablen!
a) das Zehnfache einer Zahl, b) das ;fache einer Zahl
c) das 3,%ache einer Zahl, d) ein Fiinftel einer Zahl
2. Nenne die Koeffizienten der Variablen!
: . s 8, _F, oo g A 8. =%
6a; —7b; 36 0,8d; % 74 g: h; 3 Tk. 5
3. Nenne die Summanden der Summen
a) 5x — 4y, b) —3x + 4y — 2,5z, c) —7x + 6,8y — 4,62!
4. Fasse miindlich zusammen!
a) 3x + 2x; S5x—7x; 5p—0; 3x—Sy; 7a—7a; 14t— 13t
b) 0,8y — 1,2y; 5,2x — 2,4x; 4,30 — 5a; 6,4z — 7,82
c) 8a+7—6a; e— 2 — 3e; 4a+ 5b—6b; Ty +8x—7y
5. Lose folgende Gleichungen! Rechne weitestgehend im Kopf!
a) x+2x+3x=2k b)4d+5d—d=72 )15y —2—9y =10 d)3p—7 +p=5
6. Berechne die Summen méglichst rationell fir u=3, v=2 und v = 2,4, v = 52!
a) 2u—3v—5v—Tu b) 2,3v — 3,2u + 4,7v — 1,8u
) yu—3v—av+tu d) 63— 0,18y — 7,9 — 0,88y
) Uberpriife so einfach wie méglich, ob x = 2,2 und y = 1,8 die folgenden Gleichungen
oder Ungleichungen erfillen!
a) 2x + 3y + 5x— 6y = 10 b) S5y —3x— 7y + 6x <2
c) 5,32x — 4,8y — 6,74x + 3,63y = —5,23
d) 2,7x — 5,3y + 8,56x + 9,7y > 70
8. a) Udo denkt sich eine Zahl, verdoppelt sie, addiert 5 und subtrahiert die gedachte

Zahl. Wie kann man die gedachte Zahl ermitteln, wenn man Udos Ergebnis kennt?
b) Erfinde selbst ein dhnliches Zahlenratsel!

Fasse zusammen!

9.0
10.1

1.1

124

14.

@) zp—3p b Fd—3d o Ex—T1-2x d—Id+3d—1d

a) 53b— 3,5~ 6,1b b) 7,2f — 8,79 — 5,8f + 3,2g

c) 0,82a — 7,4b — 6,32 + 7,3%9a — 0,874 + 0,014b

a) 15 ab + 4ab — 10ab b) —6xy — xy + 8xy - c) —4m® + 10m* — 8m?
d) 11x% + 4x — x? — 9x e) 2y — 3y + 2y — y? f) 5ab — a? — 6ab — 3a*
g) —25k* — 32k* + 48k* h) mn + 2n — 8m

a) 5ab + 3ac — 7bc + 6ab + ca — 5ba + 11ac — 6ébc (L)

b) 30x* + 40y* + 50z* — 80x* + 10z — 30y? (L)

Schreibe a) 2u, b) v, c) 3,57w, d) —4x, e) —y; f) —0,78z als Summe mit zwei
Summanden!

Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Zusammenfassen
hervorgeht!

a) 3k—8x— [ ]+ 3x=—2k—5x ()

b) —8x+ [+ [_]+ 5a=—5x+10,2a
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15.  Ralf hat Summen zusammengefaBt. Wo hat er Fehler gemacht? Begriinde!
(1) 8a + 9b = 17ab (4)ab—a=0Db (7)a+a=a?
(2) 9ab — 5ab = 4ab (5) 5a + a =50  (8) 5a + 7a = 12a*
(3) 12ab — 9ab = 3 (6) a* + a* = a* (9)7a—a=7a

16.* Gibt es jeweils Zahlen a und b, so daB man beim Ei in die Gleichungen aus
Aufgabe 15 auf der linken Seite die gleiche Zahl erhdlt wie auf der rechten? (L)

5 Addition von Summen

@ 26 Zu 278 ist die Summe von 345 und 122 zu addieren!
a) Schreibe die Aufgabe mit Hilfe von Klammern auf!
b) Berechne das Ergebnis auf unterschiedliche Weise! Begrinde dein Vorgehen!

Fir die Addition reeller Zahlen k wir das K tativ- und das Assoziativgesetz:
Fir alle reellen Zahlen g, b und c gilt:
a+b=b+a

a+(b+c)=(a+b)+c ~
Aufgrund des Assoziativgesetzes kann man statt a + (b + c) bzw. statt (a + b) + c einfach
a + b + c schreiben. Sind reelle Zahlen zu addieren, so kénnen aufgrund dieser Gesetze
- Kl num S ggel (aufgeldst) werden,
-5 den beliebig miteinander vertauscht werden.
Summen und Produkte reeller Zahlen sind wieder reelle Zahlen. Daher lassen sich diese
Regeln auch -anwenden, wenn in a + b 4 c die Summanden
— Produkte von reellen Zahlen
— Summen von reellen Zahlen sind.

m 9 a) 7a+ (5b— 4a) (Klammern auflésen)
=7a+ 5b — 4a (Ordnen)
=7a— 4a + 5b (Zusammenfassen)
=3a+ 5b
b) (15a + b) + (—4a + 3b) (Klammern auflésen)
=15a + b + (—4a) + 3b
=15a+b— 4a +3b (Ordnen)
=15a— 4a+ b+ 3b (Zusammenfassen)
= 11a + 4b

@ 27 Berechne méglichst einfach —5x + (=2 + x) + (3y — 2x) fir x=—2und y = —3!

Aufgaben

1. Peter vertauscht die Summanden der Summe 5b — 4a und erhdlt 4a — 5b. Was meinst
du dazu?

2% Lése die Klammern auf und fasse zusammen!

a)u—v+@79—uv+v) b)—132+(10—0a +c—a €) 7b* + (3b* 4 2ab)
d) (4x +8) + (x—1) e) (32c —16d) + (6c +7d) f) 2a® + (3a® — a%b)
9 (Fx+3)+(EF—2 m (Za+3b)+(Fa—5b) D (63a—7.2b) + (—270)
k) (7Ta®+7a—3) + (—4a*—2a+7) 1) (U + 2uv + v3) + (uv — v —v?)
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w

Schreibe mit Hilfe von Klammern und vereinfache!

a) Addiere zu 7a die Summe 5a + 7!

b) Zur Differenz 1 — 5x ist 8x zu addieren!

€) Addiere die Differenzen 2m? — 3mn und —m? — mn! (1)

4. Ersetze in
a) T, + T, b) T, + T, ) T,+T,
T, durch 3,2x — 4,9y; T, durch 16,3x + 7,2y; T, durch —3, 75y — 52x — 7 und ver-
einfache so weit wie moglich!

5. Berechne méglichst rationell
a) (—6u — 8v) + (7u + 6v), b) (2u —v) + (—3u — 4v)
fir v=75 und v=—25!

6. Die in Zentimeter g 1en Seitenldngen eines Dreiecks haben die Zahlenwerte
x+y, z— x und 10 — 2y.
a) Wie groB ist der Umfang eines solchen Dreiecks? (L)
b)* Gib fir x, y, z Zahlen an, so daB man aus den angegebenen Seiten ein Dreieck
konstruieren kann!

7. Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Vereinfachen her-
vorgeht!
a) Sx+ (Iy—[_)=5x+7y—3z
B) (u+ )+ 1+ =5u—3r
P2+ J-[_DP=a+3b(
ayém+ C ]~ 5) + - D=bn—p O

8. Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl gréBer als Null.
a) Gib den Vorgénger und den Nachfolger von n an!
b) Wie groB ist n, wenn die Summe aus n, dem Vorgdnger von n und dem Nachfolger
von n gleich 276 ist?

9. Die Summe aus drei aufeinanderfolgen-
den natirlichen Zahlen betragt 102. Be-
rechne diese Zahlen! (L)

10.*  Einer der bedeutendsten deutschen Mathe-
matiker war CARL FRIEDRICH GAUSS (1777
bis 1855), der sich auch groBe Verdienste
auf dem Gebiet der Physik erwarb. lhm zu
Ehren wurden im Jahre 1977 zu seinem
200. Geburtstag eine Medaille und Sonder-
briefmarken herausgegeben (,* Bild A 3).
Schon als neunjdhriger Schiiler wber-
raschte GAUSS seinen Lehrer, als dieser
seiner Klasse die Aufgabe stellte, die na-
tirlichen Zahlen von 1 bis 40 zu addieren.
GAUSS ermittelte die Summe innerhalb

Mi

iger durch die folgende Rech- Bild A 3: Carl-Friedrich-Gauss-Medaille;
nung: gestiftet von der Akademie der Wissen-
S L schaften der DDR, Berlin 1977

- - -
1+ 2+3+... +38+39+ 40 =20 -41 =820
~ -
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a) Erlautere diesen Rechenweg!

b) Es sei n eine beliebige natirliche Zahl. Berechne die Summe s der natirlichen

Zahlen von 1 bis n!
Hinweis:
s=1+ 2 4+ 3 +-+@=2)+(C—1)+n
s=n+Mm—1)+@O—2)+ -+ 3 + 2 +1
Berechne zundchst 2s! (L)

c

~

von 1 bis 100!

6 Subtraktion von Summen

@® 28 Von 375 ist die Summe der Zahlen 25 und 215 zu subtrahieren!
a) Schreibe die Aufgabe mit Hilfe von Klammern auf!

Berechne mit dem unter b gefundenen Ergebnis die Summe der natirlichen Zahlen

b) Berechne das Ergebnis der Aufgabe auf unterschiedliche Weise! Begriinde dein

Vorgehen!

® 29 Erganze die folgende Tabelle!

a 3 —4,8 n
—a —35 1 0
) 2
(—1)-a 1 —2
Fir jede Zahl a gilt (—1) - @ = —a. Die entgegengesetzte Zahl zu a erhdlt man also auch

durch Multiplikation mit —1.
@ 30 Ergdnze folgende Tabelle! Rechne im Kopf!
a I b l c la—(b+c) a—b+c g—b—c

8 2 3
—7 51 —
—5 —4 7

-3 —2 0
Fur die in der Tabelle gegebenen Zahlen g, bund c gilta— (b +c)=a—b—c.
Frage: Gilt diese Gleichung fir beliebige Zahlen a, b und c?

Zur Beantwortung der gestellten Frage iberlegen wir:
— Von der Zahl a ist die Summe b + ¢ zu subtrahieren.

— Die Subtraktion von b + ¢ kann man durch die Addition der zu b + ¢ entgegengesetzten

Zabhl ersetzen.
— Die zu b + ¢ entgegengesetzte Zahl ist (—1) * (b + ¢).
Es ist
(=1)-b+c)=(=1)b+(=1)-c (Distributivgesetz)
=(=b)+ (—¢)=—=b—c.
Damit erhalten wir:a— (b+¢)=a+ (—b—¢)=a—b—c.

Ergebnis: Fir aile reellen Zahlena, bund cgilta—(b+c)=a—b—c.
Man kann also eine Summe subtrahieren, indem man jeden Summanden subtrahiert.

2 (000810)
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m 10 a) 7a — (5b — 4a) (Klammern auflésen)
= 7a — 5b — (—4a)
=7a— 5b + 4a (Ordnen)
= T7a + 4a — 5b (Zusammenfassen)
= 11a — 5b

b) 7a — (—5b — 4a)
=7a — (—5b) — (—4a)
=7a + 5b + 4a
= 11a + 5b

€) —(2x + 3y — 52) + (5x — 7y) — (—8x + 3y — 27)
=—2x—3y +52+5x—T7y + 8x— 3y + 2z
=—2x+5x+8x—3y—7y — 3y + 5z + 2z
=11x—13y + 7z

m 11 Wir lésen folgende Gleichung:
2x— (Bx—17) + (6x—5) =5
2x—3x+ 17+ 6x—5=5
2x—3x+6x+17—5=5
5x+12=5
x=—14

@ 31 Erldutere alle Schritte im Beispiel A11 und mache die Probe!

Aufgaben

Lése die Klammern auf und fasse zusammen!
1.1 @) Sx—(@Bx+3y) b) —11—(10—a) <) 8a—(—7b+2d) d) — (3x—3y)
e) —(—4a+7b) f) S5a+b— (3a— b+ ) g) (Bx*+ 7x) — (—x2 + x)
h) — (18c — 7d) — (13c — 11d) ) 0,6y — (3,2y +07)
®) (11,50 — 3,4v) — (—7,4v) Q) —3,47a — (—547a — 1,48b)
2.1 n)—(%x+%)—(—0.6—x) b) —(%a—‘?b)+(%a-—%b)
€) —(253x — 18,4y) + (—9,7x — 7,3y)
d) —(4,37a* — 5,91ab) — (—2,31a% — 5,79ab) (1)
e) (—5x—3y +2)— (—3x+2 — 1)+ (2x + S5y—3) (1)
3 Schreibe mit Hilfe von Klammern und vereinfache!
a) Subtrahiere von 8x die Summe 5x + 7!
b) Von 3 — 5a ist —7a zu subtrahieren!
¢€) Subtrahiere 5z — 7u von —11z!

4, Gegeben sind die Differenzen ém — 5n und —3n — 11m.
a) Addiere die Differenzen!
b) Subtrahiere die Differenzen voneinander!
) Begriinde, warum die Aufgabe b) nicht eindeutig I&sbar ist!
5. Ersetze in
aT,—T, b)T,—-T, Y Ti—T,+T, d) —T,+T,—-T,
T, durch 7,3a — 5,7b, T, durch —10,1a — 3,6b, T, durch 0,9b + 9,3a und vereinfache
so weit wie méglich!
Wodurch unterscheiden sich die Ergebnisse der Aufgaben
a) und b) bzw. c) und d) voneinander? (L)
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6. Schreibe als Differenz zweier Terme!
a) 3a — 4b— 6 (L) b) 5xy + 3xz + 7yz €) —4u? 4+ 11v —7w
7. Berechne méglichst einfach

a) —3u— (Ju—5v) —7v b) —(5u — 7v) + (—2u + 3v)
c)* (% v? — 0,4uy — 1,5v2 + 1) —_ (v’ — % uy + 0,6u’) (L)
fir u=—24 und v=17!

8. Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Vereinfachen her-
vorgeht!
a)3a— (_]—5b)=—a+5b b) 7x—(_]-[_D=6x+3
o —3c—(_]—8)—(__J-[_D=—b+e()
d) *Gib jeweils an, wieviel Méglichkeiten es zur Ausfillung der Késtchen gibt, wenn
in jedes Kastchen nur ein Vielfaches einer Variablen geschrieben werden soll! (L)

9. Lose folgende Gleichungen!
a) 5x— (7—2x) +8=15 b) 7z — 6 — (5—3z) = 14

-10‘ Begriinde, daB fiir beliebige reelle Zabhlen a, b, ¢, d und e gilt:
(@a—b)+(c—d—e)=(a+c)—(b+d+e!

11.  Axel schreibt eine Zahl auf. Er subtrahiert das Dreifache dieser Zahl von 7. Nun
subtrahiert er die erhaltene Zahl von der notierten und erhdlt 29. Welche Zahl hat
Axel aufgeschrieben?

42.  Setze in den folgenden Gleichungen Klammern so, daB die entstehenden Gleichungen
fiir beliebige reelle Zahlen x, y und z gelten!
a) 7x— 5y — 3z =7x— 5y + 3z b) —7x + Sy — 3z = —7x — 5y — 3z (L)

13. a) Fir welche reellen Zahlen a und bgita—b=>b—a?
b) Andere die rechte Seite dieser Gleichung unter Verwendung von Klammern so ab,
daB die neue Gleichung fir alle reellen Zahlen a und b gilt!

7  Multiplikation von Produkten

@ 32 a) Bilde das Produkt von 2,5b und 4a!
b) Berechne es ohne Taschenrechner fir a =3, b=7, fir a=21, b= —5, fur
a=—03,b=—08!
©) Wie lassen sich diese Berechnungen vereinfachen?

Produkte aus Zahlen und Variablen kann man vereinfachen, indem man die Zahlen (Koeffi-
zienten) multipliziert und deren Produkt als Koeffizient vor das Produkt der Variablen setzt.
Wir wenden dabei das Kommutativ- und das Assoziativgesetz der Multiplikation an. Zur
besseren Ubersicht ordnet man die Variablen alphabetisch.

m 12 25b-4a=1254"b-a=10ab

Kommen gleiche Variable in den Faktoren vor, kann man die Produkte weiter vereinfachen.
Dabei nutzen wir die Potenzschreibweise.

@ 33 a) Schreibe kirzer: a+a, a-a-a, a-a-a-a-a-a-a!
b) Was bedeutet a, wenn n eine von Null verschiedene natiirliche Zahl ist?
c) Wie nennt man a und n in der Potenz a"?
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m 13 a) 06ab-7a=067-a-q-b=42a%
b) 4ab - (—10ab) = 4 (—10)-a-a-b- b = —40a?b?
€) 2,2a%-5b% = 2,2-5-a?-b- b2 = 1102
d) (—2,50%) - 2+ (—3ab) = (—2,5)- 2 (=3) - a*- a- b = 15a%

Aufgaben

Vereinfache! (Die Aufgaben 1 und 2 sind im Kopf zu Iésen.)

1.7 a)1,2x-5 b) (—1,3)- 2y 95zt d) (—=3,7u)-Ov
e) 7a-5b f) 9x- (—3y) g) (—6e) - (—3f) h) 0,3x- 5y

2.0 @) (—3a)-2b- (—c) b) 4x- (—5y)- 2z
) (=2p)(—4q)- (—=m)  d) (—2x)-0-(—0,73y)

3.7 a) 2,5k (—0,41) b) 4,5-(—1,2v) c) 0,4u - (—0,2v)
d) —é6p- (— % q) e) (—1,5r) - (—0,25s) f) 7.3p-0p

47 a) 5m-3m b) 2,5x - 3x c) —6,2t-2t d) (—6c?)-3c

e) (—x2) - (—x%) f) 6a*(—3a?) g) —3c2 2 h) 3ab - (—20?)
i) (—5ab)-10ab k) 1,25x% - 1,82 (1) 1) 2,8x% - 0,34xy (L)
m) (—3,36d) - (—0,225¢°) (L) () 6xy - (—5y2) (—2xz) ( ©) —Sab- 2av - (~Tbv)
5.%7 @) (—8a%b%)- (—2ab%c®) (L) b) (—2,5m*n%p) - (—3,4m?np?) (L)
6.1 @) 7a - 3ab + 6a2- 8b b) (—9m?) - 5n + 8mn - 4m
O* (—3%) - (=5xy) + (—2x9) - 7x (L)
7. Berechne 3,5ab - 0,2b fiir a = 1,6 und b = 0,45!
8. Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Vereinfachen her-
vorgeht!

a) Sxy-[_]=35x2 b) (—7ab) - ] = 56abx
) éutv-[ ] = —54udv d) (—8mn)- [ ] = 48m*n?
9. Fasse a) 12xy, b) —15y2, c) 3x?, d) —25x'2 jeweils als Produkt zweier Fakioren auf!
Wie kénnen die beiden Faktoren heiBen?
10. Tom hat Produkte vereinfacht. Suche nach Fehlern!
a) 5a%b - 0,7b% = 3,5a%h? ©) 7yz-3az = 21z%a
b) —3ab: (—5x) = —15abx  d) 6a?- 4a® = 24qs

8 Division von Produkien

@ 34 Schreibe die folgenden Quotienten?) mit Hilfe eines Bruchstrichs und kirze danach!
a) 6xy:15 b) 12xy:y €) 24xy: (3x)

‘) Kommen im Divisor eines Quotienten Variable vor, so sollen diese stets fir von Null verschiedene
Zahlen stehen.
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® 35 Der Quotient aus den Produkten 20-12 und 3-4 soll aufgeschrieben werden.
Axel schreibt (20-12): (3 4), Beate (20-12):3-4, Christa 20-12: (3 - 4), Daniel

20-12:3- 4, Elke zg::z . Wessen Schreibweise entspricht der gestellten Aufgabe?
Begriinde! (L)

Sind Produkie zu dividieren, so empfiehlt es sich, beim Schreiben des Quotienten anstelle des
Divisionszeichens ,,:** den Bruchstrich zu verwenden. Man vermeidet dadurch MiBverstind-
nisse. Quotienten, bei denen Dividend und Divisor Produkte aus Zahlen (Koeffizienten) und
Variablen sind, lassen sich haufig durch Kiirzen vereinfachen.

63x 9x 2,1u 0,7u 4 21u _ 2u _ Tu

n 14 0)7_y= y c)—3v_= v 99T B T 3w T tov

45a ; 35x2 35-x-x S5-x

b) 35 =7 ) S =T _5="
48x%y — 48-x-x-y 4 x lx( 4 )

e) Sl ) = i S5
—36xy 36-x-y 3 3 3
—24a? 24-a-a 1 1

f) B~ t Baaaae - Toaa 2@

Manchmal schreibt man einen Quotienten z. B. aus 35x2 und 7x auch in der Form 35x2: 7x.

Dann wird stillschweigend vorausgesetzt, daB dies 35x? : (7x) bedeuten soll (wus dasselbe ist

7x

® 36 Berechne 35x2: (7x) und 35x2:7 - x fiir x = 2!
Vergleiche!

wie 35x2 - 1—) und nicht etwa 35x2:7 - x.

Aufgaben

Vereinfache! (Die Aufgaben 1 und 2 sind im Kopf zu I6sen!)
1.7 a) 6,4abc:8 b) 27xy: (—9) c) 1.8xyz:z d) 4mn?:m

z 8ab 15mn —bxy —10pq 4mn 8ax
21 a3 D= 9= 9~ ) wr ) —oga
3. @) 6abc: (—3c) ¢) 15ab : (—5ab) ) (—2pq) (% pqr)

b) (—24xyz): (—8y) d) (—4xyz): (—4xz) f) 27a%x: (18ax?)
4.7 a) 3a*b: (6a?) b) 3,2xy?: (8x) €) 5,4cd: (9¢?) d) 7,2uv?: (24v)

T 8a?b 16x%? 24ab? —2a%b% Ors
51 9) 55 ) %y ©) 3 9) e ) o5
—9ab? 20m3n® 25a%b? 22x%z 2,2xy%z*
b) 3ab d) S5m*n? f) —15ab h) 1,1xy%z k) 11x?yz?
o 27a%b3 35a2b2 0,6x% 1,5x%z
»* ——, e -—
6. a) 9ab? 7ab_ - b) 0,3xy Sxz O]
a . —25ab* . . e
7.7 @) Gib zum Berechnen von mit dem Taschenrechner einen méglichst kurzen

—15a%
Ablaufplan an!

b) Berechne den Quoti nach dei Ablaufplan fir a = 0,37, b = 2,3 und fiir
a = —0,65, b = 7 auf jeweils zwei Stellen nach dem Komma!
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9  Multiplikation von Summen

® 37 Berechne das Produkt 0,75 (4 + 3 b) fir a = 1,54 und b = 2,37 mit dem Taschen-
rechner! Schreibe zundchst einen Ablaufplan fiir diese Berechnung auf!

Die Berechnung des Produktes im Auftrag A 37 1aBt sich vereinfachen. Dazu formen wir das
Produkt mit Hilfe des Distributivgesetzes in eine Summe um:

075 1ba+ b) =075 40 +075- b
= 3a-+2b

@ 38 Berechne die Summe 3a + 2b fiir die im Auftrag A 37 gegebenen Zahlen mit dem
Taschenrechner! Vergleiche den Rechenaufwand dieser Berechnung mit dem im Auf-
trag A 37 erforderlichen!

Die Auftrige A 37 und 38 zeigen: Manchmal ist es zweckmaBig, Produkte der Form a(b + c)
in eine Summe umzuformen.

m 15 @) x(y —2) —y(x + 2) + z(x — y)
=Xy — XZ— yX — yz + zx — zy
=X} —XZ— Xy —yZ+ Xz2—yz
= —2z

b) 2a%(8a — 5ab + 7b?) = 2ad*- 8a — 2a?- 5ab + 2a?- 7b?
= 16a®> — 10a°b + 14a?b?

) (ab+ac)——ab 5 +ac __"_b+E=

a a

o

+c

Die Multiplikation der Summe ab + ac mit l ist gleichbedeutend mit der Division dieser
Summe durch a. Mun kann also die Division einer Summe s durch eine Zahl a auf die Muylti-

plikation von s mu — zurickfihren.

m 16 (150b— 5bo): (5b) = (15ab — Sbe) - [ = 130 _ e _ 55

Aufgaben

Forme folgende Produkte in eine Summe um! Rechne im Kopf!
11 @) 7@x—5y) ) —3x(05x—01y) ) (3m—2n+5)-(—7m) g) yo(ya—+b)
b) (Su—9v):7 d) 9a(a — b + ¢) f) (—a) (6ab + 3c — 4)
2.0 @) 0.7x(0,7xy + 01y — 0,4) b) — L u(—6u?— %u +12) <) (3x—5v): (15
3. Lése die Klammern auf und fasse zusammen!
5x —7(2x — 1) ) 3y(2 — x) + 4xy ulv — w) — v(u — w)
/A ha(6b — 3) — 5(3a £ 2ab) €) —3(a + 7f + 5(a — 3) — 8(2a + 1)
f) 2,7x*(1,4x — 3,2xy) — 1,5x(2,3x* — 1,8y)
4. Berechne méglichst einfach mit dem Taschenrechner! Runde auf Hundertstel!
a) 3u(v —w) fir v=2874 v=1591 und w= —347
b) 3(2a + 5b) — 5(3a — 4b) fir a= J1,5% und b= 2,35
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5. Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Vereinfachen her-
vorgeht!

a) 3x+[_)—1.5x=15x—3y

b) [ (4v* — 7u + 8) = 28u® — 49u? + 56u

c)*S(I:— ) + 2x— 3y = —18x + 2y (L)

6.  Esseien a und b rationale Zahlen, und es gelte —3(a — b) > 0. Gilt dann auch a > b?
Begriinde deine Entscheidung! (L)
7. Lése folgende Gleichungen!

a) 6(x + 5) =72 b) —5(x — 7) = 50

) 32x—4)— (x+7)=—14 d) 2(7 — 3y) + 3(2y — 1) = 53
8. Ein Rechteck habe die Seitenldngen a = 4,5 cm und b = 2,5 cm.

a) Berechne den Flacheninhalt des Rechtecks!

b) Wie andert sich der Flacheninhalt, wenn b um 1,2 cm vergréBert wird?

c) Die Seite b werde um x (gemessen in cm) vergréBert. Gib den Flacheninhalt in
Abhéngigkeit von x an! Berechne den Flacheninhalt fir x = 0,8 cm; x = 2,4 cm
und x = 8,7 cm!

9.*  Eine Aufgabe aus dem Jahre 1494:

Oben auf einem Baum, der 60 Ellen hoch ist, sitzt

eine Maus, unten auf der Erde eine Katze. Die Maus

klettert jeden Tag 17 Elle herunter und in der folgen-
den Nacht wieder % Elle in die Hohe. Die Katze
klettert jeden Tag 1 Elle hinauf, in der Nacht 17 Elle

herunter. Nach wieviel Tagen erreicht die Katze
die Maus? (L)

10 Ausklammern Bild A4

Nicht immer ist es zweckmaBig, Produkte der Form a(b + c) in eine Summe umzuformen.

Will man z. B. 5(7 + 3) ermiiteln, rechnet man gewiB 5- 10 = 50 und sicher nicht
5:74+5-3=235+415=50.

Fir manche Berechnungen ist es umgekehrt sogar giinstig, Summen der Form ab + ac in

ein Produkt umzuformen.

® 39 a) Berechne die Summe 2uv + 2uw fir v = 2,4; v =37 und w = —1,8 mit dem
Taschenrechner! Schreibe zundchst einen Ablaufplan fir die Berechnung auf!
b) Begriinde: Fir alle rationalen Zahlen u, v und w gilt: 2uv + 2uw = 2u(v + w)!
c) Berechne 2u(v + w) fir die in a) gegebenen Zahlen v, v und w mit dem Taschen-
rechner! Schreibe auch dafir einen Ablaufplan auf!
d) Vergleiche die Anzahl der Eingabeschritte in den Ablaufpldnen bei a) und c)!
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Beide Summanden der Summe 2uv + 2uw haben den gemeinsamen Faktor 2u. Deswegen
1Bt sich diese Summe nach dem Distributivgesetz als Produkt 2u(v + w) schreiben. Man
sagt, daB der gemeinsame Faktor 2u ausgeklammert wird. Die Glieder in der Klammer
erhdlt man, indem man die urspriinglichen S den durch den geklc rten Faktor
dividiert.

m 17 Die Summe 3ab + 9ac ist in ein Produkt umzuformen!
1. Wir suchen einen gemeinsamen Faktor der beiden Summanden, den wir aus-
klammern. Ein solcher Faktor ist z. B. 3a.
2. Wir dividieren die gegebenen Summanden durch 3a:
3ab:3a = b; 9ac:3a = 3c.
3. Ergebnis: 3ab + 9ac = 3a(b + 3c).

@® 40 Gib zwei andere Méglichkeiten an, die Summe 3ab + 9ac als Produkt zu schreiben!

Manchmal ist in einer Summe ein gemeinsamer Faktor der Summanden nicht sofort zu er-
kennen. Dann ist es zweckmaBig, die einzel S den weitgehend in Faktoren zu zer-
legen.
m 18 9x%y — 27x%? + 15xy?

=33 x'xy—3-3:3-x"x'y'y+3-5-x-y-y

= 3xy(3x — 9xy — 5y)
Aufgaben
1. KiI e in den folgenden S den jeweils angegeb gemei Faktor
aus!
a) 5x + 30y : Faktor: 5
b) 8m? + 16mn — 44mn? Faktor: 2; 4; 4m; —4m
c) —14u?v + 21uv — 35uv? Faktor: 7uv; —7uv
d) 3ab— 1 abz— 8b2 Faktor: 1 b

Forme folgende Summen in Produkte um!
2.1 a) 5a+ 5b b) 7x — 14y c) 0,6x + 1,2y d) 3a +7b e) 12a — %

f) 7uv + 7uw @) ma — wb h) xy +y i) 5a+ 7a k) 11ab — 11a
3.0 a)15ab—5bc  b) 24uv — 72v ¢) 36ab — 72ba d) 1,5x + 4,5x2

e) a3 +b2)/3 ) —2luv—35uw  g) a>— ab h) a*—a

i) 7a%b — 21ab®> k) y> — 3y 1) 3,5xy — 4,5xy m) 26mn — 39pq
41 ) 4v—12uv — 24v - _b) Yu — 27uv — 36uv? €) x*+ 2x2— x

d) 3ab + 9ac — 12ad e) x* + 4x® — x? f) 15ab? — 25a2b? 4 5ab?

5¢ Uberprife, ob folgende Umformungen richtig sind! Korrigiere gegebenenfalls!
a) 24ax + 36ay — 48az = 12a(2x + 3y — 4z)
b) —x* — x2 + 2x = —x(x*— x + 2)
) 3a®— 120 + a = a(3a* — 12d)
6. Ergdnze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Ausklammern her-
vorgeht!
a) 5x+ 15y — [ | =5(x + 3y — 22)
b) [ ]— 4ac — 8ad = 4a(2a — c — 2d)
7. Berechne méglichst einfach 15a?b — 25a2bc + 20a2bd fir a = —0,8; b = 1,9; c = 3,4
und d = —2,6!
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8. Lose folgende Gleichungen!
a) x(x—3)=0 - b)y*+y=0 c) 7x—21x2=0

9.  Forme 7x(a — b) + 13y(a — b) in ein Produkt um! (L)

15abc
10.* L e = g
Berechne T e fira=2b=3undc=6!(l)

\

11 Multiplizieren von Summen mit Summen

®
=
=

Das Bild A5 zeigt ein Rechteck ABCD

mit den Seitenlangen a + b und ¢ + d.

a) Gib den Flacheninhalt des Rechtecks
ABCD an!

b) Driicke diesen Flacheninhalt durch
die Flacheninhalte der vier verschie-
den markierten Teilrechtecke aus!

Fir die Seitenldangen a, b, c und d im Bild A 5
gilt offenbar Bild AS
(a + b) (¢ + d) = ac + ad + bc + bd.
In dieser Gleichung sind a, b, c und d Variable fiir GréBen, deren Zahlenwerte positive Zahlen
sind. Gilt diese Gleichung auch fiir beliebige Zahlen a, b, ¢ und d?
Zur Beantwortung dieser Frage versuchen wir, das Produkt (a 4 b) (c + d) schrittweise in
eine Summe umzuformen. Um auch hier mit dem Distributivgesetz arbeiten zu kénnen, setzen
wir voriibergehend ¢ 4 d = e und erhalten:
(a + b) (c + d) = (a + b)e.
Das Produkt (a + b)e kénnen wir in eine Summe umformen:
= ae + be (Distributivgesetz)
Fur e setzen wir wieder ¢ + d ein:
= a(c + d) + b(c + d).
Die beiden Produkte formen wir auch in Summen um:
= ac + ad + bc + bd (Distributivgesetz)

Ergebnis:

Beachte: Bei der Multiplikation zweier Summen muB jeder Summand des ersten Faktors mit
jedem Summanden des zweiten Faktors multipliziert werden:

/I
fa+bllc+d)=0c+ad+ bc +bd
.

Diese Regel 1aBt sich auch dann anwenden, wenn q, b, c und d Produkte (Vielfache) von
reellen Zahlen sind.

m
m 19 (2u—w ) (5x —3y) = 10ux —6uy — S5wx + 3wy
N '
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Aufgaben
Multipliziere und fasse, wenn méglich, zusammen!
1.7 a) (a+b)(c—d) b) (a— b) (c—d) ) (r—3)(s+1)
d) (2m + n) (3x — 4y) e) 5a+3)-2a—5 f) Sa+ 3(2a—5)
g) (5a + 3) (2a—5) (h) (5a + 3a) (x + 1) i) (b— 3c) (8b + 5¢)
21 a) (bx + ) (4x—3y) b) (b~ 0,5b) (a + 0,2a) 9 (x+3)(x+3)
d) (4z — 1) (hz— 1) e) (3,2u + 1,5) (7,80 — 2,6v) f) (3x + 4y)?
37 @) —(x+1)(x— 4) b) —(3a + b) (3a — b) ’
4.1 a) (5a — 4b — 3c) (2a — b) b) (—xy + 3yz—z) (x —y)
c) (a® + ab + b?) (a + b) d) (a — b) (a* + ab + b?)
5. Ermittle @) A- B, b) A-C, c) A-D, d) B-C, e) C-D
fir A=2a+3, B=xy—1, C=—x+1, D=2—x+ 3!
6. Multipliziere und fasse zusammen!
a) (x+1)(x+2)+ (x+ 3)(x+ 4) b) (2x — 3) (3x — 1) — (6x + 2) (x — 5)
T. Lése folgende Gleichungen!
a) 3x + 7) (x — 5) — 3x2 4 25x = 0 (L)
b) (3x + 2) (3x — 2) — Ix(x — 3) = 50 (L)
8. Berechne moglichst einfach!
a) (2x + 3y)? — (4x? + 9y?) fir x = 3,45 und y = 2,06
b) (x—y) (y + ) + y(y — x) fir x =086,y = 0,36, c = 1,2
€ x—=3)(x+7)—(x+5)(x—1)firx=n
9. Ergénze den linken Term so, daB aus ihm der rechte Term durch Multiplizieren und
Zusammenfassen hervorgeht!
) +H0+C_ D=y +2%—8 b) z+[_PE-5=2—22-15
o (2x+3) [+ |)=2x’+11x+12
& @+ CI- D=4
10.*  Forme folgende Summen in Produkte um!
a) mx + my + 10x + 10y (L) b) 7a — 7b + au — bu (L) )
c) ac + bc — 2a— 2b (L) d) x2—9 (L)
11.* Begrinde: Fir alle natirlichen Zahlen n = 2 ist n* —1 keine Primzahl. (L)
12 Beispiele fiir Beweisfilhrungen unter Verwendung

von Variablen

Wir wissen bereifs: Viele Satze iber Zahlen oder GréBen lassen sich mit Hilfe von Variablen
beweisen. In Lerneinheit A 3 findest du einen Beweis eines Satzes iiber die Summe zweier
gerader Zahlen.

@ 42 Beweise den folgenden aus Klasse 6 bekannten Satz!

Wenn zwei beliebige natirliche Zahlen durch eine natirliche Zahl n teilbar sind, dann ist
ihre Summe durch n teilbar.
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Wir wollen weitere Beispiele fiir solche Beweise kennenlernen. Es soll der folgende Satz
bewiesen werden:

derfol. n

Die Summe von drei beliebigen aufei g natirlichen Zahlen ist durch 3 teilbar.

Voriiberlegung: Zundchst bezeichnen wir diese drei natisrlichen Zahlen. Die erste Zahl sein.
Dann ist die zweite Zahl n + 1 (als Nachfolger von n) und die dritte Zahl (n + 1) + 1 =n + 2.
Die Summe dieser drei Zahlen ist

s=n+n+14+n+ 2.
In dem Satz wird behauptet, daB die Summe s durch 3 teilbar ist. Wir missen also zeigen:
Es gibt eine natirliche Zahl z, so daB s = 3- z ist. (Das heiBt, s ist das Dreifache von z.)
Wir vereinfachen dieSummess, erhalten s = 3n + 3 und klammern den Faktor3 aus: s = 3(n+1).
Die natiirliche Zahl n + 1 bezeichnen wir mit z; daher ist s = 3z. Es gibt also eine natiirliche
Zahl z (namlich die Zahl n + 1), so daB s = 3z ist. Das heiBt: s ist durch 3 teilbar.
In Kurzform kann man den Beweis folgendermaBen aufschreiben:

u 20 Voraussetzung: s ist Summe von n, n + 1, n + 2; (neN)

Behauptung: 3 |s

Beweis: s=n+n+1+n+2 (Voraussetzung)
s=3n+3 (Zusammenfassen)
s=3(n+1) (Ausklammern)
s=23z (z=n+1;zeN)
Also: 3 |s (Teilerdefinition)

@ 43 a) Formuliere entsprechende Aussagen fir vier und fur finf aufeinanderfolgende
natirliche Zahlen!
b) Beweise diese Aussagen oder widerlege sie!

Auch geometrische Satze lassen sich unter Verwendung von Variablen beweisen. Es soll der
folgende Satz bewiesen werden:

Wenn ABCD ein beliebiges Viereck ist, dessen Seiften von einem Kreis beriihrt werden
(/* Bild A 6), dann ist die Summe der Lingen zweier gegeniiberliegender Seiten gleich der
Sum\rne der beiden anderen Seitenldngen.

e

/ Bild A6 Bild A7

Bezeichnet man die Seitenldngen mit a, b, ¢, d, so muB man zeigen, daB a + ¢ = b + d gilt.

Die Geraden, auf denen die Vierecksseiten liegen, sind Tangenten an den Kreis. Wir wissen
aus Klasse 7: Haben zwei Tangenten an einen Kreis einen Schnittpunkt, so sind die Strecken
(Tangentenabschnitte) von diesem Punkt zu den Beriihrungspunkten der Tangenten mit dem
Kreis gleich lang. Bezeichnet man sie wie im Bild A 7, so gilta; = dj, 0, = b,, b, = ¢, ¢, = d,.

Also a+ ¢ = (a, + a;) + (¢, + ¢5)
= (d, + b,) + (b, + d,)
= (by + by) + (dy + dp)
= b + d.
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® 4l Schreibe eine Kurzform dieses Beweises auf! Orientiere dich dabei an dem folgenden

Lickentext!
Voraussetzung: a, b, ¢, d sind Seitenldngen eines Vierecks; die Seiten werden von einem
Kreis berihrt.

Behauptung:
Beweis: ([ S S —— (Zerlegen)
S (Ersetzen durch gleich lange
Tangentenabschnitte)
= (Grundgesetz der Addition)
=b+d . (Zusammensetzen)
Aufgaben

i 55

1*
8.%

9.*

Es sei n eine natirliche Zahl. Gib von ihr a) den Nachfolger, b) den Vorganger,
c) den Nachfolger des Nachfolgers, d) den Vorgdnger des Vorgdngers an! In welchen
Fallen muB eine Einschrankung fiirr n vorgenommen werden?

Gib eine Definition an fiir @) 2| b, b) 7 | b, €) a | b, d) a ist eine gerade Zahl, e) a ist
eine ungerade Zahl! (Dabei seien a und b beliebige natiirliche Zahlen.)

Vervollstandige zu einer wahren Aussage und beweise diese! Die Summe zweier
ungerader Zahlen ist stefs eine . .. Zahl.

Beweise, daB die Summe dreier ungerader Zahlen stets ungerade ist!

Beweise: Wenn die kleinste von fiinf beliebi: feinanderfolgenden natirlichen

Zahlen gerade ist, dann ist deren Summe gerade.
Beweise: Wenn von drei aufeinanderfolgenden natirlichen Zahlen die kleinste Zahl
gerade ist, dann ist das Produkt dieser Zahlen durch 4 teilbar.

Beweise: Das Quadrat einer ungeraden Zahl ist ungerade. (L)

Beweise: Das Produkt zweier ungerader Zahlen ist ungerade.

Vertauscht man bei einer beliebigen zweistelligen Zahl a die Ziffern, erhdlt man eine
Zahl b. Beweise, daB die Summe von a und b durch 11 teilbar ist! (L)

Zeige, daB der folgende Rechenvorteil fir alle natirlichen Zahlen, die auf 1 enden,
gilt!

112 =102 + 10 + 11 (= 121), 312 = 302 + 30 + 31 (= 961)

Beweise, daB fir die Winkel «, £, p im Bild A 8 gilt:

y=oa+ ﬂ — 180°.

Bild A8 (% AN

Zwei Dreiecke haben die Seite a gemeinsam. In dem einen Dreieck ist die Seite b um
7 cm ldnger, die Seite ¢ um 2 cm kiirzer als a. In dem anderen Dreieck ist die Seite
b’ 10 cm lang und die Seite ¢’ finfmal so lang wie a. Beweise, daB der Umfang des
einen Dreiecks doppelt so groB wie der des anderen ist! (L)

Jana rechnet mit ihrem Taschenrechner nach dem folgenden Ablaufplan:
a@XbHcHIEAH<E

Gib den Term an, den sie so berechnet! (L)



B Ahnlichkeit

Zentrische Streckung

1 MaBstébliches VergréBern und Verkleinern

Im tdglichen Leben spricht man zuweilen von Ahnlichkeit. Man stellt zum Beispiel fest, daB
Geschwister zueinander @hnlich sind. Auch in der Mathematik nennt man gewisse Figuren

x ap e i6. bestimnitan Festl i
zueinander Ghnlich, wenn sie F gungen geniig

@ 1 Von welchen der Figuren b bis f im Bild B1 wirdest du sagen, daB sie zur Figur a
dhnlich sind?

Bild B1

Mit Sicherheit erhélt man zu einer (eb oder raumlichen) Figur eine dhnliche, wenn man
sie maBstdblich darstellt. Fertigt man von einem Filmnegativ verschieden groBe Fotos an,
so sind diese auch zueinander dhnlich. Wie bei Landkarten, technischen Zeichnungen usw.
kann man auch hier einen MaBstab angeben. FaBt man das Foto 2b als VergréBerung des
Fotos 2a auf, so ist der MaBstab der Quotient der Lénge einer beliebig gewdhlten Strecke
CD im Foto 2b zur Lénge der ihr entsprechenden Strecke AB im Foto 2a. Messen ergibt
beispielsweise:

Lénge Ldnge Ldnge

des Mastes des Bootes des GroBbaumes
Strecke im Foto 2a 3,3cm 15 mm 11 mm
Strecke im Foto 2b 6,6 cm 30 mm 22 mm
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Es gilt
6,6cm:3,3cm = 2:1.
2 :1 erhdlt man auch fiir die Verhdltnisse der Langen aller anderen einander entsprechenden
Strecken. Das Foto 2b ist also eine VergréBerung des Fotos 2a im MaBstab 2 : 1. Umgekehrt
ist das Foto 2a eine Verkleinerung des Fotos 2b im MaBstab 1: 2. (Warum?) Statt 1: 2 schreibt
man auch 1? oder 0,5. Diesen Quotienten nennt man Streckenverhiltnis von AB zu CD.
1

Schreibweisen wie :=1;;=T: %:0.5: A_B:C_D=1:2; AB: CD = 0,5 und auch

sl

=2; CD:AB=2 sind gleichbedeutend.

2 Gib den MaBstab fiir das Foto 2c als VergréBerung des Fotos 2b bzw. fir das Foto 2b
als Verkleinerung des Fotos 2c an!

®

12. DDR-Meister- [
schaften der Kinder

und Jugend im

Segeln auf dem
Schwielowsee bei
Potsdam

Bild B 2a

i

BildB2b Bild B 2¢
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Bild B 3: Modellbahnlokomotive der Spurweite N

Vielfach werden maBstdbliche Modelle angefertigt, zum Beispiel fir Bauwerke oder Werk-
sticke. Bekannt sind die Modelleisenbahnen in den MaBstiben 1: 87 (NenngréBe HO),
1:120 (NenngréBe TT), 1: 160 (NenngréBe N).

® 3 a) Das Bild B 3 zeigt das Modell einer Lokomotive in der NenngréBe N. Es ist 122 mm
lang. Wie lang ist die Lokomotive in Wirklichkeit?
b) Bei der Deutschen Reichsbahn sind als Baureihe 132 sowjetische Diesellokomotiven
im Einsatz; sie sind 20,82 m lang. Wie lang muB ein Modell in der NenngréBe N
(TT, HO) sein?

MaBstébliche Modelle dienen nicht nur der Freizeitbeschaftigung. Architekten und Stédte-
planer bendtigen sie ebenso wie Konstrukteure von Flugzeugen oder Schiffen bzw. Erbauer
von Hafen- oder Wasserschutzanlagen.
Wie stellt man nun aber von einer Figur F eine maBstébliche
VergroBerung (Verkleinerung) her, beispielsweise fir F im
Bild B 4?
Bevor wir uns dieser Frage zuwenden, wollen wir uns
daran erinnern, wie man zu einer Figur eine dazu kon-
gruente (deckungsgleiche) erzeugte. Es wird sich zeigen,
daB uns diese Uberlegung weiterhelfen wird.
Bild B 4
Aufgaben

Ergdnze die Tabellen!

MaBstab | Original- | Bildstrecke 2B | cd
strecke \ g
N
a) | 1:40000 1em o) 7t it
b) 1:25000 400 m f) 2,.8cm 0.5
<) 10 km 2cm 3
9) 1,35m =
d) S5um 25 mm
h) | 71,2cm 3,56 m
2. Zeichne je zwei Streckenpaare mit den Verhdltnissen

a) 7:2; b) 2:7; v d) i e 25 f) 0,5!
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3. Das Bild B 5 zeigt die Stirnwand eines gedeckten
Giterwagens. Berechne die MaBe fir ein Modell
in der NenngroBe
a) HO (1:87), b) TT (1:120), <) N (1:160)!

4, a) In einem Dreieck ABC ist a = 20,0 cm,
b = 12,0 cm und ¢ = 11,3 ecm. Der Flacheninhalt
betrdagt 60 cm?. Wie lang sind die Hohen?

b) Zeichne eine 6 cm lange Strecke AB und eine
Gerade g parallel zu AB! Wabhle auf g Punkte C,
D und E! Beweise, daB die Dreiecke ABC, ABD
und ABE denselben Flécheninhalt haben!

c)*Beweise: In jedem Dreieck verhalten sich die
Hohen umgekehrt wie die zugehérigen Seiten.

Es gilt also z. B. hy: hy = b:a. (L) L .
BildBS
2 Bewegungen und Kongruenz (Wiederholung)
Aus Klasse 6 wissen wir: Bewegungen einer Ebene sind Verschieb Spiegel
(an einer Geraden) und Drehungen (um einen Punkt) sowie Abblldungen. dle man uls
Nachei d fihrungen von Verschiebungen, Spiegelungen oder Drehungen erhdlt.

Bild B6 Blld B7

® 4 Das Bild B 6 zeigt in einem Koordinatensystem auBer ABCD noch finf weitere Trapeze.
a) Welches davon ist Bild des Trapezes ABCD bei einer Verschiebung? Begrinde!
Gib die Bildpunkte A’, B', C', D' bei dieser Verschiebung durch ihre Koordinaten an!
b) Lése die entsprechende Aufgabe fir eine Spiegelung und beschreibe auch die
Spiegelgerade!
c) Lose die entsprechende Aufgabe fir eine Drehung! Gib auch das Drehzentrum
und den Drehwinkel an!
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Bild B8
Im Bild B 7 sind drei Bewegungen ver haulicht:
- Die Spiegelung an der Geraden g bildet ABCD auf A'B'C'D’ ab.
— Die Drehung um Punkt M um 90° bildet A'B'C'D’ auf A”B'"C"'D" ab.
- Die Nachei fihrung der Spiegelung an g und dieser Drehung bildet ABCD auf
AHBIICIID/I qb.
® 5 Nenne eine weitere Mdglichkeit, wie man das Trapez ABCD im Bild B 7 auf A"’B"/C"'D"’
abbilden kann durch
a) eine Verschiebung und eine nachfolgende Spiegelung,
b) eine Spiegelung und eine nachfolgende Verschiebung!

® 6 Die Bilder B 8a bis d veranschaulichen ebenfalls Abbildungen. Welche dieser Bilder
veranschaulichen Bewegungen? Beschreibe diese Bewegungen!

Abbildungen, bei denen

(a) jeder Punkt X qe -inen Bildpunkt X’ und

(b) jeder Blldpunkt Y u einen Ongmalpunk' Y hat,
nennt man kehrbar deutig. Beispielsweise sind alle Beweg kehrbar ein-
deutige Abbildungen. Bei Projekti hingegen ist nur (a) erfiillt; sie smd eindeutig, aber
nicht umkehrbnr eindeutig (/ Bild B 8c).
Wie wir bereits wissen, haben die Bewegungen einer Ebene u. a. folgende Eigenschaften:

(1) Jede Gerade AB hat als Bild die Gerade A'B".

(2) Jede Strecke AB hat als Bild die ebenso lange Strecke A'B'.

(3) Jeder Winkel hat als Bild einen Winkel gleicher GraBe.

(4) Sind zwei Geraden zueinander parallel, so sind auch ihre Bildgeraden zueinander
parallel.

3 (000810)
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(5) Sind zwei Geraden zueinander senkrecht, so sind auch ihre Bildgeraden zueinander
senkrecht.

(6) Das Bild eines n-Ecks ist ein n-Eck.

(7) Das Bild eines Kreises ist ein Kreis mit gleichem Radius.

Das Bild B 8c veranschaulicht die senkrechte Parallelprojektion der Ebene auf die Gerade g.
Bei dieser Abbildung werden alle Punkte der Geraden BC auf ein und denselben Punkt B’
von g abgebildet. Die senkrechte Parallelprojektion hat also nicht die Eigenschaft (1) und
kann deshalb keine Bewegung sein.

® 7. a) Begriinde mit Hilfe des Bildes B 8¢, daB senkrechte Parallelprojektionen auch nicht
die Eigenschaften (2) und (3) haben!
b) Zeichne eine Gerade g und einen Kreis und ermittle sein Bild bei der senkrechten
Parallelprojektion auf g! Vergleiche dein Ergebnis mit (7)!

Die Abbildung, die durch das Bild B 8d veranschaulicht wird, lernen wir bald kennen. Sie
erinnert uns an maBstdbliches VergroBern. Die Eigenschaft (2) hat sie sicher nicht, denn
2. B. ist die Strecke C'D’ doppelt so lang wie CD.

Mit Hilfe der Bewegungen haben wir in Klasse 6 definiert, wann Figuren (d. h. Punktmengen)
zueinander kongruent sind.

»1 DEFINITION: Figuren F, und F, heiBen zueinander kongruent (deckungsgleich:
F, = F,), wenn es eine Bewegung gibt, die F, auf F, abbildet.

So gilt in den Bildern B7, 8a und 8b:

ABCD ~ AB'C'D'; AB'C'D'~ A"B"C'D"; ABCD = A"B"C'D".
Durch die Definition B 1 ist die Kongruenzbeziehung auch fir krummlinig begrenzte Figuren
erkldrt. So sind zwei Kreise k, und k, mit glelchem Radius stets zueinander kongruent.
Speziell fir Dreiecke haben wir Kongr ’ gelernt [(sws), (wsw), (sss), (sSW)].")
Wenn sich auf zwei Dreiecke wenigstens einer dieser Kongruenzsatze anwenden laBt, dann
sind sie zueinander kongruent.

= 1 Die Trapeze ABCD und EFGH im Bild B9 sind durch Diagonalen in Teildreiecke
zerlegt. Diese Dreiecke sind auf Kongruenz zu untersuchen.
Lésung: Da die Dreiecke ABD und EGH rechtwinklig sind, die Dreiecke BCD und EFG
dagegen nicht, kann héchstens gelten
(1) A ABD =~ A EGH oder (2) A BCD =~ A EFG

Zu (1): AB ~ HG (nach der Vorgabe der Figuren auf Git-
AD ~ EH terpapier)
< BAD =~ <X GHE
A ABD =~ A EGH (nach dem Kongruenzsatz sws)
Zu (2): BC~FG (nach der Vorgabe auf Gitterpapier)
BD ~EG (denn A ABD ~ A EGH)
CD~ EF (denn A CXD =~ A YFE nach sws)
A BCD ~ A EFG (nach dem Kongruenzsatz sss)

') Vgl. ,,Mathematik in Ubersichten*, Seiten 169 ff.
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z .
E Y
Bild B9 Bild B10

® 8 a) Beweise durch Angabe einer Bewegung, daB auch fir die Trapeze gilt
ABCD =~ EFGH!
b) Das Viereck IKLM im Bild B 10 ist auch in Teildreiecke zerlegt. Untersuche diese
Dreiecke ebenfalls auf Kongruenz zu den Dreiecken ABD und BCD im Bild B 9!
Uberlege, ob IKLM kongruent zu ABCD ist! Begriinde deine Antwort!

Fir n-Ecke (n = 3) ergibt sich aus der Definition B1 und den Eigenschaften (2) und (3) der
Bewegungen folgender Satz:

B> 2 SATZ: Wenn zwei n-Ecke (n = 3) einander kongruent sind, dann sind
a) einander entsprechende Seiten gleich lang und
b) einander entsprechende Winkel gleich groB.

FUr diesen Satz gilt auch die Umkehrung:

>3 SATZ: Wenn sich zwischen den Eckpunllhn zweier n-Ecke (n = 3) bei Beachtung
der Reihenfolge eine kehrbar ige Zuordnung herstellen 1iBt, bei der
~ a) einander zugeordnete Seiten gleich lung und
b) einander zugeordnete Winkel gleich groB sind,
dann sind die beiden n-Ecke zueinander kongruent.

Mit Hilfe dieser Sdtze kann man oft sehr schnell entscheiden, ob zwei gegebene n-Ecke zu-
einander kongruent sind oder nicht. Beispielsweise kénnen die Vierecke ABCD im Bild
B 9 und IKLM im Bild B 10 nicht kongruent sein, denn ABCD hat einen Innenwinkel von 90°,
IKLM hingegen nicht.

Von Kongruenz kann man auch bei rdumlichen Punk gen und speziell bei Kérpern
sprechen. So sind z. B. alle Kugeln mit gleichem Radius einander kongruent alle Wiirfel
mit gleicher Kantenldnge usw. Bei serienméBig hergestellten Industrieerzeug gleich
Serie handelt es sich — von geringen Abweich durch Fertigung igkei
gesehen — um kongruente Gebilde.

ab-

g 9

Avufgaben

L Zeichne ein Rechteck ABCD mit AB = 5,0 cm und BC = 2,0 cm! Konstruiere jeweils

sein Bild a) bei der Verschiebung AC b) bei der Drehung um A mit dem Drehwin-
kel 135°, ) bei der Spiegelung an der Geraden AC!

3*











































































































































































