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A Reelle Zahlen; Arbeiten mit Variablen




Wiederholung und Systematisierung

1 Wiederholung einiger Begriffe aus der Mengenlehre

Im Laufe unseres bisherigen Mathematikunterrichts haben wir erkannt, daB
es zweckmiBig ist, nicht nur einzelne mathematische Objekte — z. B. Zahlen,
Punkte, geometrische Figuren -, sondern auch Mengen solcher Objekte zu
untersuchen.

Den Begriff ,,Menge* definieren wir nicht; wir verwenden ihn als Grund-
begriff, der nicht auf andere Begriffe zuriickgefiihrt wird. Wir haben diesen
Begriff lediglich durch zahlreiche Beispiele veranschaulicht.

Beispiele fiir Mengen sind:

(1) Die Menge der Seiten dieses Lehrbuches;

(2) die Menge der Bezirkshauptstiidte der DDR ;

(3) die Menge der natiirlichen Zahlen;

(4) die Menge M = {2; 3; 5; 7};

(5) die Menge der rationalen Losungen der Gleichung 2x — 15 = 0.
Geben Sie zehn weitere Beispiele fiir Mengen an!

Ist 4 eine Menge und gehort das Objekt x zur Menge A4, so sagt man bekannt-
lich: ,,x ist (ein) Element von 4‘ und schreibt dafiir kiirzer:

xed.
Auch diese Elementbeziehung x € A wird nicht definiert. Ist x kein Element
von A, so schreibt man: x ¢ 4.
Die Menge M = {2; 3; 5; 7} ist eine echte Teilmenge der Menge P, (P, sei die
Menge der Primzahlen). Die Menge P, ist eine echte Teilmenge der Menge N
(N sei die Menge der natiirlichen Zahlen). Fiir diese Mengen gilt also

MecP, = N.
Veranschaulichen Sie diese zwischen den Mengen M, P, und N bestehende
Teilmengenbeziehung durch ein Mengendiagramm!

Fiir die uns bereits bekannten Zahlenmengen N (Menge der natiirlichen Zah-
len), G (Menge der ganzen Zahlen), R* (Menge der gebrochenen Zahlen) und
R (Menge der rationalen Zahlen) gelten folgende Beziehungen; vgl. Bild A 1.

NcR*cR und NcGcR
Um iiberhaupt Mengen bilden zu konnen, miissen zunichst einmal irgendwelche

unterscheidbaren mathematischen Objekte (oder auch beliebige andere Ob-
jekte der Realitdt oder des Denkens) vorhanden sein. Wir wollen annehmen,

5€N, 5€6, 5eR’ 5eR
-2¢N, 266, 2¢R"* -2¢R
Ten, 1¢s Ler* Ler
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daB man jeweils alle und nur diejenigen Objekte zu einer Menge zusammen-
fassen kann, auf die eine vorgegebene Beschreibung zutrifft.

Die vorgegebenen Objekte seien etwa natiirliche Zahlen, und die gegebene
Beschreibung sei z. B. ,,x ist durch 7 teilbar. Da nun fiir jede natiirliche
Zahl n entweder 7|n oder 7 t n gilt, trifft die gegebene Beschreibung auf eirie
beliebige natiirliche Zahl entweder zu oder sie trifft nicht zu. Zu der genannten
Beschreibung gibt es also eine Menge, die alle und nur diejenigen natiirlichen
Zahlen als Elemente enthilt, die durch 7 teilbar sind.

Nun kénnen aber auch sehr verschiedene Beschreibungen zu derselben Menge
fiithren. So erhilt man beispielsweise die unter (4) angegebene Menge auch durch
die Beschreibung ,,x ist eine Primzahl und x < 10%. Die unter (5) angegebene
Menge erhilt man auch durch die Beschreibung ,.x ist das arithmetische
Mittel der Zahlen 7 und 8.

Da Mengen genau dann gleich sind, wenn sie dieselben Elemente enthalten,
ist eine Menge — unabhingig von ihren Beschreibungsméglichkeiten — durch
die in ihr enthaltenen Elemente eindeutig bestimmt. Geht man also von ge-
wissen Objekten — z. B. Zahlen, Punkten usw. — aus und gibt dann eine Be-
schreibung an, so gibt es zu jeder solchen Beschreibung genau eine Menge M,
die so beschaffen ist, da3

alle Objekte, auf die die Beschreibung zutrifft, Elemente von M sind und
alle Objekte, auf die die Beschreibung nicht zutrifft, nicht Elemente von M
sind.

Anmerkung: In mathematischen Sitzen gebraucht man haufig solche Rede-
wendungen wie

es gibt (mindestens) ein Objekt x, so daB gilt ...;
es gibt hochstens ein Objekt x, so daB gilt ...;
es gibt genau ein Objekt x, so daB gilt ...

Die unterschiedliche Bedeutung dieser Redewendungen wollen wir uns noch
einmal an folgenden wahren Aussagen klarmachen.

(1)  Es gibt (mindestens) eine natiirliche Zahl x, die die Ungleichung 3 < x <7
erfiillt.

(2)  Es gibt hochstens eine Primzahl zwischen den Zahlen 8 und 12.
(3) Es gibt hochstens eine Primzahl zwischen den Zahlen 8 und 10.
(4) Es gibt genau eine gerade Primzahl.

Der erste Satz stellt die Existenz einer natiirlichen Zahl mit einer gewissen
Eigenschaft fest. Es wird nichts dariiber ausgesagt, ob es nicht eventuell noch
mehr Zahlen mit der verlangten Eigenschaft gibt. Der zweite Satz bedeutet:
Wenn es iiberhaupt Primzahlen x und y gibt, die die gestellte Bedingung er-
fiillen, so gilt x = y. Entsprechendes gilt fiir die dritte Aussage.
Die Aussage ,.es gibt genau eine gerade Primzahl* ist gleichbedeutend mit der
Aussage ,.es gibt eine gerade Primzahl und es gibt hichstens eine gerade Prim-
zahl®. '

Aufgaben a 1 bis 14



2 Bisher durchgefiihrte Zahlbereichserweiterungen

Natiirliche Zahlen sind die Zahlen 0, 1, 2, 3,4,5,6,7, ...
Welche Rechenoperationen sind im Bereich der natiirlichen Zahlen uneinge-
schrénkt ausfiihrbar?
Sind @ und b beliebige natiirliche Zahlen, so hat die Gleichung
) a + x = bin N genau dann eine Lésung, wenn a < b gilt;
a*x = b(a+0)in N genau dann eine Losung, wenn a| b gilt.
Sind die genannten Gleichungen in N 16sbar, so sind ihre Losungen eindeutig
bestimmt. Fiir diese Losungen schreibt man
x=b—a bzw. x=b:a.

Die Losung der ersten Gleichung fiihrt also auf die Subtraktion (Umkehrung
der Addition), die der zweiten auf die Division (Umkehrung der Multiplika-
tion) natiirlicher Zahlen.

Definieren Sie mit Hilfe der Addition natiirlicher Zahlen die Kleiner-als-Relation!

Unter dem Bereich der natiirlichen Zahlen versteht man die Menge N einschlieB-
lich der in N definierten Operationen Addition und Multiplikation sowie der
Kleiner-als-Relation. Entsprechendes gilt fiir die anderen Zahlbereiche.

Um auch die Division (mit Ausnahme der Division durch Null) uneingeschrankt
ausfiihren zu konnen, wurde der Bereich der natiirlichen Zahlen zum Bereich
der gebrochenen Zahlen erweitert. '

Was versteht man unter der gebrochenen Zahl ;— bzw. unter der gebrochenen
8 :
-—p

Zahl 7

Sind @ und b beliebige gebrochene Zahlen, so hat die Gleichung
a + x = b in R* genau dann eine Lésung, wenn a < b gilt;
a-x=b(a+0)in R* genau eine Losung.
Die Gleichung
%-{—x:% hatdieLésungx:%—L=L.
l +x= L ist in R* nicht I6sbar, denn es giltl > L
-2 3 273
Wie wurde im Bereich der gebrochenen Zahlen die Kleiner-als-Relation definiert?

o I 5:.3.27T = , 131 33
Ordnen Sie die Zahlen e 0.53 g 0,3; 5,17; 17 100°
nach! Beginnen Sie mit der kleinsten Zahl!

3,714 der Grifle

Erldutern Sie, inwiefern der Bereich der gebrochenen Zahlen den Bereich der
natiirlichen Zahlen als Teilbereich enthlt!

Da die Subtraktion im Bereich der gebrochenen Zahlen nicht immer ausfiihr-
bar ist, wurde der Bereich der gebrochenen Zahlen zum Bereich der rationalen
Zahlen erweitert.
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Was versteht man unter der rationalen Zahl +% bzw. unter der rationalen Zahl
—3,52

Erliutern Sie, inwiefern der Bereich der gebrochenen Zahlen ein Teilbereich des
Bereiches der rationalen Zahlen ist!

Ein weiterer Teilbereich des Bereiches der rationalen Zahlen ist der Bereich
der ganzen Zahlen. Die Menge G (Menge der ganzen Zahlen) enthilt die
Zahlen

vy =3, =2, -1,0, +1, +2, +3, ...

Ausfiihrbarkeit der Rech i in den ei Ibereit
Bereich Addition Multiplikation | Subtraktion Division
(Divisor &= 0)
Bereich der uneinge- uneinge- nur dann nur dann
natiirlichen schriankt aus- schrankt aus- ausfithrbar, ausfiihrbar,
Zahlen fiihrbar fiihrbar wenn der wenn der
Subtrahend Divisor ein
nicht groBer Teiler des
ist als der Dividenden
Minuend ist
Bereich der uneinge- uneinge- wie im Be- uneinge-
gebrochenen schrankt aus- schriankt aus- reich der schrankt aus-
Zahlen fiihrbar fiihrbar natiirlichen fihrbar
Zahlen
Bereich der inge- i i wie im Be-
ganzen schrankt aus- schriankt aus- schriankt aus- reich der
Zahlen fithrbar fiihrbar fiihrbar natiirlichen
Zahlen
Bereich der 2
rationalen schrankt aus- schrankt aus- schrinkt aus- schrinkt aus-
Zahlen fiihrbar fiihrbar fiihrbar flihrbar

Die Zahlbereichserweiterungen vom Bereich der natiirlichen Zahlen zum Be-
reich der gebrochenen Zahlen bzw. vom Bereich der gebrochenen Zahlen zum
Bereich der rationalen Zahlen wurden durchgefiihrt, weil in dem jeweils vor-
liegenden Bereich gewisse Rechenoperationen nicht uneingeschrankt ausfiihr-
bar sind und somit gewisse Probleme der Praxis nicht erfaBt bzw. gelost
werden konnen. Bei beiden Erweiterungen waren die durchgefiihrten Einzel-
schritte zur Konstruktion des neuen Bereiches im wesentlichen die gleichen.

Stellen Sie die wichtigsten Schritte bei den beiden genannten Erweiterungen zu-
sammen! Vergleichen Sie diese miteinander!

Aufgaben a 15 bis 30

3 Der Bereich der rationalen Zahlen

Fiir den Bereich der rationalen Zahlen gelten eine Reihe uns bereits bekannter
Aussagen, von denen hier die wichtigsten noch einmal zusammengestellt wer-
den sollen.



Fiir alle rationalen Zahlen a, b und c gilt:
(1) Entweder a<b oder a=b5b oder b < a.
(2) Wenn a<b und b<e, so a<ec.

Kommutativgesetze:

(Ba)a+b=b+a (3b) a*b=b-a
Assoziativgesetze:

4a) a+(b+c)=(@+b)+c @4b)a-(b-c)y=(@-b)-c
Distributivgesetz:

(5) a-b+c)=a-b+a-c
(6a) a+0=a (6b) a1 =a
Monotoniegesetze:
(7a) Wenn a<b, so a+c<b+c
(7b) Wenn a<b und ¢>0, so a-c<b-c
Wenn a<b und ¢<0, so a-¢e>b-c
Dariiber hinaus gelten:
(8a) Sind @ und b beliebige rationale Zahlen, so gibt es stets genau eine ratio-
nale Zahl x mita + x = b.
Diese Zahl x ist die Zahl b — a = b + (—a). Die Zahl (—a) heiBt die zu der
Zahl a entgegengesetzte Zahl. Zu jeder rationalen Zahl a gibt es genau eine
entgegengesetzte Zahl (—a) mit a + (—a) = 0. Die Zahl 0 ist zu sich selbst
entgegengesetzt.

(8b) Sind @ und b beliebige rationale Zahlen und ist a + 0, so gibt es stets
-genau eine rationale Zahl x mit a - x = b.

Diese Zahl x ist die Zahl % =b- %. Die Zahl % heiBit die zu der Zahla rezi-
proke Zahl. Zu jeder rationalen Zahl @ mit a #+ 0 gibt es genau eine reziproke

Zahl lmita--]—= 1;
a a

(9)  Zu jeder rationalen Zahl a gibt es ganze Zahlen p und g mit ¢ + 0 und
=t :
a==.
q
(10) Sind @ und b beliebige rationale Zahlen, so gilt:
a-b = 0 genau dann, wenn @ = 0 oder b.= 0.

Anmerkung: In der Mathematik wird das Wort ,,oder* immer in der soge-
nannten nich hliefenden Bed. g verwendet.! Sind 4 und B beliebige
Aussagen, so ist die Aussage ,,4 oder B“ auch dann wahr, wenn sowohl A
als auch B wahr sind. Die Aussage ,,4 oder B* ist also wahr, wenn mindestens
eine der beiden Aussagen wahr ist. So sind beispielsweise folgende Aussagen
wahr.

2 ist eine Primzahl oder 3 - 4 = 12.

2 ist eine Primzahl oder 3 - 4 = 10.

! In der Umgangssprache wird das Wort ,,oder* haufig in der ausschlieBenden Bedeutung, also im
Sinne von ,,entweder-oder* gebraucht. 4

8



Die Aussage ,,4 oder B* ist also genau dann falsch, wenn beide Aussagen 4
und B falsch sind.

Will man dagegen zum Ausdruck bringen, daBl von zwei gegebenen Aussagen
A und B die eine wahr, die andere dagegen falsch ist, so sagt man ,,entweder
A oder B*.

Stellen Sie fest, welche der Aussagen ( | ) bis ( 10) fiir den Bereich der natiirlichen
Zahlen, den Bereich der ganzen Zahlen und den Bereich der gebrochenen Zahlen
gelten! \

Zur geometrischen Veranschaulichung der rationalen Zahlen werden diese oft
auf gewisse Punkte einer als Zahlengeraden bezeichneten Geraden abgebildet.
Zeichnet man auf einer beliebigen Geraden g einen Nullpunkt (Bildpunkt der
rationalen Zahl 0) und einen Einheitspunkt (Bildpunkt der rationalen Zahl 1)
aus, so liBt sich jede rationale Zahl auf genau einen Punkt dieser Geraden
abbilden. Verschiedene rationale Zahlen werden dabei auf verschiedene Punkte
abgebildet. Ist @ < b, so liegt der Bild-
punkt von a links von dem Bildpunkt
von b. Die Bildpunkte von zwei zuein-
ander entgegengesetzten Zahlen liegen
symmetrisch zum Nullpunkt.

Bild A 2 veranschaulicht die Konstruk-

tion der Bildpunkte der Zahlen —;— und
2

3

Aufgaben a 31 bis 39

A2

4 Rationale Zahlen als Dezimalbriiche

Die rationale Zahl 1,4142 kann man auch wie folgt schreiben.

o 1etal 4, 2 _ 14 5
10 " 100 © 1000 ' 10000 _ 10000 _ 5000
Eine solche Schreibweise wie (+) ist fiir jeden endlichen Dezimalbruch mog-
lich.
Umgekehrt 148t sich jede rationale Zahl der Form % (aeG;neN; n>0)

bzw. jede rationale Zahl, die sich durch einen Bruch darstellen 14Bt, dessen
Nenner nur Potenzen von 2 oder 5 enthilt, durch einen endlichen Dezimal-
bruch angeben. Man erhilt den betreffenden Dezimalbruch durch Anwendung
des uns bekannten sogenannten Divisionsalgorithmus.

Fiir die rationale Zahl li6 ergibt das ,,schriftliche Divisionsverfahren** mit 5
als Dividend und 16 als Divisor den Dezimalbruch 0,3125.

Fiir den periodischen Dezimalbruch .0,3333... = 0, 3 gibt es keine solche
Summendarstellung wie bei endlichen DeZlmalbruchen Der Dezimalbruch 0,3
tritt rein formal auf, wenn man den Divisionsalgorithmus auf die Aufgabe 13
anzuwenden versucht. In diesem Falle bricht das Divisionsverfahren nie ab.
Entsprechend erhélt man beispielsweise beim Anwenden des Algorithmus auf

9



die Aufgabe (—2): 11 den periodischen Dezimalbruch —0,181818... = —0,T8.
Bei genauerer Betrachtung des Divisionsverfahrens stellt man fest, daB 0,3
bzw. —0,18 diejenige Zahl a bzw. diejenige Zahl b ist, fiir die gilt:

(%) 0O<a<l (*#) -1<b<0
03<a<04 -02<b< -0,
0,33 <a<0,34 -0,19 < b < —0,18
0,333 < a < 0,334 —0,182 < b < —0,181
0,3333 < a < 0,3334 —0,1819 < b < —0,1818
usw. usw.

1 i
Nun wissen wir aber, daB fiir g = 3 alle Doppelungleichungen der Folge (+)
erfiillt sind. Folglich gilt

1
3
Entsprechend gilt

03=

. 2

-0 = - .

Man kann also ein und dieselbe rationale Zahl auf verschiedene Weise be-
zeichnen: N

1) durch die Bruchschreibweise, z. B. ,%“ oder ,,%“ oder ,,%“ Usw.;

2) durch die Dezimalbruchschreibweise, z. B. ,,0,3%

Die Dezimalbruchschreibweise ist fiir die Praxis besonders wichtig, weil

a) es fiir jede rationale Zahl genau eine solche Schreibweise gibt,

b) sie uns anschauliche Vorstellungen iiber die GroBenordnung der betreffen-
den Zahl liefert,

¢) sie direkt brauchbare Naherungswerte fiir das numerische Rechnen, auch
in der maschinellen Rechentechnik, ergibt.

Zu beachten ist noch, daB der Divisionsalgorithmus stets periodische Dezimal-
briiche ohne Neunerperiode oder aber endliche Dezimalbriiche liefert.

Berechnen Sie die folgenden Differenzen!

g L_3.1 33 1 333 1 3333

3 103 100° 3 1000’ 3 10000
b 4 1 34 1 334 l_ 3334 1
) 073 100 "3 7000~ T T0000 ~ T

Das Rechnen mit periodischen Dezimalbriichen erfolgt mit Hilfe von Niahe-
rungswerten der betreffenden Dezimalbriiche. Beim Rechnen mit Niherungs-
werten haben wir die Regeln fiir die Anzahl der zuverldssigen Stellen beim
Addieren und Subtrahieren bzw. fiir die Anzahl der zuverldssigen Ziffern beim
Multiplizieren und Dividieren von Dezimalbriichen zu beachten.

Die Summe und das Produkt der Zahlen 0,3 und —0,i8 sind zu berechnen!

a) Esist 0,3 = % und —0,18 = — % Folglich gilt:

10



3 1) 33

o 2 2

03 (=0, =5 (- W) e 006
b) Es ist
03-02=0,1 03+ (~0.2) = —0,06
0,33 — 0,19 = 0,14 0,33 (~0,19) ~ —0,063
0,333 — 0,182 = 0,151 0,333 - (=0,182) ~ —0,0606
0,3333 — 0,1819 = 0,514 0,3333 - (=0,1819) ~ —0,06063
0,33333 — 0,18182 = 0,15151  0,33333 7(—0,18182) ~ —0,060606
usw. usw.

Je mehr Stellen der periodischen Dezimalbriiche bei der Rechnung beriick-
sichtigt werden, desto genauer sind die berechneten Naherungswerte.

Aufgabe a 40

5 Dichtheit des Bereiches der rationalen Zahlen

Jede natiirliche Zahl hat einen Nachfolger und mit Ausnahme der Null auch
einen Vorginger. Jede ganze Zahl hat sowohl einen Nachfolger als auch einen
Vorginger.

Ist a eine beliebige rationale Zahl, so gibt es keinen Nachfolger und auch keinen
Vorgénger von a.

Geben Sie zehn verschiedene rationale Zahlen an, die zwischen den Zahlen 0,01
und 0,02 liegen!

Aus dem Unterricht der vorangegangenen Klassenstufen ist uns bereits be-
kannt, daB die rationalen Zahlen iiberall dicht liegen, d. h., daB zwischen je
zwei verschiedenen rationalen Zahlen immer noch mindestens eine weitere
rationale Zahl liegt. Daraus folgt dann, daB zwischen je zwei verschiedenen
rationalen Zahlen noch beliebig viele weitere rationale Zahlen liegen. Diese
Tatsache wollen wir jetzt in dem folgenden Satz formulieren und beweisen.

SATZ: Die rationalen Zahlen liegen beziiglich der Ordnungsrelation dicht.

Beweis: Es seien @ und b beliebige rationale Zahlen mit a < b. Es ist zu
zeigen, daB es eine rationale Zahlc mit a < ¢ < b gibt.

Aus der Ungleichung a < b folgt auf Grund des Monotoniegesetzes der
Addition

(*) a+a<a+b und a+b<b+b.

Aus (%) erhilt man auf Grund des Monotoniegesetzes der Multiplikation

a+a _a+b a+b b+ b
3 < 7 und 3 < 3
bzw. a+b und —# < b.
Folglich gilt: a < b < b

2



Somit hat man eine rationale Zahé c= it mit der verlangtén Eigenschaft
gefunden. 2

Aus Satz A 1 folgt die groBe Bedeutung der rationalen Zahlen fiir das praktische
Rechnen und das experimentelle Messen. Da die rationalen Zahlen iiberall
dicht liegen, kann man z. B. jede Léngenmessung mit jeder gewiinschten
Genauigkeit durchfiihren.

Ferner folgt aus Satz A 1, daB die Bildpunkte der rationalen Zahlen auf der
Zahlengeraden iiberall dicht liegen. Um so erstaunlicher ist es, daB nicht jeder
Punkt der Zahlengeraden, wie wir bereits aus dem Unterricht in Klasse 7
wissen, Bildpunkt einer rationalen Zahl ist. Die Existenz solcher Punkte wer-
den wir in der Lerneinheit A 6 beweisen.

Man muB deshalb zwischen den Punkten der Zahlengeraden, die Bildpunkte
rationaler Zahlen sind, und solchen, denen keine rationale Zahl zugeordnet ist,
unterscheiden. Aus diesem Grunde nennt man die Bildpunkte der rationalen
Zahlen rationale Punkte, wiihrend alle anderen Punkte nichtrationale oder auch
irrationale Punkte heiflen.

Begriinden Sie. daf hereirs die Bildpunkte der Zahlen

”m
107

a) (meG;neN); b) %(meC;neN)

auf der Zahlengeraden dicht liegen!
Reelle Zahlen

6 Existenz irrationaler Punkte auf der Zahlengeraden

Hitte man nur die rationalen Zahlen zur Verfiigung, so koénnte man u. a.
gewissen Strecken keine MaBzahl fiir ihre Linge zuordnen.

Bild A 3 zeigt ein rechtwinklig-gleichschenkiiges Dreieck 4BC, dessen Ka-
theten die Linge 1 haben. Uber der Hypotenuse 4B dieses Dreiecks ist das
Quadrat ABDE gezeichnet. Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC hat die MaB-
zahl 0,5. Dann ist 4 - 0,5 = 2 die MaBzahl des Flicheninhaltes des Quadrates
ABDE. Hitte nun die Quadratseite bzw. die Hypotenuse 4B bei der verwen-
deten Lingeneinheit — die Kathete ist die Einheitsstrecke — eine rationale Zahl x
als MaBzahl ihrer Linge, so miiBte fiir diese rationale Zahl x gelten:
%2 =12,

Wir werden demgegeniiber aber den folgenden
Satz indirekt beweisen.

0 A3

SATZ: Es gibt keine rationale Zahl x, fiir die
x? = 2 gilt.

Beweis: Wir nehmen an, es gibe eine ratio- £ 8
nale Zahl

x= (p,geG; q % 0),

]




die die Gleichung x? = 2 erfiillt. Fiir diese Zahl % miiBite also gelten:

2
% =2 bzw.
(*) p*=2¢%

Wir denken uns nun die natiirlichén Zahlen p? und 2¢? in Primfaktoren zer-
legt. Der Primfaktor 2 mége m-mal (m = 0, 1, 2, ...) in der Primzahlzerlegung
von p und n-mal (n = 0, 1, 2, ...) in der Primzahlzerlegung von ¢ vorkommen.
Dann wiirde der Primfaktor 2 auf der linken Seite der Gleichung (x) 2m-mal
und auf der rechten Seite (2n + 1)-mal auftreten. Da 2m eine gerade Zahl,
2n + 1 aber eine ungerade Zahl und somit 2m + 2n + 1 ist, wiirde der Prim-
faktor 2 in den Primzahlzerlegungen von p? und 2¢? in verschiedener Anzahl
auftreten. Das ist aber nicht moglich, weil sich jede natiirliche Zahl eindeutig
in Primfaktoren zerlegen 1aBt.

Damit ist die Annahme, es gibe eine rationale Losung der Gleichung x* = 2,
widerlegt.

Folglich hat die Hypotenuse des Dreiecks ABC keine rationale MaBzahl fiir
ihre Lénge.

Es lassen sich beliebig viele andere Gleichungen angeben, die im Bereich der

rationalen Zahlen nicht 1osbar sind.

a) Wiederholen Sie, was Sie iiber indirekte Beweise in Klasse 8 kennengelernt
haben!

b) Beweisen Sie, daf die Gleichung x* = 5 keine rationale Lésung hat!

Wir zeichnen iiber der Einheitsstrecke 01 der Zahlengeraden das in Bild A 3
betrachtete Dreieck ABC, und zwar so, daB die Kathete AC mit der Einheits-
strecke zusammenfillt; vgl. Bild A 4. Um den Punkt O zeichnen wir mit dem
Radius AB den Kreis, der die Zahlengerade in P schneidet. Da die Linge der
Strecke AP = AB keine rationale MaBzahl hat, kann dem Punkt P keine ra-
tionale Zahl zugeordnet werden. Damit ist die Existenz eines irrationalen
Punktes auf der Zahlengeraden nachgewiesen.

Auf der Zahlengeraden liegen unendlich viele irrationale Punkte. Das ist recht
erstaunlich, da bekanntlich bereits die rationalen Punkte auf der Zahlen-
geraden iiberall dicht liegen.
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Begriinden Sie, daf folgende Punkte irrationale Punkte sind!

a) Der Punkt P, den man durch Spiegelung des Punktes P des Bildes A 4 am
Nullpunkt erhdlt

b) Die Punkte P'; P'"; P'"’; ..., die man durch wiederholtes Abtragen der Strecke
OFP des Bildes A 4 von P aus auf der Zahlengeraden erhilt

Zeigen Sie, daf3 der in Bild A 5 konstruierte Punkt Q ein irrationaler Punkt ist!
Aufgaben a 41 bis 45

7 Arithmetische Beschreibung von Punkten -
auf der Zahlengeraden

Es gibt Gleichungen, z. B. x* = 2, x*> = 5, x> = 2, die im Bereich der ratio-
nalen Zahlen keine Losung haben. Die Frage nach der Losbarkeit der Glei-
chung x* = 2 ergab sich aus der Frage, ob die Hypotenuse des im Bild A 3
betrachteten Dreiecks 4BC eine MaBzahl fiir ihre Lénge hat.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, einen Zahlenbereich zu konstruieren, der den
Bereich der rationalen Zahlen als Teilbereich enthilt und in dem jede Gleichung
x"=a(neN;n>1:a= 0)losbar ist. Die Zahlen des neuen Bereiches sollen
sich eineindeutig auf die Punkte der Zahlengeraden abbilden lassen, so daB
jede Strecke eine MaBzahl fiir ihre Linge erhilt.

Wir beginnen damit, die Lage irrationaler Punkte auf der Zahlengeraden rein
arithmetisch zu beschreiben.

Zunichst wollen wir nur solche Punkte betrachten, die rechts vom Nullpunkt
liegen.

Da schon die Bildpunkte der Zahlen

m . m . m . m . . m .

10”1027 10%° 10%> " 107
auf der Zahlengeraden dicht liegen (vgl. Auftrag A 15a), erhalten wir mit
wachsendem n, d. h. durch die uns bereits aus dem Unterricht der Klasse 7
bekannte ,,fortgesetzte Zehnteilung®, ein immer enger werdendes ,,Netz* auf
der Zahlengeraden, mit dem wir jeden Punkt ,.einfangen* kénnen. Wir kénn-
ten an Stelle der Zahl 10 auch eine beliebige andere natiirliche Zahl wihlen
(vgl. Auftrag A 15b), doch wollen wir wegen der Bedeutung des Dezimal-
systems der Zahl 10 den Vorzug geben.
Fiir unsere weiteren Betrachtungen empfiehlt es sich, folgende Vereinbarung
zu treffen:
Sind @ und b beliebige rationale Zahlen mit a < b, so nennen wir die Menge
der rationalen Zahlen x mit @ < x < b das abgeschlossene Intervall {a; b). Der
Einfachheit halber nennen wir auch die Abbildung eines Intervalls {a; b) auf
der Zahlengeraden, also die Strecke, deren Endpunkte die rationalen Punkte a
und b sind, ein Intervall.
Es sei nun Z, die Einteilung auf der Zahlengeraden, die wir durch die Bild-
punkte der Zahlen 0; 1; 2; 3; ... erhalten. Jede Strecke auf der Zahlengeraden,
die von zwei solchen aufeinanderfolgenden Punkten begrenzt wird, hat die
Lange 1. Diese Intervalle numerieren wir folgendermaBen; vgl. Bild A 6.

(m,neG;n > 0)

Intervall <0; 1> A2y <2; 3 354 {4; 5>
Nummer 0 1 2 3 4




JIntervall (2; 3>
25 26 27 28 23 @ zehnfach vergrofiert

L 1128 58T 8 Ay e 2sap
25 251 200 253 254 255 25 1257 250\ 259 25  Zehnfuchvergrifert

Bei der ersten Zehnteilung Z, wird jedes der bei Z, entstehenden Intervalle in
zehn gleich lange Teilintervalle zerlegt. Die so entstehenden Teilintervalle mit
der Linge 0,1 werden jeweils mit den Zahlen von 0 bis 9 numeriert. Betrachten
wir z. B. das Intervall (2; 3), so erhalten wir durch Z, aus diesem Intervall
zehn Teilintervalle, deren Numerierung aus der folgenden Ubersicht zu ent-
nehmen ist; vgl. Bild A 6.

Intervall 2,072,105 || 21522 || €22:23) | {2,9; 3,0>
Nummer 0 1 2 9

Bei der zweiten Zehnteilung 7, wird nun wiederum jedes der bei der Teilung Z,
entstandenen Intervalle in zehn gleich lange Teilintervalle zerlegt. Die so ent-
stehenden Teilintervalle mit der Lange 0,01 werden wieder jeweils mit den
Zahlen von 0 bis 9 numeriert. Die bei der Teilung Z, z. B. aus dem Intervall
{2,5; 2,6) entstehenden Teilintervalle numerieren wir wie folgt; vgl. Bild A 6.

Intervall <2,50; 2,51> €2,51;2,52) <2,59; 2,60>

Nummer |0 1. 9

Bei der dritten Zehnteilung Z, erhalten wir Teilintervalle der Linge 0,001.
Bei der n-ren Zehnteilung 7, entstehen Teilintervalle der Linge % Nach

jeder Teilung werden die entstandenen Teilintervalle jeweils von O bis 9 nume-
riert. Mit dieser fortgesetzten Zehnteilung kénnen wir die Lage jedes Punktes
auf der Zahlengeraden so genau, wie wir nur wollen, beschreiben, wenn wir
fir jede Teilung Z, (n =1, 2, 3,...) jeweils die Nummer des betreffenden
Intervalls angeben, in dem der gegebene Punkt liegt.

Aufgabe a 46
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Die Lage des irrationalen Punktes P aus Bild A 4 soll nach dem, cben geschil-
derten Verfahren arithmetisch beschrieben werden.

Begriinden Sie die folgende Aussage!

Ist r eine beliebige positive rationale Zahl mit r* < 2 bzw. r> > 2, 50 liegt der
Bildpunkt von r auf der Zahlengeraden links bzw. rechts von dem irrationalen
Punkt P aus Bild A 4.

Bild A 4 zeigt, daB der irrationale Punkt P zwischen den Bildpunkten der Zah-
len 1 und 2 liegt. Wir sagen dafiir kiirzer: P liegt im Intervall 7, = A2y
mit der Intervallnummer 1.

Bei der Teilung Z, wird das Intervall {1; 2) in die Teilintervalle

€1,05 L,1), <15 1,25, 41,2;5.1,3Dy, .0, 61,95 2,05
zerlegt. Daraus ermitteln wir dasjenige Intervall 7, = (x,; Y1), fir das

x,? <2 < y? gilt. Es ist dies das Intervall {1,4; 1,5), also das Intervall mit
der Nummer 4, denn es ist

142 =196 < 2<225 =15,
d. h., der Bildpunkt der Zahl 1,4 liegt links, der Bildpunkt der Zahl 1,5 liegt
rechts vom irrationalen Punkt P.
Aus dem Intervall I; = (1,4; 1,5 entstehen bei der Teilung Z, die Intervalle
{1,40; 1,413, <1,41; 1,42), {1,42; 1,43}, ..., <1,49; 1,50).
Daraus ermitteln wir wieder dasjenige Intervall I, = (x,; y2), fir das

X;* < 2 < y,? gilt. Es ist dies I, = {1,41; 1,42), also das Intervall mit der
Nummer 1, denn es gilt:

1,412 = 1,9881 < 2'< 2,0164 = 1,422,

Das Verfahren 1Bt sich beliebig weit fortsetzen, ohne daB es jemals abbricht.
Nach weiteren Schritten erhalten wir die folgende Ubersicht.

Z, P liegt im Intervall Begriindung Lange Inter-
des vall-
Intervalls| nummer
Z, a;2 12<L2<22 1 ap =1
Zy {1,4; 1,5 142 <2152 0,1 ay =4
Zs (1,415 1,42> 1,412 <2< 1,422 0,01 a, =1
Ca (1,414 ; 1,415> 1,4142 < 2 < 1,415 0,001 az =4
Z, {1,4142; 1,4143> A41422 < 2 < 1,41432 0,0001 | a,=2
7y <1,41421; 1,41422> 1,414212 < 2 < 1,414222 0,00001 | as =1
Zs <1,414213; 1,414214) 1,4142132 < 2 < 1,4142142 0,000001 | ag = 3
usw. usw. usw. usw. usw.

‘Wir erhalten eine Folge
(&) dosily; by I s e

»ineinanderliegender oder wie man auch sagt »ineinandergeschachtelter*
Intervalle (Spalte 2 der Tabelle), deren Lingen (Spalte 4 der Tabelle) kleiner

werden als jede der Zahlen % Alle Intervalle der Folge (+) enthalten als

gemeinsamen Punkt den Punkt P; vgl. Bild A 7.
16
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Begriinden Sie, daf es keinen von P verschiedenen Punkt geben kann, der allen
Intervallen der Folge (+)angehirt!

Durch die Folge (+)wird auf der Zahlengeraden also genau ein Punkt, nimlich
der irrationale Punkt P, bestimmt. Es gibt aber (vorerst) keine Zahl/, die allen
Intervallen der Folge angehort und dem Punkt P zugeordnet werden konnte.
Nun liefert aber die Folge (+)noch zu viele Angaben iiber die Lage des Punk-
tes P. Da die Folge (+) bereits eineindeutig durch die bei der fortgesetzten
Zehnteilung entstehende Folge der Intervallnummern (Spalte 5 der Tabelle)
bestimmt ist, geniigt es, wenn wir die Folge der Intervallnummern, also die
Folge

(=) 1;4;1;4;2;1;3;...
kennen.

Die Lage des Punktes P auf der Zahlengeraden wird somit durch eine Folge ven
natiirlichen Zahlen a, mit 0 < a, < 9 arithmetisch beschrieben.

Geben Sie die ersten fiinf Glieder einer durch fortgesetzte Zehnteilung entstehen-
den Folge von natiirlichen Zahlen any durch die der im Auftrag A 18 gegebene
irrationale Punkt Q bestimmt wird!

Eine Folge Iy; Iy; I; I3; ... von abgeschlossenen Intervallen, bei der jedes
Intervall alle folgenden als Teilintervalle enthilt und deren Lingen mit wach-
sendem »n kleiner werden als jede der Zahlen %, wollen wir eine Intervall-
schachtelung oder kurz eine Schachtelung nennen. Auch die Abbildung einer
Schachtelung auf der Zahlengeraden wollen wir der Kiirze wegen eine Schach-
telung nennen.

Begriinden Sie, daf jede Schachtelung auf der Zahlengeraden hichstens einen
Punkt enthalten kann!

DaB jede Schachtelung auf der Zahlengeraden einen Punkt enthilt, ist an-
schaulich einleuchtend, d. h., unsere anschaulichen Vorstellungen von einer
Geraden legen dies nahe. Wir werden deshalb fiir alle weiteren Betrachtungen
die Giiltigkeit des folgenden Grundsatzes voraussetzen.

Jede auf der Zahlengeraden gegebene Schachtelung enthiilt genau einen Punkt.

* Die Giiltigkeit dieses Satzes wurde zuerst’ von den Mathematikern GEORG CANTOR
(1845-1918) und RICHARD DEDEKIND (1831-1916) ausdriicklich festgestellt. DEDEKIND
selbst schreibt dazu in seiner 1872 erschienenen Schrift ,,Stetigkeit und Irrationale Zahlen*:

2 [000902] : 17
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»»Es ist mir sehr lieb, wenn jedermann das obige Prinzip so einleuchtend findet und©o iibet-
einstimmend mit seinen Vorstellungen von einer Linie; denn ich bin auBerstande, irgendeinen
Beweis fiir seine Richtigkeit beizubringen, und niemand ist dazu imstande.*

Nach diesem Grundsatz wird durch die oben angegebene Folge (xx) der irra-
tionale Punkt P des Bildes A 4 eindeutig bestimmt. Entsprechend wird der im
Auftrag A 18 gegebene irrationale Punkt Q durch die Folge

2% 2313316505 650395 T ..
eindeutig festgelegt.
Geben Sie die ersten zehn Intervalle einer Schachtelung an, in denen der durch
die Folge 195 1; 5;1;1;5;1; 1515 5; 1; ... gekennzeichnete Punkt liegt!
Durch das Verfahren der fortgesetzten Zehnteilung haben wir eine Méglich-
keit erhalten, die Lage irrationaler Punkte der Zahlengeraden durch gewisse

Folgen natiirlicher Zahlen arithmetisch zu beschreiben. Auch rationale Punkte
lassen sich auf diese Art beschreiben.

. . I o i :
Die Lage des rationalen Bildpunktes der Zahl 7 1Bt sich wie folgt beschreiben.
Zy Der Bildpunkt von | Begriindung Linge des Intervall-
| A Intervalls nummer
T liegt im Intervall ;

% 1

Zy €0; 1> 0<5<1 1 a,=0
1

Zy €0,3; 0,4> 03< <04 0,1 a =3
1 .

Z; <0,33; 0,34> 0,33<5<034 | 001 a,=3
1

Zs <0,333; 0,334) 0,333 < 3 < 0,334 | 0,001 a3 =3

2 1

Zs <0,3333; 0,3334) 0,3333 < 3 < 0,3334 | 0,0001 ag=3

Wir erhalten die periodische Folge 0; 3; 3; 3; 3; 3; ..., die die Lage des Bild-
punktes der Zahl % eindeutig festlegt.

Geben Sie eine Folge an, durch die der Bildpunkt der Zahl % bestimmt wird!

Aufgaben a 47 bis 49

9 Unendliche Dezimalbriiche

Durch fortgesetzte Zehnteilung konnen alle Punkte der Zahlengeraden ein-
geschachtelt werden. Jedem Punkt wird dabei eine Zahlenfolge zugeordnet,
die ihn eindeutig festlegt. Bei diéser arithmetischen Beschreibung von Punkten,
die rechts vom Nullpunkt liegen, treten nur solche Folgen

Qo; Ay; Gz; A3; A As; ...
auf, fiir die gilt:

18
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(1) dDas Anfangsglied a, ist eine beliebige natiirliche Zahl;
(2) Firallenmitn = 1gilt0<a, <9.
Eine solche Folge schreiben wir kiirzer in der Form

o, Ay Gy A3 A4 As ...
und nennen sie einen positiven unendlichen Dezimalbruch. Die abgekiirzte
Schreibweise fiihrt nicht zu MiBverstindnissen, weil nur das Anfangsglied
eine beliebige natiirliche Zahl sein kann, wihrend alle anderen Folgenglieder
einstellige natiirliche Zahlen sind. Dezimalbriiche, in denen Perioden auftreten,
heiBen periodische Dezimalbriiche.
Nach dem Grundsatz A 3 legt jede Folge, die den obengenannten Bedin-

gungen (1) und (2) geniigt, genau einen Punkt der Zahlengeraden fest. Die
Zuordnung

Folge —— > Punkt
ist also eindeutig. Wir fragen nun, ob auch die Zuordnung
Punkt ————— Folge
eindeutig ist, ob also zu jedem Punkt der Zahlengeraden nur eine Folge gehort,

die den obengenannten Bedingungen (1) und (2) geniigt. Das ist bei gewissen
rationalen Punkten nicht der Fall, wie Beispiel A 4 zeigt.

Gegeben seien die Folgen

1 5:;3;9;9;9;... und @ 5;4;0;0;0; ...
bzw. in der Kurzschreibweise
531979 9 und 54000...

Fiir alle » mit n = 2 soll gelten bei der Folge (1): @, = 9 und
bei der Folge (2): a, = 0.

Die Folge (1) Die Folge (2)
legt denjenigen Punkt fest, der in allen Intervallen der Intervalifolge
$5; 6> (556>
{53; 54 (54;55)
{5,39; 5,40) {5,40; 541>
{5,399; 5,400) {5,400; 5,401)
{5,3999; 5,4000) usw. {5,4000; 5,4001)
liegt; vgl. Bilder A 8 und A 9.
) A8
| | AL | | I
5 53 ¢ 55 6
i = 5
2| I
] T Y I T O [ [ S S S (S A O |
530 [/B40N\\ 550
/53- 5,41\
5399 5401 A9




Beide Intervallfolgen enthalten als gemeinsamen Punkt den rationalen Punkt
5,4. Damit ist gezeigt, daB die gegebenen Folgen (1)und (2) den gleichen
Punkt bestimmen. Da nun aber zur eindeutigen Festlegung des Punktes 5,4
eine der beiden Folgen ausreicht, wollen wir vereinbaren, dem Punkt 5,4 nur
die Folge (2) zuzuordnen, d. h., wir schlieBen die Folge (1) aus unseren Be-
trachtungen aus."

Analog verfahren wir immer dann, wenn ein Punkt bei der fortgesetzten Zehn-
teilung gemeinsamer Endpunkt zweier benachbarter Intervalle ist. Dieser Fall
kann nur bei gewissen rationalen Punkten eintreten. .

Mit dieser Festlegung schlieBen wir also alle Folgen, bei denen von einer ge-
wissen Stelle an alle Glieder gleich Neun sind, d. h. alle Dezimalbriiche mit
,,Neunerperiode*, aus.

Somit erhalten wir eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Punkten der Zahlen-
geraden, die rechts vom Nullpunkt liegen, und den positiven unendlichen Dezi-
malbriichen ohne Neunerperiode.

Aufgaben a 50 und 51

10

Geben Sie die ersten sechs Glieder der durch fortgesetzte Zehnteilung entstehen-
den Intervallfolge an, durch die der im Aufirag A 17 a) gegebene irrationale

Punkt P bestimmt wird; vgl. Bild A 10.

P P
Ll | | ] Il ]
-2 15 -1 0 TR 2
A 10

Auch Punkte der Zahlengeraden, die links vom Nullpunkt liegen, lassen sich
arithmetisch durch Folgen beschreiben.
Der irrationale Punkt P des Bildes A 4 wird durch die Folge 1,414213... ein-
eindeutig festgelegt. Spiegeln wir den Punkt P am Nullpunkt, so erhalten wir
den irrationalen Punkt 2. Dem Punkt P ordnen wir die Folge

—(1,414213...)
zu, fiir die wir kiirzer

—1,414213...
schreiben. Diese Folge enthilt in Form des Minuszeichens eine zusitzliche
Angabe, die zum Ausdruck bringen soll, daB der durch diese Folge einein-
deutig festgelegte Punkt links vom Nullpunkt liegt. Die natiirlichen Zahlen
1;4;1;4;2;1;3; ..., die als Glieder in dieser Folge auftreten, bedeuten
auch hier die Intervallnummern der bei der fortgesetzten Zehnteilung ent-
stehenden Teilintervalle, in denen P liegt, wenn man nach jeder Teilung Z,
(n € N) die entstehenden Teilintervalle jeweils von rechts nach links numeriert.
Entsprechend kann jeder Punkt der Zahlengeraden, der links vom Nullpunkt
liegt, durch eine Folge eineindeutig festgelegt werden. .
Es sei Q ein beliebiger Punkt der Zahlengeraden, der links vom Nullpunkt
liegt und O sein Spiegelbild am Nullpunkt. Dem Punkt { ist eineindeutig eine

! Einen sachlichen Grund fiir diese Festlegung gibt es nicht. Man kénnte genauso auch die Folge (2)
ausschlieBen oder aber auch die Folgen (1) und (2) miteinander identifizieren.
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Folge (ein positiver unendlicher Dezimalbruch ohne Neunerperiode)
ao, ay Ay a3 4y ...
zugeordnet. Dem Punkt Q wird dann die Folge
—ay, @y Gy Ay ag ...
eineindeutig zugeordnet. Solche Folgen - a,, a, a;a3a, ... mit aye N und

0 < a, £9 fir alle n > 1 nennen wir negative unendliche Dezimalbriiche.
Positive und negative unendliche Dezimalbriiche sowie den unendlichen Dezi-

malbruch 0,0000... = 0 nennen wir kurz unendliche Dezimalbriiche.
) Durch welche Folgen werden die folgenden rationalen Punkte beschrieben?
7 7 3 3
a) 3 und — 3 b) 5 und — 25 c) 2,358 und —2,358

Aufgaben a 52 und 53

11 Definition der reellen Zahlen

Durch die bisher getroffenen Festlegungen erhalten wir eine eineindeutige
Zuordnung zwischen den Punkten der Zahlengeraden und den unendlichen
Dezimalbriichen ohne Neunerperiode. Es liegt also nahe, diese unendlichen
Dezimalbriiche ohne Neunerperiode als ,,neue* Zahlen aufzufassen.

DEFINITION: Eine reelle Zahl ist ein unendlicher Dezimalbruch ohne Neuner-
periode.

Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit ,,P*.

Die periodischen unendlichen Dezimalbriiche (z. B. 0,3333...; 0,454545...;
2,0000...; —1,360000...) beschreiben rationale Punkte. Diese reellen Zahlen
heiBen rationale reelle Zahlen.

Die nichtperiodischen unendlichen Dezimalbriiche beschreiben irrationale
Punkte. Diese reellen Zahlen heilen irrationale reelle Zahlen.

Zur Bezeichnung einer gegebenen reellen Zahl verwendet man entweder ein ge-
niigend langes Anfangsstiick des betreffenden Dezimalbruches mit drei Piinkt-
chen, z.B. 1,414213..., oder auch andere Symbole, z.B. ,z* oder ,,}/2*.!

Ein periodischer Dezimalbruch der Form @0, @; @ ... 2,000 ... heiBt ein
endlicher Dezimalbruch und wird zur Vereinfachung @o. @; 4> ... @, geschrieben,
z. B.: 2,0000... = 2; —1,360000... = —1,36. Auch fiir die anderen peri-
odischen Dezimalbriiche verwenden wir abgekiirzte Schreibweisen, z. B.:

0,3333 ... = 0,3; 0,454545 ... = 0,45.

Beachten Sie! Die reelle Zahl 0,3 _ist begrifflich etwas ganz anderes als die
rationale bzw. gebrochene Zahl 03,. Die reelle Zahl 0,3 ist eine Folge von
natiirlichen Zahlen, namlich diejenige, die die Lage des rationalen Punktes%
beschreibt. Die gebrochene Zahl 0,3 war eingefiihrt worden als eine Klasse von
Briichen, niamlich als diejenige Klasse, in der alle Briiche liegen, die man durch

Erweitern von % erhilt. Bei der geometrischen Deutung (Veranschaulichung
auf der Zahlengeraden) erhélt man in beiden Fillen den gleichen Punkt.

! Nachdem in der Menge P eine Multiplikation definiert ist, kann man zeigen: daB fiir die reelle
Zahl a = 1,414213... gilt: a* = 2. Deshalb bezeichnet man diese Zahl mit ,,J/2".
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12 Ordnung der reellen Zahlen

Unsere Aufgabe besteht nun darin, in der Menge P eine Ordnungsrelation so-
wie Operationen der Addition und Multiplikation so zu erkliren, daB der Be-
reich der rationalen Zahlen als Teilbereich des neuen Zahlenbereichs auftritt.

Wir wollen zunichst erkliren, wie man in der Menge P eine Ordnungsrelation
festlegt. Der Einfachheit halber beschrénken wir uns auf positive reelle Zahlen.

Die reellen Zahlen

a = ao, a,a,a;... und b = by, bb,b;...
sind genau dann gleich, wenn gilt:

ag = by, ay = by, a, = b, a3 = b, ...
Fiir die reellen Zahlen

a = 1,012345678910 111213 ... und

b = 1,012345678910211213 ...

gilt a # b, denn die Glieder «,; und b, sind voneinander verschieden. Sind
also a = ao, a,aa; ... und b = by, b.byb; ... beliebige reelle Zahlen mit
a # b, so miissen sie sich an irgendeiner Stelle unterscheiden, d. h., es muB}
eine natiirliche Zahl k mit a; #+ b, existieren.

Sind @ und b verschiedene positive reelle Zahlen und ist & diejenige natiirliche
Zahl, fiir die erstmalig a, + b, gilt, so soll a < b (b > a) genau dann gelten,
wenn a, < b, ist.

a < b bedeutet geometrisch, daB der durch a bestimmte Punkt der Zahlen-
geraden links von dem durch b bestimmten Punkt liegt.
Diese Festlegung vertréigt sich also mit der bereits fiir rationale Zahlen defi-
nierten Ordnungsrelation, denn von zwei verschiedenen rationalen Zahlen
wurde diejenige kleiner genannt, die auf der Zahlengeraden weiter links liegt.
Fiir die oben angegebenen Zahlen @ und b gilt a < b, denn fiir die 13. Stelle,
an der sich die Dezimalbriiche erstmalig voneinander unterscheiden, gilt
a3 < bys. B B

V2 = 1,4142135... < 22360679... = 5

1,4142 = 1,4142000... < 1,4142135... = 2
V2 = 1,4142135... < 1,4143000... 1,4143

Fiir jede positive reelle Zahl a gilt 0 < a.

Wie die fiir die positiven reellen Zahlen erklirte Ordnungsrelation auf alle
reellen Zahlen ausgedehnt wird, zeigen folgende Beispiele. Auch fiir die nega-

* tiven reellen Zahlen soll gelten, daB der kleineren der weiter links liegende

Punkt der Zahlengeraden zugeordnet ist.
—2,715354555657... <0
=3,17117111711117... < =3,17117011711117...
—0,33333... < 0,10000...
Aus der Definition der Ordnungsrelation fiir reelle Zahlen folgt:
(1) Fiir alle ¢ und b gilt: Entweder @ < b oder a'= b oder a > b;
(2)  fiir alle @, b und c gilt: Wenna < bund b < ¢,s0a < c.
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Jeder rationalen reellen Zahl a 14Bt sich eineindeutig eine rationale Zahl
a= £( p, g€ G; g * 0) zuordnen. Dabei ist @ diejenige rationale Zahl, deren

Dezimalbruchdarstellung, die man durch Anwenden des Divisionsalgorithmus
auf die Aufgabe p : g erhilt, formal mit dem Dezimalbruch a iibereinstimmt.
Sind @ und b verschiedene rationale reelle Zahlen und 4 und b die ihnen ein-
eindeutig zugeordneten rationalen Zahlen, so gilt:

Es ist @ < b genau dann, wenn @ < b.

(o] 0,50000... < 0,51000... 0,33333... < 0,33444...
1) 0 ? )
1 )| 1 _ 30
2 100 3 900

Beim Vergleichen kénnen wir demnach die rationalen reellen Zahlen durch
die rationalen Zahlen ersetzen. Das macht es auch méglich, irrationale Zahlen
durch rationale Zahlen anzunahern. So gilt beispielsweise

l4<12<15
141 < V2 < 1,42
1,414 < V2 < 1,415
1,4142 < 12 < 1,4143
usw.

Wir konnen also jede irrationale Zahl in immer kleiner werdende Intervalle
mit rationalen Endpunkten einschachteln.
Wenn wir einen unendlichen Dezimalbruch an irgendeiner Stelle abbrechen,
so erhalten wir fiir die betreffende Zahl einen rationalen Néherungswert.
Setzen wir z. B. VE ~ 1,4142, so ist der Fehler dieses Naherungswertes kleiner
als 0,0001, denn die beiden Niherungswerte 1,4142 und 1,4143 unterscheiden
sich um 0,0001.

Aufgaben a 54 bis 57

13 Rechnen mit reellen Zahlen

Auf die Definition der Rechenoperationen und den Nachweis der aus engeren
Zahlbereichen bekannten Rechengesetze miissen wir hier verzichten. Wir
wollen nur an einem Zahlenbeispiel erldutern, wie man die Summe zweier ge-
gebener reeller Zahlen erhilt.

[o ] Die Summe der reellen Zahlen V2 und V5 ist zu berechnen. Es ist

1<V2<2 2<15<3
L4<V2<15 22<V¥5<23
141 <12 < 1,42 223 <5 <224
1,414 < V2 < 1,415 2,236 < V5 < 2,237
1,4142 < 12 < 1,4143 2,2360 < V5 < 2,2361

1,41421 < V2 < 1,42422 usw. 2,23606 < V5 < 2,23607
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Unter der Summe Vi + [/3 versteht man diejenige reelle Zahl x, fiir die gilt:
1+2=3<x<5=2+3
14+22=36<x<38=15+23
1,41 + 2,23 = 3,64 < x < 3,66 = 1,42 + 2,24
1,414 + 2,236 = 3,650 < x < 3,652 = 1,415 + 2,237
1,4142 + 2,2360 = 3,6502 < x < 3,6504 = 1,4143 + 2,2361
1,41421 + 2,23606 = 3,65027 < x < 3,65029 = 1,41422 + 2,23607
usw.

DaB es genau eine reelle Zahl x gibt, die alle diese Doppelungleichungen er- -
fiillt, kann man sich etwa wie folgt klarmachen. Die Folge der Intervalle
{3;5), (3,65 3,8),-(3,64; 3,66, (3,650; 3,652), ... ist eine Intervallschach-
telung, die auf der Zahlengeraden genau einen Punkt bestimmt. Jedem Punkt
der Zahlengeraden ist genau eine reelle Zahl zugeordnet. Folglich gibt es genau
eine reelle Zahl x, die alle Doppelungleichungen erfiillt.

Diese Zahl x = J/2 + |/5 kann mit jeder gewiinschten Genauigkeit berechnet
werden. Bei der im Beispiel A 9 durchgefiihrten Rechnung erhalten wir

V2 + V5 = 3,6502....,

d. h., die ersten vier Dezimalstellen der Zahl l/i + ]/3 sind damit eindeutig
bestimmt.

Das Beispiel A 9 zeigt uns, wie man bei der Definition der Rechenoperationen |
die sich nach den Bediirfnissen der Rechenpraxis richten, vorgeht. Wir kénnen
nur mitteilen, daB allgemein die Summe a + b gegebener reeller Zahlen
aund b so festgelegt wird; daB hinlinglich gute Naherungswerte der Summanden
a und b auch beliebig gute Niherungswerte der Summe a + b ergeben. Ent-
sprechendes gilt fiir die Operationen Subtraktion, Multiplikation und Divi-
sion.

Beim Rechnen konnen wir also statt mit irrationalen Zahlen mit rationalen Nihe-
rungswerten fiir die betreffenden Zahlen arbeiten.

Ersetzt man die durch Addition, Multiplikation, Subtraktion und Division
zu verkniipfenden reellen Zahlen durch hinlinglich gute rationale Niherungs-
werte, so kann man das Resultat der Verkniipfung mit jeder gewiinschten
Genauigkeit erhalten.

Die Differenz 5 — 2= Vg + (—VE) ist auf vier Dezimalstellen génau zu
berechnen.

Es ist B
1,41421 < V2 <" 1,41422
223606 < /5 < 223607
—1,41422 < — |2 < —1,41421

082184 < J5-12< 082186
Ergebnis: V5 — 12 = 0,8218...

Der Umfang des Kreises mit dem Durchmesser d = 4,000 m soll in Meter
auf drei Dezimalstellen genau berechnet werden.
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Niherungswert fiir 7 Niherungswert fiir u = nd

3,141 12,564 m
3,1415 . 12,5660 m
3,14159 12,56636 m

Es geniigt also, wenn fiir 7 der Naherungswert 3,1415 genommen wird. Die
weiteren Stellen von z haben keinen EinfluB auf die dritte Dezimalstelle von u,
denn =z ist auf jeden Fall kleiner als 3,1416, und selbst bei Multiplikation
von d mit 3,1416 wird die dritte Dezimalstelle von u nicht gedndert.

Ergebnis: u = 12,566 m

Fiir das Rechnen mit reellen Zahlen gelten alle Rechengesetze | die wir bereits
vom Rechnen mit rationalen Zahlen kennen. Der Bereich der reellen Zahlen
enthilt einen Teilbereich, namlich den Bereich der rationalen reellen Zahlen,
in dem man so rechnen kann wie im Bereich der rationalen Zahlen. Demnach
koénnen wir die rationalen reellen Zahlen durch die rationalen Zahlen ersetzen.
In diesem Sinne ist der Bereich der rationalen Zahlen ein Teilbereich des Be-
reiches der reellen Zahlen. Die Menge P der reellen

Zahlen besteht nach der Ersetzung der rationalen

reellen Zahlen durch die rationalen Zahlen aus der

Teilmenge der rationalen Zahlen (bzw. der perio- P

dischen Dezimalbriiche) und der Teilmenge der

irrationalen Zahlen (bzw. der nichtperiodischen

Dezimalbriiche); vgl. Bild A 11.

Aufgaben a 58 bis 61 All

14 Definition der Wurzel

i

Im Bereich der reellen Zahlen ist die Gleichung x> = 2 l8sbar. Eine Losung
ist die in der Lerneinheit A 8 ermittelte reelle Zahl x = 1,414213.... Man kann
zeigen, daB man die Zahl 2 mit jeder gewiinschten Genauigkeit erhilt, wenn
man diese reelle Zahl x durch hinlinglich gute rationale Naherungswerte
ersetzt. Fiir den Niherungswert 1,414213 erhilt man 1,414213% ~ 1,999998.
Diese Zahl unterscheidet sich von der Zahl 2 nur um 0,000002.

Entsprechend findet man, daB z. B. die Gleichung x* = 2 die reelle Zahl x als
Lésung hat, deren erste Dezimalstellen sind: x = 1,25992104.... Fiir den
Niherungswert 1,25992104 findet man 1,25992104° =~ 1,99999995. Diese
Zahl unterscheidet sich von der Zahl 2 nur um 0,00000005.

Im Bereich der reellen Zahlen hat jede Gleichung x" = a mit @ = 0 eine Lo-
sung, wie aus dem folgenden Satz, den wir ohne Beweis mitteilen miissen,
folgt.

SATZ: Ist a eine nichtnegative reelle Zahl und » eine natiirliche Zahl mit n > 1,
so existiert stets genau eine nichtnegative reelle Zahl 5 mit 5" = a.

Die nach Satz A 5 eindeutig bestimmte Zahl b nennt man die n-te Wurzel aus a

und bezeichnet sie mit ,,}/a*.

DEFINITION: l/; (a2 0, neN; n=1) ist diejenige nichtnegative reelle
Zabhl b, fiir die b" = a gilt.
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Man nennt die nichtnegative reelle Zahl ¢ den Radikanden und die natiirliche
Zahl n (n z 1) den Wurzelexponenten. Die Operation, die den Zahlen nund a

die Zahl b = Ja zuordnet, heiBt Radizieren oder Wurzelziechen. Aus der
Definition A 6 erhilt man fiir » = 2 die uns bereits bekannte Definition der

2 _ =
Quadratwurzel. Statt ,,}/a* schreibt man ,,Ja“. Nach Definition A 6 ist

(V;).-—'a (@z0;neN;n21).

Begriinden Sie, warum das Radizieren eine Umkehrung des Potenzierens ist!
Fiir welche Exponenten n und fiir welche Basen a ist diese Formulierung nur
sinnvoll?

Es ist

3
a) 10,125=10,5; denn 0,5 = 0,125

&
b) V8l =3; denn 3* = 81
F
1 1 1V 1
c) =73 denn (?) =3
d Vi=1; denn 1I"=1 (neN;n21)
o 1o=0; denn 0" =0 (neN;n>1)
) -
f) Va=a; denn @' =a
g) 13 = 1,7320508076... h) 17 = 2,6457513111...
{ ...
i) V3= 1,4422495703... k) V2 = 1,1486983550. ..
Es ist
a) 13®=3 und J(-32=3
4 4
b) V2*=2 und V(-2*=2
<) VF =V(-ap = |a|
4 4
9 V¥ =V(-x°*= x|
Allgemein gilt:
Ist a eine beliebige reelle Zahl und » eine gerade natiirliche Zahl mit n > 2,
S0 ist
Va = |a|.

* Die Gleichung x* + 1 = 0 hat auch im Bereich der reellen Zahlen keine Ldsung, denn
fiir jede reelle Zahl x gilt x2 = 0.

Es gibt noch einen Zahlbereich, der den Bereich der reellen Zahlen als Teilbereich enthilt,
in dem jede Gleichung x" + a = 0 l5sbar ist. Diesen Bereich der komplexen Zahlen lernen
wir in der Schule nicht kennen.

Aufgaben a 62 bis 65
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Eine reelle Zahl ist ein unendlicher Dezimalbruch ohne Neunerperiode. Die peri-
odfichen unendlichen Dezimalbriiche (ohne Neunerperiode) heifien rationale reelle
- Zahlen; die  nichtperiodischen unendlichen Dezimalbriiche heiBlen i reelle
zqun. Die Abbnldung der reellén Zt\l\len auf die Punkte der Zahlengeraden' ist

DerBerelch der rat’lonnlqr Zahlen lst em‘l‘dlhenieh des Bereichs der reellen Zahlen.
“Belm Vergleichen reeller Zahlcx; und beim Rechnen ‘mit reellen Zahlen gelten ‘alle
Gesetze, die auch fiir das'Verﬂelchen onaler Zahlen bzw. fir das Rechnen mnt
rwoﬂakn Zahlen geiten.

Rechnen mit irrationalen Zahlen hnn man diese mit )edar gewiinschten Gc-
flﬁutg‘ken durch rationale Zahlen annghern.
lm Bereich der reellen. Zahlen hat Jede Glelchung X=a (@a=0; n€Ns-n 2 1).

genau ‘eine ni h P L&ung, lich die  Zahl Va

S

Arbeiten mit Variablen

15 Wiederholung der Begriffe ,Variable®, ,,Grundbereich*,
srerm*

DEFINITION. Eine Variable ist ein Zeichen fur ein beliebiges Element einer

vorg Menge. Diese ge wird als Grundbereich dieser Variablen
bezeichnet.

Die Zahlbereiche oder Teilmengen von Zahlbereichen und GroéBenbereiche
sind Grundbereiche der Variablen. .

Als Variable verwendet man haufig die kleinen oder die groBen lateinischen
sowie die kleinen griechischen Buchstaben.

Mit Hilfe von Variablen 1aBt sich die Bildung von Mengen kurz und iiber-
sichtlich beschreiben.

a) Die natiirlichen Zahlen, die bei Division durch 4 den Rest 3 lassen, haben
die Form 4n 4+ 3,ne N.

b) Durch —2 < x < 3 mit x e P ist die Menge der reellen Zahlen zwischen
—2 und 3 bestimmt.

Geben Sie eine Darstellung an fiir alle
a) geraden natiirlichen Zahlen, b) ungeraden natiirlichen Zahlen!

Mit Hilfe von Variablen lassen sich GesetzmaBigkeiten fiir Zahlen und Gro-
Ben iibersichtlich darstellen.

a) Fiir alle reellen Zahlen a, b, c gilt:
a (b +c)=a-b+ a-c (Distributivitit).

b) Fiir je zwei beliebige rationale Zahlen a und b gibt es genau eine rationale
Zahl ¢, so daB gilt: @ — b = c.

¢) Fiir den elektrischen Widerstand R eines Leiters aus Kupfer (Linge /;
Querschnitt 4; spezifische Leitfahigkeit p) gilt R = g%.

d) Die Lingenzunahme A/ bei einem festen Korper ist der Temperatur-
erhéhung At proportional: Al ~ At.
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16.

e) Bedeuten Ag den Inhalt der Grundfliche und 4 die Héhe eines beliebigen
Prismas, so berechnet man das Volumen ¥ wie folgt: V = A - h

Mit Hilfe von Variablen lassen sich Problemstellungen, bei denen Beziehungen
zwischen Zahlen oder GroBen die entscheidende Rolle spielen, iibersichtlich
fixieren und rationell 18sen.

Durch @ - b kann man sehr verschiedene Sachverhalte erfassen.

a

b

ab

Linge einer Seite eines
Rechtecks

Lénge der anderen Seite
des Rechtecks

Flacheninhalt des
Rechtecks

Durchschnittlicher Lohn
fiir einen Arbeitstag

Anzahl der Arbeitstage

Gesamtlohn

Durchschnittliche
Geschwindigkeit eines
Autos

Fahrzeit

In der Fahrzeit
zuriickgelegter Weg

Elektrische Stromstirke
in einem Gleichstrom-
kreis

Elektrischer Widerstand
in diesem Kreis

Anliegende Spannung

Druck

Gedriickte Fliche

Druckkraft

[17]

An dem Beispiel A 16 wird eine wesentliche Seite der Mathematik deutlich.
Durch Abstraktion vom Konkret-Gegenstindlichen der Realitiit gelangt man
zum mathematisch Wesentlichen, das den verschiedensten praktischen Sach-
verhalten gemeinsam ‘ist. Dieses mathematisch Wesentliche' wird mit Hilfe
der mathematischen Zeichen schriftlich fixiert.

Variable sind ein wichtiger Bestandteil der mathematischen Fachsprache.
Daher gibt es keine besonderen Regeln fiir das Arbeiten mit Variablen, son-
dern es gelten die Regeln des jeweiligen Grundbereiches.

Fragt man zum Beispiel nach der Menge der Zahlen mit der Eigenschaft
2 < x < 3, so laBt sich darauf keine Antwort geben. Denn bedeutet x eine
natiirliche Zahl, so ist die Menge leer. Wird x aus dem Bereich der gebrochenen
Zahlen gewihlt, erhilt man eine andere Menge.

Wir vereinbaren: In den folgenden Lerneinheiten soll, wenn kein Bereich
angegeben ist, stets die Menge der reellen Zahlen als Grundbereich fiir Variable
gelten.

Zum Bezeichnen von Summen, Differenzen, Produkten und Quotienten reiht
man Variable, Ziffern, Zeichen fiir Rechenoperationen und verschiedene
Arten von Klammern aneinander. Dies geschieht in analoger Form wie bei
der Schriftsprache, bei der aus Buchstaben und Satzzeichen unter, Beachtung
bestimmter Vorschriften Worter und Sétze gebildet werden. y

35 547; %(3—a)'b; a+b; bic; (x+y)z; ab—c)-2d

Die Ziffern, die Variablen und solche Aneinanderreihungen von Ziffern,
Variablen, Zeichen und Klammern wie im Beispiel A 17 heiBen Terme.

Wenn man fiir die Variablen in einem Term Zahlen bzw. GroBen des jeweiligen
Grundbereiches einsetzt, kann man den Wert des Terms berechnen.
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9]

a T =
. TR B @—3)b
9 0 9—3):0 =6-0 =0
5 10 (5—3)-10=2-10=20
18 3 (18—3):3=15-3=45
b) =
a b a:b
km
72 km 1,5h 72km:1,5h t48T
kp
84 kp 140 cm? 84 kp:140cm? = 0,6 )
g
3 . 3. = —
400 g 51 cmi 400g:51cm® =785 =

a) Fiir welche Paare [a, b)] natiirlicher Zahlen ist der Wert des Terms (a — 3) - b
keine natiirliche Zahl?

b) Welche physikalischen Grofien werden durch die Quotienten a:b im Bei-
spiel A 18b) berechnet?

Aufgaben a 66 bis 75

16 Wiederholung einiger Arten des Umformens von Termen

Auflosen und Setzen von Klammern

Auflésen der Klammer

a+(b+c) =a+b+c a—(b+c¢c) =a—-b-c
a+(b-¢c) =a+b-c a—(b-¢) =a-b+c
a+(-b+c)=a-b+c a—(-b+c)=a+b-c
at(-b-c)=a-b-c a—(-b—-c)=a+b+c

i = W
Setzen der Klammer
Formulieren Sie die Regeln fiir das Auflosen von Klammern in Worten!

Soll ein Pluszeichen vor der Klammer stehen, so kann man die Klammer
ohne weiteres setzen. Alle Zeichen bleiben unverindert.

Soll ein Minuszeichen vor der Klammer stehen, so vertauscht man alle Plus-
in Minuszeichen und alle Minus- in Pluszeichen vor den Gliedern, die in der
Klammer stehen sollen.

a) Losen Sie die Klammern auf!

1,5a +(6,7a — 3,4b) — (8,1 — 4,3b)
1,5a + 6,7a — 3,4b — 8,1 + 4,3b
8,2a + 0,95 — 8,1

I
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b) Setzen Sie auf verschiedene Weise Klammern, so daB beim Einddfzén
reeller Zahlen fiir die auftretenden Variablen jeweils dieselbe Zahl bestimmt
wird!

Es werden hier nur drei Méglichkeiten angegeben.
2a —35+63b—c=2a—-(35-63b+c) oder
2a —35+63b —c=(2a—35) + (63b —c) oder
2a —35+63b—c=2a—35—-(—63b+c)

Auskl, 'n und A Itiplizieren

{2

Man multipliziert eine Summe mit einer Zahl, indem man jeden Summanden
mit dieser Zahl multipliziert und die Summe aus den Produkten bildet. Dies
folgt aus der Distributivitit von Addition und Multiplikation reeller Zahlen.

Fiir alle reellen Zahlen a, b, c gilt:
a(b+c)=a-b+a-c

Ausmultiplizieren
—_—

a~(b+c)=a~b+a-cl

————
Ausklammern

Kann man alle Summanden einer Summe als Produkt mit einem gemeinsamen
Faktor schreiben, so-gewinnt man aus dieser Summe ein Produkt, indem man
den gemeinsamen Faktor mit der Summe der iibrigen Faktoren multipliziert.
Man klammert im allgemeinen denjenigen gemeinsamen Faktor aus, in dem
die Variablen moglichst groBe Exponenten und dera Betrage nach mdoglichst
groBe Koeffizienten haben. )

Multiplizieren Sie!

T a) —2a(3b — 5¢) = (—2a)-3b — (—2a)- 5¢

(=]

—6ab — (—10ac)

—6ab + 10ac

b) a'b+c-(d+el=a[b+c-d+c-e]l=ab+ acd + ace
Klammern Sie aus!

a) 3a+x-a=0CB+x)a

b) —3x-3=(-3)'x+(-3)1=-3x+1)

©)  25a%h — 40a*b* = 5a*b- 5 — 5a*b- 8b = 5a%h(5 — 8b)

d)  18x%yz% + 21xy*z? — 153x%y%z = 3xpz(6xz + Tyz — 5lxy)

Multinlin:,
¢ 4

Fiir alle reellen Zahlen a, b, c gilt:
(@a + b)(c + d) =ac + ad + bc + bd.

Ausmultiplizieren

<,

'en von

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd]

—
Ausklammern
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Fiir reelle- Zahlen gilt allgemein: Man multipliziert zwei Summen miteinander,
indem man jedes Glied der einen Summe mit jedem Glied der anderen Summe
multipliziert und die Produkte addiert.

Erliutern Sie die folgenden Umformungen!
@+b)+d)y=(@a+bc+(a+bd
=ac + bc + ad + bd
=ac + ad + bc + bd
Das Ergebnis wurde lexikographisch geordnet.*
Man kann die Gleichung .
(@a+b)(c+d)=ac+ad+ bc + bd
veranschaulichen; vgl. Bild A 12.
Veranschaulichen Sie!

a) @+b)(c—a
=ac — ad + bc — bd

b) (@a—=>b)(c—-ad
=ac — ad — be + bd fa+b) Al2

Verwandeln Sie in eine Summe!

ad bd | .

(c+d)

ac be ©

a) (r—s)c+dy=rc+rd—sc—sd=cr—cs+dr—ds
Das Ergebnis wurde lexikographisch geordnet.
b) (—4+3y—a)Ra+4 -2y
= —8a — 16 + 8y + 6ay + 12y — 6y* — 2a* — 4a + 2ay
= —12a — 16 + 20y + 8ay — 6y* — 2a?
= —2a%® — 12a + 8ay — 6y* + 20y — 16
) (I—-x+x)Yx—-1D)=x—-1-x24+x+x>—x*
2x—1—2x + x°
=x3—-2x2 +2x -1
Die folgende Summe ist in ein Produkt umzuformen.
3a — 6am + 8bmn — 4bn = 3a(l — 2m) — 4bn(l — 2m)
= (1 — 2m) (3a — 4bn)
Probe: (1 — 2m) (3a — 4bn) = 3a — 4bn — 6am + 8bmn
Man fiihrt die Multiplikation von mehr als zwei Summen auf die Multi-
plikation von zwei Summen zuriick.
@+ b)(c+d)(e+[)=(ac + ad + bc + bd) (e + f)
= ace + acf + ade + adf + bce + bef + bde + bdf
Aufgaben a 76 bis 102

! Die lexik i ird Ben vor s
a) In jedem Glied werden die vorkommenden Variablen in der Reihenfolge des Alphabets ge-
schrieben.
b) Die Glieder werden nach den vorkommenden Variablen in der Reihenfolge des Alphabets
geschrieben.

c) Alle Glieder mit der gleichen Variablen werden nach fallenden Potenzen dieser Variablen
geordnet.
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