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Hinweise zur Arbeit mit diesem Buch

Die Kapitel A bis D des Lehrbuchs gliedern sich in Abschnitte und weiter in Lernein-
heiten (abgekirzt LE). Eine Titelzeile Gber jeder Seite gibt dariiber Auskunft, zu wel-
chem Kapitel, zu welchem Abschnitt und zu welcher LE diese Seite gehort.

Durch Marken am linken Rand des Textes werden hervorgehoben:

Beispiele m; Auftrige ®; Definitionen »; Sitze .

Verweise auf Abbildungen oder Textabschnitte beginnen mit einem schraggestellten
Pfeil; zum Beispiel (7 Auftrag B 8, S. 50) bedeutet: ,Vergleiche mit dem Auftrag 8 des
Kapitels B, Seite 50!"

Ein senkrechter Pfeil neben der Aufgabennummer (zum Beispiel 5.1) bedeutet, daR
weiter oben ein Aufgabentext zu beachten ist, der fiir mehrere Aufgaben gilt. Ein (L)
neben der Aufgabe deutet an, daR die errechnete Losung mit einem Hinweis im An-
hang verglichen werden kann. Aufgaben mit erhdhten Anforderungen werden durch
einen Stern hinter der Nummer gekennzeichnet.

Hinweise zum Arbeiten mit Ndherungswerten

Néherungswerte sind alle gemessenen oder geschétzten Zahlenwerte in GréRenanga-
ben sowie gerundete unendliche Dezimalbriiche. Beim Rechnen mit solchen Nahe-
rungswerten gehen Eingangsfehler in die Rechnung ein, die sich weiter aufschaukeln
kénnen. Zur Vermeidung dieses Vorgangs beachtet man folgende Regeln:

1. Bei der Addition und Subtrak- 2. Bei der Multiplikation und
tion Division
— sucht man denjenigen Nihe- — sucht man den Naherungswert
rungswert heraus, bei dem die mit der geringsten Anzahl
letzte zuverlassige Ziffer am zuverldssiger Ziffern heraus
weitesten links steht und
und — rundet das Ergebnis auf diese
— rundet das Ergebnis auf diese Anzahl von Ziffern.
Stelle.

Zum Begriff ,Zuverldssige Ziffern”: Die Einwohnerzahl von MeiBen wurde am Ende
des Jahres 1983 mit 38710 ermittelt. Bei dieser Angabe sind alle 5 Ziffern zuverlassige
Ziffern. Wird gerundet, so verringert sich die Anzahl zuverlassiger Ziffern:

38710 = 38700 ~ 39000 ~ 40000
— - |

3zuverll 2 zuverl. "1 zuverl,
Ziffern Ziffern Ziffer
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A Winkelfunktionen

Die Sinusfunktion

Einfithrung

Aus dem Physikunterricht wissen wir, daB in einer Spule eine Wechselspannung indu-
ziert wird, wenn

a) die Spule in einem Magnetfeld rotiert oder
b) ein Magnet vor einer feststehenden Spule rotiert (7 Bild A 1).

Der Verlauf einer Wechselspannung kann durch ein u-t-Diagramm wiedergegeben wer-
den (-~ Bild A 2). Wir wollen uns mit der Beschreibung solcher Vorgénge beschiftigen.
Anstelle einer rotierenden Spule oder eines rotierenden Magneten betrachten wir Punkte
eines Kreises unter folgenden Bedingungen:

— Der Radius des Kreises betragt eine Langeneinheit (r = 1 LE).

— Der Mittelpunkt O des Kreises ist auch der Ursprung eines rechtwinkligen Koordina-
tensystems mit gleichgeteilten Achsen.

— An die positive Abszissenhalbachse ist im Punkt O (0; 0) ein Winkel ¢ angetragen.

— Der freie Schenkel des Winkels o schneidet den Kreis im Punkt P (7 Bild A 3 auf der
3. Umschlagseite des Buches).

Jedem Punkt P des Kreises lassen sich sowohl seine Koordinaten (x; y) als auch die GroRe
des Winkels a zuordnen. So kénnen wir zum Beispiel fiir den Winkel o = 30° durch Able-
sen naherungsweise die Koordinaten (0,9; 0,5) ermitteln.

Bilder A 1und A2



6 A Die Sinusfunktion LE 1

® 1 a) Bestimmen Sie fiir die gegebenen Winkel o mit Hilfe des Bildes A 3 auf der
3. Umschlagseite Ndherungswerte der Ordinate y des zugehdrigen Punktes
P(x y) \

(3 0° 30° 60° 90° o 330° 360° _
(Schritt-
weite 30°)

v 05

b) Stellen Sie diese Ordinaten punktweise in einem o-y-Koordinatensystem gra-
phisch dar! Wihlen Sie auf-der Abszissenachse als Einheit 0,5 cm 2 30°!

c) Vergleichen Sie die Lage dieser Punkte mit dem u-t-Diagramm der Wechsel-
spannung im Bild A 2!

Die Lage der Punkte, die im Auftrag A 1 ermittelt wurden, deuten den typischen Verlauf

einer Wechselspannung gut an. Allerdings werden wichtige Merkmale einer Wechsel-

spannung noch nicht erfal3t:

— die periodische Wiederholung des Spannungsverlaufes,

— die Einteilung der Abszissenachse durch reelle Zahlen (Zeitmessung),

— die Darstellung der Wechselspannung mit beliebig groBen Maximalwerten der Span-
nung.

Damit auch diese Sachverhalte mathematisch beschrieben werden kénnen, miissen wir

zunéchst folgende Probleme |6sen:

1. Welche WinkelgréBen ordnen wir Drehwinkeln bei mehrfachen Umdrehungen und
bei Rechtsdrehungen eines Strahles um seinen Anfangspunkt zu?
2. Wie kann die GréRe eines Winkels durch eine reelle Zahl angegeben werden?

Wenn wir diese Fragen beantwortet haben, werden wir Funktionen kennenlernen, deren
Argumente WinkelgréBen sind. Mit diesen sogenannten ,Winkelfunktionen” kénnen
Wechselspannungen und Wechselstréme mathematisch beschrieben werden. Winkel-
funktionen finden auch bei anderen Sachverhalten Verwendung, zum Beispiel bei der
Dreiecksberechnung und bei der Beschreibung von Schwingungen und Wellen.

1 Erweiterung des Winkelbegriffs

® 2 Erldutern Sie, was man in der Mathematik unter einer Drehung versteht! Erklaren
Sie die Begriffe ,Drehwinkel”, ,Linksdrehung” und ,Rechtsdrehung” (-7 ,Mathema-
tik in Ubersichten”)!

Wir wollen jetzt festlegen, welche WinkelgréBen Drehwinkel bei Rechtsdrehung sowie
bei mehrfachen Umdrehungen haben (vgl. mit Punkt 1 der Aufzahlung auf dieser Seite).
Die Schenkel eines Winkels kénnen als Original und Bild bei der Drehung eines Strahls
um seinen Anfangspunkt angesehen werden. Durch die Angabe der Drehrichtung erhal-
ten die Drehwinkel eine Orientierung. Bei Linksdrehung spricht man von positiv orien-
tierten Winkeln, bei Rechtsdrehung von negativ orientierten Winkeln, Die GréBe von ne-
gativ orientierten Winkeln wird durch negative MaBzahlen angegeben.

= 1 Im Bild A 4 sei der Strahl a das Original und der Strah| b das Bild bei einer Drehung
von a um den Punkt S. Wir kénnen zu dieser Drehung einen positiv orientierten
Winkel der GréRe 35° oder einen negativ orientierten Winkel der GréBe —325° an-
geben.
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® 3 Betrachten Sie im Bild A 4 den Strahl b als Original und den Strahl a als Bild bei ei-
ner Drehung von bum S! Geben Sie die GroRe der zugehérigen Drehwinkel an!

Wie kénnen wir mehrfache Umdrehungen eines Strahls um seinen Anfangspunkt durch
die WinkelgréBe ausdriicken?

Zu einer vollen Umdrehung gehért bei positiver Orientierung ein Winkel von 360°. Bei
zwei vollen Umdrehungen geben wir den Drehwinkel durch die GroRe 2 - 360° = 720° an,
bei k Umdrehungen durch die GroBe k - 360°. Erfolgen die Umdrehungen in negativer
Drehrichtung, ist k eine negative ganze Zahl.

® 2 Ein Winkel der GréBe —750° kann so erkldrt werden, daB er durch zwei volle
Rechtsdrehungen und eine Drehung mit einem Winkel der GroBe —30° entstanden

ist (~ Bild A 5).
) \ ety
( E Y Wink
|

s 359 positiv

orientierter X

i q Winkel

Bild A 4 Bild A5

Wir betrachten noch einmal das Bild A 4. Dem Winkel, fiir den Strahl a das Original und
Strahl b das Bild bei Drehung von a um S ist, ordnen wir nun folgende WinkelgroRen
Zu:

35°, 35° + 360°, 35° + 2 - 360°, 35°— 360°, 35°— 2 360°, ..., 35° + k- 360° (k€ Z).
WinkelgréRen, die sich um ganzzahlige Vielfache von 360° unterscheiden, heien einan-
der #quivalente WinkelgréBen oder kurz: einander dquivalente Winkel.

e 4 a) Geben Sie zwei weitere zu 35° dquivalente Winkel an!
b) Sind die Winkel der GroRe 35° und 325° einander &quivalent?

Aufgaben

1 Beschreiben Sie die Drehung, der die WinkelgréBe 390° (—1080°, 1000°, —500°) zu-
geordnet ist!

2 Geben Sie alle Winkel x an, fiir die gilt x=k - 90° (ke Zund —2 < k = 4)! Welche
dieser Winkel sind einander &quivalent?

3. Ermitteln Sie zu den gegebenen Winkeln alle dquivalenten Winkel im Intervall
—360° bis 1080°!
a) 90° (L) b)720° c) —180° d)100° e)30° (L} f) 117°
Hinweis: Nutzen Sie die Konstantenautomatik des Taschenrechners!

4. Geben Sie zu den nachstehenden Winkeln die auf sie folgenden drei &quivalenten
Winkel bei positiver und negativer Drehrichtung an!
a) 50° b) 175° c)223,4° d) —33°

2 Das Bogenmafl von Winkeln

e 5 Berechnen Sie fiir die Zentriwinkel o = 30° (90°, 360°, 57°) die Lénge der zugehéri-
gen Kreisbégen b, wenn die Lange des Radius 1,0 cm betrégt!
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Die GroRe von Winkeln haben wir bisher stets im GradmaR angegeben. Ein Winkel der
GréRBe 1° entspricht dabei dem 90. Teil eines rechten Winkels!?

Wir werden nun kennenlernen, wie man die GréRe eines Winkels durch eine reelle Zahl
angeben kann (" Seite 6).

Um die Uberlegungen zu vereinfachen, betrachten wir einen Kreis mit einem Radius von
einer Langeneinheit (r =1 LE), den sogenannten Einheitskreis (-~ Bild A 6).

Die Ldnge eines Kreisbogens b am Einheitskreis kann mit Hilfe der

Gleichung

m
b=a 755 q ‘
berechnet werden. (Vgl. auch mit dem Auftrag A 5!)

Durch diese Gleichung wird jedem Winkel o, dessen GréRe im Grad-
mal gegeben ist, genau eine reelle Zahl o - T':)" zugeordnet. Bild A 6

Das gilt auch fiir Winkel, die kleiner als 0° oder groRer als 360° sind. Wir kénnen deshalb
diese Zahl zur Winkelmessung benutzen. Sie heift das BogenmaBl des Winkels o und
wird mit arca (lies: ,arkus alpha”) bezeichnet.?

m
> 1 (1) arca=oa- g0

Diese Gleichung eignet sich fiir die Umrechnung einer GréBenangabe aus dem GradmaR
ins BogenmaB und umgekehrt. Fir den Vollwinkel erhalten wir zum Beispiel
arc360° = 2m.

e 6 a) Stellen Sie die Gleichung (1) nach o um!
b) Ubertragen Sie die Tabelle in Ihr Heft! Ermitteln Sie die fehlenden Winkelgro-
Ben! Geben Sie arc a als ganzzahlige oder gebrochene Vielfache von m an!

a 0° 45° | 60° 180° 270° 360° —-90°

arca = L am
6 2

e 7 Geben Sie den Winkel a im GradmaR an, fiir den arcar = 1 ist!

Bei der Verwendung des BogenmaRes wird als Einheit des Winkels der Radiant (rad) ver-
wendet. 1 rad ist die GréBe des Winkels o, fiir den arca = 1 gilt.

Einheit des BogenmafRes: 1 rad. 1LE
Aus (1) folgt fiir arca= 1 rad:

1-180° -
=== =57,20578" BIdA7  q(F

Falls Irrtimer ausgeschlossen sind, wird das Einheitenzeichen ,rad” weggelassen.

" Als kleinere Einheiten des GradmaRes sind ,die Minute” (Zeichen: 1) und ,die Sekunde” (Zeichen: 1") gebréuch-
lich. Fur ihre Umrechnung gilt: 1° = 60 = 3600".

2 arcus (lat.), Bogen
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Aufgaben

1. Ermitteln Sie ohne Rechenhilfsmittel das BogenmaR fiir Winkel mit folgenden Grad-
maRen!
a) 180° b) 120° ¢) —30° d) 150° e) 300° f) —720° g) 1080°

2. Ermitteln Sie ohne Rechenhilfsmittel das GradmaR folgender im BogenmaR gege-
bener Winkel!

a)T" b)—g c) mod) -n e)—n f) 3m g)

3 Im Tafelwerk, Seite 20, befinden sich die Umrechnungstafeln .Grad in Radiant”
und ,Radiant in Grad”. Geben Sie Ablaufplédne an, nach denen diese Tabellen effek-
tiv mit dem Taschenrechner berechnet werden kénnen!

4 Geben Sie fiir die folgenden GradmaRe jeweils das BogenmaR auf Hundertstel ge-
rundet an! Wihlen Sie hierzu ein geeignetes Rechenhilfsmittel!
a) 43,8° b)224,7° c)14° d) 155° e) —72° f) 432° g) —500° h) 0,03°
5. Geben Sie fiir die folgenden BogenmaRe jeweils das GradmaR auf Zehntel gerun-
det an! U5 Rk, 180 b, b
a) arca = 3764 b) arca=1,47 c)arca= —3 14 d)arca= —2
28 b =
e) arca=0,5¢%6f) arca= 5{3 g) arca = 151L,h)arcor ‘/—SfSZ

i) arca—5+5J2_ L) k)arca 1/2\/— (L)

135 131,89
6. Erldutern Sie den Begriff ,einander dquivalente Winkel” unter Verwendung des Bo-
genmaRes!
s 3 m m m
7 Geben Sie im BogenmaB alle zu a) x= (L), b) x=3 c) x== d)x=nm

dquivalenten Winkel im Intervall —=3m = x =4man!

8. Geben Sie alle Winkel x an, fir die gilt x=k-—, ke Zund —6 = k = 12! Welche

dieser Winkel sind einander &quivalent?

3  Die Sinusfunktion

© 8 a) Bei welcher Wertetabelle liegt eine Funktion vor? Begriinden Sie!
x l 0 1 3 6 x |5 2 3 -6 2
A E 5 1 2 yle 1 =2 3 i

b) Geben Sie die Nullstellen, den Wertebereich und das Monotonieverhalten der
Funktion
y=f(x)=x?—2x—3 (xeR) an!

Wir haben die beiden in der Einfilhrung genannten Fragen beantwortet und werden nun
eine Winkelfunktion kennenlernen (7 Seite 6). Wir betrachten Punkte eines Einheitskrei-
ses unter den auf der Seite 5 genannten Bedingungen. Lediglich einige Bezeichnungen
wollen wir veréndern:
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— Die Winkel werden durch die Variable ,x" bezeichnet.
—, Die Abszissenachse wird mit ,u” und die Ordinatenachse mit ,v" bezeichnet.
Jedem Winkel xwird genau ein Punkt P (u; v) zugeordnet (7 Bild A 8). Wir definieren:

»>2 DEFINITION: Die Ordinate v des zum Winkel x gehérenden
Punktes P (u; v) auf dem Einheitskreis heilt Sinus des Win-
kels x.

Kurz: sinx = v

Bild A8

Es gilt also zum Beispiel: sin0° =0, sin90° = 1, sin180° =0, sin270°= —1, sin27 = 0.

Die Funktion mlt der Gleichung y = f(x) = sinx mit x € R (oder einer Teilmenge von R) als Defi-
bereich heiflt Sinusfi

Die Argumente der Sinusfunktion sind WinkelgroBen. Sie kénnen sowohl im BogenmaR
als auch im GradmaR angegeben werden. Es ist zum Beispiel

sin90° = sin g= T

e9 Ermitteln Sie die Funktionswerte der Sinusfunktion fiir
x=k -, keZund 4= k=8l

Weitere Funktionswerte der Sinusfunktion kénnen wir durch Ablesen am Bild A3
(- 3. Umschlagseite des Lehrbuches) naherungsweise ermitteln.

m 3 Fir einen Winkel von 45° hat die Ordinate des Punktes P ungefahr den Wert 0,7. Es
ist also ndherungsweise sin 45°=0,7.

e 10 Ermitteln Sie ndherungsweise die Funktionswene der Sinusfunktion fiir die Winkel
a) x=10°, b) x=150°, ¢c)x=230°, d) x——, e) x=— g und f) x=730°
durch Ablesen am Bild A 3 auf der 3. Umschlagselte!

Im Beispiel A 3 wurde sin 45°=0,7 ermittelt. Wir fragen, ob das richtig sein kann. Man
kénnte doch annehmen, daB die Ordinate des Punktes P fiir x = 45° gerade halb so gro
ist wie die fiir x = 90°. Wir werden zur Erlangung groRBerer Sicherheit sin 45° noch auf ei-
nem anderen Wege ermitteln.

Das Dreieck OQP im Bild A 9 ist ein gleichschenklig-rechtwinkliges
Dreieck, denn nach dem Innenwinkelsatz gilt: ¢ OPQ = 45°.

Daraus folgt:
PQ%+ OQ*= OP? (Satz des Pythagoras)
2-v2=1 (PQ=0Q =vund OP=1)

BldAg O
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Aus 2v2=1 folgt v? =% und daraus

ST N ]
= 2 V= 2"
Wegen v =sin45°- o und wegen ‘l% =%ﬁ

gilt also

sin45°=%ﬁ.

Fur % V2 erhalten wir den Néherungswert 0,7, denselben Wert, der sich im Beispiel

A 3 ergab. Auf geometrischem Wege kann man auch sin30° und sin60° ermitteln, so daR
wir folgende Tabelle erhalten:

x 30° 45° 60°

v ; 1 1 1
snx |5 72 |7

@ 11 Beweisen Sie
a) sin30° = % (7 Bild A 10), b) sin60°=% V3 (7 Bild A 1)

Bild A 10 Bild A 11
Unter den Sinuswerten kommen rationale Zahlen vor (z. B. sin30° sin90°). In der Regel
sind die Sinuswerte irrationale Zahlen. Mit Verfahren der hdheren Mathematik, die uns in
Klasse 10 noch nicht zur Verfiigung stehen, 148t sich der Sinuswert jedes Winkels mit be-
liebiger Genauigkeit angeben.
Fiir Winkel x (0° = x = 90°) sind die Sinuswerte im Tafelwerk tabelliert. Als Eingang in die
Tafel der Sinuswerte verwenden wir die linke Randspalte und die obere Randzeile. Aus
der Tafel kann man sin x nur fiir 0° < x = 90° direkt entnehmen. Fiir x = 45° lesen wir zum
Beispiel ab:

sin45° = 0,7071.
Sehr rasch und ausreichend genau kénnen wir die Funktionswerte der Sinusfunktion mit
der Taste @ des Taschenrechners ermitteln. Die Werte, die der Taschenrechner an-
gibt, sind in der Regel rationale Naherungswerte. Dabei miissen wir auf folgendes ach-
ten:
— Ist der Winkel im GradmaR gegeben, wird der Umschalter W des Schulrechners in die
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Stellung ,DEG" gebracht. Liegt der Winkel im BogenmaR vor, bringen wir den Um-
schalter in die Stellung ,RAD".

Die Bezeichnungen tber dem Umschalter W des Schulrechners haben folgende Bedeutung:

DEG - degree (engl. Grad) — normales GradmaR (rechter Winkel 90°)

RAD - Radiant — BogenmaR

GRD - Neugrad — GradmaB, bei dem ein rechter Winkel die MaRzahl 100 hat (ist in der Schule
ohne Bedeutung, spielt aber zum Beispiel in der Landvermessung eine Rolle).

— Beim Driicken der Taste wird der Sinuswert fiir die in der Anzeige stehende Zahl
angezeigt. Bei Aufgaben wie sin (317) muR deshalb zuerst die GréRe des Winkels ermit-
telt werden.

— Der Taschenrechner benétigt fur das Berechnen des Sinuswertes nach dem Driicken
der Taste meistens etwas ldnger Zeit. Wir miissen durch Blickkontrolle stets fest-
stellen, ob der Sinuswert schon ermittelt wurde. Ein zu schnelles Weitertippen kann
bei umfangreicheren Aufgaben zu Fehlern fiihren.

s Ermitteln von Sinuswerten mit dem Taschenrechner merken wir uns folgende

1. WinkelmaR am Umschalter W einstellen (BogenmaR — RAD, GradmaR — DEG)
2. WinkelgroRBe eintasten
3. Taste @ driicken
4. Sinuswert ablesen
m 4 Aufgabe | Ablaufplan | Ergebnis

a) y= sin40° (DEG) 40 [sin] y = 0,64278
b) y=sin (% m) ap)3 [x][w][=]7[=][sin] | v = 0.97402

Die vom Taschenrechner angezeigte Zahl geben wir hier ohne zu runden als ratio-
nalen Néherungswert des Ergebnisses an, weil der Sachverhalt und die Aufgaben-
stellung ein Runden des Ergebnisses nicht verlangen.

® 12 Ermitteln Sie mit dem Taschenrechner die Sinuswerte nach den folgenden beiden
Ablaufplénen, und begriinden Sie die unterschiedlichen Ergebnisse!

(DEG) 1 [sin] und (RAD) 1 [sin]

® 13 Verfahren Sie nach folgendem Ablaufplan:

(0€G) x [sin] [F][sin]

Setzen Sie fir x die WinkelgréBen 20°; 57°; 32,5°; —40° und —8° ein! Welche Be-
deutung hat wohl die Taste ?

Die Taste dient hier in Verbindung mit der Taste @ dazu, zu einem gegebenen Si-
nuswert den im Grundbereich —90° = x = 90° liegenden zugehérigen Winkel x zu ermit-
teln. Dabei ist die auf Seite 13 oben stehende Schrittfolge einzuhalten:
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1. WinkelmaR am Umschalter W einstellen (BogenmaR — RAD, GradmaR — DEG)
2. Funktionswert eintasten
3. Taste driicken
4. Taste @ driicken
5. WinkelgroBe ablesen

Wir

wollen folgende Vereinbarung treffen: Wenn der Sachverhalt, die Aufgabenstellung

oder Absprachen keine anderen Genauigkeitsanforderungen an das Ergebnis stellen, soll
im Falle der Ermittlung von Winkelangaben die GréBe auf Hundertstel rad oder auf Zehn-
tel Grad gerundet werden.

m5

Aufgabe Ablaufplan/Ergebnis

a) 0,2 =sin x (DEG) 0,2 [F][sin] 111.536959]
0° = x=90° x=~ 115

b) sinx=-> rap) 2 [£]7 [=] [ 7] [F][sin] 1-0.2897517)

—%gxgﬂ x = —0,29 rad

Versuchen Sie, mit dem Taschenrechner eine Lésung folgender Gleichung zu er-
mitteln: sinx = 2,7! Erkldren Sie die Anzeige des Taschenrechners!

Aufgaben

1.

Ermitteln Sie mit Hilfe des Bildes A 3 auf der 3. Umschlagseite naherungsweise die
Sinuswerte folgender Winkel!
a) 80° 20° 30° 40% 50° 60°% 70°

o, 2 M T 500 o. 5
b) 150°% 317, 6rr, 3 120° 120°% 617
c) 4m; 750°% —380°% %n; 540° 100° 55°
Ermitteln Sie mit Hilfe des Bildes A 3 auf der 3. Umschlagseite ndherungsweise die
Lésungsmengen folgender Gleichungen im Intervall 0°= x = 360°
a) sinx=0,2 (L) b)sinx=04 c) sinx=0,5 d)sinx=-07 Il
e) sinx=-0,3 f) sinx=-0,5 g)sinx=17 h)sinx=10
Geben Sie die Winkel xan (—360° < x = 1080°), die folgende Gleichungen erfiillen!
a) sinx=0 b)sinx=1 ¢)sinx=-1
Beschreiben Sie die Verdnderung von sinx, wenn sich der Winkel x, bei x = 0° be-
ginnend, standig vergréRert bzw. verkleinert!
Begriinden Sie folgende Aussagen!
a)*Fir alle x (x€ R) gilt sinx|=1. (L
b) Einander 4quivalente Winkel haben den gleichen Sinuswert.

" Es soll folgende Vereinbarung gelten: Wenn bei der Intervallangabe fiir die WinkelgréBen das GradmaR (Bogen-
maR) verwendet wird, dann soll das Ergebnis auch im GradmaR (BogenmaR) angegeben werden.



A Die Sinusfunktion LE 3

14
6. Prégen Sie sich die Sinuswerte fiir 30°, 45° und 60° (. S. 11) gut ein! Nutzen Sie
dazu auch folgende Gedachtnisstiitze!
m m m m
% 0 % g 3 7
sinx l,/a 11/1_ l‘/Z_ l\/5 l\/‘1—
¥2 2 2 2 2
78 Ermitteln Sie nur mit Hilfe der Tafel ,y = sinx” im Tafelwerk die Sinuswerte folgen-
der Winkel!
a) x=24° b)x=339" c) x=60,4° d)x=0,5°
e) x=17,9° f) x=51" @) x=65,6° h) x=45,20°
8. Ermitteln Sie die Losungen folgender Gleichungen im Intervall 0° < x < 90° nur mit
Hilfe der Tafel ,y = sin x” im Tafelwerk!
a) sinx =0,4970 b)sinx=0,1530 c)sinx=0,99 d)sinx=0,8
9. Ermitteln Sie die Sinuswerte der nachstehenden Winkel mit Hilfe der Tafel
Y =sinx“und mit Hilfe des Taschenrechners! Vergleichen Sie die Ergebnisse, in-
dem Sie jeweils den absoluten, den relativen und den prozentualen Fehler berech-
nen (der Taschenrechnerwert soll als ,genauer Wert” gelten)!
a) x=14° b) x=0,1° ¢)x=77,2° d) x=89,5°
10.  Korrigieren Sie, falls Fehler vorhanden sind, die Ablaufplane! Ermitteln Sie dann
mit dem Taschenrechner die Ergebnisse!
a) y=sin3 b) y =sin142° c) y=siny3
(DEG) 3 [sin] (DEG) 142 [sin] (raD) 3 [5n] [ /]
i (7 =ain L
d)y—sm(en) e)y—sm9
w07 (s HEE]  wo [ EE]
11. Ermitteln Sie mit dem Taschenrechner sin x fiir folgende Winkel x! Geben Sie die
Ergebnisse auf Hundertstel gerundet an!
a) 17,3 b)7rad ¢ 1234 d) %‘/5 e %rr f) =62,9° g) 17,3 rad
12.  Ermitteln Sie mit dem Taschenrechner die Losungsmenge der gegebenen Glei-

chungen! Beachten Sie das Intervall, und runden Sie die Ergebnisse auf Hundert-

stel!

a) sinx=0,34 b) sinx=%ﬁ c)sinx=v2-43
0°=x=90° 0§x§?" nggin

d) sinx=-0,71 e) sinx = ~; f) sinx=-0,1
-90°=x=0° ~T=x=0 0° = x=90°

2
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13.+ Ermitteln Sie samtliche Lésungen der folgenden Gleichungen fiir x € R! Geben Sie
die Lésungen im GradmaB und im BogenmaR an!
a) sinx=0 b)sinx=1 c¢)sinx=-1

14.+ Veranschaulichen Sie anhand einer Skizze, daf fiir alle positiven reellen Zahlen x
gilt sinx < x!

4 Graphische Darstellung und Eigenschaften
der Sinusfunktion

e 15 Stellen Sie eine Wertetabelle der Sinusfunktion fir 0° = x = 360° (Schrittweite 15°)
auf! Geben Sie die Winkel xim GradmaR und im BogenmaR an! Die Funktionswerte
sind auf Hundertstel zu runden.

Mit Hilfe der im Auftrag A 15 gewonnenen Wertetabelle kénnen wir die Sinusfunktion im
Intervall 0 < x = 2 graphisch darstellen. Die x-Achse kann dabei sowohl im GradmaR
als auch im BogenmaR unterteilt werden.

e 16 Zeichnen Sie den Graph der Sinusfunktion im Intervall 0 = x = 2m, und geben Sie
die Nullstellen, den Wertebereich und das Monotonieverhalten der Sinusfunktion
in diesem Intervall an! (Hinweis: Zur Orientierung kann das Bild A 12 dienen, das
die Sinusfunktion im Intervall —2m < x = 31 zeigt.)

Bild A 12

Einander dquivalente Winkel besitzen den gleichen Sinuswert. Es ist zum Beispiel:
sin30° = sin(30° + 360°)  =sin(30° + 2 - 360°)

= sin(30° — 2+ 360°) = sin(30° + k + 360°) (ke Z)
Allgemein gilt der Satz:

3 | Fiir alle reellen Zahlen x mit 0 = x = 2m gilt: sinx=sin (x+k* 2n), keZ. J

e 17 Begriinden Sie diesen Sachverhalt mit Definition A 2!

e 18 Ermitteln Sie die Losungsmengen folgender Gleichungen!

a) y=sin(45° + k - 360°) (k€ 2)

b) sin(x + k-2m)=1mit ke Zund 0= x =21
Weil sich die Funktionswerte der Sinusfunktion in Abstinden von k - 2m (k € Z) perio-
disch wiederholen, wird die Sinusfunktion den periodischen Funktionen zugeordnet. Die
Zahlen k - 21 (k € Z) heiRen die Perioden der Sinusfunktion. Die kleinste positive dieser
Zahlen ist 2. Die Zahl 2 wird deshalb die kleinste Periode der Sinusfunktion ge
nannt.
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Die Periodizitét der Sinusfunktion nutzen wir bei der graphischen Darstellung in einem
gréReren Intervall aus. Der Kurvenverlauf aus dem Intervall 0 < x < 217 wiederholt sich
stindig (-7 Bild A 12).

® 19 Zeichnen Sie mit Hilfe einer Kurvenschablone den Graph der Sinusfunktion im In-
tervall —360° < x < 720°! Geben Sie alle Nullstellen und den Wertebereich der Si-
nusfunktion in diesem Intervall an!

Auch innerhalb des Intervalls 0° = x < 360° gibt es Beziehungen zwischen den Werten der
Sinusfunktion.

® 20 Beschreiben Sie Symmetriéeigenschaften des Graphen der Sinusfunktion im Inter-
vall 0° = x = 360°!

Durch ein Experiment mit dem Taschenrechner wollen wir eine Gleichung finden, die die
Beziehung zwischen den Sinuswerten im 1. und Il. Quadranten beschreibt:

® 21 Gegeben ist folgendes ,Programm®:

TASTENFOLGE
[sin] [F][sin]

Ergénzen Sie die Tabelle (Schrittweite 10°)!
Eingabe | 90° | 100° | ] 180°
Ausgabe I | I I

Formulieren Sie eine Vermutung ber den Zusammenhang zwischen den Sinus-
werten im |. und Il. Quadranten!

Obwohl bei einigen Ausgabewerten im Auftrag A 21 durch das Arbeiten mit den Nahe-
rungswerten des Taschenrechners bedingte kleine Differenzen zu den wahren Werten
auftreten, kénnen wir durch dieses Experiment vermuten:

bnﬁw’—x) =sivx (xeR) ¢ j

Wir miissen die Giltigkeit dieser Gleichung natiirlich noch nachweisen. Bei der Beweis-
fuhrung beschranken wir uns auf das Intervall 0° < x < 90°.

Voraussetzung:

4 POQ =4 Q'OP' (-~ Bild A 13)

Behauptung:
sin(180° — x) = sinx

Beweis:

(1) OP=0OP (Radien)

(2) ¢ POQ=4 Q'OP" (Voraussetzung)

(3) 4 PQ'O=4 OQP (rechte Winkel)

Daraus folgt: A OPQ=A OP'Q" (wsw)

Also ist auch PQ = P'Q".

Daraus folgt: —t

sin(180° — x) = sin x (Def. A 2), -1
w. z. b.w. Bild A 13




LE 4 Die Sinusfunktion A 17

Weitere wichtige Beziehungen zwischen den Werten der Sinusfunktion sind:

sin(180°+x) = -—sinx (xeR)
sin(—x) =-sinx (xeR) )
sin(—180°—x) =sinx  (x€R)

e 22 a) Begriinden Sie die Giiltigkeit dieser Gleichungen durch entsprechende Betrach-
tungen am Einheitskreis!
b) Formulieren Sie diese Beziehungen unter Verwendung des BogenmaRes!

Solche Beziehungen zwischen den Funktionswerten der Sinusfunktion verwenden wir
beim Lésen von Gleichungen der Form
sinx=c (ceR).
Fiir sinx = 0,5-finden wir zum Beispiel im Intervall 0° = x =< 180° die L6sungen
x; =30 und x, = 180°— 30" = 150°,
denn es gilt
sin(180° -~ 30°) = sin30
Der Taschenrechner liefert aber mit dem Ablaufplan

(DEG) 0,5

nur die Lésung x, = 30°. Dagegen ist die Lésung x; = 150° bei Verwendung dieses Ablauf-
planes nicht direkt aus dem Taschenrechner zu erhalten, weil er (7 Seite 12, unten) nur
die im Grundbereich —90° = x < 90° liegende Losung angibt. Wir iiberlegen uns deshalb
vor dem Aufstellen des Ablaufplanes, in welchen Quadranten die Losungen der Glei-
chung liegen und erweitern dementsprechend den Ablaufplan.

=6 Die Gleichung sinx=0,14 (0= x =) ist zu l6sen.
Voriiberlegung: Es gibt eine Losung X im I. Quadranten und eine Lésung X, im
II. Quadranten. Die Lésung X, ist iber die Gleichung sin(m — x) = sinx zu finden; es
gilt X, =1m— X.
Durch das Einbeziehen des Speichers (Taste[X=M]) gestalten wir den Ablauf-
plan so, da wir eine Kontrollméglichkeit fur die ermittelten Lésungen haben.
Ablaufplan:

o104 2], (=] ) ), o] o] ]
X

Xa sin x; sin x4
Anzeige des Taschenrechners:
X, = 0.14046 sinx; =0,14
x,=3.0011312  sinx;= 0,1399992 (=0,14)
Die Abweichung bei sin x, ist dadurch zu erkléren, daR der Taschenrechner mit ra-
tionalen Naherungswerten arbeitet.
Ergebnis: Wir geben das Ergebnis gerundet an (7 Seite 13): x; = 0,14, x, = 3,00.

=7 Die Gleichung sinx=-0,4 (0° = x = 360°) ist zu l6sen.
Voriiberlegung: Im angegebenen Intervall gibt es zwei Losungen. Da der Taschen-
rechner tiber den Ablaufplan

o) 0,4 [/ [F][sin]

eine negative WinkelgréBe angibt, die auBerhalb des gegebenen Grundbereichs
(0° = x = 360°) liegt, miissen noch beide Losungen ermittelt werden. Dazu nutzen

2[00 1004]
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wir die Gleichungen
sin(x + 360°) = sin x sowie sin(—180° — x) = sin x.

Ablaufplan:
(7] fx=m] e 30 (=], o0 [7] (] k] 3] [ se0 E)
X1 X2

Anzeige des Taschenrechners:

X =336.42182°, x, =203.57818°

Probe: Mit dem Taschenrechner sin x; und sin X, ermitteln.
Ergebnis (gerundet): x, = 336,4°, x, = 203,6°.

(DEG) 0,4

Gleichungen, bei denen die Variable im Argument von Winkelfunktionen auftritt, heiRen

ische Gleichungen'. Gleichungen der Form sinx = ¢ (c € R) sind einfache Bei-

spiele fiir goniometrische Gleichungen.

Aufgaben

1.

Stellen Sie die Funktion y = f(x) = sin x mit Hilfe der +Sinusschablone” im angege-
benen Intervall graphisch dar! Ermitteln Sie die Nullstellen, den Wertebereich und
das Monotonieverhalten der Funktion in diesem Intervalll

a) -3mr=x=2m b)0sx=s57 ¢ —360°= x=180° d)0°=< x =720°

Geben Sie unter Verwendung der Werte von sin30°, sin45° und sin60° die Sinus-
werte folgender Winkel an (. Seite 11)!
a) 120° (1) b)135° c) 150° d)210° ) 225° f) 240° g) 300° h) 330°

Geben Sie alle Winkel x im Intervall —360° < x =< 0° an, die die folgenden Sinus-
werte besitzen!

A7 0 b-g A & -1F e ~3VZ 0973 90 k)1

Skizzieren Sie ,freihand” den Graph der Sinusfunktion im Intervall —217 =xs2m
(Hinweis: Legen Sie zuerst die Schnittpunkte mit der x-Achse, sowie die Punkte mit
groBtem bzw. kleinstem Funktionswert fest! Ermitteln Sie weitere Punkte unter Ver-
wendung der Ergebnisse der Aufgaben 2 und 3)

Geben Sie s@mtliche Nullstellen und den groBtmaéglichen Wertebereich der Funk-
tion y = f(x) =sinx (x € R) an!

Begriinden Sie folgende Aussagen!

a) Die Sinusfunktion ist monoton steigend fiir alle x € R mit
2+ k-2msxsg+k-2m (ke 2).

b) Die Sinusfunktion ist monoton fallend fiir alle x € R mit

7”+k.zn;xg§+(2k+ N (ke 2).
Ermitteln Sie die Lsungsmengen folgender Gleichungen im Intervall 0 < x =m!
a) sinx=0,37 b) sinx=%\/5_ c) sinx=—0,6
d) 2-sinx=2 e) 1-sinx=0,64 f) 8—sinx=5+3-sinx

" Die Goniometrie (gonia — griech. — Winkel; metrein — griech. — messen) ist die Lehre von der Winkelmessung.
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8 Ermitteln Sie die Lésungsmengen folgender Gleichungen im Intervall 0° = x = 180°!
a) sinx=0,69 b) sinx = y4*—3? c) sinx=-10"3
d) sinx=sin35° e)l~ i ol 2
12 34 7 WX g X
Ermitteln Sie alle Lésungen folgender Gleichungen im angegebenen Intervall auf Zehntel
Grad!

o1 a) sinx=—05 (~360°< x=720° b) sinx=% (0° = x = 720°)

10.*7 a) |sinx+0,3]=0,4 (0°=x=360° (L) b) sin(x +30°=0,2 (0°= x=180° (L)

11 Stellen Sie die Funktion y=|sinx| und die Funktion y=sin|x| im Intervall
—2m < x = 2m graphisch dar!

12.  a) Begriinden Sie, weshalb es ausreicht, im Tafelwerk die Sinuswerte fir die Win-
kel x mit 0° = x = 90° zu tabellieren!
b) Ermitteln Sie nur mit Hilfe der Tafel ,y = sinx” die Sinuswerte fiir folgende
Winkel x: 24°% 72,5°% 126° 201°; 728°!
Uberpriifen Sie die Ergebnisse mit dem Taschenrechner! Was stellen Sie fest?
13, Verwenden Sie beim Lésen der folgenden Gleichungen als Hilfsmittel nur die Tafel
.y =sinx”im Tafelwerk! ]
a) sinx =0,6428 b) sinx=0,6 c) sinx = —0,3551
0° = x = 360° Osx=2nm 0° = x = 360°

5 Die Funktionen y=a - sinx und y = sin(bx)
(a>0, a%=1; b>0, b=*1)

®
N
w

Stellen Sie folgende Funktionen in jeweils ein und demselben Koordinatensystem
graphisch dar!

a) y=hix)=x; y=hx)=3-x; y=f(x)=025-x (-5=x=5)

b) y=filx)=x% y=hix)=2-x% y= fix)=05-x* (-2=x=2)

Wir werden nun den EinfluB der Faktoren aund b (a>0,.a+1; b>0, b*1) auf die gra-
phische Darstellung und auf Eigenschaften von Funktionen y=f(x)=a-sinx und
y = f(x) = sin(bx) untersuchen.

Zunichst betrachten wir Funktionen y = f(x) = a - sinx.

e 24 a) Stellen Sie fur die Funktionen
y=Ffix)=2-sinx; y="1fix)=05"sinx; y= fs(x)=3,7 - sinx mit 0=x=2m
(Schrittweite 0,2) Wertetabellen auf (Werte auf Hundertstel runden)!
_b) Skizzieren Sie die Graphen dieser Funktionen und den Graph der Funktion
y =sinx in ein und demselben Koordinatensystem!
¢) Vergleichen Sie Wertebereich, Nullstellen und kleinste Periode dieser Funktio-
nen!

Der Funktionswert von y = f(x) = a - sinx an einer beliebigen Stelle x entsteht durch Mul-
tiplikation des Funktionswertes von y = sinx an dieser Stelle x mit der reellen Zahl a. Wir
kénnen die GroRe der Zahl a einer Funktion y = f(x) =a - sinx deshalb aus dem Graph
dieser Funktion ablesen (- Bild A 14).
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y

Bild A 14

® 25 a) Begriinden Sie, weshalb die Funktionen y = f(x)=a-sinx und y = f(x) =sinx
die gleichen Nullstellen und die gleiche kleinste Periode besitzen!
b) Begriinden Sie, weshalb fiir den Wertebereich einer Funktion
y=f(x)=a-sinxgiltt —asy=al

® 26 Skizzieren Sie das Bild der Funktion y = f(x) = 1,5 - sinx (-2 < x = 2r7), ohne eine
Wertetabelle anzulegen.

Da der Faktor a einer Funktion y = a - sinx den Wertebereich dieser Funktion beeinfluft,
sind Funktionen y=f(x)=a-sinx gut geeignet, um Wechselspannungen mit unter-
schiedlichen Maximalwerten der Spannung darzustellen (7 Bild A 2, S. 5).

Wir vergleichen nun Eigenschaften und graphische Darstellungen von Funktionen
y = f(x) =sin(bx) (b>0; b+ 1) und der Funktion y = f(x) = sin x miteinander.

® 27 a) Stellen Sie fiir die Funktionen
y = fi(x) =sin(2x), 0 = x = m, Schrittweite 0,1, und

y = fy(x) =sin %x , 0= x = 8n, Schrittweite 0,8,

Wertetabellen auf (Werte auf Hundertstel runden)!

b) Skizzieren Sie die Graphen dieser Funktionen und den Graph der Funktion
y =sinx in ein und demselben Koordinatensystem!

c) Vergleichen Sie den Wertebereich, die Nullstellen und die kleinste Periode die-
ser Funktionen miteinander!

Wir berechnen die Nullstellen einer Funktion y = sin(bx), indem wir diejenigen Zahlen x
ermitteln, fir die diese Funktion den Wert y =0 hat:
sin(bx) = 0 gilt genau dann, wenn

bx=k-m; keZ(” Def. A2,S.10).
Alle Zahlen x=k- % mit ke Z und b>0, b#*1 sind die Nullstellen der Funktion
y = sin(bx).

2-m
b

® 28 Begriinden Sie, daR p = (b>0, b=*1) die kleinste Periode einer Funktion

y = f(x) = sin(bx) ist!
Erldutern Sie, weshalb alle Werte von y = sin(bx) zwischen —1 und 1 liegen!

Wir wenden unsere Kenntnisse iiber den Wertebereich, die kleinste Periode (. @ A 28)
und die Nullstellen einer Funktion y = sin(bx) an, um den Graph dieser Funktion zu skiz-
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zieren (" m A 8) bzw. um aus dem Graph einer Funktion y =sin(bx) auf die GroBe des
Faktors b zu schlieRen (. m A 9).

=8

L)

Die Funktion y = f(x) = sin(3x) ist im Intervall 0 < x < 2 zu skizzieren.
Wertebereich: —1=sy =1

Nullstellen: x =k —;— (k€ Z) im Intervall 0 < x = 2m, das sind also die Zahlen 0, -g,
2
3
Kleinste Periode: p = %rr

nnininZH
) W3 g, 2T

Wir kennzeichnen die Schnittpunkte mit der x-Achse und die Stellen, an denen die
Funktion den gréBten bzw. den kleinsten Funktionswert hat und skizzieren den
Graph der Funktion (7 Bild A 15 — dabei kann man fiir mden N&herungswert 3 ver-
wenden).

¥
1

O \/2 V 5\/6 7 K
» Bild A 15

Im Bild A 16 ist eine Funktion des Typs y = f(x) = sin(bx) dargestellt. Es ist die Glei-
chung der Funktion anzugeben.
Aus der Zeichnung lesen wir die kleinste Periode ab: p ist gréBer als 12; wir rech-

nen mit 4. Wegen p = 2—: gilt:
2 2m _ 1
T—4ﬂ, also b—E—?.

Die Gleichung der Funktion im Bild A 16 lautet y = f(x) = sin(%x).

Bild A 16

Der Faktof b in einer Funktion y = f(x)=sin(bx) beeinfluBt Nullstellen und kleinste
Periode dieser Funktion. Deshalb sind Funktionen y = sin(bx) gut geeignet, um Wechsel-
spannungen unterschiedlicher Frequenz darzustellen (7 S. 5).

In einer Ubersicht auf Seite 22 stellen wir wichtige Eigenschaften der Funktionen

y = f(x)=sinx,y = f(x) = a - sinxund y = f(x) = sin(bx)

einander gegentiber:
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y=sinx y=a'-slnx y =sin(bx)
a>0;a*1 b>0;b*1
Wertebereich -1sy=1 —asysa -1sy=s1
Nullstellen x=kn(ke2) x=kr(keZ) x=kplke2)
2
kleinste Periode p=2m p=2m pispe
Aufgaben
1 Geben Sie Wertebereich, Nullstellen und kleinste Periode folgender Funktionen
an! Skizzieren Sie die Graphen dieser Funktionen im angegebenen Intervall!
a) y=f(x)=4-sinx b) y=f(x)=sin(§) c) y = f(x) = sin(mx)
—2m=x=2m O=sxs6m Osxs2m
d) y=7(x)=1,8"sinx e) y=f(x)=sin(0,8x) f) y=1(x)=0,7 - sinx
-2r=xs0 0=x=25m Osx=2nm
2 Im Bild A 17 sind Graphen von Funktionen des Typs y = f(x)=a - sin x dargestellt.
Ermitteln Sie die Gleichungen fiir a) y = f(x), b) y=1fyx), ¢c)* y=fx)!
¥
71X, - J S
—iqd
/ N\ |
7 \ / \ i
e == y _— ~\— y="14lx)
NI I NN 0 NG A Y, M
y \ n\ %ﬂ /27{ %n /" 3n - ar,.
i S W, b
e |
Bild A 17
3 Im Bild A 18 sind zwei Graphen von Funktionen des Typs y = f(x) = sin(bx) darge-

stellt. Ermitteln Sie die Gleichungen fiir diese Funktionen!

Bild A 18
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4+ Ermitteln Sie aufgrund Ihrer Kenntnisse iiber Funktionen vom Typ
y=f(x)=a-sinx und y = f(x) =sin(bx) den Wertebereich, die kleinste Periode
und die Nullstellen der folgenden Funktionen! Skizzieren Sie die Graphen der
Funktionen in einem geeigneten Intervall!

a) y=f(x)=3"-sin(2x) b)y= f(x)=0,5" sin(%x) c) y = f(x)=2"sin(3x)

Die Funktionen y =cosx und y =tanx;
Beziehungen zwischen Winkelfunktionen
6 Die Kosinusfunktion

» 29 Ermitteln Sie unter Verwendung des Bildes A 8 auf der Seite 10 Werte fiir die Ab-
szisse u des Punktes P fiir die folgenden Winkel x!

x =N % 2m 3m

x -90° 0° 180° 270° 450°

Auch zu jedem anderen Winkel x l&Bt sich genau eine Abszisse u ermitteln. So erhélt
man z. B. unter Verwendung des Bildes auf der dritten Umschlagseite durch Ablesen am
Einheitskreis fiir den Winkel x = 30° den Naherungswert 0,86 und fir x = 60° den Nahe-
rungswert 0,5. Es wird definiert:

» 4 Die Abszisse u des zum Winkel x gehérenden Punktes
P (u; v) auf dem Einheitskreis heift des kels x.
Kurz: cosx = u

Bild A 19

Die Funktion mit der Gleichung y = f(x) = cos x mit R (oder einer Teilmenge von R) als Defini-
bereich heifit P

® 30 Ermitteln Sie durch Anwenden der Definition A 4:

a) cos(—%), b) cos(—180°), c) cos540°, d) cos450°, e) cos(—%n)!
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® 31 Stiitzen Sie sich auf Ihre Kenntnisse iiber dquivalente WinkelgroRBen, und ermitteln
Sie durch Ablesen am Bild A 3 auf der 3. Umschlagseite angendherte Werte der Ko-
sinusfunktion fiir die Winkel
a) 20°, b)380°, c) —340°, d)40°, e)1120°, f) —680°!
Fiir die Argumente x = 30°, x = 45° x = 60° kénnen die exakten Werte der Kosinusfunk-
tion analog wie fiir die Sinusfunktion auf geometrischem Wege durch Berechnungen an
speziellen Dreiecken im Einheitskreis ermittelt werden.
Es ist cos30° = i V3, cos45° = ] \5; c0s60° = l.
2 2 2
® 32 Beweisen Sie anhand der Bilder A 20a—c die angegebenen Beziehungen! Verglei-
chen Sie dazu das Vorgehen in LE A 3 (Bilder A 9 bis A 11)!

©)

Bild A 20

Diese Werte fiir den Kosinus kénnte man auch unter Verwendung der entsprechenden
Werte fiir den Sinus ermitteln. So gilt zum Beispiel fiir den Winkel 30° im Einheitskreis
(-~ Bild A 20a):

0Q =cos30°=u; QP=sin30°=yv=
Nach dem Satz des Pythagoras ist

0Q*+ QP?= 0P, d. h.
(%) u2+v2=1
und folglich wegen u > 0:

u=y1-2

1 3
vy l=g =7
1
=3

[ J——
7 OP=1.

u

® 33 Weisen Sie in gleicher Weise nach: a) cos45°=%ﬁ, b) cos60° =% !

Bei der Bearbeitung des Auftrages A 33 fiihrte die Anwendung des Satzes des Pythagoras
zu der Gleichung (%). Dabei war
u=cosx (x=30°% 45° 60°
v=sinx (x=30° 45° 60°).
Es soll nun bewiesen werden, daR die Gleichung
(% %) (sinx)?+ (cosx)?=1
fiir alle x € R giiltig ist.
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@ 34 Uberzeugen Sie sich davon, daB diese Beziehung fiir x = k - 90°, k € Z, gilt!

Fir jeden Winkel x (x # k- 90° ke Z) ist
OQP ein rechtwinkliges Dreieck (-~ Bild
A 21). Es gilt

QP2+ 0Q?*= OP2.
Mit
QP? = (sinx)2, OQ? = (cos x)? und OP?=1
ergibt sich die Gleichung (* *).
Es wird folgende Schreibweise vereinbart
(sin x)? = sin2x sowie (cosx)? = cos?x.
Unter Beriicksichtigung von Erkenntnissen
aus dem Auftrag A 34 ergibt sich der Satz:

Py (cos xq jsinx,)

Bild A 21

5 Fiir alle x € R gilt: sinx + cos’x =1

Der Satz A 5 wird auch ,trigonometrischer Pythagoras”" genannt.
Beachten Sie: Es ist
sin2x = (sinx)?, aber sinxZ=sin(x - x)
und entsprechend
cos?x = (cosx)?, aber cosx?=cos(x - x).
Im allgemeinen ist sin?x = sin x2.

® 10 Esist zu beweisen, daB sin? 7+ sin 2 ist.
Esist sin? m=sinm-sinm=0-0=0.
Andererseits ist sin 72 = sin (7 - m) # 0, denn sin x = 0 gilt genau dann, wenn
x=k-mkeZ)ist.
In unserem Falle ist x = - 1, also kein ganzzahliges Vielfaches von m.

Fir spezielle Argumente kennen Sie die auf geometrischem Wege ermittelten exakten
Werte der Sinus- und der Kosinusfunktionen:

m m m m 3 2 3
ole 7 FoEE b e
x
: 0 | 45° 60° 90° 180° | 270° 360°
sinx 0 L 1a AV 0 =1 0
2 2 2
1 1 1
cosx 1 2 \ﬁ 7 \5 7 0 =1 0 1

Fur beliebige Argumente x kénnen die Funktionswerte von y = cosx mit dem Taschen-
rechner ermittelt werden.

o 35 Stellen Sie dazu eine Schrittfolge auf! Orientieren Sie sich am Vorgehen in LE
A3l

" Tri ie: Dreieck g, Drei echnung. trigonon (griech.) Dreieck, metron (griech.) MaR.
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= 11 Aufgabe | Ablaufplan | Ergebnis

a) y = cos 58° (DEG) 58 | 0.52991
b) y = cos2 (RAD) 2 -0,41614
o y=cosg | ®aD)[n][+]8[=][cos] | o287

Da die Aufgabenstellung weiteres Runden nicht fordert, werden die vom Taschen-
rechner angezeigten Zahlen als rationale Néherungswerte fiir y angegeben.

Mit der Tastenfolge kann das Argument zu einem gegebenen Wert der Kosinus-

funktion im Grundbereich 0° = x < 180° ermittelt werden.

© 36 Schreiben Sie die Schrittfolge ausfiihrlich auf!

Orientieren Sie sich am Vorgehen in LE A 3!

= 12 Aufgabe Ablaufplan Ergebnis
a) cosx=0,35 (DEG) 0,35 69,512685°
0°=s x=90° x =~ 69,5°
b) cosx = —% (RAD) 0,75 2,4188584 rad
m x = 2,42 rad
? SEx=n
Aufgaben
\
i Ermitteln Sie mit dem Taschenrechner!
2
a) cos405° b) cosom ¢) cos(—575°) d) cos390°
e) 00516—317 f) cos(— %n) g) cos(—300°) h) cos(—3m)
2 Es ist :
1 1
a) cosx=% J3_ b) cosz=—, c) cosy =~ V2, d) cost=1, e)cosp=-1.
Geben Sie jeweils drei Winkel an, so daB wahre Aussagen entstehen! Benutzen Sie
lhre Kenntnisse tiber dquivalente Winkel!

3 Gibt es eine reelle Zahl x, so daB cosx =5 eine wahre Aussage ist? Begriinden Sie
Ihre Antwort, und formulieren Sie diese als Aussage iiber die Anzahl der Losungen
dieser Gleichung! (L)

4 Losen Sie folgende Gleichungen in den angegebenen Grundbereichen!

a) cosx=0 b) cosx=1 c) cosx=—1
Osxs=2m -2mr=x=0 360° = x =720°

1
d) cosx=-0,25 (L] e) cosy=~70—
0° = x = 180° —180° =y <180°
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5. Priifen Sie nach, ob folgende Gleichungen fiir alle x € R gelten!
a) cos?x —sin®x =2 cos?’x — 1
b) (sinx + cosx)?+ (sinx — cosx)?=2
c) 2 sin?x — sin30° = cos60° — 2 cos?x + 1

m
6.  Fir Winkel x aus dem Intervall 0 = x = —- sind gegeben:

2
) si =L, b) sinx=0,2 c) cos =1
a |nx—4, 1 X 8"
d) sinx=0,75, e) sinx=0,3, f) cosx—% 7

Ermitteln Sie jeweils die Werte fiir den Sinus bzw. Kosinus des gleichen Winkels,
ohne diesen zu bestimmen!

7. Ermitteln Sie die Kosinuswerte mit dem Taschenrechner, und runden Sie die Ergeb-
nisse auf 3 Stellen nach dem Komma!
a) cos17° c0s3,8% cos142,94° co0s98,2°; cos1000°
b) cos0,412; cos1,8; cos11,5; cos50; cos(—3)

c) cos%rr; cos(— %n); cos8,3m; cosJ— cos —n

d) cos20; cos20°% cos923° cos(—54,3%; cos(—%n)

8.  Ermitteln Sie mit dem Taschenrechner die Kosinuswerte nach den gegebenen Ab-
laufplanen, und begriinden Sie die unterschiedlichen Ergebnisse!

o) (DEG)1[cos] und  b) (RAD)1 [cos]

9. Wo steckt der Fehler? a) cos 34° (RAD) 34
Korrigieren Sie die

Ablaufpléne! ‘ b) cos y7 (RAD) 7
T A0 - oy
d) cos%n (RAD)4|E|7EE]
7  Graphische Darstellung

und Eigenschaften der Kosmusfunknon

® 37 Skizzieren Sie den Graph der Funktion y=cosx fiir den Definitionsbereich
—2m = x = 3m! Nutzen Sie dabei die Wertetabelle auf Seite 23! Ermitteln Sie erfor-
derlichenfalls weitere Funktionswerte mit dem Taschenrechner!

| | |
-360° -270° -180° -90° 90°  180°  270°  360°  450°  540°
Bild A 22
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Ein Vergleich des Graphen der Kosinusfunktion (7 Bild A 22) mit dem der Sinusfunktion
(-~ Bild A 12) zeigt, daR beide Funktionen sowohl gemeinsame, aber auch unterschiedli-
che Eigenschaften besitzen.

® 38 a) Begriinden Sie, daB die Kosinusfunktion eine periodische Funktion mit der klein-
sten Periode 27 ist!
b) Begriinden Sie, daR fiir die Elemente des Wertebereiches gilt —1= y < 1!

Der Vergleich der beiden Graphen fiihrt zu der Vermutung, daR sie gegeneinander in
Richtung der x-Achse um ?ﬂ verschoben sind.
Ferner wird vermutet:

cosx = sin(% = x) fir xe R.

@ 39 Bestatigen Sie die Vermutung fiir spezielle Argumente x aus der Tabelle auf
Seite 25!

3 & s m
Zum Beweis beschranken wir uns auf Werte x aus dem Intervall 0 < X< und benutzen

als Beweisfigur das Bild A 23.
(1) ¢ 0Q,P;= 4 OQ,P,=90° (Voraussetzung)

(2) 4 P,OQ,= ¢ OP,Q, (Voraussetzung)

(3) OP, = OP, =1 (Voraussetzung)

(4) OQ; = cosx; (Definition
Sinus, Kosinus)

P,Q;=sin (% =

(5) A OQP = A 0Q,P, (Kongruenzsatz wsw)

(6) OQ, = P,Q, (gleichen Winkeln u
gegeniiberliegende
Seiten)

(7) cos x = sin (g = x)

Es gilt der Satz:"

(Schritte (4) und (6)) Bild A 23

6 Filr alle x € R gilt: cosx=sin (?’":_,)!

@ 40 Weisen Sie anhand des Bildes A 23 die Giiltigkeit der Aussage nach:

Fiir alle x € R gilt: sinx*—’cos( gfx)!

Y Winkel, die sich zu 7" bzw. 90° ergénzen, heiBen Komplementwinkel. Den Satz A 6 nennt man deshalb auch die

Komplementwinkelbeziehung, und man formuliert: Der Kosinus eines Winkels ist gleich dem Sinus seines Kom-
plementwinkels.
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Wegen der Beziehung > 6 kann die Tafel der Sinuswerte auch als Tafel der Kosinuswerte
verwendet werden. Es ist zum Beispiel:

co0s35,7° = sin(90° — 35,7°) = sin54,3° = 0,8121.
Bei der Ermittlung von Kosinuswerten wird der Eingang in die Tafel benutzt, der durch
die rechte Randspalte und die untere Randzeile gegeben ist.

e 41 a) Lesen Sie die Nullstellen von y =cosx im Intervall 0 = x = 2m ab! Formulieren
Sie eine Aussage Uber die Nullstellen im Intervall —o < x < !
b) Geben Sie Intervalle an, in denen die Kosinusfunktion monoton steigt bzw. mo-
noton fallt!
Vergleichen Sie die Ergebnisse aus a und b mit entsprechenden Angaben iiber
die Sinusfunktion!

Wie bei der Sinusfunktion tritt jede reelle Zahl y des Intervalls —1<y <1 fiir Argu-
mente x des Intervalls 0 < x < 2 als Funktionswert der Kosinusfunktion zweimal auf. Es
gelten ferner die Beziehungen
(1) cosx=cos(—x) und
(2) cos(m+ x)=—cosx
sowie (vgl. auch mit dem Auftrag A 38) die Beziehung
(3) cosx=cos(x+k-2m) fiir xeRund ke Z.
Fiir den Beweis der Beziehung (2) beschranken wir uns auf das Intervall 0 = x g% und
zeigen mit Bezug auf die Definition A4 (~ Seite 23) und auf das Bild A 24, daR
0Q, = 0Q,, d. h., daB die beiden Strecken kongruent sind.
Bei der Drehung um O mit dem Drehwinkel mist der
Punkt P, das Bild von P,. Der Punkt Q, ist das Bild
von Q. Es gilt also

A OQ:Py= A OQ,P,.
Der Punkt P, aus dem |. Quadranten ist auf P, im
Ill. Quadranten abgebildet worden. Die Abszissen
sind einander entgegengesetzte Zahlen.

Bild A 24

® 42 Mit der Beziehung (1) wird ausgedriickt, daB der Graph der Kosinusfunktion sym-
metrisch zur y-Achse ist. Begriinden Sie das, und beweisen Sie diese Beziehung!

Mit den Kenntnissen iiber die Kosinusfunktion, insbesondere mit den Beziehungen
cosx =cos(x + k- 2m) und cosx=cos(—x) kann man alle Lésungen goniometrischer
Gleichungen des Typs cosx = c (c € R) fiir einen beliebigen Grundbereich ermitteln.

®m 13 Gesucht sind die Lésungen der Gleichung cosx=0,14 im Grundbereich
0° = x = 360°. Runden Sie die Ergebnisse auf 2 Stellen nach dem Komma!
Voriiberlegung: Es gibt eine Lésung x; im |. und eine Losung x, im V. Quadranten.
Die L&sung x; kann leicht mit dem Taschenrechner berechnet werden. Wegen
cos x = cos(—x) ist auch x, = —x; Losung der Gleichung. Allerdings liegt x, nicht im
betrachteten Grundbereich. Wegen cos x = cos(360° + x) ist dann aber
X, = 360° + xo = 360° — x;
die gesuchte Losung im IV. Quadranten.

Ablaufplan:

(DEG) 0,14 [[F] l
X1
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Ergebnis: x,=81,95° x,=278,05°
Probe: Mit dem Taschenrechner werden cos x; und cos x, berechnet.”

w 14 Es sind die im Grundbereich —m < x <4m liegenden Lésungen der Gleichung
cosx = —0,86 zu ermitteln. Dabei soll auf drei Stellen nach dem Komma gerundet
werden.

Voriiberlegung: Der Umschalter muB auf RAD stehen. Man erhalt zunéchst eine Lo-

m

2

die Beziehung cos x = cos(—x). Weitere Losungen sind die im angegebenen Grund-

bereich liegenden WinkelgroBen, die zu den bereits gefundenen &dquivalent sind.

Im angegebenen Grundbereich —3,1415 = x < 12,566 liegen 5 Losungen.

sung x; mit > < x <, also 1,57 < x; < 3,15. Eine zweite Lésung erh&lt man durch

Ablaufplan:
(RAD) 0,86 (£ [eos],
Xy
Ergebnis: k=0 | x,=2,758 X, =—2,758
k=1|x3=09,041 Xxs=_ 3,525
k=2 x;= 9,808

Probe: Kontrollrechnung nach dem Ablaufplan:

(RAD) x, l [ }———~Radikand

Vorzeichen

Aufgaben

1 Skizzieren Sie den Graph der Funktion y=cosx im Intervall a) —-1=x<5,
b) —90° = x = 450°!
Ermitteln Sie dabei alle Nullstellen, und beschreiben Sie das Monotonieverhalten!

Welche der folgenden Gleichungen haben eine Losung und welche nicht (x € R)? Benut-
zen Sie lhre Kenntnisse tiber den Wertebereich der Funktionen!

2.] a) cosx=-0,25 b) cosx =4 c) cosx+1=\/§ d)5-cosx=15
31" a) |cosx|=0,7 b)%~cosx:% <) cos§=o,8 d) cos(2x)=2 (1)

4 Ermitteln Sie alle reellen Lésungen der folgenden Gleichungen!
a) cosx—1=0 b)cosx+1=0 c)cosx=0

v

Ermitteln Sie alle Nullstellen der Funktion y = cosx im vorgegebenen Intervall!

a) —2m=x=4m b) -90°=x=360° ¢)1,6=x=95

6 Ermitteln Sie jeweils vier weitere Winkel, fiir die wegen der Periodizitét die Kosi-
nusfunktion den gleichen Funktionswert besitzt wie fiir die angegebenen Winkel!

m o = =JL =
a)x—T b) x=70 c) x 5 d) x 3 e)x=1
Ermitteln Sie alle Lésungen folgender Gleichungen in den angegebenen Grundberei-
chen! Runden Sie die WinkelgréBen entsprechend der getroffenen Vereinbarung (Vgl.
Seite 13)!
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7.1 a) cosx=0,2374 b) cosx = —0,6689 c) cosx=0,74
0° = x = 360° O=sx=2m 0°= x=90°
d) cosx=% e) cosx=; f) cosx+0,1=0
—180° = x = 180° %ngxg%rr 180° = x = 270°
8.1 a) cosx=—; b) cosx=% c) cosx=%\/2—
-T=x=2m 0° = x < 180° 360° = x =720°

9. Ermitteln Sie alle reellen Lésungen im angegebenen Intervalll Geben Sie einen
Rechenablaufplan an! (L)
a) 3-cosx+3=1-5-cosx (—m<x<m)
b) 9-cosx—-7=7-9-cosx (0°= x<360°
0 cos1,4 _ cosx (—l<x<1rr>
cos2,3 0,7 R

2 2

8 Zusammenfassung; Sinus und Kosinus am Kreis
mit dem Radius r

DEFINITION
Die des zum Winkel x gehoren- des Winkels x.
den Punktes P (u; v) heilt

Die Funktion mit der Gleichung nennt man

= COS X

Bild A 25 Bild A 26
Y
-360° -270° -180° -90° 90°  180° 270° 360° 450°  540°
y=sinx
, . Y
TINSE NN N
-1
-2n —%n = -% % n %n n %n 3n %n

Bild A 27
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htige Ei haften der Funk
Funktion Definitionsbereich Werte Nullstellen | Periodizitit
bereich
y=sinx —® X< ® -1=y=1 x=km sinx=sin(x+ k- 2m)
m
y =Ccosx —o < x<© =I=y=1 x=7+kr7 cosx = cos(x + k - 2m)

Quadrantenbeziehungen

sinx = sin(m — x)

| | I | i | \Y sinx =sin(—m— x)
sinx = —sin(—x)

sinx + + = = sinx = —sin(m+ x)
cosx + = = +
| L in2 2
cos x = cos(—x) sinx = cos 2 X sin’x + cos?x = 1
(T
cosx = —cos(m+ x) cosx=sm(7-x)

Fiir Anwendungen der beiden Funktionen, insbesondere in der Geometrie, ist es zweck-
méBig, wenn man eine weitere Definition von Sinus und Kosinus kennt.

® 43 a) Wiederholen Sie lhre Kenntnisse tiber die zentrische Streckung!

b) Bilden Sie die Figur im Bild A 25 durch die zentrische Streckung (O; 2) ab!
Bei der zentrischen Streckung (O; r) wird das Originaldreieck OPQ auf das ihm &hnliche
Bilddreieck OP'Q’ abgebildet (.~ Bild A 28).

Fir die Seitenlangen gilt:

(WOP'=r-0OP=r,

(20Q' =r-0 r-cosx, 14
(3 QP’=r-QP=r-sinx /
" AN

Es ist also S Qv
oa
(2') cosx = g y
" o Q =
(3) sinx=—-"—. " Bild A 28
sinx und cosx treten hier als Verhiltnisse von Seitenldngen im Dreieck OP'Q’ im Kreis
mit dem Radius rauf. Im Dreieck OPQ im Einheitskreis waren Sinus und Kosinus als Ordi-

nate und Abszisse von P definiert worden. Auch fiir die Definition am Kreis mit dem
Radius r kénnen die Koordinaten eines Kreispunktes P’ (up; vp) verwendet werden.

Q|
: S
/
o

q

Ve u,
»7 sinx = —; cosx=— (xeR)
o r L 4

Dabei gilt r>0; upeR; vp€R; —rsuUp=r; —rsvp=r
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® 44 Weisen Sie nach, daB die Werte fiir Sinus und Kosinus eines beliebigen Winkels
unabhéngig von der Wahl der Definition A 7 bzw. 2 und 4 sind! Stiitzen Sie sich da-
bei auf die Ahnlichkeit der Dreiecke OQP und OQ'P’!

9 Die Tangensfunktion

® 45 Es seien die Funktionen f(x) = x? (x€ R) und g(x) = x — 3 (x € R) gegeben. Aus ih-
XZ

x—3

a) Welches ist der Definitionsbereich dieser Funktion?

b) Bestimmen Sie, falls vorhanden, ihre Nullstellen!

c) Fir welche x € R sind die folgenden Terme nicht definiert?

nen wird die Funktion y = gebildet.

x+¥3, x=4, L 2
x 2 ' sinx’' cosx
Es wird definiert:
» 8 Der Quotient aus dem Sinus und dem Kosinus eines Winkels x heit Tangens des Win-

kels x.

sinx m 4
cosn" X€ Rundx$(2k+1)?, heiflt

Die Funktion mit der Gleichung y = f (x) =tanx =

Tangensfunktion.

® 46 Bestdtigen Sie folgende Gleichungen, indem Sie die Definition anwenden!

a) tan0=0 b)tan%:1 c)tan%=%ﬁ ( d)tan%=ﬁ
Schreiben Sie entsprechende Gleichungen unter Verwendung des GradmaRes fiir
die WinkelgréRen auf!

Mit dem Rechner SR 1 kann man tan x ermitteln, indem man die Taste betatigt.
e 47 Ermitteln Sie a) tan25°, b) tan1, c¢)tan100°, d) tan(—3,5) und e) tan(—300°)!
@ 48 a) Kommentieren Sie die Anzeige nach der Ausfiihrung der Schrittfolge

(DEG) 90 !

b) Nennen Sie weitere Argumente, die bei der angegebenen Tastenfolge zur glei-
chen Anzeige fiihren! |l

c) Begriinden Sie die Notwendigkeit der Einschridnkung des Definitionsberei-
ches! (L)

Mit der Tastenfolge kann das Argument zu einem gegebenen Wert der Tan-
gensfunktion im Grundbereich —90° < x < 90° ermittelt werden.

m 15 Aufgabe Ablaufplan Ergebnis
a) tanx=275 (DEG) 27,5 [F] 87,917435°
0°= x<90° x =~ 87,9°
b) tan x= —0,75 (RaD) 0,75 [* /| [F][tan] ~0,6435011 rad
m x = —0,64 rad
= ? <x=0

3 [001004]



34 A Die Funktionen y = cos x und y = tan x LE 10

Aufgaben

y 18 Ermitteln Sie mit dem Taschenrechner, und runden Sie auf 3 Stellen nach dem
Komma die folgenden Tangenswerte!
a) tan20°, tan85°, tan110°, tan227,35° tan0,78

b) tan2,37, tanirr, tan(—1,48), tan(—37,5°), tan635°

5
c) tan(—% rr), tan89,5°, tan90,5°, tan190°, tan(—89,5)
2 Schreiben Sie Rechenablaufplane fiir die Ermittlung folgender Tangenswerte auf!

3 5-n 1
a) tan(ffrr), b) tan 2 c) tan 2 \/5
3 Lésen Sie im Intervall —90° < x < 90°
a) tanx=0,513, b)tanx=-0,513!
Geben Sie die WinkelgroBen auf Zehntel Grad gerundet an!

10 Graphische Darstellung und Eigenschaften
der Tangensfunktion

Die Funktion y =tanx soll im Intervall —m = x = 2m untersucht werden.

® 49 a) Fir welche Argumente x ist die Funktion y =tanx im angegebenen Intervall

nicht definiert? (L

b) Fiir welche Argumente x im angegebenen Intervall liegen Nullstellen vor, ist
also tanx = 0? N

c) Fur welche Argumente x im angegebenen Intervall gilt [sin x| =|cos x|, also
[tanx| =17 (L)

d) Geben Sie das Vorzeichen der Funktionswerte in den folgenden Teilintervallen
an!

—mex<——2, -Lox<o 0<x<Z, Tox< S 2
m< x 7 2 X p X 2 2 n 2 <x<2m
Stiitzen Sie sich beim Bearbeiten aller Teilauftrage auf die Ubersicht auf Seite 32!

® 50 a) Stellen Sie einen Rechenablaufplan auf, und ermitteln Sie auf 3 Stellen nach
dem Komma!

m m
x strebt von links gegen 2 x strebt von rechts gegen 2
x | tan x x | tan x

m m

2" 0.1 2t 01

m m

2 0,01 2 +0,01

T m

7—0,001 2 +0,001

b) Fiihren Sie entsprechende Rechnungen fiir die im Bereich —m = x < 27 liegen-
den Argumente an, fur die die Tangensfunktion nicht definiert ist!














































































































































































