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Erlduterungen zur Arbeit mitdiesem Buch

Das farbige Griffregister auf dem AuBenrand der Seiten
dient dem bequemen und schnellen Auffinden der ein-
zelnen Kapitel. Auf dem Vorsatz findest du hierzu eine
Ubersicht iiber die einzelnen Kapitel.
Jedes Kapitel ist durch Zwischeniiberschriften und
durch eine fortlaufende Numerierung mit schwarzen
halbfetten Ziffern auf dem linken Rand in kleine Ab-
schnitte (Lerneinheiten) untergliedert.
Innerhalb der Lerneinheiten werden die Beispiele,
Ubungen und Definitionen durch folgende blaue Marken
gekennzeichnet:

Beispiele |

Ubungen e

Definitionen und Sitze P

Dabei werden mit vollen Dreiecken solche Definitionen
und Sitze gekennzeichnet, die du dir fest einprigen
mulft.

Durch die Ziffern in den blauen Marken werden auch
die Ub\mgen, Beispiele und Sitze numeriert.

Sémtliche Numerierungen werden jeweils durch ein
Kapitel fortlaufend gefiihrt. Zu Beginn eines jeden
Kapitels beginnen dann alle Numerierungen von Neuem.
Hinweise auf Lerneinheiten (Abschnitte), Beispiele usw.
werden im laufenden Text mit dem Buchstaben des
betreffenden Kapitels angegeben.

Zum Beispiel:

Abschnitt C 23 ist die Lerneinheit 23 des Kapitels C,
Beispiel D 5 ist das Beispiel 5 im Kapitel D,
Ubung A 13 ist die Ubung 13 im Kapitel A.
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Der Bereich der gebrochenen Zahlen

In einem Kiihlraum soll die Temperatur, die augenblicklich 4°C iiber dem Gefrier-
punkt (iiber Null) betrigt, um 9 grd gesenkt werden. Welche Temperatur soll
also im Kiihlraum herrschen ?

Zur Beantwortung der Frage im Beispiel 1 reichen die Zahlen, die wir bisher
kennen, die natiirlichen Zahlen und die gebrochenen Zahlen, nicht aus.

Die natiirlichen Zahlen sind die Zahlen 0, 1, 2, 3, ...

Im Bereich der natiirlichen Zahlen kénnen wir die Addition und die Multiplika-
tion uneingeschrinkt ausfithren.

Addition: Wie wir auch immer die Summanden a und b aus dem Bereich der
natiirlichen Zahlen wiihlen, stets gibt es eine natiirliche Zahl ¢, so da8 gilt

a~b=ec

Multiplikation: Ebenso kénnen wir immer zu zwei natiirlichen Zahlen d und e
eine weitere natiirliche Zahl f finden, so daB gilt

d-e=f.

Subtraktion: Bei der Subtraktion von natiirlichen Zahlen miissen wir darauf
achten, daB der Subtrahend nicht groBer ist als der Minuend, da sonst die Sub-
traktion im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht ausfiihrbar ist.

Im Beispiel 1, bei dem die Temperatur von 4°C um 9 grd gesenkt werden soll, h
miiiten wir die Aufgabe 4-9 lésen. In ihr ist aber der Subtrahend griBer als der
Minuend, sie ist daher im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht lsbar.

Division: Ebenso wie die Subtraktion ist auch die Division im Bereich der
natiirlichen Zahlen nicht uneingeschrinkt ausfithrbar. Zu zwei natiirlichen
Zahlen a und b gibt es nicht immer eine dritte natiirliche Zahl ¢, so daB gilt

a=b-c bzw. a:b=c.

So hat z.B. die Aufgabe 21 :13 im Bereich der natiirlichen Zahlen keine Lo-
sung.

SATZ: Im Bereich der natiirlichen Zahlen sind die Addition und die Multipli
kation uneingeschriinkt ausfiihrbar.

Die Subtraktion ist nur dann ausfithrbar, wenn der Subtrahend kleiner oder gleich
dem Minuenden ist.

Die Division ist nur dann ausfiithrbar, wenn der Dividend ein Vielfaches des Divi-
sors ist.



Damit auch die Division uneingeschriinkt ausfiihrbar ist, haben wir einen neuen
Bereich von Zahlen geschaffen und diese gebrochene Zahlen genannt.

DEFINITION: Eine gebrochene Zahl ist eine Klasse von Briichen, die durch
Kiirzen oder Erweitern auseinander hervorgehen.

i die

a) Stelle fest, welche der folgenden Briiche jeweils in einer Klasse liegen, d.h.
dieselbe gebrochene Zahl darstellen!

3, 105, 20 51 12 45 8 4 75 1

| e
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b) Wieviel verschiedene gebrochene Zahlen werden durch diese Briiche dar-
gestellt ?

b SATZ: Im Bereich der gebrochenen Zahlen sind die Addition, die Multiplikation
und die Division uneingeschriinkt ausfithrbar.
Der Divisor darf dabei jedoch nicht Null sein.

4 Unter den gebrochenen Zahlen gibt es solche, die durch Briiche mit dem Nenner 1
dargestellt werden ko Bei allen Rechenoperationen lassen sich diese gebro-
chenen Zahlen durch natiirliche Zahlen ersetzen. So kinnen wir z.B. die gebro-
chenen Zahlen, die durch die Briiche in den beiden oberen Zeilen der folgenden
Tabelle dargestellt werden, durch die jeweils ganz untenstehenden natiirlichen
Zahlen ersetzen:

M ii \3_0 ‘yy | 96
7 | 16
SN
1 1 3 1

4 |7 |a |5 |20 e

Wenn wir alle gebrochenen Zahlen, fiir die dieses méglich ist, durch natiirliche
Zahlen ersetzen, dann bilden die natiirlichen Zahlen einen Teilbereich der ge-
brochenen Zahlen. Jede natiirliche Zahl ersetzt dabei eine ganz bestimmte
gebrochene Zahl. Dagegen kann aber nicht jede gebrochene Zahl durch eine
natiirliche Zahl ersetzt werden. Zum Beispiel ersetzt 5 die durch 2! dargestellte
gebrochene Zahl, dagegen kann % durch keine natiirliche Zahl ersetzt werden.
Diesen Sachverhalt veranschaulicht die Darstellung des Zahlenstrahls in Bild A 1.

b7 ™ 5 2 3y 7 £ 7 ¢ 8 5 § £ 2
i T I S N O . §1 % § 7§ 7
0 1 2 J 4 5

"
b SATZ: Die natiirlichen Zahlen sind ein Teilbereich der gebrochenen Zahlen.

Ersetze die durch folgende Briiche dargestellten gebrochenen Zahlen, wenn
méglich, durch natiirliche Zahlen!
100, 272 703 1249 2961 6731 10094

T 172 W® "2 T e Y TIos



Im Bereich der gebrochenen Zahlen ist die Subtraktion noch immer nicht un-
eingeschrinkt ausfithrbar. Wir konnen auch hier, wie im Bereich der natiirlichen
Zahlen, zunichst nur solche Subtraktionsaufgaben lsen, in denen der Subtra-
hend nicht groBer ist als der Minuend.

Variablen fiir gebrochene Zahlen

Bisher haben wir Variablen a, b, .. ., x, y, . .. nur fiir natiirliche Zahlen verwendet,
z. B. konnten in 2a + b fiir @ und b die Zahlen 0, 1, 2, 3, ... gesetzt werden.

Auch bei Briichen wie %, i, ... waren a, b, x, y Variablen fiir natiirliche Zahlen.
Von jetzt an wollen wir Variablen fiir gebrochene Zahlen schreiben. Fiir a, b,
¢, %, ¥, z usw. diirfen also jetzt gebrochene Zahlen eingesetzt werden. Dabei miis-
sen wir daran denken, dall wir die natiirlichen Zahlen als einen Teilbereich der
gebrochenen Zahlen auffassen, d.h., da die natiirlichen Zahlen mit zu den ge-
brochenen Zahlen gehéren.

Wenn fiir die Variablen nur natiirliche Zahlen eingesetzt werden sollen, soll das
kiinftig ausdriicklich vermerkt werden.

a) 2a +b

Im Fallea=4; b=>5 ergibt sich: 2a+b=13

Im Falle a = 3; b:%ergiht sich:2a + b= 6%
Im Falle a =+ ; b:%ergﬂ)t sich: 2a + b= 1%

73
b) 2a + b (a, b natiirliche Zahlen)
Erginze folgende Tabellen! Falls eine Aufgabe nicht lésbar ist, schreibe ,,n.1.%

in die Tabelle! Bedenke dabei, daBl im Bereich der gebrochenen Zahlen jede Divi-
sionsaufgabe (die Division durch Null ausgenommen) lgsbar ist!

x ‘y ‘xﬁ—_’y ‘x—y ‘x»y ’x:y ‘Sx—y‘Sxy‘Bx:Zy

a)36 |45
7 2
s |+
8

©) 62 3
O |4
e) 0,9 %

Aufgaben A 1 bis 6

Der Aufbau des Bereichs der rationalen Zahlen

6

Das Problem im Beispiel | fithrt zu der Aufgabe 4—9. Subtraktionsaufgaben
wie diese, in denen der Subtrahend groBer als der Minuend ist, treten in der Praxis
hiufig auf. In diesem Beispiel betriigt dann die Temperatur im Kiihlraum —5 °C.
Man miifte also rechnen kénnen: 4 —9 =—5
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Das ist aber im Bereich der gebrochenen Zahlen nicht méglich. Wir sind also
gezwungen, iiber diesen Bereich hinaus einen neuen Zahlenbereich zu schaffen.
Die Erweiterung werden wir in éhnlicher Weise durchfithren wie die Erweiterung
des Bereichs der natiirlichen Zahlen zum Bereich der gebrochenen Zahlen. Daf§
diese Erweiterung notwendig ist, sollen uns noch folgende Beispiele zeigen:

a) Hohenangaben auf einer Landkarte mit Hohen unter Normal-Null' (Bild A 2).

b) Ist ein Eisentréiger 20 mm linger als vorgeschrieben, so sagt man, daB} seine
Linge um +20 mm vom vorgeschriebenen MaBl abweicht. Ist er dagegen
um 20 mm zu kurz, so sagt man, sie weiche um
—20 mm davon ab.

¢) Mit Hilfe einer Rachenlehre iiberpriife man die

MaBhaltigkeit von Werkstiicken (Bild A 3). Die
Offnung mit der Aufschrift —11 ist %, mm enger

als das geforderte MaB.

1InA ist eine bracht, die man mit Null be-
zeichnet. Alle Hohenangaben beziehen sich auf diesen Festpunkt. A3
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7 Subtraktionsaufgaben,” in denen der Subtrahend nicht groBer als der Minuend
ist, lassen sich am Zahlenstrahl darstellen (Bild A 4). Wie wir sehen, ist dem
Ergebnis eindeutig ein Punkt auf dem Zahlenstrahl zugeordnet.
Die unlésbare Subtraktionsaufgabe 4-9 aus dem Beispiel 1 kénnen wir am Zahlen-
strahl nicht darstellen. Wir kénnen aber Strecken von 4 cm und 9 cm Linge wie
im Bild A 4 abtragen, wenn wir statt des dort benutzten Zahlenstrahls eine Ge-
rade verwenden.

e —— _ {
P A 4om B
A5
Wir withlen auf einer Geraden einen Punkt aus und bezeichnen ihn mit A (Bild
A5). Vond a hend, tragen wir ichst eine Strecke von 4 cm Linge nach

rechts auf der Geraden ab. Dadurch erhalten wir einen eindeutig bestimmten
Punkt B. Vom Punkt B aus tragen wir eine Strecke von 9 cm Linge nach links
ab und erhalten den Punkt P.
Damit ist aber die Subtraktionsaufgabe 49 nicht ausgerechnet. Wir haben zwar
einen Punkt erhalten, aber den Punkten auf der Geraden sind noch keine Zahlen
zugeordnet. Im folgenden werden wir Zahlen schaffen, die wir diesen Punkten
zuordnen.

Aufgaben A 7 bis 12

Bei jeder solchen Veranschaulichung durch Streckenabtragung entspricht der
Differenz ein bestimmter Punkt P auf der verwendeten Geraden. Wiren allen
diesen Punkten Zahlen zugeordnet, so kénnten wir mit diesen Zahlen unein-
geschriinkt subtrahieren.

Ein Punkt P auf der Geraden kann allerdings auch bei festem Punkt 4 durch
die Veranschaulichung vieler Differenzen erhalten werden.

A6

Die Veranschaulichung der Differenz (4 — 9) fiihrt beispielsweise auf den gleich

Punkt P wie die Veranschaulichung der Differenz (45 — 97) (Bild A 6).!

1Von jetzt an setzen wir bei der die Di

/
Zahlen in runde Klammern, um
sie von Subtraktionsaufgaben im Bereich der Zahlen zu i

10



In diesem Beispiel wurde zum Minuenden und zum Subtrahenden dieselbe Zahl,
niamlich 5}, addiert.

Auch wenn man in der Differenz (4—9) vom Minuenden und vom Subtrahenden die
gleiche Zahl subtrahiert, gelangt man bei der Veranschaulichung wieder zu die-
sem Punkt P.

Subtrahieren wir beispielsweise jeweils ‘l%, so lautet die Differénz (1 % — 6%)r
Bei ihrer Veranschaulichung erhilt man tatsichlich denselben Punkt P.

Veranschauliche die folgenden Differenzen durch Streckenabtragung!

a) (5—3) b) (3—5) o) (2—3) 4 (3-2)

-7 (—9) 5 —
- e F-9 (-3
Allgemein gilt:

Einer Differenz sei der Punkt P zugeordnet. Wird zum Minuenden und zum Sub-
trahenden dieser Differenz dieselbe Zahl addiert, so ist der neuen Differenz der-
selbe Punkt P zugeordnet.

Dasselbe gilt, wenn man vom Minuenden und vom Subtrahenden die gleiche
Zahl subtrahiert.

Aufgaben A 13 bis 18

/

Wir fassen nun alle Differenzen gebrochener Zahlen, denen derselbe Punkt auf
einer Geraden zugeordnet ist, zu einer Klasse zusammen. Jeder dieser Klassen
ist dann eindeutig ein Punkt dieser Geraden zugeordnet. (Umgekehrt ist jedoch
nicht jedem Punkt der Geraden eine Klasse von Differenzen gebrochener Zahlen
zugeordnet. Den Beweis dafiir werden wir in der achten Klasse fithren.)

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und ergiinze sie!

a | b E [ @b | c—d) | atd |bie
17 10 |o0 |8 (17-10)| (90—83) 100 | 100
0 9 91 100

7 { ] 91 1

s g 60 6

1 1 1 : 3

3 2 4 3

38 4 30 2

17 62

1 0 L 5

25,2 i e 1.6

19 92

1 9,5 184 |2

7 5 0 2

11




Stelle fest, in welchen Zeilen der Tabelle Differenzen stehen, die demselben
Punkt zugeordnet sind, die also in einer Klasse liegen!

Bei einem Vergleich der Spalten in der Ubung 5 stellen wir fest:

b SATZ: Fiir Differenzen (a — b) und (¢ — d) von gebrochenen Zahlen, die in
einer Klasse liegen, gilt:

at+d=>b+ec

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir leicht feststellen, ob zwei Differenzen der-
selbe Punkt zugeordnet ist.

@ Welche der folgenden Differenzen liegen jeweils in einer Klasse ?
a) (20—8)  und (16—4) b) (5 —3) und (3—7)
25 13 6l
o) (12,7—F) und (5—2) d) (53 —43) und (33— 5)
€) (64,3—90,6) und (24,1 —40.8) ) (37— 37 und (4 — 3]
9 Wir hatten uns das Ziel gesetzt, einen Zahlenbereich zu schaffen, in dem wir
uneingeschrinkt subtrahieren kénnen. Dazu miissen wir allen Punkten der ge-
wihlten Geraden, die bei der Streckenabtragung erfaBt wurden, Zahlen zu-

ordnen. Das konnen wir folgendermaBen erreichen.

DEFINIT]ON. Jede Klasse von Differenzen, der einer der genannten Punkte
ist, wird rationale Zahl g Alle Differenzen, die in
einer Klnsse llegen, stellen also ein und dlesell:e rationale Zahl dar.

\4

Durch die Zuordnung der rationalen Zahlen zu den entsprechenden Punkten wird
die bei der Streckenabtragung ver d Gerade zu einer Zahlengeraden
(Bild A 7).

v

Liegt der einer rationalen Zahl zugeordnete Punkt auf der Zahlengeraden rechts
(links) vom Punkt 4, so wollen wir dafiir kiirzer sagen: Die betreffende rationale
Zahl liegt rechts (links) von 4.

AT

Beispiele fur
Oifferenzen
aus den
einzelnen
Klassen

10 Wir werden nun mit den rationalen Zahlen rechnen lernen. Dazu wollen wir
mdglichst einfache Zeichen fiir diese neuen Zahlen einfithren. In jeder Klasse.
von Differenzen gibt es eine solche Differenz, in der eine Null auftritt.



In jeder rechts von A liegenden rationalen Zahl kommt eine Differenz der Form
(a— 0) vor, wobei a == 0 gilt.

In jeder links von A liegenden rationalen Zahl kommt eine Differenz der Form
(0 — a) vor, wobei a == 0 gilt.

Nur in der dem Punkt 4 zugeordneten rationalen Zahl kommt die Differenz
(0-0) vor.

b DEFINITION: Die rationale Zahl, in der die Differenz (a — 0) vorkommt, wird
mit 4 a (gel + plus a) bezeich
Die rationale Zahl, in der die Differenz (0 — @) vorkommt, wird mit —a (gelesen:
minus a) bezeichnet.
Die rationale Zahl, in der die Differenz (0 — 0) vorkommt, wird mit 0 (Null)
bezeichnet.

In den Bezeichnungen +a bzw. ~; fiir die rationalen Zahlen heiBen die Zeichen
,»plus® bzw. ,,minus* die Vorzeichen der rationalen Zahlen. Nur die Null hat
kein Vorzeichen.

(7-4)
(-3
3 3

(704-674)

(-0

(59

(-4

-9

Bei Verwendung der in der Definition 8 eingefiihrten Zeichen vereinfacht sich die
Veranschaulichung der rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden.

R
L2 % ‘% ,al “15 w2

+ o —
oo —

Die rationalen Zahlen, die auf der Zahlengeraden rechts von der Null liegen,
heiflen positive rationale Zahlen.
Die rationalen Zahlen, die auf der Zahlengeraden links von der Null liegen,
heiflen negative rationale Zahlen.

In den folgenden Beispielen und Aufgaben sind bestimmte rationale Zahlen
jeweils durch eine Differenz dargestellt. Wir wollen die Bezeichnungen dieser
rationalen Zahlen finden.

a) (30,2—14.2) Wir subtrahieren von dem Minuenden und von dem Subtrahenden 14,2.
Das ergibt die Differenz (22 — 0). Diese Differenz stellt dieselbe rationale
Zahl dar, wie die gegebene Differenz (36,2—14,2); denn es gilt ja 36,2 - 0
= 14,2 4 22. (Vgl. Satz A 5!) Diese rationale Zahl wird mit + 22 be-
zeichnet.

13
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14

b) (19 — 33) Wir subtrahieren vom Minuenden und vom Subtrahenden 19. Das ergibt
die Differenz (0—14). Durch diese beiden Differenzen wird dieselbe ra-
tionale Zahl dargestellt; denn es gilt 19 4+ 14 = 33 + 0 (Vgl. Satz A 5!).
Diese rationale Zahl wird mit — 14 bezeichnet.

o) | - — | Wir subtrahieren vom Minuenden und vom Subtraheuden 5 Das ergibt
(0 — 0). Durch beide Differenzen wird die rationale Zahl 0 dargesv.ellt.

Verfahre entsprechend mit den folgenden Differenzen!

d) (15—83) e) (38—19) N} —3) & (15—15) h) (62,7—80)
) (22—35) ©(F—3) DE5—Y) m)(T—34n (T )

Veranschauliche diese rationalen Zahlen an der Zahlengeraden!

. Aufgaben A 19 bis 21

ZUSAMMENFASSUNG: Alle Differenzen von gebrochenen Zahlen, die
durch Addition oder Subtraktion derselben Zahl im Minuenden und im
Subtrahenden auseinander hervorgehen, werden zu einer Klasse zu-
sammengefa8t. Das sind alle die Differenzen, denen bei der Veranschau-
lichung durch Streckenabtragang (immer vom selben Anfangspunkt 4 aus)
derselbe Punkt auf der gewihlten Zahlengeraden zugeordnet ist.

Jede solche Klasse heiBit rationale Zahl.

Die rationalen Zahlen werden an einer Zahlengeraden veranschaulicht.
Die rationalen Zahlen, die auf der Zahlengeraden rechts von der Null liegen,
heilen positive rationale Zahlen.

Die rationalen Zahlen, die auf der Zahlengeraden links von der Null liegen,
heiBen negative rationale Zahlen.

Zur Bezeichnung der rationalen Zahlen verwenden wir die mit einem Vor-
zeichen versehenen gebrochenen Zahlen.

Entgegengesetzte Zahlen

Veranschauliche die folgenden rationalen Zahlen an einer Zahlengeraden!

a) +5 und —5 b) —1,5 und +15 ¢) 4 » und— 5

d) —jsund +i; ) +17und—13 f) — 2> und 4+

DEFINITION: Die rationalen Zahlen + @ und — a heiien einander entgegen-
gesetzle Zahlen.

Einander éntgegeng e Zahlen liegen auf der Zahlengeraden symmetrisch
zur Null.

Die Zahl Null ist zu sich selbst entgegengesetzt.

Um die zu einer gegebenen rationalen Zahl entgegengesetzte Zahl zu bezeichnen,
setzen wir vor die gegebene rationale Zahl das Minuszeichen. Zur besseren Uber-
sicht setzen wir dabei die gegebene rationale Zahl in Klammern.
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a) — (+6) =—6, denn — 6 ist die zu 6 entgegengesetzte Zahl.
b) —(— %) =+ Z , denn + % ist die zu _,;' entgegengesetzte Zahl.
SATZ: Es gilt stets: —(+ @) = — a und —(—a)=+a

Wenn vor einer rationalen Zahl das Vorzeichen ,,+* steht, so ist diese Zahl
selbst gemeint.

D +EY=+3 B +H=-3
SATZ: Es gilt stets: +(+ @) =+ a und 4(—a)= — a. Da die Zahl Null zu

sich selbst entgegengeselzt ist, gilt stets: 40 =0 und — 0 = 0.

Variablen fiir rationale Zahlen

Tm Abschnitt A 5 wurde festgelegt, daB fiir Buchstaben gebrochene Zahlen ein-
gesetzt werden konnen. Die rationalen Zahlen wurden dann dadurch bezeich-
net, daBl vor diese Variablen ein Vorzeichen (+ oder —) gesetzt wurde. Daher
bezeichnete - a stets eine positive und — a stets eine negative rationale Zahl.
Vonjetztan benutzen wir Buchstaben als Variablen fiir rationale Zahlen. Du kannst
also kiinftig fiir die Variablen a, b, ¢ usw. beliebige rationale Zahlen einsetzen.
Die Variable a kann dabei eine positive oder eine negative rationale Zahl oder
auch die rationale Zahl Null bedeuten.

a) Wenn wir in —a fiir a die rationale Zahl —% einsetzen, so erhalten wir
3 3
—3)="+3-
Also kann —a durchaus eine positive rationale Zahl sein.
P 0 . . 3 . .
b) Wenn wir in —a fiir @ die rationale Zahl ~ einsetzen, so erhalten wir
3
—(+3)=—1-
In diesem Falle ist —a eine negative rationale Zahl.
¢) Wenn wir in +a fiir a die rationale Zahl — 5 einsetzen, so erhalten wir
3 3
+ (_ 2 ) =2
d) Wenn wir in +a fiir a die rationale Zahl + - einsetzen, so erhalten wir
3 3
++g)=+1-

Sowohl + @ als auch — a kénnen eine positive oder eine negative rationale
Zabhl sein.

Der absolute Betrag einer rationalen Zahl

Mit Hilfe der Variablen fiir rationale Zahlen kénnen wir den absoluten Betrag
|n| einer rationalen Zahl a wie folgt erkliren:

15
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DEFINITION:

a, falls @ positiv oder gleich Null,
laj=r i a, falls a negativ.

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und vervollstindige sie!
b |—7|+135[ 3]0 |23

sl T 1

Trage auf einer Zahlengeraden die rationalen Zahlen ein, deren absolute Betrige
gleich + 1; + 3; + 3 +0; +1,5 sind!

Aufgabe A 22 bis 24
Die Ordnung der rationalen Zahlen

Beim Vergleich eines Zahlenstrahls, auf dem die gebrochenen Zahlen veranschau-
licht sind, mit einer Zahlengeraden, auf der die rati len Zahlen ver haulicht
sind, stellen wir fest:

Jeder positiven rationalen Zahl und der Null entspricht eine gebrochene Zahl
und umgekehrt (Bild A 9).

A9 01 P4 v 3

-3 -2 -1

Aus diesem Vergleich geht auch hervor, welche von zwei positiven rationalen
Zahlen als grofer zu bezeichnen ist.

+1<+3,dem 1 <35 +5 <+, demn 3 < 5
Von zwei verschiedenen gebrochenen Zahlen liegt auf dem Zahlenstrahl die klei-
nere stets links von der grofBeren.
Entsprechend liegt auf der Zahlengeraden die kleinere von zwei positiven ra-
tionalen Zahlen links von der groBeren.

Damit wissen wir, wie die positiven rationalen Zahlen geordnet sind. Dieses
Ordnungsprinzip wollen wir auf alle rationalen Zahlen iibertragen. Wir erkliren
also:

Von zwei verschied ionalen Zahlen ist di
lengeraden weiter links liegt.
Daraus folgt:

Jede positive rationale Zahl ist groBer als Null und auch groBer als jede negative
rationale Zahl. Jede negative rationale Zahl ist kleiner als Null.

jenige kleiner, die auf der Zah-

Aufgaben A 25 bis 27
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Wir wihlen zwei beliebige negative Zahlen, z.B.—2 und —4. Nach unserem
Ordnungsprinzip gilt:

—4 <—2, denn —4 liegt links von —2.
Vergleichen wir jedoch die absoluten Betrige dieser Zahlen, so stellen wir fest:

|—4| > |—2].

SATZ: Von zwei verschied negativen rationalen Zahlen ist diejenige die
kleinere, die den groBeren absoluten Betrag hat.

Aufgaben A 28 bis 38

Die Addition rationaler Zahlen

16

Die Addition zweier positiver rationaler Zahlen

Da jeder positiven rationalen Zahl und der rationalen Zahl Null eine gebrochene
Zahl entspricht und umgekehrt, fithren wir die Addition positiver rationaler
Zahlen auf die Addition gebrochener Zahlen zuriick.

a) (+2) + (+7) =+9; denn 2 + 7= 9 (Bild A 10).
b) (+3)+0=+3; denn 340 =3.

N
~

=
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+d A10

Die im Beispiel 10 vorkommenden Pluszeichen haben verschiedene Bedeutung.
Das zwischen den beiden rationalen Zahlen + 2 und 47 stehende Pluszeichen
gibt an, daB die beiden Zahlen addiert werden sollen.

Wir dieses Pluszeichen deshalb Rechenzeichen oder Operati ich
Damit wir zwischen Operati ichen und Vorzeichen genau unterscheid
konnen, setzen wir die rationalen Zahlen in Klammern.

Aufgaben A 39 und 40

Die Addition zweier beliebiger rationaler Zahlen werden wir nun wieder so fest-
legen, daB die Additionsregel fiir positive rationale Zahlen nicht verletzt wird.

Die Addition zweier negativer rationaler Zahien

Unm fiir die Addition zweier negativer rationaler Zahlen eine Regel zu gewinnen,
erinnern wir uns daran, daB sich jede rationale Zahl durch Differenzen gebro-
chener Zahlen darstellen l4gt.

2 [000701] : 17
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Fiir die Summe

D+
konnen wir auch schreiben:
(0—2)+ (0—17) oder
(2—4) + (8—15) oder
(6—8) + (1 — 8) usw.

In dieser Weise hitten wir auch bei der Addition zweier positiver rationaler
Zahlen verfahren kionnen.

In der Aufgabe des Beispiels 10
+2) 4+ (+7)

hitten wir die Summanden z.B. folgendermafien durch Differenzen gebrochener
Zahlen darstellen konnen:

(2—0) + (7—0) oder
(& —2) + (15— 8) oder
(8—6) + (8—1) usw.

Das Ergebnis 49 dieser Aufgabe erhalten wir aus den Differenzen, indem wir
jeweils die beiden Minuenden und die beiden Subtrahenden addieren:

=0+ (=0 =(2 1—[0+0)=("—0)
(4—2) + (15— 8) = ([4 + 15] — [2 + 8]) = (19— 10)
8—6)+@—1)=(8+8 —[6+1])=(16—7)

Jede der erhaltenen Differenzen liegt in derselben Klasse wie die Differenz
(4 (). Alle diese Differenzen stellen also dieselbe rationale Zahl - ' dar. Wir
hitten auch beliebige andere Differenzen verwenden kiénnen, die die Zahlen +-2
und + 7 darstellen. .

Wenn wir nun auch die Addition zweier negativer rationaler Zahlen so fest-
legen, daB in beliebigen Differenzen jeweils die beiden Minuenden und die beiden
Subtrahenden addiert werden miissen, dann wird die Additionsregel fiir zwei
positive Zahlen nicht verletzt.

‘ Darstellung ‘ Freebnis

Aufgabe | durch Differenzen |
—2)+ (=7 (1—2)+ (0—17) o a=R2+7) =(—9)
(2—4) + (8—15) ‘ ([2 8 —[4+15])= (10—19)
I =8 —8) ([ 0-[B+8) —(—16)
o4l =543 (0—3)
| G=9+(=1 (o~ 2
(1,25—2) + (3—3.4) ) (4,25—5,4)
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2%

Auch hier liegen in beiden Beispielen jeweils alle Differenzen in einer Klasse. Wir
erhalten also als Ergebnis im ersten Beispiel die rationale Zahl — 9, im zweiten
Beispiel die rationale Zahl — i% .

Also gilt:
3 2 23
2+ ) =9 baw () F)=— 5
SATZ: Zwei rationale Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden addiert, indem man
die absol Betrige der S den addiert und vor das Ergebnis das gemein-
same Vorzeichen beider S den setzt.

) (H3) + (8 =+ (F11) = +11;  b) (—3) + (8 =—(+11)=—11
Aufgaben A 41 bis 44

Addition zweier rationaler Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen

Sonderfall: Eine rationale Zahl und ihre entgegengesetzte Zahl sind zu addieren.
Hierbei verfahren wir wie im Abschnitt A 18.

A“fgabe ?:::Itleg":ﬂ'nfrenzen Ergebnis

+3)+(=3) B—0)+(0—3) (B3+0]—=[0+3))=(3—3)
(-9 +@E—7) (7 +4] — [4+ 7)) = (11 — 11)
(19—16) + 2—5) | ([19+2]—[16 + 5]) = (21—21)

(= 04) + (+0.4) | (0— 0,4) + (0,4 —0) (0.4—0,4)
(10— 10,4) + (10,4— 10) (20,4 — 20,4)
(28,3— 28,7)+(7.3— 6,9) (35,6 — 35.6)

Alle Differenzen in der letzten Spalte stellen die rationale Zahl Null dar.

SATZ: Die S zweier 2 ionaler Zahlen ist gleich Null.

£C8

a) (+5) + (=5 =0; b) (+a)+(—a)=0

Es sollen nun beliebige rationale Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen addiert
werden.

Darstellung

Aufgabe durch Differenzen

Ergebnis

HFN+ (=3 | O—0+0—3) |©—3 } Darstellungen
(13—4) + (5—8) | (18—12) | der rationalen Zahl 4 6

(+5) +(—8) (6—0+(0—8) (6—38) l Darstellungen
(12— 7)+ (6 —14) | (18 —21) ] der rationalen Zahl — 3

19
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Fortsetzung der Tabelle von Seite 19

Darstellung

durch Differenzen Trgshnis

Aufgabe

=D++2) [ 0—=7)+2—-0) (CA] Darstellungen
(11—18)4 (17— 15)| (28—33) | der rationalen Zahl — 5

—=3)+(+ 41) 0—3)+(4—0) (4—3) Darstellungen
(8—11) + (16 —12)| (24 —23) | der rationalen Zahl + 1

Wir erhalten auf diese Weise:

Y+ =46 D+ (D) =—
+9)+E8=—3  (3+ (9=

SATZ: Zwei rationale Zahlen mit verschied Vorzeichen und verschied
absoluten Betriigen werden addlerl, indem von dem Summanden mit dem griBeren
absoluten Betrag die zum and g Zahl durch Zer-

)

legung in S d b ilten wird. Das Ergebnis ist gleich der bei dieser

ECSP

Abspaltung iibrigbleibenden rationalen Zahl.

P

8) (+9) + (—3)

Wir spalten von +9 die Zahl +3 ab. Als Ergebnis bleibt -+ 6.
b) (+5) +(—8)

Wir spalten von —8 die Zahl —5 ab. Als Ergebnis bleibt —3.
¢) (—7)+ (+2)

Wir spalten von —7 die Zahl —2 ab. Als Ergebnis bleibt —5.
d) (—3) + (+4)

Wir spalten von + 4 die Zahl + 3 ab. Als Ergebnis bleibt 1.

Aufgaben A 45 bis 52

Rechengesetze fiir die Addition rationaler Zahlen

Bei der Festlegung der Regeln fiir die Addition rationaler Zahlen spielte die
Reihenfolge der Summanden keine Rolle.

SATZ: Im Bereich der rationalen Zahlen gilt das Kommutationsgesetz der Addi-
tion:

a+b=0>0+a.

Die Addition rationaler Zahlen soll nun auf mehr als zwei Summanden ausgedehnt
werden. Fiir diesen Fall gilt das Assoziationsgesetz der Addition auch im Be-
reich der rationalen Zahlen.



@ Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und vervollstindige sie!

- b | e @+b) | @+8)+c | G+o) | at++0
+3 —4 +7 == +6 +3 +6
15 —27 | 432
1 3
gk 08 | =i
+17 —49 | —a0
3 1
2 = —05

Vergleiche die Ergebnisse in der fiinften und in der siebenten Spalte!

SATZ: Im Bereich der rationalen Zahlen gilt das A iati der Addition:

B

(a+b)+c=a+(b+c).

Die Subtraktion rationaler Zahlen

21 Die Subtraktion ist die Umkehrung der Addition. Subtrahieren heiBt: Zu einer
gegebenen Summe und zu einem gegebenen Summanden den anderen Summan-
den zu finden. Statt

+b=a
schreiben wir
r=a—b.

‘Wie bisher wird auch hierbei a als Minuend, b als Subtrahend und a-b als
Differenz bezeichnet.

() =—3
x= |, denn +(—4)=—3.

Gleichbedeutend damit ist:
= (3= (4= +1.
Zum selben Ergebnis kommen wir auch durch folgende Rechnung:
=3) + (+4) = (+1).
Daraus wird ersichtlich:

Die Addition von (+4) fithrt zum gleichen Ergebnis wie die Subtraktion von
(—4). Auch in den folgenden Beispielen wird deutlich, da8 man subtrahieren
kann, indem man die entgegengesetzte Zahl addiert.

21



P

a) (+ 5)—(+ 2)= 1 3s;denn(+ 3)+(+ 2)=
b) (+ 4)—(+ 9)=— 5:denn(— 5)+ (+
¢) (+ 8)—(— 2)=+10;denn (+10)+ (—

) (+ 5) + (= 2)=+ 3
9)
2)
d) (— 2)—(+ 9)=—I1;denn(—11)+ (+ 9)=
6)
2)

5

4+ Y+ (= 9=—>5
8| (+ 8)+(+ )=+10
2 (= 2)+(— 9=—11
4 (149 + (+ 6)=— 8
7= D+ (+12)=

e) (—14)—(— 6)= — 8;denn(— 8)+ (-
f) (— 7)—(—12)=+ 5;denn(+ 5)+4 (—1 + 5
SATZ: Eine rationale Zahl wird subtrahiert, indem man die zu ihr entgegen-
gesetzte Zahl addiert.

Da es zu jeder rationalen Zahl einschliefllich der Null eine zu ihr entgegen-
gesetzte Zahl gibt, und da auch im Bereich der rationalen Zahlen die Addition
uneingeschriinkt ausfiihrbar ist, kann nunmehr festgestellt werden:

SATZ: Im Bereich der rationalen Zahlen ist die Subtraktion uneingeschriinkt

ausfiihrbar.
Aulzaben A 57 bis 62

Die Multiplikation rationaler Zahlen

23

Das Produkt zweier positiver rationaler Zahlen

Die Multiplikation zweier positiver rationaler Zahlen legen wir so fest, daB sich
die positiven' rationalen Zahlen wie die ihnen zugeordneten gebrochenen Zahlen
verhalten.

(+2): (+3)=+6; denn 2.-3=6 (BildAll)

24

22

Das Produkt zweier positiver rationaler Zahlen ist also stets wieder eine posi-
tive rationale Zahl.

Ebenso gilt (+4) - 0= 0, denn 4- 0= 0.

Die Multiplikation zweier beliebiger rationaler Zahlen wird zhnlich wie bei der
Addition wieder so erklirt, daB die Regel fiir die Multiplikation positiver ratio-
naler Zahlen nicht verletzt wird. Zu diesem Zweck miiten wir uns wieder der
Darstellung rationaler Zahlen durch Differenzen gebrochener Zahlen bedienen.



Auf diesem Wege erhalten wir simtliche Rechenregeln fiir die Multiplikation
rationaler Zahlen. Das ist jedoch mit einem gréfleren Rechenaufwand verbun-
den; du wirst diesen Weg im Abschnitt A 29 in den ﬁbungen A14 bis A17
finden.

25 Das Produkt zweier rationaler Zahlen
mit verschiedenen Vorzeichen

Wir haben die Multiplikation zweier positiver rationaler Zahlen so festgelegt,
daf diese sich wie die ihnen zugeordneten gebrochenen Zahlen verhalten. Deshalb

gilt:
(+1) - (F3)==12 | (+3)- (+4)=+12
() =9 | (3 (+3)=+9
+2) =)=+ 0 | +3)-(+2)=+ 6
1) (3= 3 (+3)- (+1)=+ 3
0 iet3)=0 +3)-0 =0

‘Wenn wir die Folge der Produkte in der gleichen Weise fortsetzten wollen, miissen
wir festsetzen:

(—1) - (+3)=—3 ~<+mw—n:43
(2) - (+3)=—6 (+3)- (—2)=—6

(-3) - (+H=—9 ‘ (+3) (3 =—9

Wie in diesem Beispiel ist das Produkt zweier rationaler Zahlen mit verschie-
denen Vorzeichen stets negativ.

a} SATZ: Das Produk\l zweier rationaler Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen ist
gleich der zum Produkt ihrer absol Betriige entgegeng Zahl.

D a) (-9 (+7)

Das Produkt der Betrige ergibt: (4+9) - (4-7) = 4-63.
Geht man zur entgegengesetzten Zahl von -+ 63 iiber, so erhilt man— 63, also

=9 (+7)=—63.
3 25
b) H‘ s'(— 9 )
Das Produkt der Betrige ergibt:

3

3 25 5
(+s)'(+’9 =+y-
Geht man zur entgegengesetzten Zahl von +% iiber, so erhilt man —%, also

3 25 5

[ra)=r)==s- !
23
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Das Produkt zweier rationaler Zahlen mit gleichen Vorzeichen

Die Multiplikation zweier positiver rationaler Zahlen haben wir bereits im Ab-
schnitt A 23 festgelegt. Wir miissen nun noch festsetzen, wie zwei negative ratio-
nale Zahlen zu multiplizieren sind.

Nach der Regel fiir die Multiplikation zweier rationaler Zahlen mit verschie-
denen Vorzeichen (Satz A 22) gilt:

8- (9= 12 | (+3)-(—4=—12
) (=0 | G (-a=—
(—4)- (= ! (+1) - (—4)=—
Wir setzen die Folge der Produkte in der gleichen Weise fort:
4 0= 010 .(—4=0
8- Cl=- 1 (=) (—H)=+ 4
8- 0=t | C2'Ca-
4 = (—3) 4= +12

Es gilt also der

SATZ: Das Produkt zweier rationaler Zahlen mit gleichen Vorzeichen ist gleich
dem Produkt ihrer absoluten Betriige.

SR NTE TR NI e
G EEE R o N A R

ZUSAMMENFASSUNG: Man multipliziert zwei rationale Zahlen, indem
man zunichst das Produkt ihrer absoluten Betrige bildet.

Das Produkt der rationalen Zahlen ist positiv, wenn die beiden Faktoren
gleiche Vorzeichen haben; es ist negativ, wenn die beiden Faktoren ver-
schiedene Vorzeichen haben.

Rechengesetze fiir die Multiplikation rationaler Zahlen

Beim Vergleich der links und rechts stehenden Produkte in den Abschnitten 25
und 26 erkennen wir, da die Reihenfolge der Faktoren ohne EinfluB auf das
Ergebnis ist.

SATZ: Im Bereich der rationalen Zahlen gilt das Kommutationsgesetz der Multi-
plikation:.

a-b="b-a.
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Die Multiplikation rationaler Zahlen soll nun auf mehr als zwei Faktoren aus-
gedehnt werden. Fiir diesen Fall gilt das Assoziationsgesetz der Multiplikation
auch im Bereich der rationalen Zahlen.

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und erginze sie!

a b c (@-b) |[(a-b)-c (b-c) a-(b-c)
—4 +2 —5 —8 +40 —10 +40
+3 +8 —4

1 2 5
—% =% +i
+3,5 +4,0 +0,1
=4 —20 —5

Vergleiche jeweils die Ergebnisse in der fiinften und in der siebenten Spalte!
SATZ: Im Bereich der rationalen Zahlen gilt das Assoziationsgesetz der Iﬂl.l.lli-
plikation:

(@a:b):c=a-(b-c)

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und erginze sie!

a b c (b+¢c) [a-(b+o) a-b'u-clalb+a~c
+4 +3 +5 +8 +32 +12| 420 | +32
+2 -3 |44
—3 +5  |—6
+10 | +¢ | -%
5 3 1
+3 —iz 2y

Vergleiche jeweils die Ergebnisse in der fiinften und in der achten Spalte!

SATZ: Im Bereich der rationalen Zahlen gilt das Distributionsgesetz:

a.(b+c)=a-b+u-c.

Wegen des Kommutationsgesetzes der Multiplikation gilt ebenso:
(b+c)ra=bra+c-a

Da die Subtraktion rationaler Zahlen auf die Addition der jeweils entgegen-
gesetzten Zahlen zuriickgefithrt werden kann, gilt auch:

a(b—c)=a-b—a-c

In den folgenden Ubungen 14 bis 17 wird nun ein Weg gezeigt, wie man die Rechenregeln
fiir die Multiplikation rationaler Zahlen durch Zuriickgehen auf die Darstellung durch Diffe-
renzen findet.

25




26

Stelle die rationalen Zahlen -+ 2 und + 3 durch jeweils drei Differenzen gebrochener Zahlen
dar!

Beispiel:

Die rationalen Zahlen + 2 und + 3 kannst du u.a. durch die folgenden Differenzen dar-
stellen:

+2 \‘+3

a | 2—0 | 3—0
by [G—=3) |(0—9
9 |B—1)| (-6

Das Produkt laBt sich dann folgendermaBen darstellen:

+2) - (+3

a |2—-0-6-0

b) (6—3-(1—9

c) B—1-09—06)
Wie miissen wir diese Differenzen multiplizieren, damit wir als Ergebnis eine Differenz er-
halten, die die rationale Zahl 4 6 darstellt ?
In der Darstellung a) erhalten wir eine solche Differenz, wenn wir dhnlich wie bei der Addi-
tion jeweils die beiden Minuenden und die beiden Subtrahenden multiplizieren:
a) (2:3—0-0)=(6—0)
Die erhaltene Differenz stellt also tatsichlich die rationale Zahl - 6 dar.

Versuche nach diesem Verfahren die Differenzen unter b) und ¢) zu multiplizieren! Wird
durch die erhaltenen Differenzen die rationale Zahl + 6 dargestellt ?

Das richtige Ergebnis erhalten wir, wenn wir die Differenzen folgendermaBen multipli-
zieren:

a’) (12-340-01—[2:0+0.3])=(6—0)

b") ([5-7+3»4]—[5-4-|—3-7]):(47—41)

) ([3-94+1-6]—[3-6+1.9]) = (33 —27)

Alle drei Differenzen stellen die rationale Zahl + 6 dar.

Falls du in der Ubung 14 andere Diffe gewihlt hast, multipliziere sie nach d 1b
Verfahren und priife nach, ob die erhaltenen Differenzen die Zahl + 6 darstellen!

Stelle folgende rationale Zahlen durch selbstgewiihlte Differenzen dar und multipliziere
sie jeweils nach dem richtigen Verfahren aus der Ubung 15!

(—4)und (— 2); (—3)und (—7);

Anleitung:  (— 4) wird z.B. dargestellt durch (2 — 6)
(— 2) wird z.B. dargestellt durch (5 — 7)
(— 4) - (— 2) wird dann dargestellt durch (2 —6) - (5 —7)
@—6).-6—T=(2-54+6T—[2-7T+6-5]) = (52— 44)

Die erhaltene Differenz stellt die rationale Zahl + 8 dar.

Also gilt: (—4) - (—2) =+ 8.



@ Zeige durch Riickgang auf die Darstellung durch Differenzen, dafl das Produkt zweier
rationaler Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen negativ ist! Wiihle dir dazu die Zahlen und
die Darstellung durch Differenzen selbst!

Die Division rationaler Zahlen

30 Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation. Wir miissen also zu einem
gegebenen Produkt und zu einem gegebenen Faktor den anderen Faktor finden.
Statty - b= a schreiben wir v = a: b. Dabei darf b nicht gleich Null sein.
Wie bisher wird auch hierbei a als Dividend, b als Divisor und a : b als Quotient

bezeichnet.
X (—’i): — ;
x= ‘ , denn (- ‘ -(*%):—f;.

Gleichbedeutend damit ist:

v =(— i”*a

Um eine Regel fiir die Division rationaler Zahlen zu finden, betrachten wir fol-
gende Fille:

3
I

T

1

8) (+20) :(+5)="+1005 denn (+-100) - (4 5)=+20
b) (—20):(—4)=+100; denn (+100) (— })=—2
) (+20):(—})=—100; denn (—100)-(—3)=+20
d) (—20) :(+5)=—100; denn (—100): (+3)=—20

b SATZ: Man dividiert zwei rationale Zahlen, indem man zuniichst den Quotienten
ihrer absoluten Betriige bildet.
Der Quotient der rationalen Zahlen ist positiv, wenn Dividend und Divisor gleiche
Vorzeichen haben; er ist negativ, wenn Dividend und Divisor verschiedene Vor-
zeichen haben. .
Die Division durch Null ist auch im Bereich der rationalen Zahlen nicht erklirt.

Aufgaben A 70 bis 78

3

Wie im Bereich der gebrochenen Zahlen kénnen wir auch im Bereich der ra-
tionalen Zahlen den Bruchstrich als Divisionszeichen auffassen:

a:b:%.

Aus der Regel fiir die Division rationaler Zahlen folgt:
+a —a

e —@ Vﬂ
—b  +b b’
wobei b == 0 vorausgesetzt wird.

27



=GN =) (4 =Fr=—1

Ist a = 0, so heifit % bzw. 1 : a die zu a reziproke Zahl oder das Reziproke von a.
a J 3 i ' -
3

L s

3

12

11

1 .-2 [11_
2 12

2 1 12 11
3 iy 1z

% (Reziprokes von a)

Im Bereich der rationalen Zahlen kann auch gekiirzt und erweitert werden.
Kiirzungs- bzw. Erweiterungsfaktoren kénnen beliebige rationale Zahlen, auBer

Null, sein.
20 : . 8 sy &
a) (+F12):(+3) =+ =+4 b) +7): (+ 9=+
(+12) - ) 24
G—=+%=+4¢ @0 = T
— = ey = e =y
@9 (-5 (-3
Die gebrochenen Zahlen als Teilbereich
der rationalen Zahlen
32 Wir haben beim Aufbau des Bereichs der rationalen Zahlen die Ordnung und die

Rechenoperationen so festgelegt, daBl sich die positiven rationalen Zahlen beim
Vergleichen und Rechnen wie die ihnen zugeordneten gebrochenen Zahlen ver-
halten. Wir kénnen deshalb die positiven rationalen Zahlen durch die ihnen je-
weils zugeordneten gebrochenen Zahlen ersetzen.

bisherige Schreibweise neue Schreibweise
=3<+5 —3<5
L g ]
(—=4) + (F8)=i-a —44+8=4
+8) 4+ (—4) =(+8) — (+4) = +4 8—4=4
() (+ 2= +4 b3=L
N T T O I [t S
(+8):(—4)=—(+8): (+4) =-2 8:(—4)=—-8:4=-2

Nach dieser Ersetzung koénnen wir feststellen:

SATZ: Die gebrochenen Zahlen bilden einen Teilbereich der rationalen Zahlen.

Entsprechend kénnen wir die natiirlichen Zahlen als Teilbereich der Menge der
gebrochenen Zahlen und damit auch als Teilbereich der Menge der rationalen
Zahlen auffassen (siehe auch Bild A 13).

28



b SATZ: Die rationalen Zahlen ..., — 3, — 2, — 1,0, 4+ 1, 4 2, 4 3, ... heiflen
ganze Zahlen.
Die rationalen Zahlen 4 1, 4+ 2, 4+ 3,... kénnen wir als positive ganze Zahlen
oder auch als natiirliche Zahlen bezeichnen.
Die rationalen Zahlen — 1, — 2, — 3,... heiflen negative ganze Zahlen.

Mit den Regeln fiir die Division rationaler Zahlen folgt schlieBlich:

w Jede rationale Zahl liBt sich in der Formg (q == 0) darstellen, wobei P und q

ganze Zahlen sind.
Durch Kiirzen kann man stets erreichen, daB in dieser Darstellung die ganzen
Zahlen P und q zueinander teilerfremd sind.

Aulgaben A 79 und 80

Das Rechnen mit 0 und 1

33 Auch im Bereich der rationalen Zahlen gilt stets
fiir das Rechnen mit 0: fiir das Rechnep mit 1:
a+0=04+a=a al=1.a=a
a—0=a a:l=a
1
a0 =0 l:a=71-(a¢0)
a : 0 nicht erklirt
0:a =0

Im Bereich der rationalen Zahlen kénnen wir nicht von dem unmittelbaren
Nachfolger a + 1 einer Zahl a sprechen.

@ Im Bereich der natiirlichen Zahlen ist der unmittelbare Nachfolger der Zahl 3
die Zahl 3 + 1 = 4. Im Bereich der rationalen Zahlen ist 4 jedoch nicht die auf
3 unmittelbar folgende Zahl; denn zwischen den rationalen Zahlen 3 und 4

b . . 1 3
liegen weitere rationale Zahlen, z.B. 3 , ; 3,5 2

g
Nenne weitere rationale Zahlen, die zwischen den rationalen Zahlen 3 und 4
liegen!
EE 0 1 M) ol +5 +6 +7 +8 g

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

301 Jo2 303 306 305 306 407 308 309 31
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Im Bereich der rationalen Zahlen gibt es also keinen unmittelbaren Nachfolger
von 3. So kann z.B. auch 3,1 nicht unmittelbarer Nachfolger von 3 sein. Denn
die Zahl »34;':;,1 = 3,05 ist eberfalls groBer als 3, aber kleiner als 3.1. Auf gleiche
Weise kénnen wir uns davon iiberzeugen, dafl auch die Zahl 3,001 nicht un-
mittelbarer Nachfolger von 3 sein kann.

Ganz gleich, welche Zahl wir auch angeben, die grofer als 3 ist, stets konnen wir
also eine weitere rationale Zahl finden, die zwischen 3 und der angegebenen Zahl
liegt (Bild A 12). Diese Uberlegungen gelten fiir alle rationalen Zahlen.
Rationale Zahlen haben keinen unmittelbaren Nachfolger.

D Zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen gibt es unendlich viele andere rationale
Zahlen.

Ubersicht iiber den Aufbau der Zahlenbereiche

@

Bereich der atirlten Zohen . Beeich dr gbrocteren Zalen Berach der rafonlen Zhlen

Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind die Zahlen 0, 1, 2, 3, ...
Addition und Multiplikation sind uneingeschrinkt ausfithrbar.

Gebrochene Zahlen

Eine gebrochene Zahl ist die Klasse aller Briiche, die durch Kiirzen oder Er-
weitern auseinander hervorgehen.

Addition, Multiplikation und Division (mit Ausnahme durch Null) sind unein-
geschrinkt ausfiihrbar.

Die natiirlichen Zahlen bilden einen Teilbereich der gebrochenen Zahlen.
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Rationale Zahlen

Eine rationale Zahl ist die Klasse aller Differenzen gebrochener Zahlen, die da-
durch auseinander hervorgehen, dal man im Minuenden und im Subtrahenden
die gleiche gebrochene Zahl addiert oder subtrahiert.

Jede rationale Zahl 1aBt sich in der FormEP (g == 0) darstellen, wobei p und ¢

ganze Zahlen sind.

Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division (mit Ausnahme durch
Null) sind uneingeschriinkt ausfiihrbar.

Die gebrochenen Zahlen bilden einen Teilbereich der rationalen Zahlen.

Aufgaben A 81 bis 126

31



FA>FG

Fa=Fo

Fa< Fg



3 [000701]

GLEICHUNGEN

Die Begriffe ,,Gleichung® und ,, Ungleichung®

&

- Clei ol LI
Lisen von gen und Ung|

5

Umformen von Gleichungen

Anwendungsaufgaben

Seite 34
35
37

44




Die Begriffe ,,Gleichung* und ,,Ungleichung*

34

Bei der Losung von Aufgaben treten stiindig Ausdriicke auf, in denen das Gleich-
heitszeichen verwendet wird.

a) 54+ 7=12  b)44+x=55 ) (-5-8=—2 d) 3x=21
DEFINITION: Ausdriicke, in denen das Gleichheitszeichen auftritt, heiien
Gleichungen. Die durch das Gleichhei hen g n Teile einer Gleichung
heiBen linke bzw. rechte Seite dieser Gleichung.

Bei der Behandlung von Gleichungen miissen wir zwei Fille unterscheiden.

1. In der Gleichung kommt /eine I'ariable vor.

a) 54+ 7=12 by (— 7). 8=—% £) 5=71
2. In der Gleichung kommt c¢ine Variable vor.

d) x=7 e) 4+x=55 f) 3x=21

In einer Gleichung kénnen auch mehr als nur eine Variable auftreten.

Im ersten Fall, bei dem in der Gleichung keine Variable auftritt, ist die Gleichung
entweder wahr oder falsch. So ist zum Beispiel die Gleichung 5 = 7 eine falsche
Aussage, dagegen 5 4 7= 12 eine wahre Aussage.

Von den im zweiten Fall angegebenen Gleichungen kénnen wir weder sagen, da3
sie wahr sind, noch daB sie falsch sind. Wenn wir aber fiir die Variablen bestimmte
Zahlen einsetzen, entstehen entweder wahre oder falsche Aussagen.

‘Wir setzen fiir x in x =7 und in 4 4 x = 5,5 bestimmte Zahlen ein:

% . %=1 4+4+2x=55
2 ] 2 =17 falsch 44 (2) falsch
=03 0.3 =17 falsch 44 (- 0.3) falsch
o, 0 =17 falsch 440 —5,5 falsch
1.5 15 =7 falsch 4415 =55 wahr
4 ¢+ =17 wahr 447 =5,5 falsch
Aufgube B 1

Neben den Gleichungen haben wir auch schon Ausdriicke kennengelernt, in
denen die Zeichen fiir ,,ist kleiner als** (<) und ,,ist gréer als* (>>) vorkommen.

DEFINITION: Ausdriicke, in denen die Zeichen ,,<* oder ,,>“ vorkommen,
heifien Ungleichungen.



Auch bei den Ungleichungen miissen wir zwei Fille unterscheiden:
1. In der Ungleichung kommt keine Variable vor.

) —2<15 b)) 5 () >
2. In der Ungleichung kommt eine Variable vor.

¢) x< 15 S>3

Tm ersten Fall, bei dem in der Ungleichung keine Variable auftritt, konnen wir
wieder von Wahrheit oder Falschheit dieser Ungleichung sprechen.

Die Ungleichung —2 </ 1,5 ist eine wahre, die Ungleichung —g—— (+4) > ;
dagegen eine falsche Aussage.

Im zweiten Fall werden die Ungleichungen erst dann wieder zu wahren oder
falschen Aussagen, wenn wir fiir x bestimmte Zahlen einsetzen. ‘

Wir setzen fiir x in x < 1,5 und in % —x> % bestimmte Zahlen ein:
(Fiir das Wort ,,wahr* wollen wir w und fiir ,,falsch® f schreiben.)

x %< 1,5 %—x> :
—3 —3<15 w S — (8> w
2 2 8 2 5
=% —5 <15 w 3_(—5)>3' -
0 0<1,5 W L w
1,5 15 <15 f P18l f
1 1 <15 w 1> f
Aufgabe BB 2

Lésen von Gleichungen und Ungleichungen

3%

Kommt in einer Gleichung oder in einer Ungleichung eine Variable vor, so kin-
nen wir fiir diese Variable Zahlen einsetzen. Dadurch entsteht entweder eine wahre
oder eine falsche Aussage.

Wird eine Gleichung oder eine Ungleichung durch das Einsetzen einer bestimmten
Zahl zu einer wahren Aussage, so sagt man: diese Zahl erfiillt die betreffende
Gleichung oder Ungleichung.

Welche Zahlen erfiillen folgende Gleichungen ?
a)2x=6 b)—lx=5 2+1=5 d)%x=—6
Gib Zahlen an, die folgende Ungleichungen erfiillen!
)x<—2 f)3x>15 g) 2.5¢ + 0,1 < 26

Manche Gleichungen bzw. Ungleichungen werden von keiner Zahl, andere von
nur einer Zahl und wieder andere von mehreren Zahlen erfiillt.
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DEFINITION: Eine Gleichung bzw. Ungleick mit einer Variablen liisen,

bedeutet, alle Zahlen zu finden, die die be Gleichung bzw. Unglei

g

erfiillen. Jede solche Zahl heiBt eine Losung der gegebenen Glelchung oder Un-
gleichung.

‘Wenn wir beim Einsetzen von Zahlen fiir eine Variable z. B. die Einschrinkung
vornehmen, daB nur natiirliche Zahlen eingesetzt werden diirfen, so ergibt sich
hiufig der Fall, daB die Gleichung keine Lisung hat.

a) Welche natiirliche Zahl erfiillt die Gleichung 3x = 42

Ergebnis: Es gibt keine natiirliche Zahl, die mit 3 multipliziert 4 ergibt.

Wir sagen:

Dic Gleichung ist im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht lésbar. Im Bereich der
rationalen Zahlen dagegen hat die Gleichung die Losung %

b) Ermittle natiirliche Zahlen, die die Ungleichung 4 4 x < 3 erfiillen!

Ergebnis: Diese Ungleichung ist im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht lésbar.
Im Bereich der rationalen Zahlen hat die Ungleichung alle Zahlen, die kleiner
sind als —1, als Lésungen.

Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und ergiinze sie!

Liosungen aus dem Zahlenbereich der
natiirlichen gebrochenen ganzen rationalen
Zahlen Zahlen Zallen Zahlen
6+ x=4 n.l n.l. —2 —2
3+2=9
2x=75
4x=28
7.1
SEE=y

Wenn nichts anderes gesagt wird, wollen wir in Zukunft die Losungen stets aus
dem Bereich der rationalen Zahlen wiihlen.

ZUSAMMENFASSUNG: Die Zahlen, die eins gegebene Glexchung oder

Ungleichung erfiillen, heifien Losungen der Gleichung hzw. Ungleichung.

Gibt es keine solche Zahl, so heiBit die betreffende Glexchung bzw. Unglex~

chung nicht losbar. -

Die Existenz und die Anzahl von Lissnngen hingt davon ab welcher Zahl-
“ Berewh zugnmde gelegt wird.



Umformen von Gleichungen

6

®

vV [E

Die Losung einer Gleichung kann man in einfachen Fillen durch Probieren
finden. In den meisten Fillen ist dieses Verfahren jedoch sehr umstindlich. So -
wird man beispielsweise die Losung der Gleichung

% — 3711 =859
kaum durch Probieren finden. Die Losung lautet nimlich 713,458,
Setze die Zahl 713,458 fiir x in die Gleichung

»%— 37,11 = 85,9
ein und iiberpriife die Aussage!

Das Ermitteln der Losung ist besonders einfach, wenn auf der einen Seite nur die
Variable und auf der anderen Seite nur Zahlen stehen.

a) x = %
Wir erkennen sofort, dafB % die Losung ist.

Durch Einsetzen ergibt sich nimlich die wahre Aussage: % =
4.5

b) x= "5

Wir kénnen den Bruch kiirzen: % l;’—

Durch Einsetzen der Zahl ; ergibt sich die wahre Aussage: ; = é‘l.Ts'

Aus jeder gegebenen losbaren Gleichung liBt sich nun durch schrittweises Um-
formen eine Glelchung der Form x = a oder a = x gewinnen, die dieselbe Losung
wic die urspriing Gleichung hat. Dabei ist a eine feste rationale
Zahl. Dieses schrlttwelse Umformen bezewhnet man als Auflésen der Gleichung
nach der betreffenden Variablen oder als Isolieren der Variablen. Diese Variable
wird oft mit x, aber auch mit anderen Buchstaben wie y, z, s, t, u, v, w bezeichnet.

Das Vertauschen der Seiten
Durch Vertauschen der Seiten einer gegebenen Gleickung ohne Variable erhalten
wir eine neue Gleichung.
(1) 4+1=5 (la) 5=4+1
Beide Gleichungen stellen eine wahre Aussage dar.

SATZ: Vertauscht man in einer Gleichung, die eine wahre Aussage darstellt, die
Seiten, so erhilt man wieder eine wahre Aussage.

Enthilt eine gegebene Gleichung eine Variable, so erhalten wir durch Ver-
tauschen der Seiten eine Gleichung, die dieselbe Losung besitzt wie die urspriing-
liche Gleichung. Durch Einsetzen der Losungen erhalten wir nimlich in beiden
Fillen eine wahre Aussage.
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(1) x+3=17 @ 7==x+3

Die Losung ist in beiden Fillen 1, denn durch Einsetzen erhalten wir die Aus-
sagen:

(la)t +3=7 (2a) 7T=1+3.

DEFINITION: Zwei Gleichungen, die dieselben Losungen haben, heilien gleich-
werlig oder dquivalent.

Die Gleichungen x + 3 =7 und 7= x + 3 sind also dquivalent.

SATZ: Vertauscht man in einer Gleichung mit einer Variablen die Seiten, so er-
hilt man eine dquivalente Gleichung.

Addieren und Subtrahieren einer Zahl auf beiden Seiten

‘Wenn wir auf beiden Seiten einer Gleichung ohne Variable dieselbe Zahl addieren
oder subtrahieren, so erhalten wir eine neue Gleichung.

(1) 10—2=8;  (la)10—2 5—8
(1b) 10—2 5=85

Wir gelangen in jedem Fall zu einer wahren Aussage.

SATZ: Addiert oder subtrahiert man in einer Gleichung, die eine wahre Aussage
darstellt, auf beiden Seiten dieselbe Zahl, so erhiilt man wieder eine wahre Aussage.

Enthilt eine gegebene Gleichung eine Variable, so erhalten wir durch Addition
oder Subtraktion derselben Zahl auf beiden Seiten dieser Gleichung auch wieder
eine neue Gleichung.

@ x+9=15 @a) x+9+ =15 1
@by x+9 =15 3

Die Gleichungen (2a) und (2b) sind der Gleichung (2) dquivalent, d.h., sie haben
dieselbe Losung. Setzen wir niamlich die Losung 6 ein, so erhalten wir die wahre
Aussage:

@B)o +9=15
und nach Satz 7 sind dann auch
(Ba)6 +94+4=15+4und 3b) 6 +9—3=15—3
wahre Aussagen. Also haben die Gleichungen (2), (2a) und (2b) dieselbe Lisung.

SATZ: Addiert oder subtrahiert man in einer Gleichung, die eine Variable ent-
hiilt, auf beiden Seiten dieselbe Zahl, so erhilt man iquivalente Gleichungen.



1%

Multiplizieren mit einer Zahl und Dividieren durch eine Zahl
auf beiden Seiten

Es sei eine Gleichung ohne Variable, die eine wahre Aussage darstellt, gegeben.
Wenn wir beide Seiten dieser Gleichung mit derselben Zahl multiplizieren oder
durch dieselbe Zahl dividieren, so erhalten wir jeweils eine neue Gleichung, die
wieder eine wahre Aussage darstellt. Dabei ist die Division durch 0 natiirlich
ausgeschlossen, wihrend die Multiplikation mit 0 stets die wahre Aussage 0 = 0
ergibt.
(1) 10—2=38 (la) 1 (10—2)=1 8
(1b) (10—2):7 =87 E

Die Gleichung (1b) kann man auch in der Form Lufz = f schreiben.

SATZ: Werden beide Seiten einer Gleichung, die eine wahre Aussage darstellt, mit
derselben Zahl multipliziert oder durch dieselbe Zahl (auBier Null) dividiert, so
erhalten wir wieder eine wahre Aussage.

Entsprechend kénnen wir die Seiten einer Gleichung, die eine Variable enthilt,
mit einer Zahl multiplizieren oder durch eine Zahl aufler Null dividiereh.

@2)x+9=15 2a) | (x+9) =1 15
@2b) (x+9): 7 =157
Alle Gleichungen haben die Zahl 6 als Losung, sie sind also dquivalent. Wenn

wir zur Uberpriifung die Zahl 6 einsetzen, so erhalten wir in jedem Fall eine
wahre Aussage.

Bemerkung: Bei der Division beider Seiten einer Gleichung miissen wir die Null
selbstverstindlich wieder ausschlieBen. Aber auch bei der Multiplikation muf3
jetzt die Null ausgeschlossen werden.

Multiplizieren wir nidmlich beide Seiten einer Gleichung, die eine Variable ent-
halt, mit Null, so erhalten wir die wahre Aussage 0 = 0. In dieser Gleichung tritt
aber die Variable nicht mehr auf.

SATZ: Multiplizieren oder dividieren wir in einer Gleichung, die eine Variable
enthiilt, beide Seiten mit derselben oder durch dieselbe von Null v hied
Zahl, so erhalten wir diquivalente Gleichungen.

Anwendung der Umformungsregeln

Wir wollen jetzt verschiedene Gleichungen auf die Form x = a bringen. Wir wollen
also die Gleichung so umformen, dafl die Variable x allein auf einer Seite der
Gleichung steht. Wir wollen also x isolieren.

%+ 10=23
‘Wir subtrahieren auf beiden Seiten der Gleichung 16:
x4+ 16
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1

Die letzte Gleichung hat als Losung die Zahl 7. Da die angegebene Umformung
auf eine dquivalente Gleichung fiihrt, ist 7 aber auch Losung der urspriing-
lich angegebenen Gleichung. :

Da man sich bei der Umformung jedoch verrechnet haben kénnte, setzt man die
gefundene Zahl in die gegebene Gleichung ein und priift nach, ob sich wirklich
eine wahre Aussage ergibt. Dieses Einsetzen heit Probe.!

Probe: 7+16=23 23=23

Die erhaltene Aussage ist wahr. Die Zahl 7 ist also tatsichlich Losung der ge-
gebenen Gleichung.

Sx=—12
Wir dividieren beide Seiten der Gleichung durch 5:
5x:5=—12:5

12
x=—=

©«

2

Die Zahl -——15 ist Losung der letzten und damit auch der gegebenen Gleichung.

Probe: 5-(—%)=—12 —12=—12

5

Um die notwendigen Rechenoperationen kiirzer angeben zu kénnen, schreiben
wir am Ende der Gleichung hinter einem senkrechten Strich auf, welche Rechen-
operationen auf beiden Seiten der Gleichung auszufiihren sind. Das Beispiel 13
erhilt dann die Form:

S5x=—12 [:5
12
i}
a) =4 7 Probe:
! ' 28
x=4-7 ’7’=4
x=28 4=14
by Hax=25 8 Probe:
11x=25-8 + T =25
11x=20 214 B —25
":% 25=25
¢) 4x+19=31 |—19 Probe:
4x=31—19 4.34+19=31
4x=12 | 14 124 19—31
x-_—sz 31=31
x=3

1 In Klasse 8 werden wir lernen, daB eine solche Probe auch aus anderen Criinden notwendig ist.



Wir kénnen die Umformungen auch in anderer Reihenfolge vornehmen. Im
Beispiel 14c¢ ergibt sich dann folgende Rechnung:

4x+19=131 |4
19 31 19
B o ==
31 19
=
. 42
=
x=3

Der erste Losungsweg ist in diesem Beispiel jedoch rechnerisch bequémer.

62=22—8x | —22 Probe:
62—22=—8x 62=22—8.(—

4=—8 :(—8
4 x | (=9 62=2244

—g=x 62=062

— _“1_— =x | Seiten vertauschen

1
r=—z
12 Treten auf einer Seite einer Gleichung mehrere Summanden auf, die die Variable

enthalten, so fassen wir diese gewdhnlich zusammen. Man nennt diesen Rechen-
schritt Zusammenfassen.

Probe:
i ot 5.542. 7+8—4.1=09
| 3 5_+:;“+3:9
. 3
2i8=9
9=9

Auch wenn mehrere Summanden ohne Variable auf einer Seite vorhanden
sind, fassen wir diese zuerst zusammen.

Aufgaben B 3 bis 12

13 Die Variable kann auch auf beiden Seiten einer gegebenen Gleichung vorkommen.
5x—2=0643x
Wir kénnten diese Gleichung wie in den vorangegang Beispielen lgsen,

wenn die Variable nur an einer Stelle auftreten wiirde. Das kénnen wir aber er-

reichen, wenn wir auf beiden Seiten 3x subtrahieren:
5x—2—3x=6+43x—3x Probe:

| +2 5.4—2 =6+3.4

2x=28 | :2 18=18

Wir haben also die Losung der gegebenen Gleichung gefunden, d.h., die Subtrak-
tion von 3« fithrte auf eine #dquivalente Gleichung. Denn unabhingig davon,
welche Zahl wir fiir x einsetzen, bedeutet die beiderseitige Subtraktion von 3x,
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daB auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe Zahl subtrahiert wird. Nach Satz 8
erhalten wir dadurch eine dquivalente Gleichung.

Die Gleichung im Beispiel 17 kénnen wir auch auf folgende Art lgsen:

52—2=06+3=x | —5x
—2=6+3x—5x
—2—6—2% | —6
—8=—2x | :(—=2)
4=xn
L x=4

Vergleiche diesen Losungsweg mit dem im Beispiel 17! Welcher Weg ist beque-
mer ? Wihle stets den bequemsten Losungsweg!

Tritt die Variable auf beiden Seiten der Gleichung auf, so formen wir diese
zunichst so um, daB die Variable nur auf einer Seite der Gleichung vorkommt.
Diesen Rechenschritt nennt man Ordnen.

SATZ: Addi oder subtrahi wir auf beiden Seiten einer Gleichung ein Viel-
faches a « x der Variablen (a == 0, a ist eine rationale Zahl), so erhalten wir eine
dquivalente Gleichung.

Wie wir in der Klasse 8 lernen werden, fiihrt sowohl die Multiplikation mit der Variablen
als auch die Division durch die Variable auf beiden Seiten nicht immer zu dquivalenten
Gleichungen.

\u n B 13 bis 17

Bei den in den Sitzen 4 bis 11 aufgestellten Regeln brauchen wir weder zwischen

Addition und Subtraktion noch zwischen Multiplikation und Division zu unter-
scheiden. Statt die rationale Zahl a zu subtrahieren, kénnen wir nimlich die
Zahl —a addieren. Statt durch die rationale Zahl a (@ 5= 0) zu dividieren, kénnen

wir auch mit % multiplizieren.

Die Angabe der im Laufe der Umformungen erforderlichen Rechenoperationen
konnen wir dadurch verkiirzen, daB8 wir mehrere Schritte zusammenfassen.

a) 15—(, =51—5, | +5=% b) 15— 6x=51—5x | +5x—15
15— =51 | —15 — x=236 | (1)
— x=236 | (1), x =—36
x=—36 =
Probe:

15— 6 (—36) = 51 — 5 (—36)
15 4+ 216 = 51 4 180
231 =231

Bemerkung: Nach den Regeln fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen gilt:

(+1):5=5 1) x==

(1) Bt und entsprechend ). z=——z























































































































































































































































































































































































































































































