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Sonderaufgabe

Wenn n eine natfirliche Zahl mit n = 2 ist, so bezeichne h(n) den
gr8gten Primteiler von n.

Gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen n mit

h(n) < h(n+1) < h(n+2)?

!\uigaben

Aufgabe 1

Auf einem internationalen KongreB8 mit 70 Teilnehmern stellt sich
heraus, das8 fiir je zwei Teilnehmer A und B gilt, daB8 A mindestens
eine Sprache spricht, die B nicht spricht, und B mindestens eine
Sprache spricht, die A nicht spricht.

Man bestimme die kleinste Anzahl von Sprachen, die von diesen

70 Teilnehmern insgesamt mindestens gesprochen werden!
(Ungarische math. Probleme, 1979, Aufgabe 19)

aufgabe 2
Es sei K eine Menge der Michtigkeit 5. F sei eine Menge von Teil-

mengen von K, wobei je drei Elemente von F mindestens ein Element

von K gemeinsam haben sollen.

a) Welche Michtigkeit kann F h8chstens haben?

b) WelcHe Michtigkeit kann F h&chstens haben, wenn nicht alle
Elemente von F ein Element aus K gemeinsam haben sollen?

(IMO-Vorachlaé Israel, 1979, verallgemeinert)

Au be 3
Es seien a, b, c und d ganze Zahlen mit a # O. Wann hat die
- Gleichung
axy + bx +cy +d =0
h8chstens endlich viele L¥sungen (x,y) im Bereich der ganzen
Zahlen?
(American Mathematical Monthly (AMM), 1964, Problem E1631, ver-
allgemeinert) )



Aufgabe 4
Man beweise: Wenn die Léngen der Seiten eines Vierecks (bzgl.

einer vorgegebenen Einheitslénge) ganzzahlig sind und die Ldnge
jeder Seite ein Teiler der Summe der L¥ngen der anderen drei Sei-
ten ist, so gibt es mindestens zwei Seiten im Viereck, die gleich-
lang sind. )

(Mathematics Magazine, Problem Q315)

Aufcabe 5
Welches ist die gr&Bte natﬂrliche_zahl n, flir die es eine reelle
Zahl x gibt, die die vUngleichungen
k < xk < k+1
ftir k = 1,2,...,n erfiillt?

(AMM, 1960, Problem E 1388)

Aufgabe 6
Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und

M= { % :x€ENundl1<xgn}.
A1 ' Az, Ay seien drei Teilmengen von M, mit folgenden Eigen-
schaften:
1. Fir 1S 1 < j S 3 haben Ay und Aj keine Elemente gemeinsam.
2. Wenn x € M, ist, so gibt es ein i mit 151 53 und xEAi.
3. Fir 1 = 1,2,3 gilt: Wenn a,b € Ay und a < b ist, so ist a kein
Teiler von b. .
4, Fiir i = 1,2,3 gilt: Wenn a,b,c € Ay und a <b <c ist, so ist

b #2355

5. Fir 1 = 1,2,3 gilt: Wenn a,b,c,d € Ai und a <b <c <ad ist,
so ist
a+d#b+c.
Man bestimme die gr&éBte natfirliche Zahl n, fur die M, alle funf
genannten Eigenschaften erfiillt!

Aufgabe 7

Fiir jede positive ganze Zahl n sei F(n) die Anzahl der Mdglich-
keiten: n als Summe dreier verschiedener positiver ganzer Zahlen
darzustellen, wobei Darstellungen, die sich nur in der Reihen-
folge der Summanden unterscheiden, als gleich gelten.



Man gebe F(n) explizit an!
Fir welche n ist F(n) ungerade?
(IMO-Vorschlag Israel, 1979, verallgemeinert)

Aufgabe 8
Es sei N die Anzahl der ganzzahligen L3sungen der Gleichung

x? - y2 = 23 -3 mito S X.¥.2,t 5106

und M die Anzahl der ganzzahligen L&sungen der Gleichung

© x®-y?ez? -3 +1mit 0 < x,y,2,t 5105,
Man beweise, dag N > M gilt!
(IMO-Vorschlag UdSSR, 1979)

Aufgabe 9

fEl sei f£(x) § x flir alle reellen Zahlen x und £(x + y) Sf(x) + £(y)
fiir alle reellen Zahlen x und y.

Man zeige, das8 f(x) = x fiir alle reellen Zahlen x gilt!
(IMO-Vorschlag .USA, 1979)

Aufgabe 10
Es seien (qn) und (bn) zwel Zahlenfolgen mit a; = 3, b.I = 100,

= 3'“, bn+1 = 100bn fiir n = 1. Man bestimme die kleinste
natiirliche Zahl m mit by > a,,,-
(IMO-Vorschlag Rum#nien, 1979)

Aufgabe 11
Es sei ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit AC = BC. K sei die

Peripherie eines Kreises mit dem Mittelpunkt C und einem Radius,
der kleiner als AC ist.

Gibt es auf K einen Punkt P, so daB die Tangente an K im Punkte P
den Winkel <« APB halbiert?

(AMM, 1927, Problem 3170)

Aufgabe 12
Man bestimme alle ganzen Zahlen x, fiir die der Ausdruck

x + x3 + x2 +x +1
das Quadrat einer ganzen Zahl ist!
(AMM, 1926, Problem 2784)



Aufgabe 13
Es sei n eine natlirliche zahl mit n > 1.

Man bestimme die maximale Michtigkeit einer Menge M von geord-
neten Paaren (j,k), wobei j und k ganze Zahlenmit 1 g j <k gn
sind, mit folgender Eigenschaft:

Wenn (j,k) €M ist, so ist (k,m) ¢ M fir jedes m.
(IMO-Vorschlag &SSR, 1979)

Aufgabe 14
Man zeige, daB es fiir jede natlirliche Zahl n mit n g 2 eine zusam-

mengesetzte natiirliche Zahl Hn gibt, die zu 10 teilerfremd ist und
deren Quersumme (bei Darstellung von Mn im Dezimalsystem) n ist!
(Mathematikolympiade der UdSSR, 1979)

Aufgabe 15
Gegeben sei ein Kreis K mit dem Mittelpunkt O. AB sei eine Sehne
in K, die weder Durch r noch Tang von K sei. NN' sei der

Durchmesser von K, der senkrecht auf AB steht. Der Schnittpunkt
von NN' mit AB sei mit M bezeichnet. Die Sehne AB zerlegt die Peri-
pherie von K in zwei Kreisbdgen unterschiedlicher Linge. N liege
auf dem kleineren Kreisbogen. Es sei nun P ein beliebiger Punkt

auf dem grdseren Kreisbogen und P f, {A,B,N'} . PQ sei die Sehne

von K durch M und R sei der Schnittpunkt der Sehnen AB und PN.

Man beweise, da8 dann QM stets linger als RN ist!



LYsungen

Aufgabe 1

Es sei n diese Minimalanzahl von Sprachen. Wir bezeichnen die
Sprachen mit 1,2,...,n und Mn sei die Menge {1 ,2,...,n}. Unsere
Aufgabe .ist offenbar ¥quivalent zu folgender:

Welches ist die kleinste natdirliche zahl n, fiir die M, 70 Teilmen-
gen enthilt, wobei keine dieser 70 Mengen Teilmenge einer der
restlichen 69 Mengen ist?

Wir werden nachweisen, dag n = 8 gelten mu8.

Wir zeigen zundchst, daB n 5 8 ist.

Es gibt g = 70 Teilmengen der Midchtigkeit 4 in Ma. Diese seien
A.',Az,...,A.,o. Flir 1 # jund 1 g i,j <70 gilt offensichtlich
Ai ¢_ Aj.

Nun zeigen wir indirekt, daB n 2 8 ist.

Dazu nehmen wir an, daB8 wir in M-l 70 Teilmengen derart finden
kSnnen, das fir 1 # j und 1 £ 1,j g 70 die Menge A; keine Teil-
menge von Aj ist.

Es gibt 26 = 64 verschiedene Teil von MG‘ Folglich findet
man unter Aq,Ags.-- 'A70 zwei verschiedene Teilmengen Ai und Aj
mit AN MG = Aj n HG' Da A’_ ¥ Aj' Aii H7 und Aj < M7 gilt, ist
entweder Ai c A, oder )\j [ Ai, wamit wir einen Widerspruch zu

unserer Annahme erzielt haben.
Damit ist n = 8 bewiesen.
Die Minimalanzahl von Sprachen ist also 8.

Aufgabe 2
Es sei K = {1 ,2,3,4,5} und P(K) die Menge aller Teilmengen
von K. Die Michtigkeit von P(K) ist 32. Die Elemente von P(K)
ordnen wir folgendermagen zu Paaren (A,B):

“A,BE P(K), AnB=g, AuB=K,1€EA. -
(P bezeichne die leere Menge.)
Wir erhalten 16 verschiedene Paare.
Im Falle a) kann die Michtigkeit von F h8chstens 16 sein, denn
wire sie grdger als 16, gdbe es ein Paar (A,B) mit A,B € F. Da
An B=g¢aqgilt, erhielten wir sofort einen Widerspruch zur Bedin-
gung fUr F. Andererseits existiert im Falle a) ein F der Michtig-
keit 16, das den Bedingungen der Aufgabe geniigt. Ein solches F
ist offenbar: ’ :

A € F genau dann, wenn 1 € A ist. 7



Wir kommen nun zur Behandlung des Falles b).

Wir betrachten zwei beliebige Elemente A und B aus F. Offenbar
muB 1A n Bl 2 1 sein. ( IM| bezeichne die Michtigkeit der
Menge M.) Wenn A n B = {x} cK ist, so muB x € C flr alle C € F
gelten. Somit gilt stets |An Bl = 2. Wenn ein C € F mit Icl = 2
existiert, so folgt nummehr, daB C € A fiir alle A € F ist.
Folglich kommen als Elemente von F nur folgende Teilmengen von K
in Betracht (Mengenklammern und Kommata wurden weggelassen) .

123 135 245 1245
124 145 345 1345
125 234 1234 2345
134 235 1235 12345

offenbar ist F1 , das aus den nachstehend aufgefilhrten Mengen
besteht, ein Mengensystem, das der Aufgabe im Falle b) geniigt:

123 125 1235 1345 12345
124 1234 1245 2345

Folglich hat ein F maximaler M#chtigkeit im Falle b) mindestens

9 Elemente und enthilt somit mindestens 3 Elemente der Michtig-
keit 3. 0.B.d.A. kann 123 als Element von F betrachtet werden,
wenn F von maximaler Michtigkeit sein soll. Da |A n Bl 2 2 gelten
muB8, kommen 145, 245 und 345 nicht als Elemente von F in Betracht.
Von den verbleibenden dreielementigen Teilmengen von K kann nun
0.B.d.A. 124 als Element von F gewdhlt werden. Damit miissen 135
und 235 als Elemente von F ausgecschlossen werden.

Wenn 125 Element von F ist, kann weder 134 noch 234 Element von F
sein, womit wir h&chstens F1 als F erhalten.

Wenn 125 kein Element von F ist, so kann F h8chstens die Méchtig-
keit 10 haben und das nur dann, wenn das System

123 134 1234 1245 2345
124 234 1235 1345 12345

den Bedingungen ‘der Aufgabe im Falle b) gentigt.
Da dies der Fall ist, lautet 10 die Antwort im Falle b).

Aufgabe 3
Da a # O ist, kSnnen wir axy + bx + cy + d = O mit a multiplizie-
ren und erhalten die zu ihr Hquivalente Gleichung
azxy + abx + acy + ad = 0.
Hierzu ist 4quivalent
(ax + c) (ay + b) = bc -,ad.



Von dieser Gleichung ausgehend unterscheiden wir folgende zwei
Fille:

Fall 1. bc - ad # 0. Hier mu8 jeder der Terme (ax + c) und (ay + d)
ein Teiler von bc - ad sein. Da bc - ad # O ist, besitzt bc - ad
nur eine endliche Anzahl von Teilern und somit auch nur eine end-
liche Anzahl von m8glichen Werten fiir (ax + c) und (ay + b).
Folglich kann unsere Ausgangsgleichung in diesem Falle auch nur
h8chstens eine endliche Anzahl ganzzahliger L&sungen (x,y) haben.

Fall 2. bc - ad = 0. Hier entartet unsere Gleichung zu

lax + c) (dy + d) = O.
Wenn jetzt a weder Teiler von b noch Teiler von c ist, gibt es
offenbar keine ganzzahlige L8sung (x,y) unserer Gleichung.
Anderenfalls besitzt sie sicher unendlich viele ganzzahlige L&sun-
gen.
Somit besitzt unsere Ausgangsgleichung genau dann h¥chstens end-
lich viele ganzzahlige L8sungen, wenn bc - ad # O ist oder falls
bc - ad = 0 ist, so darf a weder Teiler von b noch Teiler von c
sein.

Aufgabe 4
Wir werden den Beweis indirekt fiihren.

Dazu nehmen wir an, daB die Léngen 8182:83,8, der Seiten des
Vierecks paarweise voneinander verschiedene positive ganze Zahlen
mit den in der Aufgabe geforderten Teilereigenschaften seien.
0.B.d.A. kann 8;> 8, > 83 > 5, gesetzt werden. Es sei .
P =8, + 8, + 8; + 8,. Es soll si/p - s; fir 1 = 1,2,3,4 gelten.
' (Fir zwei ganze Zahlen a und b bedeute a/b, daB a ein Teiler
von b ist.) Damit mu8 auch 31/9 fir 1 = 1,2,3,4 sein. Da s, die
Linge der gr¥8ten Seite des Vierecks sein soll, ist % <85 < g.
Da 31/p ist, mus s, = § gelten. Da auch silp fiir 1 = 2,3,4 gelten
soll und 8y > 8, > 83 > 8, vorausgesetzt ist, erhalten wir
5, =5 53 g Bund s, g B somit gilt

pP=s +tsy+sy+s,sf+F+B+B-Zo<n
Da p < p nicht gelten kann, haben wir einen Widerspruch erhalten.

Folglich miissen mindestens zwei Seiten im Viereck, das den Bedin-
gungen der Aufgabe geniigen soll, gleichlang sein.



Aufgabe.5
Wir zeigen zundchst indirekt, daB n g 4 gelten muS.

3umix'r’<6

Dazu nehmen wir an, daB8 n > 4 gilt. Dann muB8 3 <x
gelten. Aus diesen beiden Ungleichungen erh&lt man

243 = 35 < x"% <63 = 216.
Damit haben wir einen Widerspruch (243 < 216) erhalten, und es
muB n <4 gelten.

3 4
Wie man andererseits leicht nachrechnen kann, ist “3 < iS und

3
fiir alle x mit v3 < x<7|5 sind die Ungleichungen k < xk <k +1
fir k = 1,2,3,4 erfiillt.
Somit ist 4 das maximale n.

Aufgabe 6
Wir zeigen zundchst, daB8 n > 13 ist.

Das wird durch das Beispiel a; = {2,3,11,13}, &, = {4,6,9,10} ,
A; = {5,7,8,12} bewiesen, denn es erfiillt 1. bis 5. fiir M3
Indirekt beweisen wir nun, daB n < 14 sein muB.

Dazu nehmen wir an, daB wir A.I ,A2 ,A3 derart finden kdnnen, das
diese Mengen 1. bis 5. flir M, 4 erfiillen.

Wegen 2. kann o.B.d.A. 2 als Element von A.‘ gewdhlt werden. Dann
darf wegen 3. keines der Elemente 4,6,8,10,12,14 in A1 vorkommen
und wegen 1. darf 2 weder in A, noch in A3 liegen.

Wegen 2. kann o.B.d.A. 4 als Element von Az gewdhlt werden. Dann
darf wegen 3. weder 8 noch 12 in A, vorkommen und wegen 1. muB

4 e A3 gelten.

Wegen 2. miissen 8 und 12 Elemente von A3 sein. Vegen 3. und 4.

darf keines der Elemente 3,6,10 in A3 liegen.

Wegen 2. miissen 6 und 10 Elemente von Az sein. Wegen 3. und 4.

darf keines der Elemente 3,5,7,14 in A, vorkammen.

Wegen 2. muB 14 € A3 sein. Wegen 3. und 4. darf keines der Elemente
7,11,13 in Ay liegen.

VWegen 2. miissen 3 und 7 in A, vorkommen. Wegen 3. und 4. darf
_keines der Elemente 5,9,11 in Ay liegen.

Wegen 2. muB 5 € Aj sein. Wegen 5. muB 9‘, Ay gelten.

Wegen 2. milssen nun 9 und 11 Elemente von A, sein. Samit haben wir
{9,10,11}$A2 erhalten, was ein Widerspruch zu 4. ist.

Somit muB n < 14 sein. i

Damit ist 13 als gr¥Btes n nachgewiesen.

10



Aufgabe 7

F(n) ist die Anzahl der ganzzahligen LSsungen (a, "2'“3) der Glei-
chung n = a; + aj + ag, wobei n eine positive ganze Zahl und

0 <ay<a; <az ist.

Da i ga; fr i = 1,2,3 gilt, ist F(n) = O fir n <6 und F(6) = 1.
Im folgenden sei n > 6 stets vorausgesetzt.

Offenbar besitzt die Gleichung n = a, + a; + a; genau [&EA] ganz-
zahlige L¥sungen (a1 ,az,a3) mit a; = 1und 1 < a; < az. ( K1 be-
zeichne fiir eine reelle Zahl x die ganze zahl, die M gx<B] + 1
erfillt.)

Wir bestimmen nun die Anzahl der ganzzahligen Lbaquen (51 "z"z’
unserer Gleichung mit a;>1 und a; <a; < az. Wir setzen dazu

ais a; - 1 ftir 1 = 1,2,3. Dann gilt O <a1' < ai <¢1::x und die ai
sind ganze Zahlen mit n-3 = a.i + ai + aé.

Samit ist F(n-3) die Anzahl der LYsungen mit a, > 1. Somit ist

F(n) = F(n-3) + E‘%‘] und F(n-3) = F(n-6) + E%".]

Da von den Zahlen (n-4) und (n-7) genau eine gerade ist, gi]rt

n-4 n-7 _ n-4 n=7 _ 1 . oo
['—2]" [_‘T] =55 & S5 - gi=avke

Damit gilt

F(n) = F(n-6) + n - 6.
Fir n > 12 erhalten wir hieraus unmittelbar

F(n) = F(n-12) + 2n - 18.
Fiir n > 12 ist somit F(n) genau dann ungerade, wenn F(n-12)
ungerade ist.
Es ist F(n) = O fir n < 6 und F(6) = 1. Fir 7 g n g 11 ist
F(n) = F(n=6) +n - 6 = n-6 und F(12) = F(6) + 6 =1 + 6 = 7.
Damit gilt: Wenn n eine positive ganze Zahl ist, so ist F(n)
genau dann ungerade, wenn n = k mod 12 mit k € {0,6,7,9,11} ist.

Wir kommen nun zur expliziten Darstellung von F(n) und behaupten:
Fiir alle positiven ganzen Zahlen n ist

2
o = e [5]-3 [F] - )
Wir werden diese Behauptung durch vollstdndige Induktion von

n auf n+6 beweisen.
Wenn n eine natfirliche Zahl mit 1gn g 5 ist, so ist [%] = [n_;l =0

und folglich (n-2) (2]-3[8 - %4 =o.



Flir n = 6 erhalten wir

2
6 [§] -2 [ - ] - a-5-0mn.
Damit ist die Gliltigkeit der Behauptung fiir alle natiirlichen Zah-

len n mit 1gn g 6 nachgewiesen.
Es sel nun n eine natiirliche Zahl mit n > 6. Wir beweisen damit:

Wenn F(n-6) = (n-8) [25€] - 3 "%‘]2 - [B57] 1et, so0 guit
= oo (3] -3 (3] - [

Beweis. Es ist F(n) = F(n-6) - n - 6. Damit gilt

m-g) (28] -3 28] - [BT] +n -6

o ([B]-1) -3( -1) - (D -1) en-e

w2 [5] -6 (2] -nvo-3 (5] + e [2]s {3

2 1 +1+n-6
w2 [§]-3[§ - [

Damit folgt nach dem Induktionsprinzip die Richtigkeit der Behaup-
tung fiir alle positiven ganzen Zahlen n, womit die Aufgabe voll-
stdndig geldst ist.

F(n)

Aufgabe 8

In dieser Aufgabe seien x,y,z,t: k stets nichtnegative ganze Zah-
len mit x,y,z,t S 106.

h, bezeichne die Anzahl der Lsungen (x,t) der Gleichung %3+ 3 =x.

Dann ist hi die Anzahl der LSsungen (x,y,z,t) des Gleichungssystems
x2 +¢3 = y? + 2% = k und fr k> O ist hoh _, die Anzahl der

2 3 2 3

L¥sungen (x,y,z,t) des Gleichungssystems x“ + t~ = y“ + 2z~ + 1 = k.

P
Wir setzen p = 10'2 + 10'8. Dann ist offenbar N = 5 h? und
K=o

P
M= 3 .
= 2 Befae



Da hy = 1 ist, erhalten wir

1,2 P
°<!“‘o*)£1 (hy = by _q) "hp) - E‘ho*k’i1hk 2% by ¥
P 2

2
+ k}:=1 hk-1 + hp)

p
= Zohy - k-1hkhk-1 =N-M

Damit ist N > M nachgewiesen.

Aufgabe 9
Wir setzen

f(x) g x und (GD]

f(x +y) g fx) + £(y). ’ (2)
FUr x = 0 folgt aus (1)

£(0) =0 (3)
und fiir x = y = 0 folgt aus (2)

£(0) = £(0 + 0) 5 £(0) + £(0),

woraus

f(O) =0 (4)
folgt. Aus (3) und (4) erhalten wir

£(0) = O. (5)

Indem wir y = -x setzen, erhalten wir wegen (1), (2) und (5)
0=f£f(0) = £f(x + (x))sSf(x) + £(x)5x + (=x) =0,
woraus f(x) + f£(-x) = O folgt. Damit ist
—£(-x) = £(x). (6)
Wegen (1) ist £(-x) < -x oder -f(-x) X x, woraus mit (6) f(x)zx
folgt. zusammer-l mit (1) ergibt das die Behauptung der Aufgabe,
denn, daB die Funktion f(x) = x den Bedingungen der Aufgabe ge-
niigt, ist offenbar.

Aufgabe 10
Da ap = 33 =27< b, ist, folgt hieraus sofort
a4 < b, fur allenx1. (7)

Wir definieren noch eine zahlenfolge (c ) fiir alle n z 1 durch
e, =243 = 3% una Cpyp= 243 P furnz1.

Offensichtlich gilt
°n>bn fir allen 2 1. (8)

13



Es ist

a; = 327> 3% = <y und
(9)
27.
a, =37 >35:243 L 53200 L

Behauptung: Wenn n > 2 ist, so folgt aus a 42> S das
a3 > Cn41 gilt.
24 s'cn-‘l

Bewels: Es ist 3 = a,.,>c,

Somit ist an > 5°n-1' Da n > 2 ist, ist 3 ein Teiler von L

.C
=243 71 23

1
und a Deshalb gilt sogar: ‘n+1>2 + 5cn_1. Da 10935 <2 ist,

ist a > log35 + 5¢,_

N4l . Damit ist

1

n-1 1

=3

ai 10935 + 5°n—1 L
a >3

C
n-
n+2 = 5.3 = 5.243 = Sl:n,

wamit wir a2 > 5cn erhalten haben. Somit gilt nun

a 5c (.
253 Ma2g3fac

2n+3 = 3 n+1’

womit wir den Beweis der Behauptung erbracht haben.
Aus (9) und der soeben bewiesenen Behauptung folgt nach dem
Induktionsprinzip die Gilltigkeit von

2,42 > ¢, fir allen 2 1. (10)

Aus (7), (8) und (10) erhalten wir, daB b99 > a.loo><:98 > b98 gilt.
Damit gilt m = 99.

.

Aufgabe 11

Es sei S die Peripherie des Umkreises des Dreieckes ABC. Da der
Radius von K kleiner als AC ist, schneidet S den Kreis K in zwei
Punkten. Irgendeinen dieser beiden Schnittpunkte nennen wir P und
behaupten, da8 P die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

CD sei der Durchmesser von S durch C. Nach dem Satz des Thales
ist ¥ CPD = 90°. Folglich ist PD Tangente an K in P. Da AC = BC
ist, ist auch AD = BD. Aus dem Peripheriewinkelsatz folgt nun

« APD = X DPB, womit auch nachgewiesen ist, daB8 PD den Winkel

+« APB halbiert.



Aufgabe ‘12
Die Gleichung

Pextex®+x®ex 4+ (1
ist in ganzen Zahlen x und y zu l8sen.
Es fst

( 3 ,x2_ .4, .3, 2
x +5) -x + x +—‘-x +x° +x° +x +1- (1“ +x +1),

wonach mit (11)
R ePlay?-fex e (12)
gilt.



Es tst 3x + 4x + 4 = 3(x + 22 + §. Damit 1st 32+ 4x + 4> 0
fir alle reellen x und aus (12) folgt die Ungleichung
(x? + %)2 < y? oder

'xz + ¥ <|y| - (13)
Es ist x2 + ; =x(x + %). Folglich ist x* + -’2520, ‘wenn x>0 oder
x <=1 ist. Somit gilt x2 + ; 2 O fiir alle ganzen Zahlen x.
Aus (13) folgt jetzt

x2+ %oy e
Da x und y ganze Zahlen sind, gilt anstelle von (14) auch

2 +5ei gy
Hieraus erhalten wir

yzz(x2+x—;1)z=x4+x3+%x +§+

al-

2 2

2
4 X x 3
=x + x“ +x +x+1+(7 -2--1),

woraus wegen (11)

yzz y2 1-{.(::2 - 2x + 3)
folgt. Somit mus x2 -2 - 3= (x + 1) (x - 3) 0 sein. Wenn
X £ -2 oder x >3 ist, wird offenbar (x + 1) (x - 3) > O.
Damit kommen als L¥sungen der Aufgabe fiir x h8chstens die Werte
-1,0,1,2,3 in Frage.
Wir setzen £(x) = x‘ + x3 + x2 +x + 1.
Es ist £(-1) =1, £(0) = 01, £(1) =5, £(2) = 31, £(3) = 121.
(11) wird also genau dann flir eine ganze Zahl x das Quadrat einer
ganzen Zzahl, wenn x €{-1,0,3} ist.

Aufgabe 13
(Das Symbol @ und die Bezeichnungen |M| fiir eine Menge M bzw. [x]
fir eine reelle zahl x sind in den Ld¥sungen zu den Aufgaben
2 bzw. 7 erklirt.)
Fir jedes M, das den Bedingungen der Aufgabe geniigt, definieren
wir zwei Mengen A und B:

A =13 : es gibt ein k mit (j,k) € M

B ={k : es gibt ein j mit (j,k) € MI. q



Offenbar gelten die Beziehungen: A n B=g@und |avu Bl < n.
Hieraus folgert man leicht die Giltigkeit von

Ml g 1Al |BI und (15)

1Al + IBlg n . (16)
In (15) erhalten wir genau dann Gleichheit, wenn

M={(j,k) :jeAundkeB} “an
gilt, was nur dann mdglich ist, wenn

flir alle j € A und fir alle k € B J < k gilt. (18)
In (16) erhalten wir genau dann Gleichheit, werin gilt:

IAuBl =n. (19)
(18) und (19) gelten genau dann gleichzeitig, wenn gilt:

A = {1 ,2,...,:} und B = {r+1 ,r+2,...,n} mit 1gr < n. (20)

wir erhalten also fiir ein M, das durch (17) definiert ist,
M =r(n-x).
Es ist nun leicht einzusehen, daB unser ursprilngliches Problem zu
folgendem gleichwertig ist:
Gegeben ist eine natiirliche Zahl n mit n > 1. Man bestimme
eine natfirliche Zahl r mit 1gr < n, fiir die das Produkt
r(n - r) maximal wird!
offenbar gilt: Wenn fiir die natiirliche Zahl amit 1 < a <n das
Produkt a(n - a) maximal wird, so wird es auch fiir die natlirliche
zahl n - a maximal, die 1gn - a <n erfiillt. :
Somit reicht es aus, sich auf die natlirlichen Zahlen r mit
1grx S% zu beschrénken.
Es sei nun x eine natirliche Zahl mit 0 g x <[%]und r= [rz_r] - X.
Damit erhalten wir

B -0m- 5] -= -5 a-Fp +xe[§]-m -
BB -

Somit wird der Ausdruck r(n - r) mit 15:5[%] genau dann maxi-
mal, wenn r = [g—] ist, Da n - [%] = [n_;‘l_] gilt, ist stets

us(3] (%]
erflillt, wobei das Gleichheitszeichen gilt, wenn M durch (17),
A und B durch (20) definiert sind und r = [%] gesetzt wird.

daZ%-nsOI.st.
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Aufgabe 14
Wir l6sen die Aufgabe zundchst fiir den Fall, daB n eine Primzahl
ist. Wenn wir M, = 1001 und Mg = 203 setzen, ist die Aufgabe fiir
n=2und n = 5 geldst, denn M2 und Ms sind zu 10 teilerfremd,
die Quersumme von M, fiir i € {2,5] ist i, und es ist
1001 = 7.11.13 und 203 = 7.29. Nun sei n eine Primzahl mit
n ¢{2,5) . Hier setzen wir

n-1
M 1§O 1011,

n
Offenbar stimmt die Quersumme von M, mit n Uberein. Da M =1 mod 10
ist, ist Mn zu 10 teilerfremd. Nach dem kleinen Fermat'schen Satz

ist, da n prim und zu 10 teilerfremd ist, 10“’1—1 mod n. Damit
gilt:
n£1 n-1
- (=11 o X ,i
My 1=o1° -1501 =n =0 mod n.

Da nach Konstruktion Hn > n ist, ist samit Mn zusammengesetzt.
Damit haben wir fiir jede Primzahl p ein Mp gefunden, das den
Bedingungen der Aufgabe geniigt.
Nun sei n zusammengesetzt. Dann ist n = p.m, wobei p eine Prim-
zahl und m eine natfirliche Zahl mit m > 2 ist. Wir setzen jetzt
m-1
M, = Mp' EO 1
(Es bezeichne ]x[ fiir eine reelle zahl x die ganze zahl, die
X < Jx[gx + 1 erfilllt.) Damit hat M, die Dezimaldarstellung

o1, wobet r = ]10910Mp[ ist.

M “es
P"P MP
m-mal
Damit erfiillt Mn offenbar alle Bedingungen der Aufgabe.

Aufgabe 15

Mit x bzw. y bezeichnen wir die Winkel x QPN bzw. x PMR. Nach den
Voraussetzungen der Aufgabe ist 0° < x < 90°. Nach dem Zentrier-
winkelwatz ist & QON = 2x. Da das Dreieck QNO gleichschenklig

ist und die Basis QN hat, gilt & OQN =4&ONQ = 90° - x. weiterhin
gilt nun offenbar (siehe Abbildung) ¥ QMN = 90° - y, X MON = x + y
und XMRN = x + y. :

18



Wir wenden nun den Sinussatz auf die Dreiecke MON und MNR an und
erhalten:

oM MN N
- R
sin(90° - x) sin(x +y) sin 90°

Da 0 < sin(9° - x) <1 ist, folgt hieraus sofort, da8 OM < RN
gilt.
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Aufgaben

Aufgabe 1
Es seien a, und bv (v=1, 2, «.., n) reelle Zahlen mit
2 2 2
3 a; a, : ces a >0 N
und b.l a1,b1b2—a1a2, ...,b1b2 ...bn-a.laz...an.
Man zeige
2
)::.|.+l;2+...-|>bh a; +a; + ... t+ay

Aufgabe 2

Es seien ag und a, irgendwelche reellen Zahlen. Weiterhin sei

2
2n+1 T @n * o+l %n-

1 n=1, 2, ...).

a3l o

Man beweise, daB die Folge - konvergent ist und bestimme
den Grenzwert. 2 =)

(Ungarische VR)

Aufgabe 3

Es sei {°k (k =1, 2, «eey, N, ...) eine Folge paarweise ver-
schiedener positiver ganzer Zahlen. Man beweise, daB flir alle
positiven- ganzen Zahlen n

2 %k 2 2 1
< X2 = I3

Aufgabe 4

Die Mitglieder einer internationalen Gesellschaft stammen aus

6 verschiedenen L#ndern. Die Liste der Mitglieder enthdlt 1978
Namen, welche mit 1, 2, ..., 1978 numeriert sind.

Man beweise, daB es ein Mitglied gibt, dessen Nummer gleich der
Summe der Nummern zweier Mitglieder aus seinem eigenen Land, oder
glei.t:h dem Doppelten der Nummer eines Mitgliedes aus seinem eige-
nen Land ist.

(IMO 1978, SR Ruminien)

gilt!



Aufgabe 5
Es sei P(x) ein Polynom n-ten Grades, dessen simtliche Koeffi-

zienten aus {0, +1, ‘-1} sind.
Man zeige, daB8 alle Nullstellen im Intervall (-2, +2) liegen.

Aufgabe 6
a, b und ¢ seien reelle Zahlen und m sei eine positive Zahl mit

a b c

w2 Tt tm - O
Man zeige, daB die Gleichung

ax2 +bx +c=0

(mindestens) eine Wurzel im Intervall [0, 1 hat.

Aufgabe 7
Es seien r, Tar Tpe Yo der In- und die Ankreisradien eines

Dreiecks A ABC.
Man zeige, daB

O %(r#rad-rb*rc)
gilt. Dabei bedeute [ das Zeichen > , = beziehungsweise <« ,
wenn das Dreieck A ABC spitz-, recht- beziehungsweise stumpf-
winklig ist.

Aufgabe 8
Es sei n £ 1 eine natiirliche Zahl. Man bestimme alle L¥sungen

des Gleichungssystems
2n 2n 2n
() X3+ (xx,) AEEETER AN 3T PEPR xn) =1,

2n+1 2n+1

"R x, + (xx,) R 2 T L P

Uber der Menge R der reellen Zahlen.

Aufgabe 9 X

Es sei {m,,mz, } eine (endliche oder unendliche) Menge von

positiven ganzen Zahlen. Man betrachte das System von Kongruenzen
x=2m’ (mod 2m; -1) A=1,2, e0).

Gesucht wird eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Losbarkeit des Systems. )



Aufgabe 10
Man bestimme alle Polynome 2. Grades in zwei Variablen, die als

einzige Nullstelle (a, b) besitzen (a, b seien beliebige reelle
Zahlen).

Aufgabe 11
Man beweise, daB die Gleichung

x2 + y = zz,
x>0, y>0;, z>0, (x, vy, 2) =1 ((x, y, z) bedeute den gr&s-
ten gemeinsamen Teiler von x, y und z) von genau denjenigen Zah-
lentripeln x, y, z befriedigt wird, bei denen eine der Zahlen
x oder y die Form 2 uv, die andere die Form u2 - v2 und z schlieB-
lich die Form u2 + v2 hat; dabel sei u>v >0, (u, v) =1,
u . v gerade..

Aufgabe i2
Man beweise, daB die Gleichung
x ¥ y4 =z
und sogar die allgemeinere Gleichung
x +y =2
nicht in ganzen positiven x, y, z l&sbar ist.
(Man benutze die Ergebnisse der Aufgabe 11.)

aufgabe 13

Gegeben sei ein Kreis C mit dem Umfang u.p, bezeichne den Umfang
eines regelm#Bigen n-Ecks, das C einbeschrieben ist, wihrend Pn
jem Umfang eines regelm#Bigen n-Ecks, das C umschrieben ist, be-
zeichne (n 2 3).

Man beweise
1. Die Folge pn ist monoton wachsend, und
die Folge ist monoton fallend.

2, Flr alle n 3 gilt: p + -5 P, > U.

Aufgabe 14.
Man gebe ein Beispiel einer Folge natiirlicher Zahlen {"k} ,

so das s

oo
Z . R e
n =1 n
k=1



Aufgabe 15

FUr alle natiirlichen Zahlen m zeige man

1 3, - 2m - 1 1
2-p @-2 .-z L

Aufgabe 16
16 Schiiler sollen in Arbeitsgruppen zu je genau 4 Schillern arbei-

ten. Alle vier Gruppen arbeiten t¥glich und gleichzeitig, so das
ein Schiiler immer nur an genau einer Veranstaltung teilnehmen kann.
Damit sich das gesamte Kollektiv festigt, sollen tdglich neue, Grup~-
pen gebildet werden, so da8 nach einer Arbeitswoche (5 Tage) jeder
Schiler mit jedem anderen genau einmal in einer Gruppe zusammen-
gearbeitet hat.

Man gebe eine Anordnung der Schiller an (falls diese existiert),

die das Verlangte leistet.



L8sungen

Aufgabe 1
Offenbar sind auch alle b, positiv,
by
Es sel "v'i; (v=1, 2, .0cp ).
Dann ist

AE A E, i A Ay e A E
und die 3u beweisende Ungleichung ldst sich in der Form
Hy = (A4=1) ay + (A5=1) ag + oo + (A1) &, g0 (1;
schreiben.
Mit
Lyt = (A4=1) + (A=1) + o0 + (A7) (v = 1,2,...40)
haben wir
Hy = Liag + (Lp=Ly) ag + oo # (L =L _,) &
=L, (aj=ay) + L, (ay=aj) + ... + L _,(a _,-a) +
) +L,a. (2)
Um (1) zu beweisen, reicht also schon
L, 80 fir v=1,2 .., n
su seigen.
Nach der bekannten Ungleichung swischen arithmetischem und geo-
metrischem Mittel gilt

Ap ¥ A4 e+,

v 3 1112...1‘,'1
und damit flir v= 1, 2, ..., Nt
L= A=1) 4 Ag=1) + cou + A=) = X+ L+ ... +2, -v o,
Damit ist die Behauptung bewiesen.
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn a, = b, (v =1, 2, ..., n.
Die Hinliinglichkeit ist offensichtlich. Es sei jetst

bytbot «oo + by = ajtast ... +a, d, ho H =0, (3)
Aus (2) folgt L, (aj-a,,,) =0 (V= 1, 2, eoey B=1),

I‘n a, = 0.

Wegen a > O folgt aus der letzten Gleichung L, = 0, also

+ e * n
A 4 An _ PPN T



Bekanntlich gilt diese Gleichung nur fr A, = A, = ... = AL

( /\v > 0 ist erfiillt).

Mithin ist wegen (3) /\1 = 1'und die Notwendigkeit ist auch ge-
zeigt.

Aufgabe 2
Wir betrachten zundchst den Fall, das ag und a, positiv sind.

Dann ist {‘n} offenbar monoton yachsend.

Mithin ist
a +-2. a A 42 a
341 _ B n_+fzn-1< n n_+f2 n_an+3j_
e 2 (n+1) (n+1) % tn+1)s
Wegen
(n+3) n2 = n3 + 3n2< n3 + 3n2 +3n+ 1= (n+1)3 folgt
n+3 < 1
(n+1) :!
und
2n+1 < :g'
(n+1) n

a
d. h. —; ist eine monoton fallende Folge von positiven Zahlen.

n
Also ist {‘n] konvergent.

. Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, Sind ‘o" a,', ao", a1"
positive reelle Zahlen mit ao'a1' # go“a1', so gibt es fiir belie-

bige reelle a, und a, reelle Zahlen A nn M mit
a, =/\a°' +ﬂ.a°', a, =Aa1' +/4(a1".
Die durch die Aufgabenstellung definierten Folgen [an] ¢ {an'] '
{an"] erfilllen dann die Gleichung
8, = Aan‘ +pa .
fir alle n.
Al L]
Die Folgen 2n und |3n gehdren zum zundchst betrachteten Fall
;!_ ;T'

und daher sind sie konvergent.
a

Folglich konvergiert auch —’!‘- .

n
a
Wir bestimmen nun den Grenzwert. Da [—;' konvergiert, konvergiert

die Potenzreihe n



oo

Zanzn

n=0
fir Izl <1; deren Summe bezeichnen wir mit £ (2z).
Nach der Voraussetzung ist

N 2a
n+1 n+1 n-1 n+1

< L -“z-; a z + < T 2 v

also
H
f(z) - ag - a;z = z (£(2) - ag) + 2 l t (£(t))dt.

Durch Differentration folgt

£'(z) - a; = £(z) -ag +2z £ (z) +22 £(z),
d. h.

1+ 22 2, "%

1
£ -y f@ =g
Die einzige L¥sung dieser Differentialgleichung ist fiir £(0) = a,:

£(z) = 3 (1-0)73 [(.1- o) (222-6245) + (9a, = 5a,) .‘"] - 5(-%’;,

Durch direktes Ausrechnen ergibt sich

o0
f@ =S I:qm dnt)(ntd) 4 p (n)] ",

n=0
h(n
wobei 1im BB = 0 ist.
n-eeo n
Also ap =Ll n+ 1) (n+2 +h ),
und

2n 1 1 [ 5
lm‘;!‘g'é‘)"! [‘;I'”‘o*“':!"t]
neeos

Aufgabe 3
Ist (a;, ..., a,) irgendeine Permutation von {1, 2, vees n} ’

8o sei s '(11,a2,...,an)t = kt;‘l Ek! Die Aufgabe ist nun geldst,
wenn fir jede Permutation (a;, ay, «..s a7) von {1, 2, <.y n}

5(61,l2, XY ln) 25 (1, 2, vsuy 0) (4)



nachgewiesen ist. Sollten in {'k} k" auch Zahlen grdfer als n
=1

existieren, so gilt die Behauptung dann erst recht.
Wir fihren den Beweis indirekt und nehmen an, es gibt mindestens
eine Permutation mit ’

s (-1, 8y ccop 8)) <8 (1, 2, .v.y n).

Unter allen diesen Permutationen gibt es eine (da nur endlich
viele Permutationen existieren) Permutation (ag'y «ouy a ') mit

s(ag, ay coop ) Bn(ag, 8y, ey apt) (s)

fUr alle Permutationen (a,, 2y, ..., a-).
Mithin gibt es aber 2 Indizes i, j mit
i <3 und li' > lj'.

a' -a,;’ a,' - a,;' & a,' a,' a
Damit ist —= 121 > i Ij und—’-!.+.i.!>.l!+.%.

j i 3j i

rir

a,' fur 1 =3,

Il'l - Ij' fiir 1 = i,

ll' sonst
ist s(as’, 83" «oop ap') > 8(ag”, 25" ..., ap") im Wider-
pruch zu (5). U A hme muB8 damit falsch sein und (4) ist
bewiesen.
Aufgabe ¢

(nach Prank Eisenhaber)
Wir beweisen die Behauptung indirekt, d. h., wir nehmén an, es
gibt kein Mitglied, dessen Nummer gleich der Summe der Nummern

i (nicht dig verschiedener) Mitglieder aus seinem eige-
nen Land ist.
Die 6 verschiedenen Linder seien mit A, B, C, D, E und F bezeich-
net. )
O. B. d. A. sind mindestens 330 Mitglieder aus dem Land A. Die
Nummern (der GrdBSe nach aufsteigend geordnet) dieser Mitglieder
seien a,, 2y, ..oy a330°
Wir betrachten die Nummern

®330 ~ ®329” %330 - %328 *°*’ %330 T M1’
»

10



die wegen unserer Annahme s#mtlich zu Mitgliedern der L&nder B, C,
D, Eund F qeh&ren..
Ein Land, o. B, d. A. B, hat (mindestens) 66 Mitglieder mit Num-
mern aus

329

1L_)1 [‘330 - ‘1]

Diese Nummern, der Gr8B8e nach aufsteigend geordnet, seien
b‘l’ hz, ceep b“.
Wir betrachten die Nummern
bgg = Dgss bgg = Pgqr --+r P = Pyr
die wegen unserer Annahme sdmtlich nicht zu Mitgliedern aus B
gehdren. Sie gehdren aber auch simtlich nicht zu A, denn aus
bgg = by = ay
wiirde wegen bGs = a339 - a, und bi = a335 " ap sofort
8y~ ap = ay
im Widerspruch zu unserer Annahme folgen.
Mithin sind die Mitglieder mit den Nummern b66 - bi (1 = 65,
64, ..., 1) simtlich aus den Lindern C, D, E und F. Dieses Schlus-
prinzip setzen wir fort. 65
17 Mitglieder (mit Nennern aus U {b66 - bi} ) sind o. B. d. A
aus C. i=1
Diese Nummern seien, der Gr¥Se nach aufsteigend geordnet,
C1' Cz, ceey C.”.
Die Mitglieder mit den Nummern
Cq7 = C16r C17 = Cisr =+0v C17 = &
sind s&mtlich aus D, E und F. 16
6 Mitglieder (mit Nummern aus | J {c" - ci} ) sind o. B. d. A.
i=1

aus D, mit den Nummern (der Gr¥8e nach geordnet)
dqr dyr eees dge

Die Mitglieder mit den Nummern
dg = dg, dg = dyy eees dg - d,

sind sémtiich aus E und F. 5
Mindestens 3 Mitglieder mit Nummern aus UJ {d6 - di} sind
i=1

aus E (0. B. d. A.). Deren Nummern seien
eqr €y 5 (e < e < e;).



Die Nummern e; - e, und e - e gehdren zu Mitgliedern aus F;
f1=ea-ez, fz-ea-e1.

fz - f.‘ kann nach unserer SchluBweise zu keinem Mitglied aus einem
der 6 Linder gehdren.

Dpa 1 S f2 - f.1 < 1978 ist, muB ein Mitglied aber diese Nummer ha-
ben. Folglich ist unsere Annahme falsch.und die Behauptung bewie-
sen.

Bemerkung:

Mit dieser Methode 148t sich zeigen, daB bereits bei 1957 Mitglie-
dern der gleiche Sachverhalt gilt.

Aufgabe 5
P(x) hat die Form
= 2 n-1
P(x) =ax +an_1x F eoe +a1x+a°,
wobei a;€{o, +1, -1} furi=o0,1, 2, ..., nund a_ #o.

Wir beweisen die Behauptung indirekt.

Wir nehmen an, es gibt ein Xq mit |x | 2 2 und P(xo) = o.

1. Fall: x 2 2.

1.1. “n = 1. Dann ist
n
n-1 X -1
> n c n_"o
P(xo) £ x4 E Xo xo F
i=0
x P _ o Dy g
2 ﬁ—° 2 >0 .
xo _
1.2, a, = =-1. Dann ist
n-1 n-1 n
+ 2x =i
P(x,) S - x " +§ ——-—1°——<o.
i=o
2. Fall: x £ -2.
2.1, n - gerade.
2.1.1. a_ = 1, Dann ist
L =1 n+1 n
a_ S 1 _ [xdl “2 %o 1
Pxg) 2 lxol = ]xol = ) Te
i=o |x°| =l



2.1.2. a, = -1. Dann ist

. =1 -|x utl 4 2 |x » -1
B(xy) < -lxol T Z lxo‘ i = | °| %[ !_o' <0
2.2. n - ungerade
2.2.19. a, = 1 s. 2.1.2.
2.2.2. a, = -1 8. 2.1.1.

In allen Fdllen konnten wir P(xo) # o, im Widerspruch zu unserer
Annahme, nachweisen. >

Folglich ist unsere Annahme falsch, die Behauptung der Aufgabe
richtig.

Aufgabe 6

O. B. d. A. k¥nnen wir a > o annehmen, denn ist a < o0, so erset-
zen wir a, b und ¢ durch -a, -b und -c und man erhdlt den glei-
cqgn Sachverhalt; ist a = o, so folgt fiir b = o auch ¢ = o und
ax? + bx + c hat beliebig viele Nullstellen in [0, 1] , widhrend
flir b # o als Nullstelle x = - g = ﬁ € [o, 1] folgt.

Die Funktion f£(x) = ax2 + bx + ¢ ist wegen a > o eine nach oben
gedffnete Parabel. Nach dem Zwischenwertsatz fir stetige Funktio-
nen hat f(x) (mindestens) eine Nullstelle im Intervall ED, ﬂ v

wenn

min £(x) S 0o und max £(x) 2o ist.

x€fo,1 x€o, 1
Der Btheitelpunkt der Parabel f(x) liegt bei x = - %;. Fir
x < - %; ist £ (x) streng monoton fallend und fir x > = g;
ist £(x) streng monoton wachsend.
Es reicht also aus, wenn wir folgende Aussagen beweisen:

1. Ist b<-2a, so ist £(0) 20 und £(1) = o.
2. Ist -2a S b S o0, so ist £(o) 2 o und f(~- g;) s o,
oder £(1) Zound £(-2) Fo.
3. Ist b>o, so ist £(o) ¥ ound £(1) 2 o.
Wegen £(0) = ¢, £(1) =a + b + c und £(- lz’—a) = 1= (4ac - v?),

kénnen wir die drei A folgend Ben aufschreiben:

‘4", Ist b<-2a, s0oist c20 und a+b+c = o.



2', Ist -2a £ b 2 o, s0 ist c%o und 4dac - b2 So
oder atbtc 2 0 und 4dac - b2 S o.

3'. Ist b > o , so ist c®o0 und at+bic 2 o.

In der Tat gilt flir die einzelnen Fille:

1'. Wegen a>o0 und 2a+b < o ist

O'Fai*%*' % <.£T--—2—°+%--F:-f+5<£,d.h. ¢>0, und
u+b+c-a+b-£7a-—fb-—!a+—1-b<3‘—*12 < o
2', &) Ist ¢ ¥ o, so gilt offenbar 4ac - b2 5 o und weiter
a;-:ﬂ: >m—:2-+m—t+’.r+lgn=o, also a+b+c >o.

B) Ist c >0, so erhalten wir

lnc-bz-hc-(mad'%c)z
2
- _ _mkl 2, (m+1
tac - G a-Blo’ - Qs . e

m+1 m+1

-4 2
*mm - mza- T o

< O.

3', ¢ < o0 ist trivialerweise wegen a > o0, b > o klar. Aus glei-
chem Grund ist

a b c

o g tmitmn “m*

Sl
glo’

+§, alsoa +b +c¢c >o0.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 7
Nach dem tan-Additionstheorem ist fiir die Dreieckswinkel o, /j ’ x H
- 1 - tan tan
tan%-cotd—%é= 11* = = 5 g und
tan —2-2 tan 5 + tan g
-tan%um§+tan-‘z-‘.tan‘g*ungtangtl. (6)
Flir die Radien gilt
T T r.r T T
T’;—=ban%, :br =tangund rcr =tan¥.
b c a’c . a’b

Den Beweis dieser Standardformeln geben wir hier nicht. Der Leser
mdge sich ihn selber iiberlegen oder in einer einschligigen Formel-
sammlung nachlesen.
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Sign x bezeichne folgende Funktion
+1 fur X >0,
sign x =¢ © fir x =o,
-1 fir x<o0.

%Z. B. ist sign (x.y) = sign x . sign y.
Dann ist

T I, T r + r_+r +4r Z_T.T
ugn[ ':’c- ;bc-lign(% a:c)
[ —
+1

+tangtan§-tan

= sign ((1 - tan ) (1 - tan §) (1 - tan L),

die Beh g sofort folgt.

Aufgabe 8

Angenommen, es gibt eine L8sung (xg,X;,...,X;) mit x,; € R

(L=1, 2, ..., n) des Gleichungssystems Gk), 0¥ .

. sign (2-

L, !'brc
L[ 'h
) Ts
r.ro
ATty )

pann folgt aus (%), da alle Summanden nichtnegativ sind:
g%y oo xg| $ 1 fir alle 1€ {ts 20 <xse n} .

Folglich ist
[C3 S x1)2n+1 S (g% .ee xi)

T.T,
sign (2 - ta - ta - ti )
S e R

sign (z-tanf.ung.tnnf-tung-nn@-nnf)

sign (‘I-nng-ung-tmfi'tang- tang+tan§tan§

%Cnn -g tan ;)

(7)

fur alle 4 € {1, Y n] , wobei Gleichheit in (7) nur fir

X X, ... X, = O oder X,.X, ... X; = 1 eintritt.

12 i 172 i :

Gibt es nun ein 1°E 10 2, «oes n} mit

2n+1 2n
< (XgXy eee Xy )7

(X9%, ooo X, )
172 1° 5



so folgt aus (7)

n n

2n+1 2n
E (X%, oo0 %) < :E (x.%x, ... x,)
5 12 i = 172 i

was im Widerspruch zu (%) und (k¥ steht.
Mithin gilt fir jedes 1 € {1, 2, ..., n} :
XqXy eo0 Xy =0 oder
XqXg eee Xy = 1.
X, =0 impliziert X Xy «e0 Xy =0 fir alle 1 2 1, und (¥) kann
nicht erfiillt sein.
Also ist X, = 1. Wegen (k) und (k%) erhalten wir
X%y oo xy =0 fir 1€{2,3 ..., n}. (8)

Speziell fiir i = 2 folgt X, = 0. Dann sind aber sofort alle Glei~
chungen % und ¥% erftillt.

Man erkennt nun leicht, das (x1, x2, wimiwip: xn) genau dann eine
L8sung des vorgegebenen Gleichungssystems ist, wenn Xy = 1 und
x, = 0 ist und X3 Xgr eeey X beliebige reelle Zahlen sind.

Aufgabe 9
Wegen 2 m2 =m (mod 2 m - 1), fiir alle ganzen Zahlen m, kann man

die Kongruenzen auch folgendermaBen schreiben:

x = my (mod 2 m, - 1) i1=1,2, ...).
Weiter ist dquivalent

2x = 2 m, (mod 2 m, - T @e 1, 2, ves)
und

2x =1 (mod 2 . m, - 1) =1, 25 sesds

Ist X, eine Ldsung des Systems, so ist 2x°-1 durch Zmi-i, fir
alle i, teilbar. Also muB die Zahl der mi'a endlich sein.
Wir betrachten jetzt das endliche System

2x = 1 (mod 2m1 -1)
2x = 1 (mod ka - 1.
X = %' (2m1-1) —_ (ka-1) + q ist eine ganze Zahl und, offen-

bar, auch L8sung des Systems. .
Das System von Kongruenzen ist genau dann l8sbar, wenn es endlich
ist.
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Aufgabe 10
Die allgemeine Form eines Polynoms f'(x,y) vom Grade 2 ist
£'(x,y) = 1\':(2 + B'xy + C'y2 +D'x + E'y + F'.
Ist A' = o, so hat £'(x,y) fiir alle y mit B'y + D' # o in Gestalt
von
—ciy? - gt '
e 1 B
Nullstellen. Sind nicht beide Koeffizienten B' und D' gleichzeitig
Null, so haben wir schon unendlich viele Nullstellen. Ist B'=D'=o,
so muB £'(x,y) = g(y) = c'y2+E'y+F, (als Polynom in y) Nullstellen
haben. Mit jeder Nullstelle ¥ haben wir fiir beliebige x in Ge-
stalt der Paare (x, yo) Nullstellen, also auch beliebig viele.

'Hithix;x muB A' '# o und analog C' # o sein. Wir betrachten des Poly-
nom f—(:llL, das die gleichen Nullstellen hat. ,
Der Einfachheit halber bezeichnen wir f(x,y) = f—A(’y‘-ll)- neu:

£(x,y) = x% + (Ay + B) x + Cy? + Dy + E.

Wir wollen zun¥chst eine Bedingung dafiir herleiten, daB f(x,y)
genau eine Nullstelle hat.
Es sei (a,b) die einzige Nullstelle von f(x,y).

Dann ist 3 ]
_ A +B g V (A, +B) 2

T Rt r) -Ch'-D-E. (9)

Der Ausdruck 2
h(y) =(—AL}B)——Cy2-Dy-E ¥
die Diskriminante von (9), muB8 fiir alle y nichtpositiv sein und
genau fir b verschwinden. Wire h(y) > o fiir irgendein y, so hét-
ten wir zwei (verschiedene) x, fiir die (x,y) Nullstellen von
£(x,y) sind. Ist h(y,) = h(yz) = o, fir ¥q # yz) so erhalten wir
auch zwei verschiedene x und damit zwei verschiedene Nullstellen.
(x,y) von £(x,y). Also mu8

n(y) = ya2-a0y? + J@a-20)y + 3(8%-4E) 5 o (10)
fir alle y und h(b) = o sein.
Aus (10) folgt

Az - 4C < o, (11)
denn filir A2-4C > o wird h(y) flir hinreichende groBe y positiv,
und fﬂr—'-.Az-AC = o wird h(y), bei AB - 2D # O, ebenfalls positiv
fiir geeignete y. Fiir 22-4C = o und AB-2D = o ist im Widerspruch



2u unseren Anforderungen h(y) = o oder h(y) < o, flir alle y.
Aus h(yo) = o, flir genau ein Yor folgt, das die Gleichung
2
2 AB - 2D B® - 4E .
y+2-1—y¢—!—--o (12)
A" - 4C A" = 4C

genau eine L8sung hat, d. h., die Diskriminante verschwindet.
Also ist

2
@B =202 B - 4E _
A" - 4C A" - 4C
und )
-n2 o 2
E=32BD D cs 113)
A" - 4C
Da f(x,y) genau die Nullstelle (a,b) haben soll, ist b LSsung
von (12) also
AB - 2D
b=~ P (14)
A" - 4C
und flir a wegen (9)
a=- % ‘15)

Aus den Gleichungen (13), (14) und (15) lassen sich um B, D und E,
jeweils als Funktionen von A, C, a und b darstellen:

B =~ (Ab + 2a),

D = - (Aa + 2Cb),

E = Aab + Cb® + a2,

Mithin folgt

£y = [ea + 3 (y-b)]2 -1 A% 0 y-m? a? - 4 <o.

‘Dieses Polynom hat wegen a2 -4 <o nur fiir

(x-a) +§ (y=b) = o und

yb =0 ,
also flir (a,b) eine Nullstelle.
Filhren wir schlieBlich den Faktor A' wieder ein, so ergibt sich
als allgemeinstes Polynom mit den geforderten Eigenschaften:
A {(x--)’ + A(x-a) (y-b) + c(y-b)’} 1A% - 4c<o, A" o, CHo
oder C
ox?+ By? +fxy - (2a +¥b) x - (2/3b +ya)ly +da® +Ab% + yab,
wobei d, /3, y beliebige reelle Zahlen mit o ¥’ 0, A ¥ o und
“ap> 3’2 sind.
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Aufgabe 11
1. Eine der Zahlen x oder Yy idt gerade. Wiren x und y beide

ungerade, so wire x2 = 1 (mod 4), y2 = 1 (mod 4) und folglich
zz ® 2 (mod 4), was jedoch fr kein z erftillt wird.
2. Sei x gerade. Wegen (x,y,2) =1 8ind y und z ungerade.

Aus
(%)2."'2,"2

folgt fiur (%1, i;l) = 1, das positive ganze Zahlen u und v

mit
existieren. Der Fall (5¥, Z¥) = 4 > 1, ist unmbglich. Man

hlttelonltd/%x. d/%xundd/zunddmitd/y.

SchlieBlich wire wegen x2 + yz = z2

widerspricht.
Die Bedingung x = 2 uv, y = u2 - vz, z = uz + v2 ist also not-
wendig und (wie man leicht priift) auch hinreichend.

1+ d/ x, was (x, y, z) = 1

Aufgabe 12
Wir beweisen, da8 die Gleichung

x4+ y‘ = 22 (16)
keine L¥sungen in positiven ganzen X, ¥, z hat.

Die Gleichung );‘ + y‘ =z 15t offenbar damit auch erfaBt.

Wir nehmen an, (16) habe eine Ldsung x, y, 2, x >0, y > 0,
Z >o0. Dann kdnnen wir (x, y, z) = 1 voraussetzen. Gibt es mehrere
L8sungstripel, so wdhlen wir eines mit minimalem z.
O. B. d. A. sei x gerade. Dann ist, wegen Aufgabe 11
xz-Zuv, yz-uz-vz, :-u2+v2m1tu>vi1, (u, v) =1,
U . Vv gerade.
Ist u gerade, so folgt y? = 4N + 1, u? = 4 N, vZ = 4 N, +1
und, wegen yz - u2 - vz,

4N+1-4N1-4N2-1,
was unmdglich ist. 3
Allohtvgerade.v-2w2undu-z12woqen2 u . v-xzund
(u, v) = 1, Aus yz = u2 - v2 ergibt sich yz + 4 v‘ = 31‘. Noch-
mals Aufgabe 11 angewandt: 2 "2 =2 u,v,. Wegen (u’,v1) = 1 folgt



u, = x12, vy = y,z und ::14 + y14 = zlz, was wegen z, < z unmdg-
lich ist. Damit ist der Beweis erbracht.

Aufgabe 13
1. Eine Seite des einbeschriebenen n-Ecks ergibt sich zu

2 r . sin (l), wihrend man fiir eine Seite des umschriebenen
n-Ecks 2 r tan (I) erhdlt; r bezeichne den Radius des Krei-

ses C.
Dann ist sin X
Pp =2 rnsin (%) =2Tr I“, (17)
n
I T tan 5
Pn-2rntann-21rT,md (18)
n
U = 2Tr.

Flir o < x <§ ist die Funktion p(x) = 512 X monoton fallend,

und die Funktion P(x) = ta: X ist monoton wachsend, wegen
p' (x) = X CcOs x - sin x _ cos x (x = tan x) < o,
x xz
X - tan x i
cos“x X - sin x cos x 2 x - sin 2 x
P (x), = ) == = T S
x x“ cos® x 2 x° cos” x

Wegen o < E <§ (n=3, 4, ...) folgt unmittelbar die Behaup-
tung.

2. Die zu beweisende Ungleichung 148t sich wegen (17), (18) und
(19) in folgender Form schreiben:

laﬁn (2 sin %# tan g) >2Mr (n=3, 4, ...)

oder
251n§+tang>3 g (n=,3, 4, ...). (20)

Es sei f(x) = 2 sin x + tan x - 3x.
Um (20) zu beweisen, reicht es zu zeigen, daB
f(x) >0 fir o<x<§.

20
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Wegen f (o) = o ist hierfiir £'(x) >0, o< x< %, hinreichend.
Nun ist £'(x) = 2 cos x + ——15—— - 3 und f'(0) =0 ausreichend,
cos” x

wenn wir £"(x) > o zeigen (0 < x < %).

Es ist

£"(x) = - 2 sin x + 2 sin x _ 2 sin x - cos3 x) >0

cos” x cos
flir o<x < g

Damit ist der Beweis erbracht.

Aufgabe 14
Wir betrachten die Folge {nk} fiir die n 5 = k2 k=1, 2, ...)
k

ist und deren restlichen Glieder (der Reihe nach)
1, 23, 2%, 33,33, 33, ..., K3, ..., K, ... sind.

[ —

k

j;i: 1 :;j: k $ Sali

Dann ist —= + =2 L os

= AP Pl SR

DaB8 die Reihe S 17 konvergent ist, ist vielleicht allgemein-
k=1 k

bekannt; ihre Summe ist %—. Die Konvergenz kann man aber auch sehr
einfach felgendermaBSen zeigen:

1 1 1 <= 1 1
=1+ <1 + =1+ (=i - 3) = 2.
el EARR R AP E AR TR o

Andererseits ist fiir die Folge {n“k} , die als Unterfolge

1, 22, 22, 32, 32, 32, ..., k%, ..., k%, ... enthilt:
k
1 > K . 1
n = ;7 kK=
x=1 "k k=1 k=1

Aufgabe 15
Die zu beweisende Ungleichung ist #quivalent mit

m
(2m=1) (2m=3) (2m=5) ... . 3 . 1 2 ﬁT . (21)
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Nun ist

. 2
> m
(2m - 1) . 1 e (22)
und fir 254 Sm-1: )
(20 - 2) (441) = (24 - N1 +4 -22 (24 - 1) 4,
(24 -2)mZ (24-2) W+1 2 (2-11,
(24 - 1) m=- (24 -1) 1 2m und
(24 = 1) (m - 1) ER ; d. h.
21 - 1 z 2. (23)
Aus (22) und (23) folgt nunmehr fiir m 2 2:
m 2 m-1 2 m=-1 .
A m _qy 2 m__m (m=]
Joandig. T aen iy T 2200,

also sogar eine kleine Versch&rgung von (21). - Fir m = 1 liefert
bereits (22) das Gewiinschte.

Aufgabe 16
Wir bezeichnen die Schiiler mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., 16. Ins-
gesamt gibt es (13) Paare von Schiiler; (12) = 120. An jedem Tag
arbeiten 4 . (2) = 24 Schiilerpaare zusammen. Falls es eine Anord-
nung gibt, die das Verlangte leistet, kommt jedes Paar (i, j),
1%41<3j% 16, genau einmal vor.
0. B. d. A. arbeiten am ersten Tag folgende Gruppen (zeilenweise):

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16
Da jedes Paar genau einmal auftritt, miissen die 4 Zahlen jeder
Zeile jetzt in verschiedenen Zeilen auftreten. Die folgenden Tage
haben Anordnungen von der Struktur (o. B. d. A.)

1 a e k

2 b £ 1
3 c g m
4 d h n ,

wobei (a, b, ¢, d) eine Permutation von {5, 6, 7, 8} i
(e, £, g, h) eine Permutation von {9, 10, 11, 12} und
(k, 1, m, n) eine Permutation von {13, 14, 15, 16} ist.
Durch geschicktes Probieren erhdlt man z. B. folgende Anordnungen:
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2. Tag 15 9133, Tag 16 11 16 4. Tag 1 7 12 14 5. Tag 1 8 10 15

2 6 10 14 2512 15 281113 27 916
371115 38 914 3510 16 361213
4812 16 47 10 13 46 915 4511 14.

Es kann nun leicht verifiziert werden, daB die Anordnung tats#ch-
lich die gewlinschten Eigenschaften hat.

Interessanterweise sei bemerkt, daB man jede andere Anordnung, die
man finden kann, durch eine geeignete Permutation der Elemente

1, 2, ..., 16 in die oben angegebene iberfilhren kann.

Zur Scnderaufgabe aus Heft 7

Zu dieser Aufgabe gingen L8sungen von den drei Schiilern
Bodo Heise, Klasse 10, EOS "F. J. Curie", G¥rlitz,
Jirgen Grifenstein, Klasse 11, EOS "M. A. Nex8", Dresden und
Torsten Siebert, Klasse 11, EOS "F. J. Curie", G8rlitz
ein, die s#mtlich richtig waren.
In allen FHllen wurde versucht, von e* (ableitungszyklisch vom
Grade 1) ausgehend ein Beispiel zu finden. Die Schiiler Gr&fenstein
und Siebert machten den Ansatz f£(x) = e Ax und fanden als notwen-
dige Bedingung A" = 1, L48t man auch komplexe A zu, so findet man
als Beispiel

T 27,

2
f1(x) - e(cos = * isin —E)x 5

Den Nachweis, das fi(x) ableitungszyklisch vom Grade n ist, iber-
lassen wir dem Leser.
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Diese L8sung setzt jedoch eine Kenntnis der Analysis im Komplexen
voraus. Der Schiller Grifenstein gewann aber aus fi(x) auch eine
reellwertige Funktion fz(x) mit geforderter Eigenschaft, indem er
den Realteil von fl(x) (analog natiirlich auch Imagindrteil) be-
trachtete:

(cos 2—xi:-)x . 27

fy(x) = e cos ((sin ——)x).

Eine sehr einfache und eindrucksvolle Funktion £3(x) gab Bodo
Heise an:

e i
f3(x) = xn
;;; (in) !

Diese Reihe konvergiert fiir jedes reelle x wegen

1 £,00) S o 0 a
: 3 — Am T o
2. {sk} mit
k i lin
i=o

n.

k
i
ist eine monoton wachsende Folge, die durch E ; l%%— < eIx
i=o
beschrénkt ist.
Folglich konvergiert f3(x) in jedem abgeschlossenen Intervall
gleichmdgig und £3(x) kann gliedweise differenziert werden usw.
Die Konvergenzbegriindung war bei Bodo Heise leider nicht ganz
ausreichend. Offenbar ist nun f(n) (x) = £, (x) ftir alle x und
£360) = 1, £ (o) = o fur k = 3 2, ..., a1, a. h. £50x) st
tatsdchlich ableitungszyklisch vom Grade n.
Die Schiiler erhielten Anerkennungsschreiben.
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Sonderaufgabe

Zu einer Beratung treffen sich n Mathematiker (n > 2), wobei je-
der mit hochstens % - 1 anderen bekannt ist. (Alle Bekanntschaf-
ten seien gegenseitig.) Man zeige: Es kdnnen alle so an einem
runden Tisch Platz nehmen, daB nicht zwei miteinander bekannte
Personen nebeneinander sitzen.

Aufgaben

Aufgabe 1
Man zeige, daB fiir ein beliebiges Viereck ABCD die Ungleichung

|ABI.ICDI + IBCI.IADI > IBDI.IACI gilt.

Hinweis: Man benutze zwei Hilfspunkte E und F, wobei E Schnitt-
punkt z. B. des Umkreises von AABD mit 3% und F ein gewisser
Punkt auf 8,5 ist, ferner beachte man die Dreiecksungleichung.

Aufgabe 2
Es sei ein konvexes n-Eck gegeben (n 2 6), bei dem keine drei

Diagonalen durch genau einen inneren Punkt des Vielecks gehen.

Man bestimme die Anzshl aller Dreiecke ABC mit folgender Eigen-
schaft: A, B, C sind Eckpunkte des n-Ecks oder Schnittpunkte von
Diagonalen im Innern des Vielecks, und es liegen A und B, B und
C bzw., A und C auf genau einer Diagonale oder Seite des n-Ecks,

Aufgabe 3
Die 28 Schiiler einer Klasse gehen an jedem So‘hultag in einer vom

Lehrer neuzusammengestellten Zwelerreihe zum Essen.

Man zeige: Der Lehrer kann die Zweierreihen so bilden, da8 im
Laufe eines 27 Schultage umfassenden Monats jeder Schiiler einmal
neben jedem anderen gegangen ist.

Aufgabe 4
Man beweise, daB%fiir alle natiirlichen Zahlen n 2 1 und alle

reellen Zahlen 9, 0 S Y £ 7 die Ungleichung



sin® + sin 2% + ... + 8in n®P + 12 sin (n+1) ¥ 2 0
gilt,
Wann tritt Gleichheit ein?

Aufgabe 5

Bei einem Schachturnier mit 3n Téilnehmern sind genau 3n + 1
Spiele ausgetragen.

Man zeige, daB es vier (paarweise verschiedene) Teilnehmer A, B,
C und D gibt, wobel A und B, B und C und C und D bereits mitein-
ander gespielt haben.

Aufgabe 6

Man konstruiere ein Dreieck, von dem gegeben sind:

ho ~ Hohe auf der Seite c,

8, - Seitenhalbierende zur Seite ¢ und

W, - Winkelhalbierende des der Seite ¢ gegeniiberliegenden
Winkels.

Aufgabe 7

E1f Mitglieder einer Kommission sollen Zutritt zu einem Safe
haben.

Welches ist die kleinste Zahl von Schldssern, mit denen der Safe
ausgestattet sein mu3, so daB je sechs, aber keine fiinf Mitgiie-
der der Kommission den Safe 6ffnen konnen,

Man ermittle ferner, in welcher Weise die Schliissel in diesem
Fall verteilt sein kdnnen.

Aufgabe 8

Es sei f(x) im Intervall a 4 x £ b positiv und beschrénkt.
Man beweise, daB es in diesem Intervall zwei Zahlen Xq3 Xp gibt,
fiir die

- x,) . £2(x,)

(xz—r}x—z"——>%(b-a) f(a).

(0. Reutter: Elemente der Mathematik)



Aufgabe 9

o (n) bezeichne die Summe aller Teiler von n. Ist n eine gerade
Zahl, so gilt ¢ (o'(n)) = 2.n genau dann, wenn n die Form o
hat, wobel 271 _ 4 eine Primzahl ist.

(D. Saryanarayana: Elemente der Mathematik)

Aufgabe 10

Unter r + 1 positiven ganzen Zahlen, in deren Primfaktoren-
zerlegungen insgesamt htchstens r verschiedene Primzahlen auf-
treten, gibt es eine Menge von Zahlen, deren Produkt gleich dem
Quadrat einer ganzen Zahl ist.

(Mathematical Spectrum)

Aufgabe 11

Wir betrachten ein m x n-Gitter, d. h. ein Gitter aus m Zeilen
(Waagerethte) und n Spalten (Senkrechte). Die Gitterpunkte mbgen
blau oder rot gefédrbt sein,

Man zeige, daB es fiir ein festes s (0 6.8 £ m) gewisse 8 Zeilen
gibt, in denen

Spalten auftreten, deren sémtliche Gitterpunkte jeweils rot oder
Ylau gefdérbt sind. Dabei bedeuten [x] bzw. ] x[ die griBte ganze
Zahl kleiner gleich x bzw. die kleinste ganze Zahl groBer
gleich x.

Aufgabe 12

Sel g (n,r) die Anzahl der méglichen Verteilungen der Zahlen von
1 bie n auf r Zeilen, so daB jede Zeile mindestens eine Zahl,
aber keine mehr als m aufeinanderfolgende Zahlen enthélt (die
‘noihanfelge der Zeilen spielt keine Rolle).

Man zeige fiir m < n:

m
gu(n,r) = Z [gm(n-i. r-1) + (r-1).g;(n-1, r)]
i=1



Man zeige weiter, daB die Anzahl f(n) der mdglichen Verteilungen
der Zahlen von 1 bis n auf zwei Zeilen, so daB jede Zeile htch-
stens zweli aufeinanderfolgende Zahlen enthélt, die Fibouacci-
Zahlen liefert, d. h.

f(n) = £(n-1) + f£(n-2) (n>2)
£(1) =1, £(2) = 2.
Aufgabe 13
Sind x, y, 2z positive Zahlen mit
1+ed+dan,
so gilt

(x-1)(y-1)(z-1) Z 8.
(Mathematical Spectrum)

Aufgabe 14

Man zeige fiir alle reellen Zahlen Xy9 Xpy eeey Xps x, 2 1,
123 Ty oeey xn= 1s

T+X. n
i i §& XqeXpesoXy

Wann tritt Gleichheit ein?

Aufgabe 15
Es seien x,, X,, ..., X, reelle Zahlen mit 0 < xy 5% (1 =1, 2,

ssey M),
Man beweise die Ungleichung
Xy o Xp o ese o Koo (1-x1)(1-xL) eee (1-x,)

1
(xy + Xy + eee + x )0 ‘[(1-x1)+(1—x2)+ -r(1--xn):|n

Ferner zeige man, daB Gleichheit genau fiir X, = Xp = ee0 = X
eintritt,



Lésungen

Aufgabe 1
Wir zeigen zuerst, daB es ausreicht, die Ungleichung fiir kon-

vexe Vierecke zu beweisen. Sei ABCD ein konkaves Viereck, und
es liege C im Innern von AABD. 0.B.d.A. mbgen die Winkel

< ABD und < BDA spitz sein., Ist nun C' der zu C bez., der Gera-
den 8pp symmetrisch gelegene Punkt,

D
so ist offenbar ABC'D konvex, und es
gilt
o IBCI = IBC'l, ICDI = IC'DI, |AC'l > |ACI.
A Ist also die Ungleichung fiir ABC'D rich-
tig, so gilt sie auch fiir ABCD.
B

Wir betrachten nun das konvexe Viereck ABCD. Sei 0.B.d.A.
12 DABl + | xBCDI > 180°. Dann liegt C nicht auBerhalb des
Umkreises U von AABD. Sei E der von B verschiedene Schnitt-

D punkt von gpg mit U. (Es kann E = C sein.)
E Wir definieren den auf &,E gelegenen
Punkt F so, daB
% CDF = X BDA ist. (1)
A Jetzt gilt
4 A AFD ~ ABECD. (2)

Es ist némlich x FDA = x CDB (man beachte (1)) und
X DAF = x DAE = x DBE = . DBC nach dem Peripheriewinkelsatz.

Weiterhin gilt
/A ABD ~ AFCD, (3)

Es ist némlich x BDA ® x CDF (nach (1)) und die zweite Bezie-
hung & FCD = x ABD gilt fiir F = C nach dem Peripheriewinkel-
satz. Flir F ¥ C beweisen wir diese wie folgt:
Bs ist x CEF = XxBEA = xBDA = x CDF (Peripheriewinkelsatz
und (1)). Nach der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes ist dann
FCED ein Sehnenviereck und somit

4#FCD 2 xFED = X AED = x ABD (Peripheriewinkelsatz).



Aus (2) und (3) folgt

F| 1BC| |1FCI | ABI
IAF| _ 1BC - sl

und also

1BDI (1AFI + IFCI) = IBCIIADI + IABIICDI. Wegen IAF| + |FCI>IACI
gilt IBDIIACI £ |AB|ICDI + IBCII|ADI, womit die Behauptung bewie-
sen ist.

Aufgabe 2
Wir bezeichnen die Eckpunkte des n-Ecks mit A1, A2, ey An und

die Schnittpunkte von Diagonalen im Innern des Vielecks mit
P1""'Pr (r € ).Bs sei Ol: = { Ay eees A} . Es gibt genau
vier Typen von Dreiecken der gesuchten Art.

1._Typ: Alle Eckpunkte des Dreiecks sind aus Ol. Hiervon gibt es
offenbar genau (g) Stiick.

2. Typ: Genau zwei Eckpunkte des Dreiecks sind aus Ol. Sei o.B.d.A.
Aj A, by P; ein Dreieck dieses Typs. Dann
Ay mtge P; auf den Diagonalen A A; und Aph
liegen., Wir kdnnen so dem Dreieck A1A2Pi
eindeutig die Viererteilmenge
{A1. Ay, AJ, Ak} von O zuordnen. (Die Ein-
deutigkeit folgt daraus, daB Pi nur auf
zwel Diagonalen des n-Ecks liegt.)
A Umgekehrt entsprechen jeder Vierermenge
{A1, 4y, Aj, Ak} genau vier Dreiecke des 2. Typs, némlich
A AoPy, AZA;IP:L’ AjAkIP1 und A/ A, P;. Da es (2) Viererteilmengen

A2

von Ol gibt, existieren genau 4 . (2) Dreiecke des 2. Typs.

3. Typ: Genau ein Eckpunkt des Dreiecks ist aus Ol. Sei o.B.d.A.
A1P1PJ ein Dreieck dieses Typs. Pi und P;!

mtgen auf der Diagonalen AkAl liegen, des
weiteren seien IP1 und P, Punkte auf
A1Am bzw. A1%. Dem Dreieck A1P1Pj wird
also eindeutig eine Fiinferteilmenge
: {A‘l' Ao A, A, Al} von Ol zugeordnet.
Umgekehrt entsprechen jeder Fiinfermenge {A“ Ay A A, Al}
genau finf Dreiecke des 3. Typs, d. h., es gibt genau
5 . (?) Dreiecke des 3. Typs.




4,_Typ: Kein Eckpunkt des Dreiecks ist aus Ol . Sei o.B.d.A.
PiP Pk ein Dreieck dieses Typs. Aus der
Skizze ersehe man, auf welchen Diagonalen
Pi, P, und Pk liegen. Man kann somit dem
Dreieck PiPsPp eindeutig die Sechserte.l-

A,  menge {Am, A Ags gy Ags Ar} von O
zuordnen. Umgekehrt entspricht jeder Sech-
serteilmenge (A, «-e» Ar} genau ein
Dreieck des 4. Typs, d. h., es gibt genau
(161) Dreiecke des 4. Typs.

Die Anzahl von Dreiecken der in der Aufgabe angegebenen Art be-
trégt also (§) + 4 () +5 () + ().

Aufgabe 3

Wir beweisen die Behauptung allgemein fiir 2n Schiiler und 2n-1
Schultage. Mit Ausnahme z., B. des Klassenbesten denken wir uns
alle Schiiler in Form eines regelméBigen (2n-1)-Ecks aufgestellt.

Zu jeder Seite des (2n-1)-Ecks gibt es offenbar genau n-2 paral-
lele Diegonalen.

Die Seite und die dazu parallelen Diagorialen

enthalten alle Eckpunkte des (2n-1)-Ecks mit

Ausnahme eines einzigen. Die Zweierreihen

bilden wir nun wie folgt: Jeden Tag wiéhlen

wir eine neue Seite des (2n-1)-Ecks aus und

betrachten die n-2 dazugehdrenden parallelen

Diagonalen. Die Schiiler, welche Ecken entsprechen, die durch die-
se Seite bzw. Diagonale verbunden sind, mdgen nebeneinander ge-
hen, und der Klassenbeste wihlt sich als Partner denjenigen
Schiiler, der dem iibriggebliebenen Eckpunkt entspricht. Da jede
Diagonale des (2n-1)-Ecks zu genau einer Seite des (2n-1)-Ecks
parallel ist, geht so jeder Schiiler genau einmal neben Jjedem an-
deren.

Aufgabe 4 .
Die linke Seite der gegebenen Ungleichung kann in der Form
n n+1
% Z sin k¥ + Z sin kP
k=1 k=1
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