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Sonderaufgabe

Eine Folge aus n Einsen und (n+1) Nullen sei zyklisch angeord-
net. Jemand spielt folgendes Spiel. Eine Marke wird auf eine
Position gesetzt, auf der eine Null steht. Diese Null wird in
eine Eins verwandelt. Gleichzeitig wird die Marke von der bis-
herigen Position aus zur (im Sinne der zyklischen Anordnung)
néchsten Position gesetzt, auf der eine Eins steht. Diese Eins
wird in eine Null verwsandelt, wir erhalten eine Folge aus n Ein-
sen und (n+1) Fullen, und die Marke wird auf die néichste Null-
Poeition gesetzt. Dieses Verfahren wird wiederholt.

In welchen Féllen lassen sich mit diesem Spiel alle Null-Eins-
Folgen mit n oder n+1 FNullen und n+1 oder n Einsen erzeugen?

Bemerkung: Die Folge der Nullen und Einsen ergibt sich nach
Jedem Wechsel beginnend mit der Position, auf der zu Beginn des
Spieles die Marke stand. Ein Fall, der der Aufgabenstellung ge-
pﬂgt, ist vollsténdig durch die Angabe der Ausgangsfolge be-
schrieben.

:

Aufgaben

Aufgabe 1 .
ABCD sel ein Sehnenviereck und P ein Punkt auf seinem Umkreis.
Mit 11,31,01 bzw. D1 werden die FuBpunkte der Lote von P auf
AB, BC, CD bzw. DA bezeichnet. Man beweise:

|Paj - [PC) = IPBJ o [PDJ .

Aufgabe 2

Sei A1A213L4A5A6 ein Sechseck. P1,P2 bzw. P3 seien die Mittel=-

punkte der Diagonalen 1117, gg bzw. 1?[6' und M, .IZ,...,I5

bzw. M die Mittelpunkte der Seiten K X, K Kj 39 eees DzW. IA].

Bezeichnet S, S' bzw. S" den orientierten Flécheninhalt der

Yiq.eckc A1A213A4A5A6, P1P2P3 bzw. l1lzl3l4lsls, so beweise man
st a8 ads.



Der orientierte Flécheninhalt A° des (konvexen) Vielecks
P1Pz cen Pn mit dem Flicheninhalt A ist definiert durch

20 { 4, falls das Vieleck positiv orientiert ist,
=

-4, falls das Vieleck negativ orientiert ist.
Das Vieleck selbst heiBt positiv (negativ) orientiert, falls
die Eckpunkte entgegen (im) dem Uhrzeigersinn durchnumeriert
werden.

Aufgebe 3
eee A, sel ein Vieleck. Auf die Punkte mit ungeradem Index
2n

werde jeweils die gleiche Verschiebung angewandt. Das liefere
das Vieleck AJA ASR, eee AL 4 Ay . Man Zeige, de8 die Flichen-
inhalte beider Vielecke gleich sind.

Aufgebe 4
Das Dreieck A ABC habe den Fliécheninhalt 1. M bzw. H sei der

Mittelpunkt der Seite AT bzw. BT, P und K migen so auf XB lie-
gen, daB |AP| = |PK| = |KBl ist. E bzw. D seien die Schnitt-
punkie von MP bgzw. CK mit AH. Man zeige, daB8 das Viereck PKDE
den Flicheninhalt % besitzt.

Aufgabe 5
Auf einem Kreis selen drei verschiedene Punkte B,C,P gegeben.

Von P aus werden die Lote auf BC und auf die Tangenten an den
Kreis in den Punkten B bzw. C gef#llt. Die FuBpunkte seien
A4 B1 bzw. 01. Man beweise

Paj 2w BBy - EC .

Aufgabe 6
ro sei ein beliebiges Fiinfeck. Fiir n = o mbgen sich die Eck-

punkte des Fiinfecks Pn+1 aus den Mittelpunkten der Seiten von
F, ergeben. S, bezeichne den orientierten Flécheninhalt des
n-ten Fiinfecks. Man beweise fiir n = o:

16 ¢ 8pyp = 12 ¢ 8y + 8y = 00



Aufgebe
Es sel ABCD ein Viereck, in dem sich die Geraden AB und CD im
Punkt O schneiden mbgen. M und H bzw. K und J seien diejenigen
Punkte auf den Seiten BC bzw. AD, fiir die

|BMI = |MH = |HC| und |AK| = |KJI = [JD|
ist. Man zeige, deB die Flicheninhalte der Dreiecke A OKM und
A OJH gleich sind.

Aufgebe 8
Kenn man jedes Dreieck A ABC durch senkrechte Projektion auf

eine Ebene in ein gleichseitiges Dreieck A A'B'¢C’ #berfithren?
(Bundeswettbewerb Mathematik der BRD, 2. Runde, 4982)

Aufgabe
Es sei x, eine Nullstelle der (nmichtirivialen) Gleichung

3 -k -
E (B tey, g+eeotay) P =0, 8, €R 1=0,1,000m 0710
°

Man seige:

(a) 041t _ 2 _ &y T o, so folgt |x,|~ VZ&
o=i=J =n

(b) Gilt a;=o0, 1 = Oy15000,m, 80 folgt [x | =<1.

(Gazeta Matematica, 8-1982, S. 335)

Aufgabe 10
Es sei q(x) = £ 4 224 .o+ x+ 1, wobel p eine ungerade

Primzahl sei. Mtge n eine gerade natfirliche Zahl = o bezeichnen.
Man beweise, daS
n=-1

K
-1+ T q () durch x
k=0

(Vorbereitungsklausur in Ruminien auf die IMO 1982)

241 teilbar ist.

Aufgabe 1V

Man 1¥se das Gleichungssystem
Ig+ I =T X (1)
I ¢ Ey=T X (2)

za+¢-4-y~x3 (3)



I3+ Iz =y oex, (4)
b Xy =y e 3 (5)
(Niels-Henrik-Abel-Wettbewerb, Norwegen 1982)

Aufgabe 12
Gegeben sei ein spitezwinkliges Dreieck A ABC mit den Seitenlén-

gen a,b,c. Es mbge einen Punkt M im ern von A ABC geben, der
Eckpunkt dreier kongruenter gleichseitiger Dreiecke D1,D2,D3
ist, wobei die anderen beiden Ecken dieser Dreiecke auf den Sei-
ten des Ausgangsdreiecks gemd8 der Abbildung 1 liegen.

Man beweise:
(e) Die Seitenl#nge von D, ,D2,D3
ist

2abe

a® + p2 4 0% 44 *\/3)

(b) Mit H1 ,1(2,1(3 als FuBpunkt
der Lote von M auf die Drei-
ecksseiten ist das Dreieck

Abb, 1 N H1I2I3 gleichseitig.

(Fach 3. Graubner, Lehrer in Wittgensdorf)

Aufgabe 13
Mir welche Primgzahlen p hat die Gleichung
2 3poax?
im Bereich der matfirliochen Zahlen mindestens zwei Lysungspeare
(n1lx1)! (n2"x2)?

Aufgabe 14
Seien mit a, b, ¢ die Seitenliéngen eines Dreiecks A ABC wnd mit

8, R bzw. r sein halber Umfang, sein Umkreisradius bzw. sein
Inkreisradius bezeichnet. Man beweise:

5 ¢ min {(s—b)z,(b-o)z.(c-a)a} = 62 - 8Rr - 2r2,



Anfgave 15

Sei (‘k)k 3 ¢ ¢ine nichtkonstante Folge mit a, €{+1, =1}, k= 1,
Man zeige, da8 es eine endliche Menge N natlirlicher Zahlen gibt,
fir die

"

ist.



Lisungen

Im weiteren stellen wir einen Ansatzs sur LBsung geometrischer
Aufgabenstellungen mittels komplexer Zahlen vor. Trots der Ana-
logie zu Methoden der analytischen Geometrie erspart er in vie-
len Fillen einen groSen Rechenaufwand.

Wir gehen von einem kartesischen Koordinatensystem aus. Jedem
Punkt Q mit den Koordinaten (x,y) ordnen wir die komplexe Zahl
q=x + iy su. Mit den Beseichnungen g = x - iy bzw.

lal =V ::E + yz fiir die konjugiert komplexe Zahl bzw. den Be-
trag von q gilt

a-3= a2 (6)
Die LEnge der Strecke 5 ﬂ ist gleich
Q) =|ay ~af. (N

SchlieBlioh betrachten wir zwei Geraden P,P, wnd Q1Qz, die den
Winkel ¥ = + (P,P,, 0102) einschlieSen mtgen. Die komplexen
Zahlen

Po = P1 Py - 94

P2 = Pql " 192 = 9]
gind vom Betrag 1 und es gilt

- -
) Rk I § winy s N
Bo = Pyl (cosy+ 1 siny) R
bzw., unter Beachtung von (6%
(g,-q4) p,-p 2 (q-q)(p -5
(cosp+ 1 giny)? = —21 |Po~Py 2=94) (Bp=P4)

(pz-p1)2 qu-q1l (pg-p1)(q2-q1

Sind nun die Geraden 1’ Pz und Q1Q2 parallel, so0 ist Y = k 7
und (cos ¢ + isin )2 = 1. Sind die Geraden orthogonal zuein-
ander, sowirdr-§+k o 7 und (cos y+ 1 sin ¥)< = =1, Wir
erhalten

(pp=p1) (=G4 )=(ay=q) (F-B,), falls P,B, | Q,Qp (8)
=(py=P4)(Gp=7,)=(a,-9,) (F,-5,), falls PP, | Q,Qpe (9
Autgabe 1

Das Koordinatensystem sel so gewihlt, daB8 der Mittelpunkt O
des Umkreises um ABCD der Koordinatenursprung sei und P die
Koordinaten (1,0) habe. Die Behauptung lautet:



|1—l1| . |1-c1| = |1-b1l K |1—d1| . (10)
Wir stellen jetzt a, bis ‘41 in Abhéingigkeit von a bis d dar.
Durch die Wahl des Koordinatensystems ist der Umkreis gleich
dem EBinheitskreis wnd es gilt
jal = |bl = jo| = ld] = 1. (11)
Zur Berechnung von a, benutsen wir A,A Il 48 wna Pa, | AB, Nach
(8) bsw. (9) gilt:
(a;-8)+(a~b) = (&,-8)<(a-D),
-(1-8;)+(a-b) = (1-51)(5-1'»).
Wegen (6) wnd (11) ist a = 1l 5. -5 wnd 'ir erhalten
a1(; - g)-q(a—b) =a (; - 5) - 1 (a-b) = ; -&
a.,,(% - 115)+31(a-‘b) =a=-b+ %- -15.
Und daraus 5 i
Wegen b # a folgt daraus
8y = % (~ab + 1 + a+b),
1-a, = & (1-a-bisb) = $(1-a)(1-b). (12)
Analog ergibt sich
% (1-¢) (1=b),
-01 ! (1-0)(1"(’)’
1-4, = E (1-d)(1-a).
Darsus schlieSt man unmittelbar auf die Richtigkeit von (10).

Aufgabe 2 ¢

Sei O der Urspmg des verwendeten kartesischen Koordinaten-
systems.

Hilfssats 1: Der orientierte Flicheninhalt S eines Vielecks
P.'Pz eoe Pn ist gleich

1 2 =
S=3 In (E PJ+1 . p;’).

Debei wird hier wie auch im weiteren der Index stets modulo n
betrachtet.



Beweis des Hilfssatzes: P, habe die Koordinaten (r‘ * 008 Y,,
12 * sin ¥ ,). Der orientierte Flicheninhalt ld des Dreiecks

OPJ .PJ+1 ist

S, = z 0 rd+1 . 1'd e gin (-V:_'.q - Vj)| =1, esey Do
Fun gilt:

S-J%S ,_1 31-1-,--1::()’#1-?,).
Wegen
P:lﬂ"i = r1+1(o°!)”+1+1 sin J_M)-z.-;’-(cao-(-)*’:)qd. am(-)ﬂ,)
= r,“-:ja(ooa (V’:_,_.,-P’) + 1 sin ()’,H "’j))
ist
Ta Pyyr * By = Tyyq o 7y ¢ sin (¥, -4)
wnd der Hilfssats ist bewliesen.
Danach gilt:

1 6 -
S= 3 I. (321 '3"'1 Bj)'
3 g
' 1 D
S' = 5 I. (‘-1 P,+1 Pd)

(ay+e;) (8 +8,) (ajtag)(a+8;) (a,+8,) (3y+a¢)
( 7 ¥ 7 & T

6 6 (a, +a, .)(a,, .+a,)
" el = 1 1+2 1774+
s '2%‘,5-_ '1+1'-J)'?Ih(3¥1 +27 g+ ¥ + :I)

6 6 6
1 - - -
=5I, (2 2 84,18y + E .1“2‘1 + § ay ¢ ld)
3=1 3=, J=1

wmd
S'4+S"= §Ih(3):.:l+1 ay+ Z(‘j 342 * °j+2‘ ) + E ay ¢ . )

10



6 6
1 = . 1 z
'%“s‘.(E, (agigatagee 30 + 5 T (2 & Bye
Piir beliebige komplexe Zahlen p wnd q gilt num
pef=(pl % dheI peF=omd
P a=pf dehe I (Peq+pd) =0
Demit ergibt sich S* +a-.%s.

Aufgebe 3 '
Die auf die Eckpunkte mit ungersdem Index ausgefilhrte Verschie-
bung Uberfiihre den Ursprung des verwendeten kartesischen Koerdi-
natensystems in den Punkt V. Beseichne !1 die i-te Koordinate
des 2n-Tupels

T = (v, Oy ¥y Oy ¥y Oy eeey Vy 0o
Mige S baw. S' den Flécheninhalt des urspriinglichen bsw. des
durch Verschiebung der Eckpunkte mit ungeradem Index entstehen-
den Vieleoks bedeuten. Nach dem Hilfssats 1 gilt

2 R
s =}z, (E (ay41 + Tyyq) (&5 + 2))| wmd
h -
s = |31, (E 841 ) 6
¥un ist
3. 38, - i il TR QN
P2 (‘d+1+!l+1)(‘1+ 3) - 32.1 8y, 8y 4 h = iy +E . E‘ ;21.‘

Da fir zwei komplexe Zahlen p,q gilt:
In (Pq + PQ) = o,

so ist
n - = 2n - n
b (E(.:H + !J+1)(‘J+!j)) = I_(;-:' 8441 ‘J)"' I 'Eszj +
n
h e E, 52,)

=1, (?‘ 8541 i,). Das liefert die Behauptung.

1



Aufgabe 4 ]
Der Ursprung des kartesischen Koordinatensystems liege in A.
Nach dem Hilfssats 1 ist der FlEcheninhalt des Vielecks
PPy aee Pn gleich

1 .

2
Sei ‘1 bsw. A, der Flécheninhalt des Dreiecks A\ ABC bsw. des
Vierecks PKDE, Es gilt

‘1'%|I-c"b|-1, (13)
denn nach Wahl des Ursprungs ist a = o, Wir haben su seigen, daS

n -
I. (J§1 P1+1 PJ)

Lz-%lTh(p-=+k-§+d-;+03)|-§ (14)
ist. Dasu driicken wir p,e,k wnd d durch b,c aus. Aus der Kon-
struktion folgt sofort

P'grk'%ﬁh'b{gnl'%- (15)
Zur Berechnung von e benutszen wir EP || MP wnd EA || AH. Aus (8)
folgt

(e=p)(E~p) = (€-P)(m=-p) und e.h = sh.

Das liefert

e:i(m-p) = § b (m-p) = b ((e-p)(A~5)+5(m-p))
w

e(h(m-p)-h(&i~p)) = H(m-p)h-p(&-F)h = h{Pm-pi).
Nun gilt

B(n-p)-h(&-F) = E(n-p)-h(m-p) = 2 I_ & (m-p)
.z:_%é(%-g)-%xn (3be = 2b3 + 303 - 2bb)

= '15 I (3be = 2bo) = 2 I be.
Analog erhalten wir
Sl-pi-ZI.il-%I‘bo.
woraus sich wegen I- beo # o schlieSlich e wie folgt ergibt
e=%h=i (v : (16)
Zur Berechnung von d benutzen wir DC || CK und DA || AH, gehen
analog vor und erhalten

12



(4=0)(3-E) = (3-3)(o-k) und deh =3 h
also

deBi(e-k) = @ h (o-k) = b ((d=c)(3-k) + 5 (c-k))
rolglioh

a(n (o=k)-h(3-k)) = h(ck-ok)e

Weiter gilt
B(o-k)-h(3-k)= 2 I, h(e-k) = 2 Im . (o= 1")

= § 1, be,
e-k-ak-zzmc.k-gxibo.
Das liefert

a=gn=§@®+o. €1))
Unter Berlicksichtigung von (15), (16) wnd (17) ergibt sich

;‘(p3+k§+di+ea) =1, (g— . b_-g_'& + 2—1’5 . %+ 2(bo) %

btc 2(b+3
N .(_5..). . _1_5_1) =
Jl.gxn(bi+b3+l§bi+4bi+4oi+§(b+o) 1=))
-%In(b3+4;c) -%In (4;:;-;0) -%I.b?).
Setzt man dies in (14) ein, so erkennt man
1 =1 _1 1.2

A2 -T5|Imb°| =15 lIm cbl =%
Aufgabe 5
Verlaufen beide Tengenten parallel, =0 ist BC ein Durchmesser

wnd folglich A BCP rechtwinklig mit dem rechten Winkel in P.
A.‘ igt der FuBpunkt der HGhe von P auf BC und es gilt

2
|A1B| = |PB1| N |L10| = |PG1| und daher |PA4|° = |PB1| IPC1II

Verlaufen die Tangenten nicht parallel, so sei ihr Schnitt-
punkt mit A bezeichnet. Wir wihlen ein kartesisches Koordinaten-
gystem derart, da8 der Ursprung im Mittelpunkt O des Kreises

13



liegt wnd P die Koordinaten (1,0) hat. Die Behauptung lautet
- dann

-y ® = [1-b -« [1-o,] « (18)
Wir dzftlclnn ay b1, °y durch b wnd ¢ aus. Jedenfalls ist
lal = b = |o| = 1, (19)

Die GriBe 1-a; ergibt sich ams der Formel ( 12). Zur Berechnung
von b, benutzen wir AB | B,B wnd PB, | AB. Nach (8) wnd (9)
ist

(8=b)(By=b) = (&-0)(b,-b),

=(1-b,)(a~b) = (1-b,) (a=b)
bzw. wegen a # b

by=b = (b,-3) . &b,

a=b

1-b, = (1-b,) » &b,

1 ( 1 a-b
Wegen AB | OB gilt nach (9)
(a=b) « b=(a=-"5)b

bew,
ab . _ k.2,
a-b b

Die letste Identitdt folgt aus (19) wnd beb = [b|2.
Wir erhalten folglich
bi+b P =B b24ba2,
LA o L T
und
by = % (14 2b=1?)
und schlieBlich

1-b, =% (1-01)2, (20)
Analog ergibt sich
T-0,=3(1=0)2 (21)

Aus (12), (20), (21) ergibt sich (18) und damit die Behauptung.

14



Anfgabe 6
Es ist ausreichend, die Bshauptung fiir n = o su beweisen., Wir

ver d sur Fléchenb h den Hilfssatz 1. Dabei rechnen
wir mit den Indizes der Punkte P1'P2”"'Pn modulo n. Sei

;1:.23334]:5 bzw. c c 3 4 5 das Finfeck 1"1 bzw. 12. Offenbar ist

,,j.:z;;m,

1 1
oy =3 (b: + bd+1) =z (aJ + 23:“_1 + 13*_2).

Wir erhalten
1 5
so'!""‘)...;?;1 Biyq * By
5 =a + a 8 + 8a
1 2 1 1
31.2.1-121 'JH_‘“_'JL'E_;L

5 5 » 5

1 - - &,

-E-Ih(22 a3+1-aj+§ a3+2.:+2 ‘j"j)'
3=1 3= 3=

5 a + 28 + 8 8 + 28 + 8
. 143 J+2 d+1 d+2 11 |
I ‘:21 T s T )

-
S, =13

5 5

1 x =
-3-2-.1‘(6-‘%13:+113+4d§1aja‘+

s p

"",Z 8342 J*Z ‘:1+1+§1 8343 * 8y)e

Unter Berilcksichtigung von I (Pq + pd) = I, (PP) = o ergibt
sich

' 5 - 5 . 5 =
32¢8, - 24 + 9, = I Z 8,00 8y + I Z a8y + I :I% 84,38

== By Z o1 8y Ty Z (ag42 8 + 8y ;+2)
= =2 So.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

15



Aufgabe 7
Aus der Aufgabenstellung ergibt sich

k_2u.+d'u_2b+e'd_a+2d,h_‘b+2c' ‘(22)
Aus dem Hilfssatz 1 ergibt sich der Fl&cheninhalt S1 bzw. Sz
des Dreiecks A OKM bzw. A\ OJH zu

Sy=3 I meB ,8, =%, ., (23)
wemn wir noch voraussetzen, da8 der Ursprung des kartesischen

Koordinatensystems im Punkt O liegt. Aus (22) und (23) ergibt
sich

183, = |I,(2b+c)(284d) = I, (4&b+2bd+2Ec+cd) ,
18:5, = |I (2c4b)(8+23) = |I, (40d+28c+2bd+ab) .

Unter Verwendung von Polarkoordinaten
A= (ry cos¥, ry 8iny)), B = (ry co8 %, T, 8in ¥,)

ist ¥4 =¥y da 0, A, B auf einer Geraden liegen, also a =\ b,
¢ =mme d filr geelgnete Zahlen %, n o Damit ist

I,@+b=Al  Ga=rl, |al?=0und
a.na.logIneddOunddaher
188y = 2 « [T (8c + bd)| = 18 S5, §1so S, = 5,

Bei der Gestaltung der Aufgaben 1 bis 7 wurde auf eine bulgari-
sche Aufgabensammlung aus dem Jahre 1981 gzurfickgegriffen.

Aufgabe 8 ) i
Die Seitenléingen des Dreiecks seien a, b und ¢ und o. B. d. A, '
seli a = b = c. Die Funktion

£(x) =V a2 - 22 +V32 - 2 -Ve? - £2

ist auf dem abgeschlossenen Intervall [ 0,a] stetig und wegen
(o) =a +b =-c =0, £(a) =Vb°.a -\/cé-a2 = o gibt es nach
dem Zwischenwertsatz eine reelle Zahl r mit

o=r= a.,\/az -x? V2 e «Ve? - .

Sei AL1B101‘ ein beliebiges gleichseitiges Dreieck der Seiten-
linge r in irgendeiner Ebene E. 4, bzw. C, selen Punkte auf der
gleichen Seite ven E, die auf den Senkrechten zu E durch A1

16



bew. 01 liegen und fiir die

|.L°A1I -Va»2 - r2 +V1© = 2%, 10°O1| -Vn2 - rz F
ist. Nach dem Satz von Pythagoras gilt

1B4Cq 2. (Val =192 + 1% u a?

Bg2 = V2 =2 42 an?

|4 084 2. (\/:2—__12' WV o2 412 . (\/;2:;2‘)2 + 2% =2
Die Dreiecke A ABC und A ‘03100 sind demnach kongruent. Die Be-
wegung, die das Dreieck A 44B,Cq in das Dreieck A ABC Hberfihrt,

{iberfilhrt die Ebene E in eine Ebene E'. Die Punkte A1 »Bq und 01
werden in die FuBpunkte der Lote von A, B und C auf E' fiberfihrt.

Damit wurde gezeigt, daB man jedes Dreieck durch senkrechte Pro-
jektion auf eine Ebene in ein gleichseitiges Dreieck {iberfihren
kann. '

Aufgabe 9 (nach Karin Grdger, Berlin)

Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung. Es seil x, eine beliebige
(reelle oder komplexe) Nullstelle der Ausgangsgleichung. Dann
ist

n n
0= (x,=1)* 2-:0 (aytay qteeetay)e xo“"k = 1;) 8y (x°n+1_ xon'i)

und damit

n+l il_ 2 n-1
x . ay = > _ a,x
° F= 17 oo 1o
sowie
n+1 i B n-i
x . a;| = |D> &y x e (24)
1ol Ii-o 1| |1-o 1% |
a) Die Vprnussotsuné o aj8y = o ist &quivalent zu

o=i=<j=n
n n
( 8233 2,
igo 1 E‘o E .

Da wegen der Nichttrivialité&t nicht alle ay verschwinden, folgt

n n
1: 312 = 0 und damit hz 8; ¥ o. Aus (24) folgt mittels der
=0 o :

17



Droiookaungloiohﬁnc

n+1 .

ol

é By -zl Mt (25)
Da in der letltcn Summe ay und |x | n-1 reelle Zahlen sind,
1= 0y 1, eeey n, ergibt die Omchy-Seh'sruoha Ungleichung

P CNIT NEat X SNCH/ AT VZ w e RS

2 n+1
%o |

-1
ﬂ|_1 . (Pir |z 2| - |x5]% = 1 gt1t
.3 -

die Behauptung ohnehin). Mit (25) und ’; a; # o folgt
o

- 2 B+l _
EX
x, -1
und weiter
|n+1( 22 -2) +1
lxﬁ zl °| = o. (26)
[xg| = 1

wire [z %) 3 2, #0 wire |x_ ]‘““-(lx ~2) +1% 1 und
| -1%114m liderlp:mch zur Ungleichung (26). Demit gilt
[x | = 'xl = 2, also x,| =VZ,

b) Angenommen, es wire |x

"ol n+l | i a =

i=e

ol = 1. _Anl (24) tolgt
n=i
éo 8 x, |
In der Dreiecksungleiohung 'i 8 o x] -1 = é 8y o [z n-1

gllt genau dann das Gleichheitszeiohen, wemn die komplexen Zah~
len a; x, =i oy, % 1y ¢coy n) das gleiche Argument haben,

B e, Ipweow il x, " das gleiche Argument habem. Fir i = n
18t dies Argument Null. Polglich hat such 2,201 Lo (far
n's 1) des Argument Full, d. h., es mu8 x, —o sein, l:l.o man aber
sofort sieht, kamn in der Anlmluoiohm fiir positive reelle
Zahlen x und a; niemals Gleichheit eintreten.

18



Demit gilt

1, 2 o -1 _ =1
EXRD =P b S Y
und folglich
7}
0= -1).
gp 8y (ijrpr ) (27)

Pur |x | =148t |x | 1“‘tnma«uul—l‘iﬂ--1=os,-
x
4 o
Widerspruch zu (27). Folglich ist |x°| - 1.

Aufgabe 10
Pir x 4 1 1st q(x) --:p—:}unadant
% k41
aaP) - =1 e
x -1
also

‘=1 k -1
t(x)--1+9|T q(xp)--1+nﬂ' =
k=0 k=o xp

n

SRR

(28) gilt auch ffir x = i und x = =i, da aus 2J(p, 2*,,“ folgt,

daB P 4 1 4st.
Pir p s 1 mod 4 ist p® = 1 mod 4. Daher ist

n
P
£(1) = =1 "'%"1"’%5}' o und
n

P - i =
£(=1) = =1 + 'i - 1"1+H'°'

Mithin ist £(x) durch (x-i)(x+i) = X' +1 teilbar. Fiir p & =1
mod 4 ist pn & +1 mod 4, Daher ist

P
2(4) = =1 + =l = =1 + {5} = 0 und analog £ (-1) = o.
Daher ist £(x) durch x°+1 teilbar.
Pir x = 1 18t q(x) = p und

19



n=1 k
-1+ ;I;FQ(Z’)--1+p“i0nod2.
o

Damit ist die Behauptung bewiesen. Diese Lsung stammt von
Jochen Lattermann, Dresden.

Aufgabe 11 (nach I, Witt)
Angenommen, es gibt reelle Zahlen x ,xz,xj,xp:s, die Lsung
des Gleichungssystems (1) bis (5) sind. Aus (1) folgh

I5 = yx; = X, (29)
Aus (29) und (5) folgt

Iy = < -n . X = ¥ (30)
Analog erhlilt man aus (2) wnd (3)

X3 =3 2 Xy =Xy (31)

24 = (12-1)82 = 7!1' (32)
Aus (30) und (32) folgt somit

Fry-Dex=GPry-1.x, (33)

1o Pall: 3 + 3 - 1 4 0. Aus (33) folgt x, = x,. Analog kamn
man die Beziehungen I; = X3, X3 = X,, I = xg und X5 = x; her-
leiten, d. h., es gilt Iy =Xy = I3 =x = X5, Die Ausgangs-
gleichungen geben damit in 2x1 = yx, iiber. Flir y = 2 gelten .
diese Gleichungen. Fiir y 4 2 folgt X =3 = x‘J =X, =15 =0,
Das liefert offembar ebenfalls eine L3sung.

2. Fell: 3% +y - 1 = o. Das gilt genau fiir y = i;l.’? Dann
ist Gleiehung (33) .gewiB erfiillt. Die Gleichungen (30) und (32)
8ind wegen y© - 1 = -y Hquivalent zu

X, = =y (x, +x5). (34)
Man erhélt sémtliche L&sungen, indem man x; und X, beliebig
wihlt und filr X3, X, und x5 in (31) (34) bzw. (29) _einsetst.
Dann gelten (29) und (31) auch (1) und (2), folglich mit (30)
und (32) such (5) und (3). Die Gilltigkeit von (4) ergibt sich
aus
T35 = TeXp=Xy4Y Xy - X, = (F=1)(xq4xy) = -yz(x1+xz)

= -yx4. :
Insgesamt stellten wir fest:
Fiir y2+y-1lo ist jedes 6-Tupel (x1....,xs,y) =2 (0ye0e,0, # 2)
eine Ldsung. Flir y2+y-1 # 0 ist such jedes 6-Tupel (21,...,xs,y) =
= (t,t,t,t,t,2) eine Lisung, t beliebig reell.

20



Flir y24y-1 = 0 ist jedes 6-upel
(3110"0x511) = (8,t,yt-8, -y(t+2), ys=-t,y)
wit beliebigen reellen Zahlen s, t sowie y = -'1—§'ﬁ
eine Ldsung.
Weitere Losungen gibt es mnicht.

Aufgabe 12

a) Es sei d = |+ AC,By| . Damn gllt I = |<)=302A1| o da das Dreieck
01021 gleichschenklig mit der Basis C4Cy und i<)= lc.‘Bz[ -

= |+ MCpA| = 60° ist. Im Dreieck BA,C, folgt [+Ba,C,| = 180% f=d
und enalog ergibt sich |+ CA,By| = 180°=4 = und |+CBydy| =
=|+AB,Cyq| = 4 + &= ¢ Damit gilt im Dreieck AC;B,:

@+ T+ 5+ = ¢ = 180° Also folgt &=/, 180° = 6 = I = &

und g + & = = 3, d. h., die Dreiecke AB,C;, A,BC, und 4,8,C
sind dem Dreieck ABC Hhnlich, x sel die Seitenllnge von D,, D,y
und Dy. Es gilt [AC,| =2 .z umd e8! =%.xund

| MC1C,| = 120° - ¢ und mit cos (120°- ) = - % oos p+3V3 sing
folgt |0302| = 2xecos (120°% §) = x « (V3 8in f = cos ).

(Fiir 120°= ¢ = 90°, d. h. § < 30°, wird der Strecke C,C, eine
negative Liénge zugeordnet.) Mit c2 = az + ’bz - 2ab cos ¢ und
A=} absinp st

-:-.z+x(\/Tsinxt -cosyp) +§x=c,

!;fr (2b2 + 2eb\V/3 sin j - 2ab cos § + 2a2) = ¢,
x-(a2 + b2 + o2 + 44 \/3) = 2abe

und die Behauptung ist bewiesen.

b) (Fach A. Schmidt) Wir verwenden komplexe Zahlen.
Es gilt: .

my = Hogrey), my = Fagtap), my = 3(by#0),
o = o1 . by, by = o3 .'a,‘;, ay = 5. cpe
21 w
1. 1. 1.7 =
Fundst e 3 - e 3 41 =0, byle &3_.1
2n m hig P
ie i. 1. i.
02.(01-.3+1),b2+.332-.3-.b2-02-

s
3+1)-'
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2 g 2 hig
1.8T ie 1.5T dow,
o’-o +o!- -o’-'b-o e Cp,y

2 82 2 2

1 13 soed s
3 2+b1-01-03)-. (a1+a2 .S4 cz),alle

log :
ny-myo=e S(Iz-l1). Demit gilt Ry - @y = jmy-my ,
alse |l311| = |MM,| und enalog [1312| = [l2l1| » also ist
das Dreieck 111213 gleichseitig.
Eine Berechnung von |l1l2| 2 mittels des Kosinussatzes unter
Bemmtsung von [aag |, | M0y und|{l1lzljl =d + 3 ist eben-
falls mBglioch. Das Ergebnis ist in « » B 9 f symmetrisch und
folglich gilt |MMy|% = |MoH,|2 - ey, | 2,

Aufgabe 13
Sei (n,x) eine L8sung der gegebenen Gleichung, n,x natfirliche
Zahlen. Da 2" & (-1)® mod 3 ist, wird (1) = x2 mod 3. Bei
Division durch 3 1#8% x2 aber nur den Rest O oder 1 und es
mus n gerade (n = 2m) und x = O sein. Wir erhalten

(2" = x) (2® + x) = 3p.
Damit sind folgende Pélle mdglich:
(1) 2® - x a1 und2'+x-3p,
(1) 2" cx a3 wd P +x=p (p3= 5).
Die Flle 2" - x=p=2, 2" +x =3 some 2® - x =3, 2 4+ x =
= p < 5 entfallen, da die Differenz zwischen 2% - x und 20 4 x
mindestens zwei betragen muB. Wir diskutieren die obigen FHlle.

(1) x = 2% = 1 una 2™ - 1 2 3p, . b, p 3 5. Welter tolgt,
a8 2™ 5 1 mod 3 1st. Folglich ist m + 1 gerade, m + 1 = 2k,
und wir erhalten (2¥ - 1) (2% 4+ 1) = 3p. Das 1st aber mur ftr
P = 5 mBglich. In diesem Fall wird n = 6 und x = Te

(11) x = 2" - 3 una 2™ = 3 = p, Dann gibt es f6r jede Prim-
zahl p = 5 hichstens eine Lisung (n,x) in nattirlichen Zahlen.
Damit kommt nur p = 5 4n Frage. Tatsfichlich sind fir P=5
die Paare (6,7) und (4,1) LSsungen der Gleichung.

Damit hat die Gleichung 2% '- 3p = x nur fir p = 5 gwel Lsun-
gen (n1 1X1), (nz,xz) in natiirlichen Zahlen. Aus den Uberlegun-
gen folgt sogar, daB es die einzigen L¥sungspaare ffir p = 5
8ind.
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Aufgabe 14

Wir iiberfithren die Behauptung zun#ichst in eine #quivalente,
indem wir R und r aus der rechten Spite der behaupteten Unglei-
chung eliminieren. Dazu sei 0. B. d. A. & 3 b = ¢ und A ABC
ein Dreieck mit diesen Seitenléingen ( |AB| = ¢, |AC| =D,

IBCl = a). Da ein Dreieck durch die Seitenliéingen eindeutig be-
stimmt ist, stimmen auch R, r und s mit den entsprechemden Gr3-
Ben des Dreiecks A ABC {iberein. SchlieSlich bezeichne F den
Flécheninhelt des Dreiecks. Bekanntlich gilt

2

¥ u (s=8) (8<5) (a=c), (35)
res = 8T 4 BT L ST L5, ‘ (36)

Bezeichnen wir die GrtBSe des Winkels + BCA mit y , so ist
t = 90°. da der Winkel der kiirzesten Seite gegenilberliegt.
Folglich ist

cos (90° =§) = §¢
und damit

4FR = (2ab sin }) R = abc/. (37)
Die rechte Seite der Behauptung lé8t sich unter Beachtung von
(35), (36), (37 in folgender Form schreiben:

2 2 it r_», L
82 - BRr = 212 = 8 35}2— 2.5
- g2 - 28bo _ 2(s-8)(s=b)(s=c)
- T8 []

- %(.3-zube-2-3+2|2(a+b+c)-2l(|b+co+bc) +2abo)

- %(3.3-2-(“«0“&:))

= -}(3 (a+b+c)? = 2(absao+be))

--} (a24124c2 + (a-b)? + (a=0)? + (b-0)?),
Sei m = min { a-b, a-c, b-c}. Wegen a = b = ¢ ist m = o.
Aus b + ¢ = a folgt

¢c>a=-b mund b >a =c = (a=b) + (b=c) = 2m.

SchlieSlich ist
a=(a=h) +b=3m
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Wir erhalten

a” + ¥ +e2 2 o

+ (a=0)2 + (a-c)? + (b=0)2~ 9n® + 40 + w2 + u? 4 .

+4I2+In -20»2

und es folgt
5 u? < &2 - aBr - 2:2,
Aufgabe 15

Angenommen, es gibt keine solche Menge M, d. h., fir jede
Menge M gilt

Sa
B o,
meM "
5 % 0 %pl X Sie o. B. d. A. &, = 1, Wére
101 {2,3,6} ay = =1, 80 miiSte einer der
-1 =1 {1,2,3,6) in der Tabelle angegebenen
1 -1 1 1 [{2,3,4,6,12} Fiille eintreten. Die dazu
1 =1 1 =1 |{4,6,12} angegebene Menge aber erfiillt
1 =1 =1 1 {3,4,6,12} an
1 -1 21 =1 |(3,4,12) asy w=0
=4 A 1 : (3'4';2i2} und deher darf keiner dieser
oo g fi"é’é; Fille eintreten. Es folgt
= = L +1 und allgemein
A1 A -1 [{1,2,3,4,6,12) 2.7 s

8y = 8y fGr k= 1. Anderen-
falls fihrt eine analoge Fall-
unterscheidung fiir die Glieder Baps 84%0 86Ky Bqpx Zum Wider-
spruch. Sei p nun die kleinste Primzahl, filr die eine natfirli-
che Zahl k* mit ak*ﬁ a* o existiert. Wir zerlegen p - 1 in
Primfaktoren und erhalten

p-1-q1q2 ses Qg
wit qy<py 1 = 1, ..., t. Flir alle diese q und alle natfirli-
chen Zshlen k gilt folglich ay = aqi.k. Wir erhalten

ap-k* - .'q1op-k*- see ®m ‘q1q2...qt-p—k*' ‘(p-1)p x* und

Bx* = B(paq)k* *
Folglich gilt

8(p-1k* . 2pk* =1)k* _ 8 11 1
T « 2+ R - I Glr - 1 - iy - o
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Das darf aber nicht eintreten und damit kann es keine solche
Primzehl geben. Fiir alle Primzahlen p und alle natiirlichen Zah-
len k = 1 gilt ay = L Hieraus folgt a, = e, im Widerspruch
zur Voraussetzung, nach der ("k) eine nichtkonstante Folge sein
s0ll, Daher war die Annahme falsch und unsere Behauptung ist
bewiesen.

Lbsung der Sonderaufgabe aus Heft 13

Aufgabe: An einem Schachturnier, an dem n Personen teilnehmen
und bei dem jeder gegen jeden genau eimmal spielt, seien schon
8 Spiele absolviert. Man zeige, daB es zwel Spieler A,B mit
folgenden Eigenschaften gibt:
a) A und B haben schon gegeneinander gespielt und
b) die Anzahl der absolvierten Spilele, bei denen A oder B mit-

gespielt hat, betriigt mindestens i

J42[-

Hierbei bedeutet 1x[ die kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner
els x ist.

Die folgende L3sung stammt von Oliver Geupel aus Dresdem, EOS
"Romain Rolland".

Ich numeriere die Personen mit den natiirlichen Zahlen k = 1,...,0
durch und bezeichne die Zahl der Partien, an denen der Spieler

k nach s absolvierten Spielen beteiligt war, mit Zk. Da jede
Partie zwischen genau zwei Personen ausgeiragen wird, ist

n
> 2 =2s. (38)
k=1

Da jeder Teilnehmer gegen jeden anderen Teilnehmer genau einmal
zu spielen hat, existieren nach s Spielen genau s Paare

{1,3} von Spielern i,j, 1 ¥1i, J ¥ n, 1 # J, die schon gegen-
einander gespielt haben. Es sei 1’:L die Zahl der Spiele, an
denen nach s Partien mindestens einer der beiden Spieler i,j
beteiligt war, d. h., 1’1 =27y + zd = 1, Summiert man 21 iber
alle s obengenannten {i,j} , so erhiélt man, da jeder Spieler k
in genau Z; Partien vorkommt (némlich zusammen mit den zk Gegnern
in seinen bisherigen Partien),
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23
Z, (39)
{1 3} k; '

Nach der Beziehung zwischen dem quadratischen und dem arithme-
tischen Mittel von n nichtnegativen reellen Zahlen ist
n
2 = 1 2
( Zy)
= k; S
und wegen (38) rolgg damit aus (39)
S By TR L (40)
1,3}
Wegen (40) gibt es unter den s Paaren {1,j} ein solches Paar
{A, B} mit
1 a8 w | 48T
w3 Lo [2]4-00-] 4 [
’
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Auswer der Sonderaufgabe aus Heft 16

Aufgabe: Es seien 819ee0e,8, und b1 goee 'bﬂ reelle Zahlen, die
den folgenden Bedi

n
8% .. Ty, i};ai-o
(41)
- - n
by = .e. Ty, 1§1 by=0 .
n = g
Man zeige, da8 Z1 a; « by =0 ist.
i=
Bisher sandten zwei Schiiler eine richtige L8sung ein:
Oliver Geupel, EOS "Romain Rolland", Dresden,
J¥rg Stahnke, Willi-S#nger-0S, Pasewalk.
Die folgende Losung stammt von Oliver Geupel.
Es gilt auch die allgemeinere Behauptung: Sind "i und bi'
i=1,.e0,n, reelle Zahlen mit ay = ey und by = 'b:j fiir
13 1i=<j=n, so ist
. b=—(Za)(Zb). : (42)
i=mp 11 i ¥ {1 :
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Beweis: Plir i = 1,.c0,n und J = 1,...,n gilt laut Voraussetzung
(g = aj) (v, - b,) = 0 und folglich a;b; + ayby =

n . a2 a
= “1bj + ‘jbi' i; j% (agby + ‘dbd) = E jg (uibj + 'jb:l.)'

n n

Z'E1 ab, =2 é Eai‘ni-Z(E' ay) (1‘; by)

und hieraus folgt (42).

Gleichheit kann in (42) hBchstens dann eintreten, wemn in allen
Begiehungen (.1."1) (by=b )Z 0 Gleichheit herrscht, wemn also
insbesondere (n1-an) (by=b,) = 0 gilt, d. h., wenn a; = ay oder
by = b, fHir alle i,j€ {124000on } gilt. Aus (42) ist ables-
bar, de8 in diesen Fillen tatslichlich Gleichheit eintritt.
Unter den speziellen Voraussetzungen (41) der Aufgebe folgt
nach obigen Uberlegungen 121 ‘ibiz 0. Das Gleichheitszeichen

steht genau dann, wemn alle ay oder alle bi Full sind.
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Sonderaufgabe

Man entscheide, ob es eine Menge M von natiirlichen Zahlen gibt,
die folgenden Bedingungen genigt:
(a) Fir jJede natirliche Zahl m = 1 gibt es Elemente a, b € M
mit a+ ba=m
und
(b) wenn fir die Elemente a,b,c,d aus M gilt:
a, b, c,d=10und a + b= c + d, 80 ist a = c oder a = d.

Aufgaben

Aufgabe 1
Ober den Seiten des Dreiecks A ABC seien drei #hnliche gleich-

schenklige Dreiecke APB (AP = PB), AQC (AQ = OC) und BRC (BR = RC)
80 gezeichnet, daB die ersten beiden auBerhalb des Dreiecks ABC
liegen und das dritte in der gleichen durch BC begrenzten Halb-
ebene wie das Dreieck ABC liegt.

Man beweise, daB das Viereck APRQ ein Parallelogramm ist.
(IMO-Vorschlag Belgien 1983, Mai-Klausur 1984)

Aufgabe 2
wir betrachten die Menge aller streng monoton fallenden Folgen

von n natirlichen Zahlen mit der Eigenschaft, daB kein Glied
einer Folge ein anderes Glied dieser Folge teilt.
Seien A = (a;) und B = (b;); 1 = 1,..., n, zwei solcher Folgen.
Wir sagen
A=<=B, falls es ein k€ {1,2,..., n} mit

8y = bj,eee, 8 _4 = b 4. 8 < b gibt.
Man ermittle die kleinste Folge beziiglich dieser Ordnung z. B.
durch eine rekursive Beschreibung.
(IMO-vVorschlag Brasilien 1983, Mai-Klausur 1984)



Aufgabe 3

Man l8se das Gleichungssystem in reellen Zahlen:
X [Xg] = x5 « |xl + (xq = @) < |x; - a]

Xp o |Xg| = Xg o |xg| *+ (x5 - @) ¢ |x; - a|

Xo o Xl = %xq ¢ gl + (%, -8) -« |x, - 2],
wobei a = o0 eine reelle Zahl sei.

(IMO-Vorschlag Ruménien 1983, Mai-Klausur 1984)

Aufgabe 4
Seien { xl,xz,...,xn} positive und natiirliche Zahlen mit der

Eigenschaft

Xg * Xp + ...+ X o= 2(n+l),
Man zeige, daB ein Index r, 1 5 r S n , existiert, fGr den
folgende n - 1 Ungleichungen erfdllt sind:

VA (18523 ner) x g% coo + xS 2001 (1)
und

Vi (15415 r-1) Xpyg *oeeo ¥ X 4 Xg + oes b Xy =

S 2(n-re1)+1, (2)

Man beweise, daB r eindeutig bestimmt ist, falles in allen diesen
Ungleichungen das Zeichen < steht, und daB es anderenfalls genau
zwei derartige r gibt.
(IMO-Vorschlag Kanada 1983, Februar-Klausur 1984)

Aufgabe 5 )
Man bestimme die grifte natirliche Zashl, die kleiner oder gleich

1983
rogy -
k=1 k
ist,
(IMO-vorschlag Schweden 1983, Februar-Klausur 1984)

Aufgabe 6
Seien p und q = 0 natirliche Zahlen. Man zeige, daB es ein

Intervall I von der Liénge 1 und etn Polynom p(x) mit natdrlichen
Zahlen als Koeffizienten gibt, so daB fir alle x aus I gilt:

Y U
IP(X) q|<= ;2
(IMO-vVorschlag Finnland 1983, Februar-Klausur 1984)
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Aufgabe 7
Sei M eine nichtleere Menge natidrlicher Zashlen, die mit jedem

Element x auch die Elemente 4x und b/x] enthélt.
Man beweise, daB jede positive natdrliche Zahl zu M gehért.
(Bundeswettbewerb Mathematik der BRD, 1981, 2. Runde)

Aufgabe 8 .
Man beweise, daB jede Zerlegung des 3-dimensionaslen Raumes in

drei disjunkte Teilmengen folgende Eigenschaft hat:

mindestens eine der drei Teilmengen realisiert alle Absténde,

d. h, fir diese Teilmenge gibt es zu jeder reellen Zahl a=o

zwei Punkte M und N in der Teilmenge, deren Abstand d(M,N) = a
ist.

(IMO-Vorschlag UdSSR 1983, Juni-Klausur 1984)

Aufgabe 9
Sei n eine positive natiirliche Zahl und sei

G(n) 1= > d
d/n
gesetzt. _
Die Zahl n hieBe "speziell®, wenn fir alle k € {1,2,...,n=1}
gilt:

6;(n) > 6 (k)

Man zeige, daB es unendlich viele spezielle Zahlen gibt.
(IMO-Vorschlag Belgien 1983, Juni-Klausur 1984)

Aufgabe 10
Im Dreieck ABC sei M der Mittelpunkt der Strecke AB.

Ferner sei P ein beliebiger Punkt auf AC. Man konstruiere nur
mit Hilfe eines Lineals einen Punkt Q auf der Strecke BC, der
von MC denselben Abstand wie P hat.

(Juni-Klausur 1984)

Aufgabe 11
Sei F(n) die Menge aller Polynome

f(x) = ao + 51 X + azxz * oeee + an-x"

mit reellen Koeffizienten a,, 85, «.es 85, fur die



Sa fa ,5..3 In =8 .1

LI
Man beweise, daB aus f € F(n), g € F(m) auch f . g € F(m+n)
folgt. ’ v
(IMO=-vorschlag DDR 19?3. Juni-Klausur 1984)

0sa S a

5 = gile.

Aufgabe 12

Sei a eine positive natirliche Zahl und sei die Folge (a,)
definiert durch

a, 1 =0, ,

Bh1 1 (8, + 1) - 8+ (a+1) 8 + 2Va'. (a+l) 8, (a, + 1),
nNe 0,1, 2, cee

Man zeige, daB fir jede Zahl n = o die Zahl a

ganze Zahl ist,

(IMO-Vorschlag Kanada 1983, Juni-Klausur 1984)

n eine positive

Aufgabe 13 .
Man bestimme alle Polynome p(x) mit reellen Koeffizienten, die

fir alle reellen x die Beziehung

x [p(x) =b] = (x-a) p (x + a)
erfillen. Dabei seien a und b zwei gegebene reelle Zahlen.
(Gazeta Matematica 2-3 (1982), S. 7 g)

Aufgabe 14
Eine Menge A natirlicher Zahlen heiBt N-Sidon-Menge, wenn far

alle a € A gilt

15asN (3)
und fir alle a,b,c,d, € A mit E
fa.,b, } 4 {e.,d} (4)

auch a + b ¢ c + d gilt, i

Man beweise:

a) Ist n 2 2 +\/N, so gibt es keine N-Sidon-Menge der Michtig-
keit n,

b) Ist n = é\/ﬁ_:_f, 80 gibt es eine N-Sidon-Menge der Machtig-
keit n. =



Aufgabe 15 i
Sei n = 19841934. Man bestimme den groBten gemeinsamen Teiler

der Zahlen n? 4+ 2 und n3 4 1,



Ldsungen

Aufgabe 1
1. LOsung - Elementargeometrie (nach J. Wenzel)
Wegen A APB A BRC

ist E - E.

Da auch
<+ PRB = (B=r) + 7 =} ist,
gilt A PBR ~ ABC. (Bezeich-
nungen siehe Skizzel)
Analog folgt A\ QRC ~ ABC.
Damit ist auch APBR ~ QRC und
wegen RE = R€ sogar

A PBR = AQRC
Und demit PR = UC sowie PE = OR.
wegen AP = PB und AQ = QC folgt schlieBlich

AP = Q% und AQ = PR.
Somit ist gezeigt, daB [/ APEQ ein Parallelogramm ist.

2. Ldsung - Koordinatengeometrie (nach O. Geupel)
Das A ABC sei in kartesisches Koordinatensystem gelegt
(s. Abb.). 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, daB die Eckpunkte
die folgenden Koordinaten haben
A (o0,0), B (2,0), C (2c, 2d).
Das Verhdltnis von Héhe zur Grundseite ist in den drei &hnli-
chen gleichschenkligen Dreiecken stets gleich und sei E-

Dann ist P(1, = v).

Die Gleichung der Geraden durch AC ist y = % X.

(Im Fall ¢ = o ist offenbar Q (- vd, d).)

Wegen F(c,d) ist die Gleichung der Mittelsenkrechten
y--%(x-c)+d.

Wegen

X = X
s il QS - i’. (Ahnlichkeit von Dreiecken)
Ye = Ya AT

c

- x
folgt Ta—-g-é,alsoxq-vdﬁ—c



und Yo = Ve + d, d. h.
Q (= vd + c, ve + d).
In analoger Weise erhalten wir
R(c+1=vd, vc = d = v)
Die Parallelitdt von 9a0 und g bzw, 9ap und 9Rrq weist man
leicht durch Berechnung der Anstiege nach,

Yo = Y,
z. B. ist der Anstieg von g,, : Ag,vesrd

Xg = X =vd + ¢
YR = Yp Ve = d = V) = (-v ve - d
und der von gpo xxR_xP- T T R - g

3. Loésung - Vektorrechnung

Sei e ein Einheitsvektor senkrecht auf der Ebene € des Dreiecks
ABC, so daB AR, AT, & ein Rechtesystem bilden.

Ist nun x ein Vektor in € , so ist y = xxe ein Vektor in € ,
der senkrecht auf x steht, mit y und e ein Rechtssystem bildet
und die Lénge | x | hat.

Wegen der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke ist das Verhdltnis
von Hohe zu Grundseite konstant; es sei k.

Dann ist DBPF = k - (wxo).
ER = -k - (BCxe) und T-‘U- k (m.)

Nun ist

Ad - PR -[- éﬂo k(uxg)]-[?f- k(BCxe) + é«a - k(ﬂxg)]
- -é(ﬂ" B + EX) + k( (Wf BT + m:! )
=0
wegen 7B + B + TX = 0.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

4. Lbésung - Bewegungsgeometrie (nach J. Warncke)
Der Basiswinkel des gleichschenkligen Dreiecks sei & .
Wegen A APB~ ABRC

ist F—E-_,
AB BT

Durch Drehung ¢ der Punkte R und P um das Drehzentrum B mit
dem Drehwinkel = of gofun diese in Punkte R* und P* mit R' € BC,
P* € AB iber.

9



Wegen PB = F'B und RB = R'B erhalten wir FE KB
B~ B

und nach der Umkehrung des Strahlensatzes P‘R* || AC.
Da AQ bei der Drehung ¢ in eine Parallele p zu AC Ubergeht,
ist also p || R'P' und mithin auch deren Urbilder parallel, also
ist
AQ || PR.
Anlaog zeigt man AP || QR.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

5. L8sung - Komplexe Zahlen -(nach A. Schmidt)
Wegen der Ahnlichkeit der gleichschenkligen Dreiecke gilt

E_KR_H, A . Ist & der Basiswinkel dieser Dreiecke,
AC BT AC
so gilt ‘
P=B+ (A=B) - A . e*l?,
R=B+ (C=B).2.6e7
und Q=A+(C-A)..6e7,
Also ist R =P = {

= (C - B)Zoif- (A -B)A ot
= (C-A)ret?
= (A+r(c-a)retfy A
=Q=-A

Also ist APRQ ein Parallelogramm.

Aufgabe 2
Bezeichne A das kleinste Element. Offenbar hat die Folge

(2n = 1, 2n - 2, ..., n) die geforderte Nichtteilbarkeitseigen-
schaft. Da es nur endlich viele Folgen der Lénge n mit Zahlen
aus {1,2,...,2n-1} gibt, existiert A,, und des erste Glied ist
nicht gréBer als 2n-1. Wir konstruieren' folgende Zerlegung

.'}(k von {1,2,..., k} 1n[%1] Klassen K, i = 1,2,...,[%’-‘ :

Ky = {21 -1, 2(21 - 1), 4(21 - 1),...,2%(21 - 1),...}
Nn{1,2,...,k} ,
d. h., Ky enthélt mit der i-ten ungeraden Zahl auch alle Pro-
dukte dieser Zahl mit Zweierpotenzen, solange diese noch in
der gegebenen Menge liegen. Innerhalb jeder Klasse teilt in
Jedem Paar eine Zahl die andere. Wir zeigen, daB A, mit 2n - 1

10



beginnt. Sei k das erste Glied von A . Angenommen, es ist
k 5 2n - 2, Da die Zerlegung X, nicht mehr als

[tt] - (2] - n - 0

Klassen enthdlt, missen mindestens zwei Elemente von A  in

einer Klasse liegen, was aber der Nichtteilbarkeitsbedingung
widerspricht.

Also beginnt A mit 2n - 1, Wir betrachten X ,n_g- Nach obigem
Argument onthalt A, aus jeder Klasse genau eine Zahll Sei

1 -[—3— An .nth!lt keine ungerade Zahl m mit m = 21-1 da 3m
eine ungerlda Zehl mit 3 m S 61l - 3 = 6 noi -3=6 - Eil -3 =
= 2n - 1, und damit ist m echter Teiler I.der Zahl der Klasse

Kypeq ={3m, 2 + 3m, 4 . 3m, .
-

Aus den Klassen K, it 1 = i = 1 enthdlt A nur gerade Zshlen.
Dann kénnen wir aber auch aus jeder Klasl. Ky mit 4 =1+ 1 die
kleinste Zahl, namlich 2i - 1 wéhlen.
Die Zahlen 21+1, 21+3, ..., 2n-1 erfillen die Nichtteilbarkeits-
bedingung, da far 1 und j mit 1 § i<j S n - 1 gilt:

%}:% S 2n-1 2n - 1 s 2n - 1

+ farsy ;T'rﬁ:!] + 1 ;T'E:T .1
= M =
.3-%!—:_}<3

und die erwdhnten Zahlen ungerade sind.
Offenbar erfillen alle Zahlenpaare (a, 2i - 1') die Nichtteilbar-
koitsbedingungen, wobei a eine gerade Zahl aus einer Klasse K
(3 S 1) und i 3 1+1 ist. Die geraden Zahlen erfullen fur sich
natirlich auch die Nichtteilbarkeitsbedingung. Denken wir uns
jede dieser Zahlen durch 2 dividiert, so ist diese Folge nicht
kleiner als A,. Also besteht die Folge A genau aus den Zahlen

{fzn -1, 2n-3, ...,2l +1} UV 2.4,

wobei 2 - Ay bedeute, daB jedes Element von A, zu verdoppeln

ist,

offenbar ist Aj = @, Ay = (1) und A, = (3,2).

Zur Illustration geben wir noch einige Folgen an:

n=3,1=1: Ay = (5,3.,2)

n=4,1=1: A, = (7,5,3,2)

n=51=2: A; = (9,7,6,5,4)

n=14,1 =5 A14 = (27,25,23,21, 19,18,17,15,14,13,12,11,10,8).



Aufgabe 3
(nach J, stahnke)

2 >
Wir bemerken zundchet X |x| = "2 far x = o
=-x“ fir x <o

Angenommen, es gibt eine Ldlung'((xl,xz,....xn).
Addition aller Gleichungen ergibt

:;; (xy-a) |x;~a| = o

Diese Gleichung hat die L&dsung (xi,xz,...,xn) = (a,a .a)

Jede andere L&sung enthdlt ein x, , x, = a, denn aus x, = a
: 1,0 "1, i

far 1 = 1,2,...,n und xJ°< o firein 3, €{1,2,...,n}, folgt
;. (xi-a) I"i = al< o im widerspruch zu obiger Gleichung.
-

Aus x;, = a folgt wegen a = o
]

X141 |"1°u| =Ry |"1°| = (xy - @) |"1° =8

- x2

£y - (- 0?

2
= 2x, a - a
i,

>2.2 - 12 - az

Also ist x; _,=0 und damit x, [xi ol = x, +12>l2 also
° o o °
sogar x’_°‘1>|. Induktiv g.otze Xne1 t = Xg) folgt nun

x;=>a far 1 = 1,2,..., n.

Dann ist aber ‘i (x; = a) |x1 -a| = g’ (xg = .)2>° im

Widerspruch zur obigen Gleichung,

Aufgabe 4
Sei S m{xy + Xy 4 eeo 4 x =21 1e1,2,...,n}.

Mége das Meximum von S erstmalig fdr r angenommen werden.
Wenn r = n ist, dann ist :
Xy + Xg + 00+ Xy m2<2

12



oder
Xy + Xy + a0 + Xy S21+1

far 1 S 1S n=-1, Wenn r <n ist, dann ist fir 1 <n - r
Xpyqg * Xpgp % eoe # X gy = (X9 + eoo # X 9) = (X3 + co0 ¢ X))
- (x1 + ees + X
und far i <r
(lr+1 +oees + X))+ (Xq + e0v + X4 = 2i)=

(Xppq * oo * Xp) * (Xg + ees + X = 2r)

= (Xg + c.0 ¥ X)) =2r =2 (n=r)+2
und deher

Xpyg * eae # Xp Xy + 00 # X S 2(n - 1)1,
Demit ist Existenz von r nachgewiesen.
Falls in allen gegebenen Ungleichungen das Zeichen —< steht, so
wihle man r = o,

oL = 2(rel) ) = (X3 # cc0 # X . =27r) + 21 s

Man erh8lt X, 5 2, Xy + X, 3 4, co00Xg + oo+ X 4 20 -2,
Nun ist
2n + 2= (X3 4 coe # X))+ (Rpq *oeel + X))

S2k+ Xpyq ¥ eee * Xy

und desher

Xpag * eee * Xg 22(n=-k)+2=>2(n=k)+ 1,
So kann man nicht mit x, . beginnen fiir irgendein k = o.
SchlieBlich liege nicht der eben betrachtete Fall vor. Wir be-
trachten wiederum den Fall r = o.

Fall 1
Sei Xy 52, Xy 4+ Xy 5 4, couy Xy beet X =2kl
Xq booot X g 5 2 (k¢ 1)+ 1,1 S1Sn=-1-k
Falls 1 & k - 1 ist, so0 ist
Xgpq *eeot Xpom 2 (N4 1) = (Xg 4004 Xy) H
2(n+1)=21>=>2(n-=-1)+ 1,
Daher kann man den Zyklus nicht mit x, , beginnen (d. h. r =1
setzen). Falls es ein j gibt mit
Xy # Xy beeot Xy 4 2 (k+ j)und j =1,
dann ist
Xyager teoot Xp 22 (n=-k = 1) + 2=2 (n - k=3)+1
Wenn far jedes j = 1
Xg *ooot 'koj =2 (k + J) +1iet,

21

13



80 ist x_ = 3 und far j 3 1

xk+101 Foeot X m 2 4 24,,.4 322 (n=-k=1)+1,
So kann man wiederum nicht r = k + j wahlen.
Aber es ist

Xar = (Xg teeet X g) = (%) 4ot x) S

2k + 3~ (2k+1) = 2,

Xpyg *eoot Xy S2(k+1)+1-(2k+1)=21 for
k+13n-1

Xigg ¥eeo* X = (20 +2) = (2k+1) =2 (n=-k)+1
und da auch x, = 2, X + X, 5 4 uew. gilt,
kann man auch r = k wadhlen,

Fall 2
sei x, = 2, Xy + x, a4, ..., Xy teoet x; 521
Xy oot X 4 =2n-1,134i3n-2,
Dann ist x = 3, x_ + X, S5, ... usw. So kann man r = n - 1
wéhlen,
Andererseits hat man fir 1 2 1, 41 S n = 2
Xjpq Hooot X g+ X = (Xg oot xn-i) = (xg +...+ xi( +3
22n-1-214+3>2(n=-1) +1

Dabei kann man nicht r = i, 1 S 1 S n - 2, wahlen.

Aufgabe 5

Unter Verwendung von

A=
a"-b" = (a-=b) . at-m-1
=
1 1
mit a = k" und b = (k - 1)" findet man
1 1

1< (k"= (k-1)")n.k 5 far alle ganzen Zahlen n= 1
und k 2 1,
Auf éhnliche Art beweist man fir n =1 und k 2 1:
2.3 3y
noe (k1) o kM) =N
Daher ist fir n=1 und m =1

a 1.1 1 =1 1 _
; K" =n, (a" - 1)<§ k"
=2 k=1

und folglich fir n=1 und m =1

14



1 1
el =
n(--1)<:%; n =n. (@"-1)4+1
FGr n = 1983 und m = 2 1983 o hslt man
1983 i
1983 < E k 983 = 1984.
k=1

Die griBte ganze Zahl kleiner oder gleich der gegebenen Summe
ist also 1983, -

Aufgabe 6

Man wahle p(x) = & ( (g x - 1) + 1) undl-[‘z-::,!%:l.
pann sind alle Koeffizienten von p(x) natirliche Zahlen und far
alle x € I gilt ’

2n+1

-2 P - 2n+1
|p(x) 2 |q (q x - 1) sE

1
° 2!114- T
Folglich gilt die behauptete Ungleichung,wenn man n groB genug
wahlt.

Aufgabe 7
I. Wir beweisen zunéchst folgende Behauptung:

Gibt es zu einer natirlichen Zahl n eine natirliche Zahl k

und ein Element m € M derart, daB nzk s mk<=(n+1)2 , 8o

ist n ein Element von M, (5)
Dazu wenden wir vollstd@ndige Induktion dber k an.

k=11 Aus n2 & -1<=(n+1)2 folgt n S\/m,/<(n+1) und damit

nﬁ[\/i:]<n¢1, d. h. n = /W e M

k+1 k+1 k k
k—> k+1: Aus n2 s lk‘_1<:(n*1)2 folgt n2 S |:\/|lk01 (n+1)?

und wegen m, '[‘/'k¢1] €M wird auf Grund der Induktionsvor-
aussetzung auch n ¢ M, |

Ii. Da M nicht leer ist, gibt es eine natirliche Zahl k € M.
FGr diese gilt

P

K
12" § k =22 , Nach (5) folgt hieraus 1 € M.

15



Da mit x auch 4x zu M gehdrt folgt per Induktion Gber m,

daB fir m 2 0 gilt 4% ¢ M,

Da mit x auch [\/x] zu M gehdrt erhalten wir schlieBlich
"¢ M farm 20 (6)

Nun sei n eine beliebige natiirliche Zahl. Wir kénnen natiir-

liche Zahlen k und m so wahlen, daB

k

2 2

=2n und 2"l p2 5 " gilt, weiter folgt

. k
<2n =2n - n -:|.<2k . nz

Zusammenfassend erhalten wir

2k<

k
n® 52" < (n+1)2
Nach (6) ist 2™ € M und nach (5) wird n € M,

K K K
2 2 -1 =< (ne1)?,

Aufgabe 8
Angenommen die Behauptung sei falsch. Seien P1'P2'P3 drei dis-

junkte Teilmengen,deren Vereinigung gleich dem dreidimensiona-
len Raum ist und die positive zahl a; nicht als Abstand in Py
realisierbar, i = 1,2,3. 0.B.d.A, sei ay 2 a, 2 az.

Fir Py = P, = @ wére Py = IR:s und az doch realisierbar.

Fir P; = @ und x ¢ P, wire die Kugelfléche mit dem Radius a,
und dem Mittelpunkt x in P3 enthalten und ag s ey wére doch in
l»’3 realisierbar,

SchlieBlich sei Py £ @ und x,; ¢ P,. Die Kugelfléche S vom
Radius a; und dem Mittelpunkt xy ist in Py U Ps enthalten,
Wegen a, H ag gilt s * P3. Sei Xy € Py N S. Der Kreisbogen

{y es | d(xyy) = a,} ist in P; enthalte .. Es ist a, ¥ a; und
dieser Kreisbogen hat den Radius

a
1.2 g

r=a, » —-ﬂ-
2 4-51

82
und wegen ay H a, = 8, *\/3'=2r wire az in P; realisierbar.

So fahrt die Annahme auf einen Widerspruch und die Behauptung
ist bewiesen.

16



Aufgabe 9
Nach Definition ist

G(n) = > d= Sen.> &4
2 d/n d%l a-’ dn d
Folglich ist

ir('ﬁ)- = Z %und insbesondere
din

1>i
a-knl

G(nt) _ 1
n dini 3
Also ist mit a, = ir('nl}' die Folge (a,) nicht beschrénkt und folg-
lich gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen n mit a, =8, far

alle k <n.

Aufgabe 10
Sei S der Schnittpunkt der

Strecken MC und BP. Ferner
sei Q der Schnittpunkt der
Geraden durch A und S bzw.

B und C.

Offenbar ist Q nur unter Ver-
wendung eines Lineals kon-
struierbar. wWir zeigen, daB
Q der gesuchte Punkt ist,

d. h., Q und P haben densel-
ben Abstand von MC.
(0ffensichtlich kann es nicht mehrere solche Punkte Q geben.)
Seien T und R diejenigen Punkte auf AB, fir die TP | MC|| RQ ist,
Es reicht aus zu zeigen, daB THM = MR gilt. Unter Verwendung des
Strahlensatzes und der Beziehung AM = FE erhalten wir folgende
Gleichungen.

E--E.E-K—T also

T BT W MW

E.Eund (7)
MC BT

E-E,E-E—E,also

g AR MC BN

17



e

(8)

(7) und (8) schlieBen wir

91z Al
219

o
N
=
.

nach Addition von 1 auf beiden Seiten

~

1=
AE

woraus wir BT = AR, BT - BM = AR - AM und
schlieBlich TH = MR erhalten.

Mooy (%) = xt e x"-l, 2413 n,

Die Menge F(n) ist die Menge der Linearkombinationen mit nicht
negativen Koeffizienten von den hn,i's‘ Dies ist ein konvexer
Kegel, Dabei ist es hinreichend zu beweisen, deB
hn,i . h.'_1 € F(n+m)
ist, Wir kénnen n - 2i = m - 2) annehmen und setzen
P=n=-2i, q=m = 2], Dann gilt

P, 1 (x) By j(x) = L (e x s xP) (14 x 4o x9)

i+] ) " n-i+ h
1 + x + PR 3 LA S L = hp4q,p
+ x +x2 + | ... SR L P
|
L IR LR + P g
) woRPL L 4+ xPt9 L"‘mlﬂ

i8



Aufgabe 12
Offenbar ist jedes a, = o. Man prift leicht:
Va1 =\/3, «\/a+l +\/a +1 «\/a"

AuBerdem gilt

\/gm_1+1-\/a+1\/|n+1+\/?\/:':.

da

(V a+lVa +1 +V/;\/:;)2 = (a+1)(a +1) + aa +2Va(a+l)(a +1)a,

= a +1

n+l
ist. Folglich ist

(Va1 -\/;)(\/an*i -\/._n‘) = (\/.+1\/an+1 +/a \/g—n‘),-
(Vg VoD w/a 3T \/3)

Mittels Induktion erh&lt man
Vol - Va, = (Va+rl - Va)"
und analog
/BT +\/3,) = (Vard + Va)"
und daraus
Vag =5 ( (VarT + V)" - (Vard - Va)" )

Daraus ergibt sich leicht die Behsuptung.

Aufgabe 13

Wir fiahren eine Fallunterscheidung durch.

Fall 1: a = o. Durch Einsetzen erhalten wir bx = o fur alle
reellen x. Ist b # o, so gibt es folglich kein Polynom mit

den geforderten Eigenschaften. Ist b = o, so stellt die Aus-
gangsgleichung eine Identitét dar, d. h., alle reellen Polynome
haben die geforderte Eigenschaft.

Fall 2: a # o, Mit x = o erhdlt man aus der Ausgangsgleichung
O =a . p(a), also p(a) = o, Nach dem Fundamentalsatz der
Algebra gilt dann

P(x) = (x-8) q (x) ' (9)
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mit q(x) als Polynom. Mit x = a folgt aus der Ausgangsgleichung
alp(a) = bl=o0, also p(a) = b. Gilt b ¥ o, so ist
P(a) = o # b = p(a), d. h., es existiert kein Polynom mit der
geforderten Eigenschaft. ’
Ist b = 0, so ergibt sich aus (9) und der Ausgangsgleichung

x(x = a) (q (x) = q (x + a) ) =0 fir alle x.
Infolge der Stetigkeit eines Polynoms folgt hieruas

q(x) = q(x + a). Wir wiéhlen ein X, ¥ 0. Dann folgt
a(xg) = q(x, + @) = q(x, + 2a) = ... = q(x, + na) = ...
fir alle natirlichen Zahlen n. Folglich hat das Polynom
S(x) = q(x) = q(x,) unendlich viele Nullstellen, ist also iden-
tisch gleich Null, da jedes nicht identisch verschwindende Poly-
nom vom Grad n héchstens n Nullstellen besitzt,
Damit ist also q (x) eine Konstante c und

p(x) = ¢c - (x=- a).
Man erkennt leicht, daB das tatséchlich eine Lésung ist.

Aufgabe 14

a) Angenommen, es gébe eine n-elementige N-Sidon-Menge
A={a5,....a ] mit n 2 2V/N, Wir setzen 4 1. ay 4 8y
(1,3 € {1,....,n}).
Wegen (4) sind die %(n+1) Summen s, mit 1 Si123sn paar-
weise verschieden und wegen (3) liegen sie im Interval [ 2,2N].

2
Also folgt g(n+1) S 2N-1 und insbesondere g--=z N, d. h.
n=2\/N im widerspruch zur Annahme.

b) Sei n = évif- 1. Wir konstruieren eine n-elementige
N=Sidon-Menge {31, «ess 8} auf folgende Weise:

1. Wir setzen a; : = 1, a, : =2, a8z : = 4 (offenbar kénnen
wir N 2 4 und n 2 3 voraussetzen.)

2, Haben wir schon 840 cvey 8y (3 S m=<n) festgelegt, so
setzen wir

a,+a
Vot = {8 + ay - a, 13 1.J,k§l}u{—"r11 154,53, 5-}

und wéhlen L beli-big aus {1,..., N }\V..



Wir missen uns nun davon Oberzeugen, daB

1) auf diese Weise n Zahlen a;, ..., &, fegtgelegt werden
kénnen,

i1) die so konstruierte Menge {11, eees 8 } eine n-elemen-
tige N-Sidon-Menge ist.

Zu 1): Eine Wahl von a ist sicher dann mdglich, wenn

Ivm|<N ist. Offenbar gilt |v | & nd + m2 5 me1)3,

Wegen -cnﬁl\/ﬂ"- 1 folgt m + 1’<—3\/N", d. h.
lv-|< N.

m+l

Zu ii): Wir zeigen durch Induktion Gber m, daB
{ags e -“1} eine m-elementige N-Sidon-Menge far
alle m mit 0 8 m =< n ist,
Der Induktionsanfang m = 0,1 und 2 bietet keinerlei
Schwierigkeiten. Nach Konstruktion gilt a,, ...,
8ges € {14 cees N}
Angenommen, es gabe Zehlen 1,j,k.l1¢ {1, ..., m+1}
mit {1,3,] # {k,1}, so deB &, + 8y = 8 + & ist.
Aufgrund der Induktionsvoraussetzung kdnnen wir
0.B.d.A, annehmen, daB 1 = m + 1 ist,

Fall 1; Keine der Zahlen i,]),k ist gleich m + 1.
Dann gilt a 4 = 8; + 8y = 8 im widerspruch zur Wahl

von 8ns1”

Fall 2: Genau eine der Zahlen i,j,k :u gleich m- + 1,
2.1, k = m+ 1, Dann gilt a ., = -1—3—.-1 im widerspruch zur

Wahl von a__,.

2.2, 0.B.d.A. 1 = m + 1, Dann gilt a, = a bzw. a, + a, =
= 8 + &, jedoch j.ke{1, ..., m} ‘und J ¥ k (beachte
{13} # (x1} 1)
Dies ist ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.
3, Fall: Genau 2 der Zahlen 1,j,k sind gleich m + 1,
‘Dann gilt 0.B.d.A. 8, 4 = 8 = a; + a; - a; und

1€(1, ..., m} im widerspruch zur Wahl von a__ ..

4. Fally 1 = J = k = m +1, Dieser Fall ist wegen { 1,3} ¥ {k,1}
nicht méglich.
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Aufgabe 15
Wir bezeichnen mit gg T (x,y) den groBten gemeinsamen Teiler

der ganzen Zahlen x und y, wobei wir 0.B.d.A. immer gg T
(x,y) = 0 voraussetzen. Sind x,y und k beliebige ganze Zahlen,
so gilt offenbar gg T (x,y) = gg T (y.x) = gg T (x - ky,y),
denn d teilt x und y genau dann, wenn d die Zahlen x = ky und y
teilt,
Hieraus schlieBen wir
gy T (n3 + 1, n? + 2) = gg T (n3 +1-n (n2 + 2), n2 4 2)
=gg T (1=~ 2n, n2 4 2).
Da 1 - 2n ungerade ist, folgt
99T (1-2n,n+2)=ggT (1-2n, 2 (n242))
=g9 T (1~ 2n, z(n2 +2)+n(1-2n))=aggT (1=2n, 4+ n)
=99 T (1-2n+2(4+n),4+n)=9ggT (9, 4 + n)).
Also ist der gesuchte gréBte gemeinsame Teiler 1, 3 oder 9.
Es gilt
1984 = 1 mod 3, also
n= 1984 = 1mod 3 bzw,
4 +n = 2 mod 3,
d, h., 3 teilt nicht 4 + n,
Es folgt gg T (n2 +2,n. 1) = 1,
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sonderaufgabe

Bei einem Tischtennisturnier mit n Teilnehmern hat jeder gegen
Jeden genau einmal gespielt. Es gibt als Resultate nur Sieg
oder Niederlage. Man zeige, daB man die Teilnehmer so mit
Tyreee:sT, bezeichnen kann, daB Ty+1 9egen T, gewonnen hat
(=1, 2,..., n-1),

Aufgaben

Aufgabe 1

Man bestimme alle Folgen aj,85,... mit a; = 1 und

2 e me.n
a - a &
lo - o] § 2
fur alle positiven ganzen Zahlen m,n.

(vorschlag Finnlands, IMO 1984)

Aufgabe 2 s
Die positiven Zahlen 8 pe M= 1,2,...,n = 1,2,... mégen fir
alle m und n den Bedingungen

1. an,1 " 1,

2 1
2. ®m+1, nel "% 8,0 * T - 8nu, n,

3. 31,0 > 21,041 und ﬁifgaal'n =0

geniigen. Man beschreibe das verhalten der Folgen
(ak,n)‘ (an+k,k)' (am,k)

fir k—so0,

(Vorschlag Finnlands, IMO 1984)

’

Aufgabe 3
Man spiele folgendes Spiel:

(a) Beginne mit a weiBen und b schwarzen Kugeln in einer Urne.
(b) Entnehme zuf#éllig eine Kugel.



(c) Wenn die entnocmmene Kugel weiB ist, so beende man das Spiel.
Anderenfalls lege man zwei neue schwarze Kugeln in die Urne
und setze das Spiel mit (b) forui.

Sei S die Anzahl der Schritte (b) bis zum Stopp. Fir a = b = 1

bzw. a = b = 2 ermittle man die Wahrscheinlichkeiten
a,: = P (S =n), bn: =P (S =n)

und den Erwartungswert

Ei(s) :'nzs:l'n'an.
(vorschlag der BRD, IMO 1984)

Aufgabe 4
Eine 2 x 2 x 12-Schachtel ist auszufillen mit 24 Schachteln vom

Format 1 x 1 x 2. Auf wieviel Arten ist das méglich?
(Vorschlag der BRD, IMO 1984)

Aufgabe 5
Man beweise, daB das Produkt von 5 aufeinander folgenden posi-

tiven natirlichen Zahlen kein vollsténdiges Quadrat einer natir-
lichen Zahl ist.
(Vorschlag GroBbritanniens, IMO 1984)

Aufgabe 6
Ein Land habe n Stédte und eine direkte Eisenbahnverbindung {1,3}

zwischen allen Stadten i,j, 1 8 i j 8 n. Ein Eisenbahner muB

fur alle i ¥ j die’Verbindung {i,j} genau einmal realisieren.
Dabei darf er keine Strecke {1,]} zweimal zuriicklegen und nach
Benutzen des Weges (i,j) ist ihm der Weg (j.,i) verboten. Kann er
dabei eine Verbindung {1,]} nicht mehr auf der Eisenbahn reali-
sieren, so muB er mit dem Flugzeug fliegen. Was ist die Minimal-
zahl der notwendigen Fliige?

(Vorschlag der MVR, IMO 1984)

Aufgabe 7
In einem Raum sitzen in jeder von drei Reihen jeweils n Schiiler.

Im Moment t, t = 1,2,..., verlédBt jeweils ein Schiiler den Raum.
Mége Ng(t). Ny(t), N3(t) die Anzahl der Schiiller in der 1., 2.
bzw. 3. Reihe zum Moment t bezeichnen. Man berechne die Wahr-



scheinlichkeit dafiir, daB wéhrend des gesamten Vorgangs (bis zur
Leerung der Klasse) stets

[Ny (t) - Ny (t)|<2 far184i<j&3

ist.

(vorschlag Spaniens, IMO 1983)

Aufgabe 8

Ist x eine positive reelle Zahl, so bezeichne s (x) die Folge
[x]. [2x]. [3x]+ «---

Man beweise, daB die Gleichung x3 - 10x2 + 29X = 25 = 0 zwei

Wurzeln ocund § besitzt, fir die s(a) und s(fi) unendlich viele

gemeinsame Glieder haben.

Aufgabe 9

Es seien r und s positive ganze Zahlen.

Ermitteln Sie eine Formel fir die Anzahl der geordneten Quadrupel
(a,b,c,d) von positiven ganzen Zahlen a,b,c.d mit

3P . 7%= kgv (2,b,c) = kgv (2,b,d) = kgv (a,c,d)

= kgVv (b,c,d).

(Die Antwort soll eine Funktion in r und s sein.)

Aufgabe 10
a) Man zeige, daB es ganze Zahlen a,b,c mit a2+b24c? ¥ 0 und

lal, Ibl, lel<10® gibt, fur die
la+b. Y2 +c - ﬁ|<10-11
gilt.

b) Man zeige, daB es keine ganzen Zahlen a,b,c mit a” + b2 + c? £0
und lal, Ibl, le| < 108 gibt, fur die |a +b V2 + c V3 |<10™2%
gilt.

2

Aufgabe 11
sind P und Q zwei Punkte in einer Ebene E, so bezeichne M (P,Q)

die folgende Menge von Punkten von E: Es sei d = 56 und R der-
jenige Punkt von E, der mit P und Q ein gleichschenkliges Dreieck
mit der Basis PQ und der Héhe d auf PQ bildet und R rechts von 53
liegt. M (P,Q) ist die Menge der inneren Punkte eines Kreises

um R mit dem Radius 3 - d.

Man zeige, daB T € M (P,Q) genau dann, wenn P € M (Q,T) und

0E M (T,P) gilt,
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