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Aufgaben

Aufgabe 1

Sei d irgendeine positive ganze von 2, 5 und 13 verschiedene Zahl.
Man zeige, daB man in der Menge {2, 5, 13, d} verschiedene Ele-
mente a und b finden kann, fir die a « b - 1 kein volletdndiges
Quadrat ist,

IMO 1986, Nr. 1 (BRD)

Aufgabe 2
In der Ebene sind ein Draieck A1A2A3 und ein Punkt P, gegeben.

Wir setzen A = Ag_3 for s @ 4, FOr die Folge Py P1.P2.... ent-
stehe Pk+1 au. Pk bei der Drehung um 120° im Uhrzeigsrsinn mit
dem Zentrum Apar? k=0,1,2, so0 »

Beweise: Gilt P198é = P,s 80 1ist das Dreieck A;A,A; gleichseitig.
IMO 1986, Nr. 2 (VR China)

Aufgabe 3
Jedem Eckpunkt eines regulédren Finfecks sei eine ganze Zahl der-

art zugeordnet, daB die Summe aller 5 Zahlen positiv ist,

Wenn drei aufeinanderfolgenden Ecken die Zahlen x, y bzw, z zuge-
ordnet sind und y < o ist, so ist die folgende Operation gestat-
tet, Die Zahlen x, y bzw. z werden durch x+y, - y bzw, z+y er-
setzt, Solche Operation wird sukzessive durchgefihrt, solange
mindestens eine der 5 Zahlen negativ ist. Man entscheide, ob die
Folge dieser Operationen notwendig nach endlich vielen Schritten
abbrechen muB.

IMO 1986, Nr. 3 (DDR)

Aufgabe 4
Es seien A, B zwel benachbarte Ecken eines regelméBigen n-Ecks

(n 2 5) mit dem Mittelpunkt O, Es wird ein zu OAB kongruentes
Dreieck XYZ zunédchst mit dem Dreieck OAB zur Deckung gebracht
und dann so bewegt, daB sich der Punkt «X stets innerhalb des

n-Ecks und die Punkte Y und Z stets auf den Seiten desselben

befinden,

Man bestimme alle lbglichen Lagen, die X einnehmen kann, wenn
Y und Z gemeinsam den Rand des n-Ecks durchlaufen.

IMO 1986, Nr. 4 (Island)



Aufgabe 5

Man bestimme alle Funktionen f, die auf der Menge m’o der nicht
negativen reellen Zahlen definiert sind, nur nichtnegative reelle
Werte annehmen und die folgenden drei Bedingungen erfillen:

a) f(x « f(y) ) » f(y) = f(x+y) fur alle x,y e IR},

b) f(2) > o,

c) f(x) ¥ o for o S x < 2,

IMO 1986, Nr. 5 (GroBbritannien)

Aufgabe 6
In der Ebene sei eine endliche Menge von Punkten gegeben, die

beziiglich eines festen Koordinatensysteme lauter ganzzahlige
Koordinaten haben.

Man entscheide, ob es stets méglich ist, einige dieser Punkte
rot und die dbrigen dieser Punkte weiB zu f&rben, so daB sich
far jede Gerade, die zu einer der Koordinatenachsen parallel
verléuft, die Anzahl der auf ihr gelegenen roten Punkte von der
Anzahl der auf ihr liegenden weiBen Punkte um hdchstens Eins
unterscheidet. ’

IMO 1986, Nr. 6 (DDR)

Aufgabe 7
Es sei k = 2 und NygNos eees Ny 2 1 natGrliche Zahlen mit der

Eigenschaft

n n n n
np (2t - 1) ng |22 - 1)eeees g | 2511y, 0 (2% -y,
Man zeige, daB ny = n; = ... = ne = 1 ist, .
IMO 1985 (SR Ruménien); IMO-Vorbereitungsklausur 1986

Aufgabe 8
Sei d 2 1 eine ganze Zahl, die picht das Quadrat einer ganzen

Zahl ist. Man beweise, daB fir jede naturliche Zahl n & 1 gilt:
(n V@ + 1) . |etn (anv/d)| 2 1.
IMO 1985 (Frankreich); IMO-Vorbereitungsklausur 1986

Aufgabe 9
Seien K und K' zwei Quadrate von gleicher Seitenldnge in der

Ebene, Ist es mdglich, K derart in endlich viele Dreiecke Tye
T2. sees T_ 2u zerlegen, die paarweise keinen inneren Punkt ge-
meinsam haben und fir die es Translationen tir Tos eeen tp gibt,
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80 daB P
kew Uty (1)
im1 1 1
ist? .
IMO 1985 (Frankreich); IMO-Vorbereitungsklausur 1986 .

Aufgabe 10
Seli E = {1,2,,.., 16} und M die Menge aller 4 x 4 Schachbretter

mit lauter weiBen Feldern, deren 16 Felder mit jeweils einem Ele-
ment aus E belegt sind (verschiedene Felder haben verschiedene
‘ Elemente aus E). FOr ein zufédllig aus M gewiéhltes Element
A= (agy) 1=1,2,3,4
3> i=1,2,3,4
berechne man die Wahrscheinlichkeit p (k) des Ereignisses
max wmin n“ = k
i ] 3
for k € E. Ferner bestimme man 1 ¢ E so, daB
P(1) = max {p(k) | k ¢ E}.
IMO 1985 (TOrkei); IMO-Vorbereitungsklausur 1986

Aufgabe 11
Man bestimme 8 positive ganze Zahlen NyaNpe eees Ng mit folgen-

der Eigenschaft:
FOr jede ganze Zahl k, -1985 = k = 1985,
gibt es 8 Werte dgsdyy eeen dg € {-1,0,+1} mit
8 .
k= E d; - ng.
IMO 1985 (Frankreich); IMO-Vorbereitungsklausur 1986

Aufgabe 12

Sei 1 die Lénge einer kirzesten Diagonalen unter allen Diagonalen
in dem einen Dreieck T einbeschriebenen Rechtecken.
(Einbeschrieben bedeutet, daB alle 4 Rechtecke auf dem Rand des
Dreiecks liegen.) 2
Man bestimme den maximalen Wert von mﬁ:vTT‘ genommen iber
alle Dreiecke.

IMO 1985 (USA); IMO-Vorbereitungsklausur 1986”7



Aufgabe 13

Es sei T ein reguléres Tetraeder. Ein Kurvenstick C und den End-
punkten P und P' heiBt kiirzester P,P'-Weg auf der Oberfldche von
T, wenn (einschlieBlich P und P') sémtliche Punkte von C auf der
Oberflache von T liegen und C unter allen Kurven und dieser
Eigenschaft eine kleinste Lénge hat.

a) Men beweise, daB es zu jedem Punkt P auf der Oberfliche

von T genau einen Punkt P°' auf der Oberfldche von T gibt,

far den es mindestens drei verschiedene kirzeste P,P'-Wege
auf der Oberflache von T gibt,

FOr welche Lagen von P erreicht die Lénge dp des kirzesten
P,P‘'-Weges aus a) ein Minimum?

IMO 1985 (SR Vietnam); Vorbereitungsklausur 1986

b

~

Aufgabe 14

Man untersuche, ob es keine, endlich viele oder unendlich viele
natirliche Zahlen x gibt, fir die der Term sz + 2x das Quadrat
einer natirlichen Zahl ist.

(nach Alexander Kley, Berlin)

Aufgabe 15
An einer Jurysitzung einer IMO nahmen 60 Kollegen aus 30 L&ndern

teil, jeweils ein Leiter und ein Stellvertreter. Wihrend der
Sitzung begriBen sich einige der Teilnehmer. Kein Delegations-
leiter begriiBt seinen Stellvertreter und keine zwei Kollegen
begriBen sich mehrfach. Nach der Sitzung fragt der Leiter der
mongolischen Mannschaft jeden .Kollegen, wieviel letzterer be-
griaBt hat. Es erweist sich, daB jeder eine andere Zahl nennt.
Wieviel Kollegen hat der mongolische Stellvertreter begraBt?

(IMO 1985, Vorechlag UdSSR; Korrespondenzzirkel III - 85/86)



Lésungen

Aufgabe 1
Es genigt zu zeigen, daB mindestens eine der Zahlen 2d - 1,

5d - 1, 13d - 1 kein vollsténdiges Quadrat ist. Angenommen, das
ist nicht richtig. Dann :l.et fir gewisse positive ganze Zahlen
,y.zxzd-x2+1 5d-y + 1, 13d-zz¢1.

Daher ist x ungerade und 2d = X2+ 1 = 2 mod 8, d, h., d ist un-
gerade, Folglich sind y und z gerade, y = 2u, z = 2v, Wegen

- y2 = 8d gilt (v-u)(veu) = 2d, Mithin sind u und v von glei-
cher Paritét, und da d ungerade ist, erhalten wir einen wider-
spruch,

Die DDR-Mannschaft erreichte bei dieser Aufgabe 66,7 % der Punkte
(Ges.=P: 54,4 %)

Aufgabe 2

Fir jedes endliche System von orientierten Winkeln, deren Summe
ein Vielfaches von 360° ist, liefert die Hintereinanderausfihrung
von Drehungen um diese Winkel (mit beliebigem Zentrum) eine Trans-
lation., Bezeichne ry die Drehung um 120° (im Uhrzeigersinn) um Ay
(i =1,2,3), Dann ist f = ry e« rp » ry die Translation um einen

gewissen Vektor v. Da fssz, die 662fache Hintereinanderausfih-
rung von f, den Punkt Py in P1‘986 = P, Uberfiihrt, ist v = o und
folglich f die identische Abbildung. Daher gilt A= f(Ai) =
(B), wo B = ryry (A)) = rp(A;) ist. Die gleichschenkligen Drei-
.ecko A:.AZB und BAzA; haben gleiche Winkel (bei A5 und A; von je-
weils 120° ) und eine gemeinsame Seite A48, sind al-o kongru-nt.
Folglich ist AjABA; ein Rhombus mit den Winkeln 60° und 120° und
daher AjAsA; ein gleichseitiges Dreieck.
Die DDR-Mannschaft erreichte 100 % der Punkte (Ges.-@: 58,8 %)

Aufgabe 3

Seien Ugslps eees Ug,y die in einem gewissen Moment den Eckpunkten
des 5-Ecks zugeordneten Zahlen und mdge mindestens eine von ihnen,
etwa u,, negativ sein.

Sel v = (Vys eee, Vg) der Vektor, der aus u = (Ugs eees u5) durch
die im Text genannte Operation, angewa_ndt auf x = uj-l' y = "‘J'

z=u (bei zyklischer Numerierung : U, = Ug, ug = u,) hervor-

i+
geht. Man betrachte die Funktion F(u) = S° (Ugpq - u1_1)2. Es ist
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leicht zu sehen, daB F(y) - F(u) = 2 uye S ist, wo

s =3u, =%v, > o ist.

Folglich gilt F(v) ~ F(u) < o.

IDaher bilden die Werte von F eine echt fallende monotone Folge
von nichtnegativen Zahlen. Jede solche Folge iet notwendig end-
lich,

Eine andere Ldsung, die mit einem Spezialpreis ausgezeichnet
wurde, verléuft folgendermaBen. Mit den obigen Bezeichnungen
setze man '

6(u) =Zlu ] +Tduy + uy 4l + Ty, + Upg * "142'

*Lfug *ugeg t Ut Uyl
Durch Vergleich der 20 Summanden von G(u) mit den 20 Summanden
von G(v) erkennt man, daB 19 von ihnen paarweise gleich sind und
der Ubrige Summand in G(u) gréBer als in G(v) ist. Daraus
schlieBt man wie bei der vorigen L&sung.

Nach der Olympiade fand Dr. J. M. Cambell aus Canberra noch fol-
gende Uberraschende Lésung, die das gegebene Problem auf eine
Sortieraufgabe zurickfihrt, Er betrachtet folgende nach links
und rechts unendliche Folge
sees TUp Uy = Uy = Ugem Uz = Uy = Ug, = Uy - uge = UG, 0, ug.
uic—uz, ui*u2+u3, ul’u2+u3+u4, u1+u2+u3¢u4+u5,
2u1+u2+u3+u4+u5, cee o
Sie ist dadurch charakterisiert, daB sie beidseitig unbeschrankt
fortgesetzt wird und man ausgehend von irgendeinem Folgeglied
sukzessive zyklisch nach rechts hin die Zahlen UgslssUz,U, bzw.
ug addiert. Sei t, die urspringliche Operation der Addition von
u, zu den beiden Nachbarwerten auf dem 5-Eck und der Umkehrung
des Vorzeichens von u,., Man mache sich folgende drei Fakten klar:
1) t, vertauscht in der obigen Folge zwei benachbarte Glieder

vi und Vi (7 € R)

2) Vertauscht t, die Glieder v und Visge 80 werden bei t., auch

-

alle benachbarten Folgenglieder Vi: ke5, v:l.*1_+_ ke5+ k ganz-

zahlig, miteinander vertauscht,
3) t, ist anwendbar bei der urspringlichen Aufgabe

(de h., ay
So kann man die urspriingliche Aufgabe zu folgender umformulieren:
L&Bt sich die obige beidseitig unendliche Folge durch eine end-

< 0) genau wenn v; > v, 4 ist,
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liche Folge von zuléssigen Operationen tJ vollsténdig sortieren,
d, h. ordnen?

Sei v, irgendein Glied der obigen Folge und sei N; die Anzahl
der Folgeglieder rechts von Vs die kleiner als v, eind, N, ist
tatsdchlich eine natirliche Zahl, da die Summe 8 = Ug + Uy +oug o+
uy + ug positiv ist,

Nun erkennt man, daB die Anzehl N der Operation t,, die zum voll-
sténdigen Ordnen der obigen Folge uusreichsn, nicht nur endlich,
sondern gleich L =Ny +N; + Ny + N, + Ng

ist, wo Vye Voo V3 Vg Vg 1rgondwclche 5 nufainanderfolgende
Glieder der obigen Summe oipd. Denn jede Operation erniedrigt L
Uh Eins und L = O ist gleichwertig mit der vollstandigen Ordnung.
Damit ist die urspringliche Aufgabe gelést,

Campbell macht zwei weitere Be-ankungeﬁ:
a) Man kann L explizit bestimmen:

L= NLJ'
1518354 .
eoet
[l:i—:g--:ll 1 far Uy *eoot uJ =0
Nij‘ =

a; *eeot a ] :
( > 1 far Uy + cout uJ >0
b) Die endgiltige Konfiguration von Werten auf den Ecken des

5-Ecks ist unabhingig von der speziellen Folge der verwende-
ten Operationen t., und kann direkt von der Ausgangskonfigura-
tion UgelyaUz,Uy,Ug ermittelt werden., Dazu berechne man die
Reste von

Ugs Ugtuy, uy Uy tug, Uy tuytug U, modulo s,
Das liefert vier Zahlen im Intervall [0,s).

Geordnet mégen das
: < <
r1 rz-r3-r

sein,
Die endgiltige Konfiguration ist dann

4

Fqs Fp = Tqa Fg = Fg0 Ty = 30 8 = T4
Die DDR-Mannschaft erreichte 28,6 % der Punkte (Gesamt-@: 12,0 %)



Aufgabe 4
1, Lésung (nach der Musterlésung)
Es seien A,B,C drei benachbarte Eckpunkte des regelméBigen n-Ecks.
Y liege auf AB, Z liege auf BC (siehe Abbildung). -
X Offenbar 1st <y AOB + < OAB + < OBA =
0 c 180°
Wegen <5 OAB = & OBA = <= OBC ist folg-
lich < AOB + < ABC = 180° und schlieB-
lich < YXZ +< YBZ = 180°,
Also ist [ XYBZ ein Sehnenviereck.

Wegen XV = XZ eind 3 YBX und

A 8 3 ZBX Winkel dber gleichen Sehnen.
Also ist <x YBX = < 2ZBX, d. h. X € 0 B,
Es seiy = < XYB, Wegen 5 OAB = 5 XYZ = § - Z iet

b4 < < n

F-Zspsf+Z (1)
Dann ist im A XYB nach dem Sinussatz

BX_ _ sin ¥

XY sin (¥ - ﬁ)
also BY =50 .8in 7

sin (§ - )

Wegen (1) ist sin ¥ = sin (£ -%) = sin (F +Z) und
auBerdem ist sin ¥ S 1. Also folgt

‘BESBXS B0 E -8 W (——-1)
sin (% - &) cos T cos &

Wegen n 2 5 ist ooa%zcosf >cos§-%undﬁ<2-ﬁ,

d. h., die Punkte X liegen tatsachlich innerhalb des n-Ecks.

Die méglichen Lagen des Punktes X beschreiben 'a!.!\en Stern, dessen
Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt des n-Ecks zusammenféllt und des-
sen einzelne Strecken der Lange BO ( ) in Richtung der
Eckpunkte verlaufen,

cos Z -1
2, Lésung (nach I. Warnke)
Zunéchst wird @hnlich wie in der 1. L&sung bewiesen, daB X ¢ OB
und daB [0 XYBZ ein Sehnenviereck ist.
Nun gilt nach dem Satz des Ptoleméus

BX . YZ= XY . BZ + XZ . BY.



Flihren wir abkiirzend ein: a = AD = BUO = TO = XY = XZ und
b = AB = BC = VZ, so folgt
BX = 2 (B2 + BY) . (2)
Einerseits ist nach der Dreiecksungleichung BZ + BY & YZ = b,
also
BX = a = BO.
Andererseits ist (nach der Ungleichung zwischen dem arithmeti-
schen und dem geometrischen Mittel)
5] ez . w.
Nach dem Kosinussatz im Dreieck A YBZ gilt:
BZ2 +BY2 -2 . BZ « BY « cos< YBZ = b2,
Damit folgt weiter
b2 - (BZ+EY)2-2'BZ-'57[1+coa (= -ZT")],
2 (BZ + 57)2 -2, (B_Lz_+ 57)2 [1 - cos ZT"],
b2 2 (H+W)2{1-é+%coaz—"—},

n
(BZ + BY)2 cos? Z,

o
n
v

b a (BZ + BY) « cos Z; letzte Ungleichung da alle Gr&Ben posi-
tiv sind,
Somit folgt aus (2)

waxs B,

pé
cos &

Die asbschlieBenden SchluBfolgerungen ergeben sich nun wie in
der 1, Ld&sung,

Bemerkung: Es wurden auch Lésungen angegeben, die vollsténdig
aut der Eoordinatengeo-etrie beruhen, Diese L&sungen waren sehr
aufwendig und unibersichtlich,

Die DDR-Mannschaft erreichte;73,8 % der Punkte (Gesamt-@: 46,5 %)

Aufgabe 5
(Lésung nach der Musterlésung)

Angenommen, f(x) ist eine Funktion, die s&mtliche Bedingungen
erfallt,
Dann ist fir alle w > 2 nach (a), wenn x = w - 2 und y = 2’ge-
setzt wird,

f( (w-2) « £(2) ) « F(2) = f¢w).
Nach (b) ergibt sich f(w) = o.



Nach (b) und (c) haben wir somit
. f(x)-o%xzz.

Es seien nun o = Yy < 2 und x z o.

Die linke Seite von (a) verschwindet genau dann, wenn
x  f(y) 3 2. '

Die rechte Seite von (a) verschwindet genau dann, wenn
x+y=z2,

Also erhalten wir fir o = y < 2 und x 2 o die Aquivalenz:
_x.f(y)iZ@xoy-z

v A

und
' >-f%—y<=$x32-y. (3)
Daraus folgt die Gleichung = 2 - y (Man wéhle ein festes y
und betrachte in (3) alle naglichan x!).

Die einzige in Betracht kommende Funktion ist also

5 2 = fir o S x < 2, E
f(x) ={<~
°

far x = 2,

Diese Funktion, erfillt offenbar die Bedingungen beziiglich des
Definitionsbereiches und des Wertevorrats sowie (b) und (c).

Wir weisen jetzt nach, daB auch die Bedingung (a) erfillt ist,

Es seien x,y 2 o.

1) x + y < 2, Dann ist 0 S y< 2 und x « f(y) = %év < 32y) 5,

2=y
2
Also ist f(x f(y)) = E:%?T?T = 52 gg_ und
=Y

f(x - £(y)) » f(y) = 2%,‘— - 25y = oy = Flxey).
o :
2) x + y = 2, Dann ist die rechte Seite von (a) Null.
2, so verschwindet offenbar auch die linke Seite.

Ist y
Ist y < 2, so ist f(y)-iundx-f(y) ——y--g-(z—'u--z,

>

=

>

=
2-

d.h, f(x « f(y)) = o und die linke Seite von (a) verschwin-

det ebenfalls.

Die DDR-Mannschaft erreichte als einzige Mannschaft (1) 100 %
der méglichen Punkte (Gesamt-@: 60,0 %)

Aufgabe 6

1, Ldsung (von Dr. K. Engel)

Es ist mdglich, die Punkte entsprechend zu farben.

Man betrachte eine beliebige, zu einer der Koordinatenachsen
parallel verlaufende Gerade L, welche die gegebene‘Menge A
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schneidet. Es seien PyiPyiese,P  die im Sinne der freien Koor-
dinate in aufsteigender Ordnung aufgelisteten Punkte von A N L,
wir verbinden P, mit P,, Py mit P,, ... usw. durch Strecken. Das-
selbe machen wir fir jede solche Gerade L., Auf diese Weise er-
halten wir eine Menge von Strecken, so daB jeder Punkt aus A auf
héchstens zwei dieser Strecken liegt.

Also zerfallt die Vereinigung dieser Strecken in Polygonziige,
von denen je zwei verschiedene keine gemeinsamen Punkte aus A
haben, und sowohl offen als auch geschlossen sein kénnen. Die
abgeschlossenen enthalten eine gerade Anzahl von Strecken, da
zwei aufeinanderfolgende Strecken jeweils in rechtem Winkel zu-
einander stehen,

Wir farben die Eckpunkte jedes ﬁolygonzugee abwechselnd rot,
weiB, rot, weiB, usw.; das ist mdglich, da alle Zyklen gerade
Lénge haben, i

Falls noch Punkte in A Ubrigbleiben, die zu keinem dieser Poly-
gonziige gehdren, so férben wir diese auf beliebige Weise.

Die so erhaltene Férbung erfillt die Bedingung, was sich aus der
Konstruktion der Streckenziige leicht ergibt.

2, L8sung (von einem polnischen Koordinator)

Wir geben einen Induktionsbeweis iber die Machtigkeit von A.

For |[A| = 1 1st alles klar. wir betrachten eine Menge A und
nehmen an, daB die Behauptung fir jede Menge einer Machtigkeit
kleiner als |A | gilt,

Wenn es eine vertikale oder horizontale Gerade gibt, die genau
einen Punkt aus A enth&alt, dann kann die aus A durch Entfernen
dieses Punktes entstehende Menge aufgrund der Induktionsvoraus-
esetzung so geférbt werden, daB die Bedingung unseres Problems
erfdllt ist. Diesen speziellen Punkt farben wir entsprechend der
Férbung der Punkte auf derjenigen vertikalen oder horizontalen
Geraden, auf der er nicht einzeln liegt.

Wir nehmen nun an, daB auf jeder vertikalen oder horizontalen
Geraden, die A schneidet, mindestens zwei Punkte sus A liegen.
wir definieren durch Rekursion eine Folge von Punkten,

P° ist ein beliebiger Punkt aus A, Die horizontale Gerade, auf
der Py liegt, enthadlt weitere Punkte aus A; wir wéhlen einen
davon aus und bezeichnen ihn mit Py. Die vertikale Gerade durch
P, enthélt weitere Punkte aus A; wir wihlen einen anderen davon
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aue und bezeichnen ihn mit Pye In dieser Weise fortfahrend erhal-
ten wir eine Folge {P,;}, so daB die P, , und P, verbindende Ge-
rade horizontal verléuft, wenn i gerade ist, und vertikal verl&iuft,
wenn i ungerade ist,

Wir beenden die Konstruktion, sobald wir auf einen Punkt P, tref-
fen, der mit einem der bisher definierten Punkte P; (1 < n-1) durch
eine vertikale oder horizontale Gerade verbunden werden kann.

Wenn P, P__ 4 und P, auf einer Geraden liegen, so muB m - 1 & n
mod 2 gelten.

Wenn P° durch eine vertikale Gerade mit P, verbunden ist, so muB

n ungerade sein., In diesem Fall definieren wir m = o,

Wenn wir nun die Induktionsvoraussetzung fir die Menge A - [P..
Pasgr oo Pn] anwenden und die Punkte Pot Pasgs eees Pn alter-
nierend (sagen wir rot fir gerade i1 und weiB fir ungerade i) far-
ben, so erhalten wir eine Férbung von A mit den geforderten Eigen-
schaften, =

(In der Tat, jede Gerade L enthédlt entweder keinen dieser Punkte
oder zwei asufeinanderfolgende.)

3. Losung (nach einem bulgarischen Schiler)

Wir geben wieder einen induktiven Beweis nach | A| und beechrinken
uns hier auf den Induktionsschritt.

Es tritt einer der folgenden Fille ein:

a) Enthélt A vier Punkte Pys Pys Pgs Py, die (in dieser Reihen-
folge) die Eckpunkte eines Rechtecks sind, so firbe man A -

{Pl. Pye Pz Py } nach Induktionsvoraussetzung und P, und P rot
sowie P, und P weiB,

b) Enthédlt A dral Punkte Py, P,, P3, die mit einem Punkt PatA
(in dieser Reihenfolge) ein Rechteck bilden, so farbe man

A' = A = {Py, Py, Pz} v {P,}, was wegen |A'| = |Al -2 <A

nach Induktionsvoraussetzung méglich ist, Ist nun P4 (0.b.d.A.)
rot gefarbt, so férbe man Py und P3 rot sowie Py weiB,

©) Es gibt keine drei Punkte, die Eckpunkte eines Rechteckes sind.
Denn alle Geraden, die zu einer Koordinatenachse parallel sind,
und mindestens 2 Punkte von A enthalten sind “unabhéngig® vonein-
ander, d. h., man kann die Punkte, die auf solchen Geraden liegen,
etwa alternierend fiarben. Eventuell sonst noch auftretende Punkte
werden beliebig geférbt,

Es ist in allen Féllen leicht zu Uberprifen, daB die angegebene
Férbung die geforderte Eigenschaft hat.

12 L



4, Lésung (nach J. Jahnel)

Auch hier geben wir nur den Induktionsschritt an.

Gibt es eine horizontale oder vertikale Gerade L, die eine unge-
rade Anzahl von Punkten von A enthélt, so wdhle man einen, etwa P,
aus. A - { P} 1&Bt nach Induktionsvoraussetzung mit der gewiinsch-
ten Eigenschaft farben.

Wegen |L n (A - {P})| gerade, kdnnen wir P beziiglich L beliebig
farben, d. h., wir kénnen fir P die, beziiglich der zweiten achsen-
parallelen Geraden durch P ginstige Farbe wahlen.

Gibt es eine solche Gerade L nicht, so enthilt jede horizontale
und jede vertikale Gerade eine gerade Anzahl von Punkten aus A.

Wir wdhlen einen beliebigen Punkt P ¢ A aus und férben A' = A - { P}
mit geforderter Eigenschaft, was nach Induktionsvoraussetzung még-
lich ist. Sei h die horizontale und v die vertikale Gerade durch
P und sei d”(X) = (Anzahl der roten Punkte von X) - (Anzahl der
weiBen Punkte von X).
Offenbar gilt fir jede horizontale Gerade h' # h : d (h*n A) = 0
und fir jede vertikale Gerade v' ¥ v : d (v' N A) = o.
Also ist d (A') = (A -(P} ) =d (hn A'), was man durch zei-
lenweise Betrachtung sofort sieht. Spaltenweise folgt analog
SEA') = S (A= {P}) = I (VA A
Also ist F(hnA') s IF(vn A*)
wegen |h N A'| = |vA A'| ungerade ist |hn A'| = |[vAA'] =1
oder - 1, ’
wir farben
rot, falls |hn A'l = v A*' = -1,
P =— weiB, falls |[hn A'| = v a' =1,
Auch hier sieht man sofort, daB diese Férbung die geforderten
Eigenschaften hat.
Bemerkung: Fir diese Aufgabe gab es mehrere elegante Schiilerlésun-
EEET'EIE%E 3. und 4, Losung. Da diese zahl mit 9 (von 210 Schilern)

relativ hoch war, konnte sich die Jury nicht entschlieBen, diese
Lésungen mit einem Spezialpreis zu ehren.

Die DDR-Mannschaft erhielt 40,5 % der méglichen Punkte
(Gesamt-@: 27,6 %).

Aufgabe 7

Angenommen, eine der Zahlen, etwa n,, ist groéBer als 1.
Dann ist n, > 1, eees Ny > 1,

13



Sei m(n) der kleinste Primfaktor von n. Wir beweisen nun folgen-
de Aussage:

Ist n > 1 und ist p eine Primzahl mit p | 2" - 1, so ist m(n) < p.
Nach dem kleinen Satz des Fermat gilt 2P . 1 mod Pe

Zum g.g.T. d von n und p-1, d = (n,p-1), gibt es bekanntlich ganze
Zahlen (z. B. nach dem Euklidischen Algorithmus) x und y mit
d=x, n+y (p-1), ;

Fir n | p-1 bzw. p-1| n ist y = o bzw. x = o,

Ansonsten ist genau eine der Zahlen x und y negativ und die an-
dere ist positiv, Wir betrachten hier o0.B.d.A. den Fall x ist ne-
gativ und y ist positiv,

set 29 = z mod p, d. h, 2xn+y(p-1) _ 5 mod p.

Wegen (-x) > o ist 2" & 1 mod p und 2(=x)n = 1 mod p,

also 2Y(P-1)  pxn+y(p-1) | pn(=X) _ ; pog P
Andererseits ist 2Y(P=1) _ 4¥ .4 mod p, also
2Y(P-1) | 4 4 2Y(P-1) | ; pog P. (4)

Da p | 2"-1 ist (2,p) = 1, d. h., aus (4) folgt 2% = z = 1 mod p.
Mithin ist d > 1 und folglich m(n) S d. Da d ein Faktor von p-1
ist, erhalten wir m(n) S p-1 oder m(n)< p.

Damit ist die Aussage bewiesen.

n, n
Aus n, | (2 1"1) folgt m(ny) | 2 1-1 ynd nach unserer Auseage

m(n;) < m(ny). Analog erhalten wir -(n2)< l(n3). a(ng) < m(n,),
coes l(nk_1)< -("k) und .("k) < m(ng).
Also ist m(n,) < m(n;), d. h., unsere Annahme, mindestens ein
n : >1, kann nicht wahr sein. Folglich ist
no=nye aomny =1

Aufgabe 8
Da d nicht Quadratzahl ist, gibt es eine ganze Zahl k mit

k< n yd < k+l.
Durch Quadrieren erhalten wir

k2 + 15 n%d s k% + 2k
unter Beachtung, daB n?d und k2 ganze Zahlen sind.
Wir werden die Ungleichung sin -’715 > x for x £ (0,1) benutzen.
Sie folgt aus der Konkavitst der Funktion f(x) = sin ZX'- x
far x € [0,1] z. B. nach der JENSENschen Ungleichung

2
(f* --%—ain%’-‘- <o)
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ain%f-- x--aing [xe14+ (1-x) 0] - [ x«1+(1-x)-0]

Zx[etnZ-12]+ (a-x)[sinZ.0-0]=0.

Fir k< n\V/d S k + & ist
lstn (7 nV/@)| 3 |etn (7V1 & kz)l = sin (7 (V1 + K& - k))
! ;

= sin
.\;1+k!+k
1 1
% > Tmn &

* sin iy 2
Furk+é< n-\/d <k + 1 ist
|ain(7r n\/t?)l =lsin (nV kz-bzk)' = sin(7 (k+1 - V P 2k)|

.4 1

1
= sin > sin wp& > >
kels Vk2+2k Z(k+T) kel 14n \/d

Aufgabe 9 (nach J. Jahnel)

Sei K das Quadrat ABCD mit dem Mittelpunkt M und sei K' das Qua-
drat A’B'C'D' mit dem Mittelpunkt M',

wir werden im folgenden zeigen, daB es aina-gawﬁnachte Zerlegung
von K stets gibt.

Ssind die Quadrate seitenparallel, so ist nichts zu beweisen. Wir
nehmen an, daB sich die Geraden AM und A'M' schneiden. 0.B.d.A.
kénnen wir weiter annehmen, daB der Winkel 2 ¥ , den die gerich-
tete Gerade MA mit der gerichteten Geraden M'A' einschlieBt,
kleiner als 90° ist (ansonsten bezeichne man die Eckpunkte um).

Wir kdénnen also K in K' dberfilhren, indem wir zundchst eine
Translation ausfihren, die M in M' dberfihrt, und anschlieBend
eine Drehung um 2 ¥ realisieren.

0.B.d.A. nehmen wir im folgenden an, daB ¥ mathematisch positiv
orientiert ist. Man beachte stets #< 4s°,

wir zerlagan K und K* folgendermaBen:

0 CaCry C

o\ A
O ¥ 24
o 1) 1%
(S
P TR R
K K*
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Es seien A1,Bl,01,01,Ai,Bi,Ci,Di die Mittelpunkte der Seiten

AB, BC, TD, DA, A'8", B'C', T'D', DTAT (in dieser Reihenfolge).
Es seien A,,B,.C,.D,,A;,B5,C5,D5 diejenigen Punkte auf AB, BT, TD,
DA, AT8T, B'C', T'D", D'A' mit ¢ = + ADA, = +BAB, = + CBC, =
‘FDCDZ und P = <l:A'B’I:)é -<¢‘:B‘C'Aé --#:C'D'B2 -
<+D'A'Cj. .

SchlieBlich seien A3,53,03,03.Ai,35,ci.05 (in dieser Reihenfolge)
die Schnittpunkte von AB, und DA, Bcz und ABZ' co, und BC,, DA2
und CD2 sowie A'C'2 und B'D'z, B'D'2 und C'A'z, C’A'z und D’B'z,
D'B', und A'C'5.
Offenbar ist A33 " B'A’3. BC3 n C‘B'3, CD3 " D'C's. DA3 " A'D'3.
Also kann man das Quadrat A3B3C3D3 durch eine Translation in das
Quadrat A'3B'3C'3D'3 aberfihren, und das natirlich auch mittels
einer Dreieckszerlegung, etwa A A3B5C5, A C305Az.
Die restlichen 8 Dreiecke von K (und K') sind samtlich gleich-
schenklige Dreiecke mit der Schenkellinge, die der Halfte der
Quadratseitenlénge gleicht, und Basiswinkeln ¥ (4 Dreiecke) bzw.
90° - ¥ (4 Dreiecke). '

Es ist nun leicht zu sehen, daB sich folgende Dreiecke durch eine
Translation ineinander Gberfihren lassen:

AM183—> AA'SA'ia'. ABB:I.C;,’4 AB'SB.:I.C" ACCiD
AC3C'ID', ADDiAs —> AD',JD'iA',

AAAgD, >  AB';B'B',, ABBsAi*AC'zc'C'i, A cCy8, =
AD'ZD'D%), AADDLC, —=> A Az A'A', .

—

3

Aufgabe 10 (nach I. Warnke)
Wir nehmen a,, = k an. Das ist keine Einschrénkung der Allgemein-
heit, da ein Vertauschen von Zeilen und Spalten an p(k) nichts
&ndert.
Die Gesamtanzahl der belegten Schachbretter ist nun 15.
Wir berechnen jetzt die Anzahl derjenigen Schachbretterbelegun-
gen, fir die max min ai'1 = k ist,

i J
Die anderen Elemente der ersten Zeile missen alle > k sein und
Jede andere Zeile muB mindestens eine Zahl < k enthalten.
Es gibt also (16 -k)(15 -k)(14 -k) Méglichkeiten, die 1., Zeile
zu komplettieren.
Es bleiben noch 12 freie Felder.
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Die G:;ontnnzohl. die k-& Zahlen < k auf die 12 Felder verteilen,
ist (L _4)e (k-1)1 fdr k = 2, Fir k = 1 ist die Anzahl gleich
Null,
Hier sind aber auch die Méglichkeiten enthalten, daB die k-1 Zah-
len auf nur zwei bzw, eine Zeilen verteilt werden,
Die Anzahl, die k-1 Zahlen < k auf die 8 Felder von genau zwei
Zeilen bzw. auf die 4 Felder nur einer Zeile zu verteilen, ist
(5.1)(k=1)1 bzw. (§_4)(k-1)1
Man beachte, daB (:) = o fir n > x1 |
Nach der bekannten recontr&-Formel erhalten wir also fir die An-
zahl der Verteilungen der k-1 Zahlen < k derart, daB jede der
drei Zeilen mindestans eine dieser Zahlen erhilt.

(B (k=101 = 3(,8) (k=1)1 + 3(}_y ) (k-1)1.
SchlieBlich sind nun 4 + (k-1) Felder belegt., Also gibt es
[16 - (4 + (k=1)) ]1 = (13-k)I MGglichkeiten der Belegung der
restlichen Felder, Insgesamt haben wir also

P(k) = gy (16-k)(15-k)(14-k) { (}21)(k=2)1 = 3(F_o)(k-2)1 +

3(p_g)(k=1)1 | (23-k)1

- fBemled)l (2 - 3G + 3]
' Té’l_) {(kﬁ) - 3(,20) + 30,4}

Einfache Auswertung dieser Formel ergibt
p(k) = o far 1 S kK S 3 oder 14 = k = 16.

26
P(4) = E7T3

p(s) = S5y e -3

4

2 6 5.13 65
P(6) = SoqT p(5) " Z%IT =@ < *

3. .

8 5

2 8 2
8 - = 1
p(8) 3;5-:1-13 EHP s -
p(9) = e e .§é<1
p(iO)-? . p10 _.’3:5-11< 1
p11) = oy g - 4 < 1
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P(12) = m¥ore ‘ -8

P(13) = mrs el I

Also ist 1 = 5,

Aufgabe 11

Dis Zahlen ny = 3*1, i« 1,2,...,8 haben die gewiinschte Eigen-
schaft,

Bekanntlich kann man jede natiirliche Zahl auch im Positions-
system, zur Basis 3 eindeutig darstellen. Wir betrachten hdch-
stens*Bstellige Zahlen, d. h., fir jede natirliche Zahl n,

oSnsy: 2.3t .3%_ 1. 6560, gibt es zahlen

) i=1 8
01.52.....935{0.1,2} mit n = ) 913"'1.
i=1 8
Nun ist n - 3280 = n - 0 3+l . )] (g - 1)3*72,
i=1 i=1

Definieren wir d; =e; -1,1=1,2,,..,8, so gibt es fir jede
natiirliche Zahl k mit k = n - 3280 und

o3n <6560, d. h., - 3280 § k § 3280,

ganze Zahlen dydy,s..,dg € { - 1,0,1} mit

8
k-zdn.
fa1 11

Aufgabe 12
o Wir bestimmen zunéchst unter
allen Rechtecken XYZW, die
. £ 5 dem Dreieck ABC einbeschrie-
ben sind und fir die X, Ye AB
ist, dasjenige, das eine
minimale Diagonale hat.
A X D Y B

Sei x = XW =YVZ, y =XV = WZ, C= A5
h, =CD, k = XZ.

Dann. ist k% = x2 * y? und nach Strahlensatz La =

2

also k2 = x2 + 5_2. (h, - x)2,
h
[+
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2
2 2 4
2 c c 1 2 c 1
k-\/io-h—z X - . +c” - = = .
c 1+ c (1+ —)
h h
2 2 ¢ c
Raieall
hcz-o-c2

2 c2

c
2 . -T2

he (10'31_2) hS + ¢
c

Gleichheit tritt gaﬁ-u fir x = v hc ein,

1-
d, h., wegen o < x < h_ gibt es tatsichlich ein Rechteck fir
das in (5) Gleichheit eintritt,

Ist A ABC gleichseitig, so haben wir a = b = ¢ und

~hy = hy = h, = % V3¢, aldo fir jede Seite (1)

2
2 A BV3E 12 43
» de h., ke

(E\/!.') c“+c amdmm
Ist A ABC nichtgleichseitig, so ist mindestens ein Winkel, etwa
< ACB, gréBer als 60°, Dann folgt aus dem Kosinussatz und durch
elementare Umformungen, wenn 7 = < ACB sei, )
= .2 + b2 - 2ab cos 7 = 2ab - 2ab ;oga" = 2ab(1 -~ cos 77) =
ab 4(1-cos 7 ) 4.2 sin

sin 7 » = A, ———
z sin 2.8in g cos g

é-hc ceh 1

r c o
= « 4 ¢ tan > « 4 « tan 30" = 2ceh_ . =,
- e . =

min k? =

also h < !—’3’ C.

2 2
Da die Funktion f(x) = —zx—z- wegen f'(x) = %x__z_ > o fir x < ¢
x“+c (x“+c)

streng monoton wachsend ist, erhalten wir

3

. - R V)
. h "+¢ (g t:)Eﬂ:2 2¢ 7
und damit

2 2c+h

k c 4 V3

A" h_ETcZ < =7 .

c

19



Da es eventuell noch Rechtecke gibt, deren eine Seite auf einer
anderen Dreiecksseite liegt,ist sicher
12 a3
x =
2
d. h., das Maximum von i—- wird fir gleichseitige Dreiecke ange-
nommen.

Aufgabe 13 (nach Martin Welk)
a) Die Eckpunkte des Tetraeders seien Q 4+Q5.Q5 und Qe Das Netz
des Tetraeders besitzt dann offansichtlich die Form:

Qg 83 9,

9,

Planfigur 1:

(Hier und im folgenden werden Punkte des Tetraeders wie die ent-
sprechenden Punkte des Tetraeders bezeichnet; Punkte, die dem-
selben Punkt der Tetraederoberfliche entsprechen, werden eben-
falls als gleich bezeichnet,)

Durch Aneinanderfiigen mehrerer solcher Tetraedernetze erhdlt man
folgende Figur, in der beliebige vier, der kleinsten auftreten-
den gleichseitigen Dreiecke, die ein gleichseitiges Dreieck der
doppelten Kantenlﬁnge‘ bilden (Planfigur 1),als Netz von T betrach-
tet werden kénnen.



P1) g Q2

Planfigur 2:

Eine Verbindung zwischen zwei Punkten der Tetraederoberfliche wird
in dieser Figur stets als eine Strecke zwischen Bildern dieser
Punkte abgebildet. Eine kiirzeste Verbindung darf dariiber hinaus
héchstqns zwei Kanten schneiden.

0.B,d.A. liege P im Innern oder auf dem Umfang des Dreiecks
Ah°1°z°3 und habe von 0103 einen Abstand, der mindestens gleich
einem Drittel der Héhe dieses Dreiecks sei. (Das ist stets mdg-
lich, da die Summe der Abstinde eines Punktes des gleichseitigen
Dreiecks zu den drei Seiten gleich der HBhe dieses Dreiecks ist.)

Konstruiert man nun zu drei Bildern von P (etwa den in Plan-
figur 2 gekennzeichneten) den Umkreismittelpunkt, der offenbar
im Bild von 010304 liegt, und bezeichnet man den diesem Bild
entsprechenden Punkt der Oberfléche von T mit P', so besitzt
Jede der Verbindungen zwischen einem der drei Bilder von P und
dem Bild von P' die gleiche L&nge. Diese Verbindungen entspre-
chen den kirzesten P,P'-Wegen auf der Tetraederoﬁerflﬁcho. von
denen folglich drei verschiedene existieren,

Damit ist gezeigt, daB fir jeden Punkt P ein Punkt P' mit dieser -
Eigenschaft existiert, Da es fir das aus den drei Bildern von P
gebildete Dreieck (es handelt sich dabei um das kleinste von
drei.Bildern von P gebildete Dreieck) nur einen Umkreismittel-

21



punkt gibt, und fir jeden anderen Punkt P' keine drei gleich-
langen kiirzeren Verbindungen vorhanden, d. h., es gibt genau
einen Punkt mit der gewinschten Eigenschaft.

b) Offensichtlich ist der Abstand zwischen den in Planfigur 2
mit (1) und (2) bezeichneten Bildern von Q0,05 liegenden Bil-
dern des Punktes P gleich der doppelten Kantenlénge von T. Diese
beiderr Bilder von P bilden mit dem Bild von P' zusammen - wie
unter a) bewiesen - ein gleichschenkliges Dreieck (ggf. ent-
artet), so daB aufgrund der Dreiecksungleichung die Lénge jeder
der drei kirzesten Verbindungen mindestens gleich der Tetraeder-
kantenlénge ist.

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn das Dreieck entartet ist,
wenn also der Umkreismittelpunkt des von den Bildern von P ge-
bildeten DOreiecks auf der dem in (3) liegenden Bildpunkt gegen-
tberliegenden Seite liegt. Das tritt genau dann ein, wenn der
bei letztgenanntem Bildpunkt liegende Innenwinkel ein rechter
winkel ist,

Da die Bilder von P in (1) und (3) zentralsymmetrisch beziglich
des dazwischenliegenden Bildes von Qz und die Bilder in (2) und
(3) zentralsymmetrisch beziiglich des dazwischenliegenden Bildes
von Q, liegen, folgt daraus, daB dP genau dann minimal wird,
wenn < Q,PQ; = 90° gilt,

Nach dem Lehrsatz des Thales und dessen Umkehrung wird daher d

genau dann minimal, wenn P zum einen auf einer Seitenfldche

von T und zum anderen auf dem Thaleskreis (iber einer Kante die-

ser Seitenfliche liegt.

Alle Punkte P mit minimalem dp liegen also auf einem "krummlini-
gen” Dreieck (jeder Seiten-

03 flache)

(vgl. Planfigur 3, o.B.d.A.
Seitenflédche 010203 darge-
stellt).

a4 a2
Planfigur 3
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Aufgabe 14
Durch Angabe einer Zahlenfolge wird hgewiesen, daB es d

lich viele'Peare (x,y) natirliche Zahlen gibt, faGr die
2x2 4 2x = y2 gilt,

it = t =2t 2 _ 1 (n H 1). Dann gibt es zu jedem
Es sel t, /;71 n+l n ¢ 9

2 2 2
=t - 1 ein Yo € N mit an + an = Y (6)
Dann wird gezeigt: Zu jedem n gibt es natlrliche Zahlen p und q
so, daB

t,-1= p2 und t, +1m= 2q2 ) (7)

gile,

Beweis: Fir nsi iet p=4, q= 3, Es gelte fir eth n € N
ty=1= pz und t, + 1 = 29", Dann ist

2 2
theg = 1 =2t -2 = 2(¢, - 1)4(:n + 1) = (2pq)° und
2 2
the * 1= 2:n =2 (t") .

Mithin gibt es fir alle Glieder der Folge (t;) (von n abhéngige)
Zahlen p und q mit (7). Nun erfillen die natlrlichen Zahlen

X, = tnz - 1 und Yn ™ 2Pq t, die Gleichung (6).vdenn ?- ist
2 2 25. 2. 2
24y + 2% = 2xp(xg + 1) = 2(t,=1)(t01) 1,2 = 2p%2¢%¢, 2 = (2pqr,)?

= yn2 und folglich gibt es unendlich viele Paare (x,y)
natirlicher Zahlen, fir die 2x% + 2x = y2 gilt,

Aufgabe 15 (nach Ingo Warnke, Martin Welk, Stephan Werner)

Es wird durch vollsténdige Induktion nach n folgender allgemei-
ner Sachverhalt bewiesen.

Handelt es sich um n Liénder, die jeweils durch einen Leiter und
einen Stellvertreter vertreten sind und gelten obige Aussagen
Ober die BegriBung und Befragung, dann hat der mongolische Stell-
vertreter genau (n-1) Kollegen begrdBt (n. e N, n® 1).

Beweis:

FOr ne1l nehmen an der Sitzung nur der mongolische Leiter und
sein Stellvertreter teil. Da der mongolische Stellvertreter sei-
nen Leiter nach Voraussetzung nicht begr(8t hat, hat er
Nn-1=1-1=0Kollegen begroBt.
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Induktionsvoraussetzung: Bei n anwesenden L&ndern und den Vor-
aussetzungen Ober die BegriBung und Befragung hat der mongoli-
sche Stellvertreter genau n-1 Kollegen begriBt.
Induktionsbeweis: Der mongolische Leiter befragt 2n+1 Kollegen.
Jeder Kollege hat hdchstens 2n Kollegen begriBt (sich selbst

und den Kollegen aus seinem Land nicht).

Der mongolische Leiter bekommt also genau 2n+1 paarweise ver-
schiedene Zahlen zwischen O und 2n genannt. Damit werden ihm die
Zahlen 0,1,..., 2n jeweile genau einmal genannt. Es sei A der
Kollege aus der Menge der Befragten, der genau 2n Kollegen be-
griBt hat. A hat offenbar alle auBer sich selbst und seinen Kol-
legen aus dem eigenen Land begriBt. Demzufolge ist der Kollege
aus der Menge der Befragten, der O Kollegen begriBt hat, aus
demselben Land wie A.

Diese beiden Kollegen werden aus der Sitzung entfernt.

Da der mongolische Leiter nicht der Menge der Befragten angehért,
ist die mongolische Delegationsleitung noch bei der reduzierten
Sitzung vorhanden.

Jetzt mdge der mongolische Leiter seine Befragung wiederholen.
Jeder wirde jetzt eine Zahl nennen, die um 1 kleiner ist als

die bei der vorigen Befragung, da jeder der Befragten von den
beiden aus der Sitzung entfernten Kollegen genau A begriBt hatte.

Da bei der urspriinglichen Befragung jeder und eine andere Zahl
nannte, ist das auch jetzt wieder der Fall. Folglich ist die
Induktionsvoraussetzung auf die reduzierte Sitzung anwendbar.
Der mongolische Stellvertreter hat n-1 jetzt anwesende Kollegen
begriaBt.

Da er wirklich auch noch genau einen entfernten Kollegen (n&m-
lich A) begriBt hat, hatte er bei der urspringlichen Befragung
die Zahl (n-1)+1 = n angegeben.

Damit ist der Beweis gefihrt.

Fir n = 30 hat also der mongolische Stellvertreter genau 29
Kollegen begriBt. '
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Aufgaben

Aufgabe_1
Sei S = {1, 2, eeey N} (n & 1) und sei p (k) die Anzahl der
Permutationen von S mit genau k Fixpunkten. Man beweise:

n
Z k'pn(k)-nl

k=o

IMO 1987, Nr. 1 (BRD)

Aufgabe 2
ABC sei sei spitzwinkliges Dreieck. Die Halbierende des Innen=-

winkels bei A schneidet die Seite BC in L und den Umkreis des
Dreiecks in N (N# A). Seien K und M die FuBpunkte der Lote von
L auf AB bzw. AC. Man beweise: Die Flacheninhalte des Vierecks
AKNM und des Dreiecks ABC sind gleich.

IMO 1987, Nr. 2 (UdSSR)

Aufgabe 3
Es seien Xgs Xpo seer Xn reelle Zahlen mit xi + xg + oo + xﬁ =

Man beweise:
Far jede natGrliche Zahl k a 2 gibt es ganze Zahlen
ay (L =1, 2, ees, n), for die Ve
< ‘k - 1! o \/n
8, Xq + see *+ 8 X =
l 171 * n n] KD - 1
gilt, wobei die Nebenbedingungen
- nicht alle a; sind gleich Null,
- for slle 1 gilt |a,| = k = 1,
erfallt sind.
IMO 1987, Nr. 3 (BRD)

Aufgabe 4
Es gibt keine Funktion f : IN, =9 IN , welche far alle n ¢ INg

die Eigenschaft

f(f (n)) =n + 1987
besitzt (INy = {0, 1, 2, 3, ees})e
Mo 1987, Nr. 4 (SR Vietnam)



Aufgabe 5
Es sei n eine natGrliche Zahl a 3,

Man beweise: 1

Es gibt eine Anordnung von n Punkten in der Ebene, fir die je
zwel beliebige Punkte einen irrationalen Abstand haben, und je
drei beliebige Punkte ein nicht entartetes Dreieck mit ratio-
nalem Flaécheninhalt bilden.

IMO 1987, Nr. 5 (DDR)

Aufgabe 6
Sei n eine ganze Zahl a 2,

Man beweise:

wenn k2 + k + n far alle ganzen Zahlen k mit 0 = k =v/§1 eine
Primzahl ist, dann ist auch k2 + k + n fir alle ganzen Zahlen
k mit 0 @ k 5 n - 2 eine Primzahl.

IMO 1987, Nr, 6 (UdSSR)

Aufgabe 7 2

In einem Schachturnier mit n a 5 Teilnehmern .bgon[-%r] + 2 Par=-

tien gespielt sein.

a) Man beweise die Existenz von flnf Spielern a, b, ¢, d, e, fur
die mindestens die Partien ab, ac, bc, ad, ae, de bereits ge-
spielt sind. 2 )

b) Gilt die Aussage auch far [qr] + 1 gespielte Partien?

Aufgabe 8
Man betrachte die Gleichung
4 3

x* 4+ ax> + bx? & ax + 1 =0
mit reellen Koeffizienten a, b und bestimmte die Anzahl von ver=
schiedenen reellen Nullstellen und deren Vielfachheiten fiar die
mdglichen Werte von a und b,

Aufgabe 9
Man beweise die Ungleichung

(~a+bec)? . (a=b+c)? . (asb-c)? 3
(-a2+b2+cz) . (az-b2+c2) . (az+b2-cg).



Aufgabe 10

seien [ A, B] ein Intervall der Lénge 1 und C, D variable Punkte
in diesem Intervall. Man bestimme den maximalen Wert, den das
Produkt der Langen von den sechs verschiedenen Teilintervallen
mit Endpunkten in der Menge A, B, C, D annimmt,

Aufgabe 11
Man beetimme sdmtliche L3sungen des Gleichungssystems

x>+ ys + 25 x4 y+zm=8

in ganzen Zahlen x, y, Z.

Aufgabe 12
Man bestimme fir gegebene feste Zahl n = 2 samtliche n-stelligen
Zahlen

Ho - .—1?"-.—‘; (l1+ 0, 1 = 1,,..n), die

durch samtliche n-1 Zahlen

M, = - M - —
17 8j8300.8.8,, 83840008 8,8,5000; N=1 " 8 8,8500.8 4

teilbar sind.

Aufgabe 13
Sei {an} »N=0,1, 2, «oo, die durch

ag = o, a = 1, apo=4 8 4 +a, forn a o0

definierte Folge von ganzen Zahlen., Man bestimme die gemeinsamen
Teiler von a,qq¢ und 86391

Aufgabe 14

Seien C, und cz Zwel Kreise. A bzw. A, sei ein fester Punkt auf
Cy bzw. Gz Ferner seien A,P, bzw, APy parallele Sehnen von C,y

bzw. Cye Men bestimme den geometrischen Ort der Mittelpunkte der
Strecken P1P2.



Aufgabe 15

Man bestimme die kleinste ganze Zahl n & 3, fir die es ein n-Eck
Q und einen Punkt A im Innern von Q gibt, so daB jede Seite

von Q einen Punkt enthdlt, der von A aus nicht sichtbar ist. Man
beweise, daB die so bestimmte Zahl n folgende Eigenschaft hat:
Jedes nicht dberschlagene n-Eck entha&lt zwei Punkte B und C, so
daB jeder Punkt des n-Ecks von B oder von C aus sichtbar ist.

Aufgabe 16

In dem spitzwinkligen Dreipck ABC seien Hshen AA,, BBy und cc,
gezogen, Auf den Strecken AsCy bzw,. B,C, seien Punkte K bzw. M
gewdhlt, so daB ¥ MAK = *wi ist, Man beweise, daB AK die
Winkelhalbierende des Winkels < CyKM ist.



L3sungen

Aufgabe 1

Man ordne jeder Permutation f von S einen Vektor f zu, der aus
Nullen und Einsen besteht, wobei die i-te Koordinate von f genau
dann gleich Eins sei, falls f(i) = i gilt. Die n! 0,1-Vektoren
schreibe man untereinander. Dabei entsteht ein Rechteck L. In L
zahle man auf zwel Arten die Anzahl der Einsen.

Zeilenweise ergibt sich n
S ke by (k)

k=0

In jeder j-ten Spalte stehen (n-1)! Einsen, da es (n=-1)! Permu-
tationen f mit f(j) = J gibt, J = 1, .es, n. Deher gibt das
spaltenweise Abzdhlen n « (n-1)! = nl Einsen und die Behauptung
ist bewiesen.

Aufgabe 2
0.B.d.A. habe der Umkreis um das Viereck AMLK neben L einen wei-

teren Schnittpunkt P % L mit der Strecke BC. Dann ist

<BCN = <x BAN (Peripheriewinkel Gber gleicher Sehne). Analog
gilt <~MAL = < MPL. Da AL Winkelhalbierende ist, gilt

<BCN = < BAL = <k MAL, Daher ist < MPL = < BCN und folglich
PM || NC. Analog beweist man KP Il BN.

FOr die Trapeze BKPN und NPMC gilt

Saxe = Snpe U9 Spnr * Scrm
und folglich S,gs = Spenyme

Aufgabe 3
Wegen xf + xg + eee * x,z.‘ = 1 gilt nach der Cauchyschen Ungleichung

Ixgl + 1X5] + wos + Ixp '-‘\/xf + xg +oeee x'zI o\/n =y/n.
Folglich liegen alle Summen der Form a, « Xy + «eo 8, X,

mit a, ¢ {0, 1, eses k=1} in einem abgeschlossenen Intervall
der Lange (k-1) *\/n. Dieses Intervall kann mit k" - 1 abge-
schlossenen Teilintervallen der Linge

k=1) +Vn

k" -2



Gberdeckt werden. Nach dem Schubfachprinzip gibt es mindestens
zwei Summen, die im gleichen Teilintervall liegen. Der Absolut-
betrag ihrer Differenz darf die L!ngo dieses Teilintervalls nicht
Gberschreiten. Mithin gibt es

8y c €{0, 1, £2, 0o, # (k1)) mit

k=1) +Vn

8y * Xy +8; ¢ X, + 00s +B X
[1 1 2 2 n k" -1

Aufgabe 4

Angenommen, es gibt eine Funktion f(n) mit den angegebenen Eigen-
schaften.
Dann gilt fOr alle n e¢lN

(]
f(n + 1987) =#(f(f(n))) = f(n) + 1987
und per Induktion
f(n + 1987 « k) = f(n) + 1987 « k fir alle k ¢ INO. (%)
Zu jedem n ¢ INg eei M, = {n, f(n), f(f(n)), ees}e
Ist m M), so ist sicher M, & M .
Es seien M“"l diejenigen Mengen, die nicht erweiterbar sind.
Wir haben
M= {n + 1987 « k : k eINJu{f(n) + 1987 « k 5 k € | Ny}.

Jede Menge Mn * enthalt Ele-anta aus hbch-tons zwei Restklassen
modulo 1.987.

Ferner ist f(n) + f(m) fir n+m, denn aus f(n) = f(m) folgt
m+ 1987 = #(f(m)) = £(7(n)) = n + 1987,

Also 1st M *n M"- ¢ far n + m.

Da sémtliche Restklassen modulo 1987 in den Mengen M* vorkommen
(man lasse nur n die Menge {0, 1, ..., 1936} durchlaufen) und
1987 ungerade ist, kann eine der Mengen M nur Elemente einer

Restklasse enthalten, d. h. fdr ein gewiaoe. ng € INO gibt es
ein 1 ¢ IN mit

f(no) -’ ng + 1987 . 1,



Damit ist zusammen mit (x)

ng + 1987 = f (f(y)) = f(ng + 1987 « 1) = f(n,) + 1987 . 1
= (ng + 1987 . 1) + 1987 . 1,

Es folgt 2 1 = 1 im widerspruch zur Ganzzahligkeit von 1.
Also gibt es keine Funktion mit den angegebenen Eigenschaften.

Aufgabe S5
1, L3dsung
Von den Punkten P, (1, 12) mit 1 = 1, 2, .es, N liegen offenbar

keine drei auf einer Geraden.

Da y = x2 konvex ist, laBt sich der Flacheninhelt vom A PyPyPy
(1 < J < k) als Summe von Trapezflichen darstellen und man
erhilt

2 _,2 2 _ .2 2 _,2
o el R G Ty S CEOT

also ist A rational
A Ptpjpk .

Schlieslich et FiF5 = (12-14%)% + (3-0)% = (3-1)2 [(341) + 1],

R AR V)2 s+ 1.

Angenommen, F’_FJ ist rational. So ist auuh\/(;ﬂ.)2 + 1 rational,
d. h., es gibt p, q¢Z, q+0, (p,q) = 1 mit

(143)% + 1= B,
(101)2 +1 = E;sz.
q

2

Mithin ist q2 | p© und q = 1, also (101)2 +1= pz.

Nun ist aber
(3+1)% < (3+1)% + 1 = p? < (ye141)?
d. he, pz liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quadratzahlen.
Aus diesem Widerepruch folgt, daB unsere Annahme falsch ist,
de he, F*FJ ist irrational.
2, Ldsung
Es sei m oine natirliche Zahl = 1, Wir definieren einen Winkel
¥ durch



2
¥ 2 m m- -1
sin-z--—z-—' +1undcos-£—-—2——- o

2
was wegen (:2-2—'1:)2 + (Ez-—‘:—:-)2 = 1 mbglich ist. Da

1im 28
m =% n° + 1

daB n ¥ < 7 ausfallt.

= 0 ist, kdnnen wir m derart groB wihlen,

Offenbar sind sin - und coe % rationale Zahlen.

Nach der Moivreschen Formel [cos K« + i sin K« = (cosx + 1 eina )KJ
1&8t sich sowohl cos K x als auch sin K« als Polynom in cos «

und sin x mit ganzzahligen Koeffizienten darstellen. Folglich

ist sowohl cos K -5- als auch sin K -!- eine rationale Zahl,

Auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius 1 wihlen

wir die n Punkte P;, Py, ..., P, derart, daB < Py MP
ist (siehe Abb,).

i+1

Man beachte
FPMP = (n-1) P < 7 .

Nun liegen offenbar keine drei Punkte auf einer Geraden.
Weiter gilt

F:P;z-12+12-2-12c01((j-1))°}-2(1-c°l((1-1)?’”

=2(2etn®((1-1)F))=(20n ((31-1)F))2
also wegen 0 < (j = 1)-£F-<nr<7y

PIP?- 2 ein ((§-1)F).

Da\/2' irrational und sin ((3 - 1) -f- ) rational ist, ist Fipj
irrational,

10



Der Fliacheninhalt des Dreiecks A P’_N’J ergibt sich zu

2
3 etn ((3-1)7r) . Aleo tet far 1< § <k

A = A + A - A '
A P’.I’Jl’k A F’.MPJ A ijk A Piwk

=% otn ((3-1)¥) + & stn ((k=3)7) - & sin ((k-1)¥)
rational.

3. Losung

Wir beweisen die Aussage mittels Induktion nach n.

wir definieren Punkte vom Typ P, (1, Y!.)' Yy € Z,1=1,2, eoes
mit den geforderten Eigenschaften.

Da wir nur Gitterpunkte betrachten, sind alle Flacheninhalte
rational, etwa nach

Yi

1
A = J vy 1| .
APP.P 3
13k
kyk 1
Fﬁrn-Svﬁhlomanz.B.y1-0,y2-1,y3-3.

Wir nehmen an, wir haben schon n Punkte mit den gewinschten
Eigenschaften.

Wir zeigen, daB es ein geeignetes y ., € Z, d. h, einen geeigne-
ten (n+1)-ten Gitterpunkt mit der x-Koordinate n+1 gibt.

Die ersten n Punkte definieren genau (r21) Geraden, d. h., hdchstens
endlich viele Gitterpunkte mit der x-Koordinate liegen auf schon
existierenden Geraden. Also gibt es ein yr(‘gze Z , so daB keiner
der Punkte (n+1, ynﬂ.) mit vy - yr(‘sl mit zwei der ersten

n Punkte auf einer Geraden liegt.

PP = (2-)% (v - v
Sei Y,(,ﬂ = (ne1-1)% + 1+ y; for i =1, 2, ooy ne
Far Yo+l a yrﬁ). ist

Yner > n+1-:|.22 +L. Yie

(n#1-1)%< 2(y, 4 = v4) - 1

(ne1-1)% & (yppq = Y402 < (Vpag = ¥4 *+ D%

11



d. h.

2
(Ynea = ¥1)° < FPISS < (Yneg = vy * 02

Wie in der 1. Ldsung zeigt man nun, daB Fipnol nicht rational
sein kann,
Nun wihle man sich eine beliebige Zahl
(1)

max .
ie{o, 1, ..., n} Yne1
Der Punkt Pasg (n+1; Yn+1) 18t nach Konstruktion ein geeigneter
(n+1)=ter Punkt.

>
Ynes =

Bemerkung: Es gibt zahlreiche weitere Konitruktiononbglichkeiton,
Z. B. n Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden liegen
im Gitter

'-{(x, y) : x =V2p ¢ k,y =\/2p ¢ 1, k, 1€{ 1, ..., nz}} v

wobei p > 4n4 eine Primzahl sei, oder

-{e+oc-asy.8:x, ye }, wobet orund 4
Vektoren mit |a|=\/2', |4 «\/F sin <+ (a,b) = === .,

Ve

Aufgabe 6

Wir beweisen die Behauptung indirekt.

Wir nehmen also an, es gibt eine natlirliche Zahl 1, so daB
12 . l+n

keine Primzahl ist. Gibt es mehrere solcher Zahlen, so bezeichne

1 die kleinste dieser.

Dann ist nach Voraussetzung

\V § <l3n- 2,
und fur jede ganze Zahl k mit 0 = k = 1 - 1 ist

2

k® + k +n

eine Primzahl,
Sei k eine beliebige ganze Zahl mit 0 & k = 1 - 1,
Nun ist

(12414n) - (k2+ken) = 12 - k2 4 1 = k = (1-k) (L+ks1),

d. h., ist l-k bzw. l+k+1 Teiler von 12+1+n, 80 ist l-k bzw,
1+k+1 auch Teiler von k2+k+n.

12



Wegen. 1 S 1-k & (n-2) - k < k2+k#n
und 1< 1+kel S (n=2) + kel < kZ+ken

ist 1~k (auBer fir l-k=1) und auch l+k+1 kein Teiler von k2+k+n
und damit auch nicht von 1201+n.

Durchlauft k die Zahlen O, 1, .., 1l=1, so (1l=k) und (l+k+1) die
Zahlen 1, 1-1, .., 1 und 1+1, 142, .. 21,

<

Folglich hat 12414n keinen Teiler = 21, Far den kleinsten Prim=
teiler p von 12+1+n gilt also p a2l +1.

Da 1z+1+n mindestens zwei Primteiler hat, gilt offenbar

p2 & 12414n,

logen\/? < 1 folgt schlieBlich
124140 = p2 2 (2141)2 = 41244141 > 12414(31%) > 12414n.

Wegen dieses Widerspruchs muB unsere Annahme falsch sein, d. h.,
die Behauptung ist bewiesen.

Bemerkung: Interessant ist die Frage nach den n, fir die die
Prémisse erfdllt ist, Man findet leicht n = 3, 5, 11, 17, 41,

FOr die letzte ist die Aussage aus der Geschichte (Euler) wohl-
bekannt.

Eine Computersuche ergab, daB es keine weiteren geeigneten Zahlen
n bis 100 000 gibt!

Ein Beweis dafiir, daB tatsiéichlich nur 5 geeignete n's existieren,
steht noch aus.

Aufgabe 7
Beweis durch Induktion dber n. 2

a) Sei n = 5, Der Graph mit [ %— + 2 = 8 Kanten entstehe durch
Weglassen der Kanten k und k' aus dem vollstandigen Graphen
Kg mit (%) = 10 Kanten, 0.8.d.A., darf man k = ce, k' = cd bzw,
k = ec, k' = db annehmen, und die Behauptung ist richtig.

Sei n H 6. Bekanntlich gilt fir die Gesamtzahl E der Kanten
und den Grad d1 des Punktes i, 1 = 1, ..., n:

idL-Z-EOZD([aiJOZ).
i=l

13



b)

14

Daher gibt es ein j mit

Streicht man den Spieler j und betrachtet die E' bereits
zwischen don restlichen n-1 Spielern gespielten Partien, so
gilt far n H 6, n& 7:

2
2 2 2[":]04 2
E'-[g_]+z-dji[£_J+z-[.rT. :-‘"_‘LL.z, (1)
und daher gibt es nach Induktionsvoraussetzung die behaupteten
funf Spieler bereits unter den restlichen n-1 Spielern. Die

letzte Ungleichung in (1) erkennt man fir n % 7 leicht durch
eine Fallunterscheidung n = 2p bzw. n = 2p+1,

2
Sel G ein Graph mit n = 7 Knoten und E = [;—] + 2 = 14 Kanten,

Gibt es in G einen Knoten x vom Grad = 3, so hat G-x mindestens’
2

11 = [%—} + 2 Kanten, enthalt also die bshaupteten funf Kno-

ten.

Hat in G jeder Knoten einen Grad = 4, so ist wegen

S

2: di = 2E =28

i=1
dy = coo = d, = 4, Damit hat im komplementaren Graphen & jeder
Knoten den Grad 2, d. h., G besteht aus Kreisen mit Jeweils
= 3 Knoten. Da 7 = 7 und 7 = 4 + 3 die einzigen Partitionen
in Summanden = 3 sind, hat 0.B.d.A. & die Kantenmenge
12, 23, 34, 45, 56, 67, 71 bzw. 12, 25, 61, 34, 45, 57, 73
und in beiden Fillen ist 13, 35, 51, 14, 46, 61 die gesuchte
Kantenmenge in G. Damit ist die Behauptung fir alle n a 5
richtig.

Mége G aue dem vollstdndigen bipartiten Graphen KP q’
.

P 3 -[%] e q= [%] durch Zufiigen einer weiteren Kante k
entstehen, 2
Dann hat G genau [;—] + 1 Kanten und s&mtliche Dreiecke in G

enthalten k. Also gibt es die oben genannten Knoten in G
nicht,



Aufgabe 8 )
Wir formen die Gleichung &quivalent um (x % O):

2
(x+%) +n(x+%)+b-2-0.

Fir z = x + -1-' (lz| a 2) ergibt sich

zz+nz¢.b-2-0

mit den Nullstellen zZ3,2 " % (-a +V/ a2-4b+8).

Mit' der Unterscheidung der Félle (D = a2-4b+8)

1. D <0, 2, D=0, 3.0 >0 sowie fir diesen Fall noch
die Betrachtung der Werte o.B.d.A. 2z, > Z, beziiglich des Inter-
valls [-2;2] ergeben sich folgende reelle L&sungent

1. Fir 4b > 8248 keine Ldsung
2. FOr 4b _a+8, lal = 4 eine Vierfachldsung
lal > 4 zwei Doppelldsungen
lal] < 4 keine Ldsung
3, Fir 4b < a2+a, |bs2| < 2 lal zwei einfache Ldsungen
b+2 = 2 lal, O<lal<4 eine Doppelldsung
b+2 = 2 l|a, lal > 4 eine Doppel=-, zwei
Einzelldsungen
b+#2 = -2 |al# O eine Doppel-, zwei
Einzelldsungen
b+2 = -2 |al= O zwei Doppelldsungen
b+#2 > 2 la, lal>4 vier Einfachldsungen
b+2 > 2 |al, lal<4 keine Ldésung
b+2 < =2 lal| vier Einfachldsungen
Aufgabe 9 (nach A. Siebert)
Es sei d = (b+c-a) g= (b2+c2-az)
e = (a+c-b) h = (a2+c2-b%)
f = (a+b-c) k = (a2+b3-c?)
Py= (dof)2 20 Po= ghk

Angenommen, von den Zahlen g,h,k sei 0.B.dsA g nicht positiv,



1. g -0==>P2-0==~P1 Pae

2. g <0 2.1. For h,k

>
a
Zogilrp, S0 —P, 2P,
2,2, Fir o.B.d.A. h <0 gilt
0 > gthm2c220 wid.
Bleibt der Fall, daB g,h,k positiv sind.

Wir zeigen, daB (ds)z H gh =0 gilt,

(de)? = ((c+(b-8))(c-(b-a)))? = (2 - (b-a)3)",
(1)
oh = (c®e(b-02))(c%-(b%-a2))) = o*-(b2-a2).
Aus 2k
-202+Z(bz+az)

0 folgt

0 und mit (b~|-z|)2'|-(b-n)2 - z(bguz)
-(b+a)? | +(b-a)2
-(b+a)?(b-8)2 [4+c? -

c‘-(bz-az)

— -2(:24-(b-a)2
==(-2c24(b-a)2)(b-a)2
=c*-20%(b-a)24(b-a)*
Mit (1) gilt die Behauptung.
Analog gilt (df)2 gk
' (ef)2 hk
- (def)4 (ghk)?
2 ghk = ghk

SV BV BV BV BV

0 und

"V av

0.

= (def)

BV @V sV EV av

=P, P

20
Aufgabe 10 (nach A. Hinrichs)
Es se1 AC = x, CD = y, DB = z,
== p = xyz(x+y)(y+z)(x+y+z) und wegen X+y+z = 1
===p = Xyz(x+y)(y+z).
3 (3+VB) §(1+vE) } (345)
- o X = Y T
7 (3+V8) 3 (1V5)  § (30/5)

—

z (x+y)(y+z)

(1) = F+/BE2(AwE)P =(3(3+/5)x) (§(16vB)y) (§(34v8)2) (xay)(ysz).

16



Auf die rechte Seite wenden wir das geometrisch-arithmetische
Mittel an und erhalten

#(3+/B)2(14/8)P = (p5(54/5) (xey+2))® = ( 5(5+/5))°

(3¢5+/8))° "
R YTWoLTIY o V5

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn in (1) alle Faktoren
der rechten Seite gleich sind, d. h.

3(3+/5)x = F(14/8)y = §(3+4/5)z = (xsy) = (y+2)
-—x m Z

B x = s

und mit x+y+z = 1 ergibt sich

—y

X=za= .}5(5-/5)
y= é\/s_'.
Die Probe bestatigt die Richtigkeit des Ergebnisses.

Aufgabe 11 (nach M. Welk)
Nach Beseitigung der Symmetrie lassen o0.B.d.A. x und y den
gleichen Rest modulo 2 und sei x-y nichtnegativ.

= a= 551 ist eine ganze Zahl und
=k = 551 eine nichtnegative ganze Zahl.

== x = a+k, y = a=k und aus x+y+z = 8
z = 8-2a
— (a+k)3 + (a-k)3 + (8-2a)> = 8
—= 6a(a2-16a+64-k2) = 504.
Da a = 0 keine L3sung von (1) ist, erhalten wir

32-165464-k2 = g}
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Der linke Term ist offensichtlich ganzzahlig, folglich muB es
der rechte Term auch sein. Wir setzen fir a alle mdglichen Teiler
von 84 ein und untersuchen die Gleichung

k% = a% - 16a 4 64 - 22,
Nur ein Paar (a,k) ganzer Zahlen mit k = O erfallt die Bedingung
(2), dies ist das Paar (12,3). Damit ergibt eich die Ldsung

x = 15, y=9, zZ = =16,

Berlckeichtigen wir jetzt wieder die Symmetrie des gegebenen
Gleichungssystems, so ergeben sich genau sechs Ldsungen (X:Ye2)
als Permutation von (15,9,-16).

Die Probe bestatigt leicht die Richtigkeit der Aussage.

Aufgabe 12
Offensichtlich erfallen elle Zahlen
Mg = 885008, mit a, = 8 ® «co = a, = 0 die Bedingungen. (1)

Sei M, eine weitere solche Zahl, My = 848500080

Maog = 885850008 4
— n
10 M 4 = 8,858,008, 8, = 10" + Mo

=a, 10" + k Moo

Da a, und k aus der Menge {1,2,...,9} eind und M__, eine
n-stellige periodische Zahl ist, ist

s ’
IS:F eine Zahl < 1 und periodisch, ohne gewisse Vorziffern. } (2)
a

Fir 10-k € {1,2,4,5,8} (berzeugt man sich schnell, da8 TS:P im
Widerspruch zu (2) keine neuen Zahlen Mg liefert.
FOr 10-k € { 3,9} entstehen nur solche unter (1) genannten Zahlen

Moe
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Fir 10~k = 6 entstehen neben schon in (1) genannten Zahlen fir

;335 noch die folgenden Briche: - 0,1888...
- 0,5 und
- 0,8333... .
Diese stehen jedoch im Widerspruch zu (2).

FGr 10-k = 7 entstehen fir ®n/10-k die Briiche
a) 0,T32857 — M __, = T228E7.007 = M, = F2BE/L...T

b) 0,ZBVIE = M, _, = TESVIA A = Mg =
o) 0,7TETT = M__, = FEITT — My = BETIAd
d) 0,57IF% == M _, = STIATo.B == My =

o) OVITWE = M, = TIAWE..5 = w, = TaZB7...7
f) 0,B5VIAZ = M__, = BSVIAZ. 2 ~= M, = STIATE.LLE.

Fir die Falle a), c), d), e) und f) gibt es eine Zahl M,,

< <

1% isn-1, mit M, = ees2 > Mg, Damit ist M, kein Teiler

von Mg, Wid.
Far den Fall b), M _, = ZB57I4.0.4, M, = B57142...2 ist

M2 = 713285...5.
Mo

_,,1<n—<2 wid.
2

Damit erfGllen nur genau die unter (1) genannten Zahlen
geforderte Bedingung.

Aufgabe 13
Bezeichne (a,b) den ggT von a und b, So gilt:

(1) (agap_q) = 1

(2)  Bpk = 84187 * APnoge

(3)  (8pye8n) = (Bga2y)e

Beweis von (1): Es gilt (32'31) =1 (a2 = 4),
Aus (8, _ 4. a,_p) = 1 folgt wegen

a = 4a

b h-1 * 8. sofort

(a, an.1) = 1. qed.

die
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Bewels von (2): (Induktion Ober k)
1. Fir k = 1 ist die Behauptung klar,

2. Gelte a .. = &, .8 + a8 1.

Bnsker " 48nai * Bnipan
=4 (8,080 * 88, ) + g, +ay g8,
- (4.‘“1 + ’k)'n * (4.ak + 'k-i).n-l

%+2%n * %41%n-1° qed.
Beweis von (3): (am_k,an) = (ak‘ua" +aa 40 8,)
= (agay_q. ap)
= (8,,8,)  (wegen (1))
" qged.

Bei der Abarbeitung von (3) handelt es sich um den Euklidischen
Algorithmus fir die Bestimmung des ggT fdr die Indizes.

— (21986:%891) * 8(1086,6801) = 23 = 17
== Die gemeinsamen Teiler von ay4g¢ und 25891 sind
-17, -1, 1 und 17,

Aufgabe 14 (nach A. Siebert)

Es sei stets i€ (1,2},

Weiterhin sei My der Mittelpunkt des Kreises Cy» M der Mittel-
punkt der Strecke M;M,, A der Mittelpunkt von AJA; und P der
Mittelpunkt von P?P_.

Der Kreis C; wird um ﬁ—iﬂ'verochoben. Dabei sei bei dieser Ver=-
schiebung ci' das Bild von Cy» "1' das Bild von Mys Ay° das Bild
von A;, P;' das Bild von P;. M das Bild von M, A' das Bild von A
und P' das Bild von P.

Nach der Definition der Verschiebung bzw. wegen ﬁ;ﬁ.o- M—zﬂ’- o
(Nullvektor) gilt:

Mi-Mé-M'-M,A'-AundP'-P.

Es sei g die Mittelsenkrechte von AjPje Da MAT = MFT gilt, liegt
M auf g. Da andererseits A7 = MFE und KJ.IF:I.' I gﬁz' gilt, ist g

senkrecht zu AéPé und sogar Mittelsenkrechte von x;p'. Die Drei-
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