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Zur Uberpriifung und Fehlersuche verwendet man vielfach MeBeinrichtungen, die die
MeBergebnisse charakteristischer Groflen auf einer Bildréhre oder auf einem Papier-
streifen als Kurven wiedergeben. Mit diesen Oszillographen kann man schnell wechselnde
Vorgiinge, z. B. Stréme in elektrischen Anlagen, Krifte in Maschinen, messen.

Das Bild zeigt ein solches Priifgeriit, in em Fall einen Lichtschreiber aus dem

VEB MeBgeritewerk Zwonitz, beim Aufzeichnen des Krifteverlaufs an einem Walzwerk.




Winkel und Winkelmessung
1

Wir haben Winkel durch Drehung eines Strahls in mathematisch positiver Dreh-
richtung um seinen Anfangspunkt erzeugt. Das Original h und das Bild k bei einer
solchen Drehung bilden ein geordnetes Paar von Strahlen (h, k). Dementsprechend
legen wir fest:

DEFINITION: Ein Winkel ist ein geordnetes Paar von Strahlen mit gemeinsamem
Anfangspunkt.

Nach dieser Definition gibt es zu je zwei Strahlen h und k genau zwei Winkel, nim-
lich die geordneten Paare (h, k) und (k, h).

Denkt man sich eine Drehung, die dem Winkel < (h, k) entspricht. praktisch
durchgefiihrt, so dreht sich dabei der Strahl h im mathematisch positiven Dreh-
sinn um S bis zur Deckung mit &k (Bild A 1). Hierbei wird das Gebiet E, iiber-
strichen. Im Falle des Winkels <t (k, h) dreht sich der Strahl k um S bis zur
Deckung mit h, wobei er das Gebiet E, iiberstreicht.

Schenkel

Scheitel

Al

Auf Grund der Definition einer Funktion als Menge geordneter Paare kiénnen
wir einen Winkel als geordnetes Paar einer Funktion auffassen; denn bei einer
Drehung der Ebene im mathematisch positiven Sinn wird jedem Strahl eindeutig
wieder ein Strahl zugeordnet.

Beschreiben Sie im Bild A 2 alle durch je zwei beliebige Strecken bestimmten
Winkel a) mit dem Scheitel 4 und b) mit dem Scheitel S mittels Drehung, und

bezeichnen Sie die Winkel in der im Bild A 1 angegebenen Weise!
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Jedem Winkel wird eine reelle Zahl als Maf zugeordnet. Der identischen Drehung
(die Schenkel des Winkels fallen zusammen) wird die Zahl 0 zugeordnet.

Beim sogenannten Gradma8 wird dem Vollwinkel (ein Schenkel hat die Ebene ein-
mal vollstindig iiberstrichen) die Zahl 360 zugeordnet. Dem n-ten Teil eines Voll-

winkels wird die Zahl 890 (n reell und gréBer Null) zugeordnet. Die Einheit des
n

GradmaBes ist also der 360ste Teil des Vollwinkels und wird mit 1° bezeichnet.
Durch fortgesetzte Konstruktionen von Winkelhalbierenden erhilt man Winkel

1
mit den MaBen 90° > (n=0,1,2,...), aus denen man Niherungswinkel fiir alle

Winkel zusammensetzen kann. Auf diese Weise liBt sich jedem Winkel mit
beliebiger Genauigkeit ein Maf3 zuordnen.

Man kann zeigen, dal durch dieses Verfahren jedem Winkel genau eine reelle Zahl
zugeordnet wird.

Erweiterung des Winkelbegriffs

1. Ein Strahl moge die Ebene teilweise oder auch ganz zum zweitenmal iiber-
streichen und sich in einer Lage befinden, der bei der ersten Umdrehung das
MaB « zugeordnet war'. Dann wird dem durch diese Drehung entstandenen
Winkel das MaB« +- 360° zugeordnet, bei der dritten Umdrehung x -+ 2 - 360°,
bei der (n + 1)-ten Umdrehung « + n - 360° (Bild A 3 a).

2. Entsteht ein Winkel durch Drehung im mathematisch negativen Drehsinn, so

wird dieses durch Vorsetzen eines Minuszeichens vor die MaBzahl gekenn-
zeichnet (Bild A 3 b).

positive Winkel ) ey negative Winkel

Ausgangslage

3.00+2-360°

-.Endla 3
; g
| 2.06,=- 35%360°)
3. 053=-3522.360"|

Winkel, deren GradmaBe sich nur um ein Vielfaches von 360° unterscheiden,
heilen dquivalente Winkel und bilden jeweils eine Klasse.

In jeder Klasse dquivalenter Winkel gibt es einen, dessen MaB x zwischen 0° und
360° liegt (0° = & < 360°). Das MaB dieses Winkels wird Hauptwert der jeweiligen

Klasse dquivalenter Winkel genannt.

1 Wir bezeichnen oft den Winkel selbst und sein GradmaB durch gleiche Variuble (im allgemeinen durch griechische
Buchstaben).




a) Winkel von 2652° und 1572° sind #dquivalent, denn es ist
2652° — 1572° = 1080° = 3 - 360°.

b) Winkel von 1370° und 5204° sind nicht dquivalent, denn es ist
5204° — 1370° = 3834°, und 3834 ist nicht durch 360 teilbar.

¢) Winkel von — 3280° und 320° sind dquivalent, denn
320° — (— 3280°) = 3600° = 10 - 360°.

Untersuchen Sie, ob Winkel mit folgendem GradmaB iiquivalent sind!

a) 537°; 928°

b) 1370°; 2090°
¢) 2783°; — 4583°
d) — 6345°; 8415°

Das Bogenma8 arc x (arkus alpha) eines Winkels « ist die MaBzahl der Bogen-
linge, die dieser Winkel o als Zentriwinkel in einem Kreis mit dem Radius 1 LE
aus dem Kreis ausschneidet. Da hiernach ein Vollwinkel von 360° das Bogen-
maf} 2 7 besitzt, ergibt sich fiir einen beliebigen Winkel vom GradmaB « die
are x

PE

Hieraus ergeben sich die beiden Umrechnungsformeln

Beziehung # =

180°

n
arcx = —— = arc x
180°

Auf Grund dieser Formeln ist jedem beliebigen Winkel (auch solchen, deren Grad-
maB kleiner als 0° oder groBer als 360° ist) umkehrbar eindeutig eine reelle Zahl
als BogenmaB zugeordnet.

a) x = 90° b) x =1° €) a = 3524°
k44 o _ % s e T o
arcx = W-QO arc o« = Ja5s 1 arc & = Jo0s 3524
7 7T 3
= LT 1= . 4000 =
arc ) arc « 180 U 200 4001 60
arcx ~ 1,5708 arc & A 0,0175 arcx &~ 61,67
Ed
d) arca = - e) arcx = 1 f) arca = —23
180° 180° >
_— 80° =« - 80‘1 /x=~——180 .93
7 3 n n
. 180
o = 60° « ~ 57,3° U: — +20=1200
& ~ —1317°

Aufgaben a 1 bis 25



Die Funktionen mit den Gleichungen y = sin x und y = cos x
2

Bei einem auf einer geneigten Ebene befindlichen Korper mit dem Gewicht Fg
gelten die folgenden Beziehungen (Bild A 4):

F, _h
Fe 1
h
F=(7) R
und
R_*
F¢ ]
b
Fz—(T)'FG A4 | b* J

Hierbei sind F; und F, die Komponenten des Gewichtes F¢. Diese beiden Kom-
ponenten hiingen bei gegebenem Gewicht F¢ nur vom Winkel ab, unter dem die

h b
Ebene geneigt ist. Die Verhiltnisse — und T sind néimlich auf Grund des Strahlen-

1
h  h* #

satzes bei gegebenem Winkel konstant (—I— =T % = ?—')
Jedem Winkel ist also jeweils ein bestimmter Wert des Quotienten ]IL bzw. % zu-
geordnet, d. h., dieseQuotienten sind demnach Funktionen des Winkels. Diese Ab-
hingigkeit der Verhiltnisse vom Winkel wird durch keine der uns bisher be-
kannten Funktionen erfaBt.
In einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit gleichgeteilten Achsen sei ein
Kreis mit dem Radius von r Lingeneinheiten gegeben (Bild A 5). Der Schenkel k
des Winkels < (u, k) mit dem MaB x moge den Kreis im Punkt P schneiden, der
die Abszisse u und die Ordinate v besitzt.
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DEFINITION: sin x = —
Def T

€08 x

Def T

(x beliebig reell)
(r > 0, reell)

Durch die Gleichungen y — sin x und y = cos x sind auf der Grundlage dieser
Definition zwei Funktionen bestimmt, namlich die Menge der geordneten Paare
[x, sin x] bzw. [x, cos 2] mit — 00 < x < + 0. Sie werden Sinusfunktion bzw.

Kosinusfunktion genannt.

Die Definitionshereiche dieser Funktionen sind Mengen von reellen Zahlen, also
keine Winkel. Da aber in diesem Fall die reellen Zahlen als MaBzahlen von
Winkeln aufgefaBt werden, kann man diese Funktionen auch Winkelfunktionen

nennen.

Aufgaben a 26 bis 28

Spezielle Funktionswerte
3

. 3
Die Funktionswerte fir x — —

(7 Bild A5). =

a) x:%n,also P(0;—r)

v —r
siny = —=—=—1
r r
u 0
csx=—=—=0

r r
7
c) x:—E,also P(0;—r)
v —r
siny =—=—=—1
r r
u 0
cosx =—=—=1_
¥ g

7T 4
7, * =@, x = — — sollen ermittelt werden

2

b) x = =, also P (—r;0)

sin x

cos x

EEEE Y

0
= — =10

r
et A

r

Begriinden Sie in gleicher Weise und unter Nutzung der Kenntnisse iiber dqui-
valente Winkel die Angaben der folgenden Tabelle!

k —4 —3 —2 | —1 0 1 2 3 4
4
£ 3 Ed Ed 3
x—k-2 —2z 7| —= =5 0 = |5 2n
sin x 0 )| 0| —1 0 1 0] —1 0
cos x N 1 0 —1 0 1 0 —1 0 1




k an 4n + 1 4n 4 2 4n + 3

T o ki N - 3
x:k~? n ne2x+ 5 n-2n+an n-2n+5n
sin x 0 1 0 =1
cos x 1 0 —1 0

Graphische Darstellung der Sinus- und Kosinusfunktion

4

Wir wihlen einen Kreis, dessen Radius eine Lingeneinheit miBt, bei dem also die
MaBzahl der Linge des Radius gleich 1 ist (r = 1). Dann nehmen die Definitions-
gleichungen fiir den Sinus und den Kosinus eine besonders einfache Form an:

v

sin x = — =

r

e

u
€08 x = — =
r

K]
Il
s

(r=1)

A6

=sinx; 05x S2q
J i

™
il

e J

4

ir 2 2 x

5

&I

X 57

£

Xs( X809

[

Man kann die Funktionswerte direkt
als Ordinate v bzw. als Abszisse u des
Punktes P (u; v) der Zeichnung ent-
nehmen. Ein Kreis, dessen Radius die
Linge einer Einheit besitzt, wird Ein-
heitskreis genannt (Bild A 6).




Funk lauf im Grundintervall 0 = x < 2

. " Eud Eid 3 3
Definitionsbereich 0£x§7 ?gxgn nixf?n §1§x§2n
‘Wertevorrat 0=sinx=1 Zsinx=0|0=sinx —1 <sinx
von y = sin x =—1 =0
M ieverhal monoton monoton monoton
von y = sin x wachsend fallend fallend wachsend
‘Wertevorrat 1=cosx=0|0=cosx —1=cosx |0 =cosx
von y = ¢€os X =>—1 =0 <1
M . hal monoton
von y = cos X fallend fallend wachsend wachsend

Wir untersuchen die genannten Eigenschaften der Sinusfunktion im Intervall
0<x=< —in Bei VergroBerung des WinkelmafBes x vergroBert sich kontinuierlich
die Ordinate v des Schnittpunktes des Schenkels k mit dem Einheitskreis, d. h..
die Funktion ist monoton wachsend. Gilt x < —;L, soist v < 1 und folglichsinx < 1.
Giltx = —g,soistv = r=1und damitsin x = 1. Dastets gilt v < r,istsinx < 1.

Alle reellen Zahlen y (0 =< y =< 1) werden im Intervall 0 < x < % von der Sinus-
funktion tatsichlich angenommen.

Es sei y, eine beliebige Zahl aus diesem Intervall. Die Gerade v = y, schneidet den
Kreis (Bild A 7) bzw. beriihrt ihn im Fall y = 1. Durch diesen Schnittpunkt ist
der Schenkel eines Winkels <t (u, k) eindeutig festgelegt. Zu diesem Winkel gibt

es genau eine reelle Zahl xy mit 0 < x, < g als BogenmaB} dieses Winkels. Diese

Zahl x, hat die Eigenschaft, daB gilt sin xy = y,. Fiir dquivalente Winkel erhilt
man gleiche Funktionswerte, da dquivalenten Winkeln der gleiche Schnittpunkt P
mit dem Einheitskreis entspricht.

A7

In den Intervallenk-27 = x < (k + 1) 27 (k ganzzahlig) erhalten wir dem-
nach den gleichen Funktionsverlauf wie im Grundintervall 0 < x < 2 (Bild A8).
Man sagt, die Funktionen sind periodisch mit der kleinsten Periode 2. Das kann
folgendermaBen ausgedriickt werden:

sin (x + k*27) = sin x3 cos (x + k*27) = cos x

10



Y
= 1 | | |
! i | 1 ‘
-1 o o 7% SN
] I I

Bestimmen Sie im gesamten Definitionsbereich der Sinus- und der Kosinus-
funktion deren Wertevorrat und deren Monotonieverhalten!

Entscheiden Sie auf Grund Ihrer Kenntnis iiber den Wertevorrat, welche der
folgenden Gleichungen eine Losung hat!

1
a) sinx = —3 b)2cosx:5 ¢) sinx-cosx =0
d) 4sinx +3cosx=8 e) —5cosx+4=0 f) sinx-cosx =1

Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Gleichungen!
a) sinx = 1 b) cosx =0 c) cosx=—1 d) sinx=10

Aufgaben a 29 bis 36

Funktionen mit Gleichungen der Form y = a sin x; a reell
5

y=asinx a reell

y=15sinx

Y=05sinx

5 X
ONT~2E i gssin
NV
Y -
N~ Y=-15sinx
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Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = 2 sin x, indem Sie, ausgehend vom Bild
der Funktion y = sin x, jeweils dle Funktionswerte durch Verdopplung der
Ordinaten ermitteln!

Wie erhilt man das Bild der Funktionen y = —sinx,y = 4sinx,y — — 3sinx
aus dem Bild der Sinusfunktion ? Orientieren Sie <1ch am Bild A 9!

Zeichnen Sie folgende Paare von Funktionen im Intervall 0 < x < 27 in ein
gemeinsames Koordinatensystem!

1
a) y =sinx b) y = 3sinx c) y= 3 sin x

<

y = —sinx y=—3sinx v:-—;sinx

Aufgaben a 37 bis 43

Funktionen mit Gleichungen der Form y = sin bx; b + 0 reell
6

Die Funktiony = sin 2 x soll im Intervall 0 < x < 27 graphisch dargestellt wer-
den (Bild A 10).

b#0, reell

__y=sin2x
—

7%
 Definitiongbereish: ===< x < oo, Wertevorrat: ~15y 57
ke e

Alo
7 i 3 5 3 7
x 0 T 5 Tn n -4—.-1 ?7 2n
i 3 5 7
2x 0 2 L. ?n 2 " 3n —n| 4n
sin 2x 0 1 0 —1 0 1 0 —1 0
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Betrachten wir ein belichiges Argument x, des Intervalls, so erkennen wir, daB

. " " . . . Xo
der Funktionswert, den y = sinx bei x; annimmt, von y = sin 2 x bei £ an-
genommen wird :

. X .
sin 2 (70) = sin xg.
Die kleinste Periode der Funktion y = sin 2 x ist folglich .
Weisen Sie nach, daB8 der Funktionswert, der von y = sin x bei xo angenommen
wird, von y = sin T bei 2 xy angenommen wird! Zeichnen Sie die Funktion im

Intervall —4 7 < x < 47, und bestimmen Sie die kleinste Periode!

Die kleinste Periode der Funktion y = sin bx; (b > 0) ist 2b—n Es ist ndmlich

sin b - (2—”) = sin 27, und bei x = 27 ist das Grundintervall der Sinusfunktion

b

2
zu Ende, folglich das Grundintervall von y = sin bx bei %’
Bestimmen Sie die kleinste Periode der folgenden Funktionen!
1 =
a) y = sin3x b) y = sinax c)y:sinﬁx d) y=sin)/2x

Die Funktion y = sin (— x) soll im Intervall —27 <x <2x graphisch dar-
gestellt werden (Bild A 11).

X ) X Y=sin(-x)

All

Y=sinx
5 U N O N DL OO e S a 3al 2a
2 2 2 2
—x 2z %:v E ki 0 *% =it 7%1 —2w
sin (— x) 0 —1 0 1 0 —1 0 1 0

Die Funktion y = sin (— x) nimmt an der Stelle x, den gleichen Funktionswert
an, den y = sin x bei — x, d. h. fiir die entgegengesetzte Zahl, annimmt.

Man erhiilt folglich das Bild von y = sin (— x) durch Spiegelung von y = sin x
an der y-Achse.

Man erhilt allgemein das Bild von y = sin (— bx) aus dem Bild von y = sin bx
durch Spiegelung an der y-Achse.

Welche kleinste Periode hat die Funktion y = sin bx; (b < 0)?
Aufgaben a 44 bis 53
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Funktionen mit Gleichungen der Form y = sin (x + c); (c reell)
7

= x =< 27 graphisch dar-

Die Funktion y = sin (x + %) soll im Intervall —
gestellt werden (Bild A 12).

n
4

x | S Sl Lo
4 4 4 4°
xw’f% 0 % n —% 2
sin(x+£) 0| 1 o |—1 | o
4

Die Funktion y = sin (x + %) nimmt schon bei xy den gleichen Wert an, der

von y = sin x erst bei x, % angenommen wird.
Man erhilt folglich das Bild von y = sin (x -+ %)7 indem man die Sinuskurve

T, . 0 i
um - in der negativen Richtung der x-Achse verschiebt.

7

a) Weisen Sie nach, da8 das Bild der Funktion y = sin (x —z) die um % in
der positiven Richtung der x-Achse verschobene Sinuskurve ist!

b) Welche kleinste Periode haben Funktionen mit Gleichungen der Form
y=sin(x +¢)?
Aufgaben a 54 bis 62
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Funktionen mit Gleichungen der Form y = assin (bx + ¢)
8

In den Lerneinheiten 5 bis 7 wurden Spezialfille behandelt, fiir die folgendes gilt :

Der Faktor a bei y = asin x bewirkt eine Stauchung oder Streckung der Sinus-
kurve in Richtung der y-Achse. Ist a < 0, so wird die Sinuskurve zusitzlich
an der x-Achse gespiegelt. Die Periode ist unverindert 27, der Wertevorrat
—la| <y = la].

Der Faktor b bei y = sin bx bewirkt eine Verinderung der Periode. Die kleinste
27
16|

genommen werden. Der Wertevorrat ist unverindert —1 < x < 1.

Periode ist ——. Ist b < 0, so muB zusitzlich eine Spiegelung an der y-Achse vor-

Der Summand ¢ bei y = sin (x - ¢) bewirkt eine Verschiebung der Sinuskurve
in Richtung der x-Achse. Die Verschiebung erfolgt um ¢ Einheiten in der negati-
ven Richtung der x-Achse, wenn ¢ > 0 ist, und um |c| Einheiten in der positiven
Richtung der x-Achse, wenn ¢ < 0 ist. Die Periode ist unverindert 2 77, der Werte-
vorrat —1 < x = 1. Im Bild A 13 wird das ganz allgemein fiir Funktionen
y = f(x) bzw. y = f(x + ¢) veranschaulicht.

y y=flesc] y-flxec)
el )
/
/

7@ lel

Die Funktionsgleichung y = sin 3 (x e %) erhilt man. indem in der Gleichung

y = sin 3 x die Variable x durch x +4- % ersetzt wird. Also erhilt man das Bild der
Funktion -

y=sin3 (x —‘r—:;—),
indem man das Bild von y = sin 3x um ; in der negativen Richtung der x-Achse
verschiebt. =

15




Die Funktion y = 2 sin (Zx + %) soll im Intervall 0 < x < 27 graphisch
dargestellt werden:

Wir gehen von der Sinuskurve aus und fiihren nacheinander die Verinderungen
aus, die den einzelnen Konstanten entsprechen (Bild A 14).

_ -3 y=2sin2x
4) [y-2sinfex+ )|
=2) y=sin2x

~7 y=sinx

a) Wir stauchen die Sinuskurve in Richtung der x-Achse, so daB sich als kleinste
Periode 7 ergibt. Wir erhalten so das Bild der Funktion y = sin 2 x.

b) Wir strecken das Bild der Funktion y = sin 2 x in Richtung der y-Achse, so
daB sich als Amplitude 2 ergibt. Wir erhalten so das Bild der Funktion
y=2sin2x.

¢) Wir verschieben das Bild der Funktion y = 2 sin 2 x um % in der negativen

Richtung der x-Achse; denn die Gleichung y = 2 sin (2 x4+ %) 1Bt sich um-

formen zu y = 2 sin 2 (x + ? ., woraus man die Verschiebung ablesen kann.

Wir konnen die angefiihrten Transformationen auch in anderer Reihenfolge aus-
fithren oder aber die Funktionswerte rechnerisch (unter Benutzung der Tafel)
ermitteln.

Aufgaben a 63 bis 65

Superposition von Sinuskurven
9

Aus den beiden Funktionen y = sin x und y = sin 2 x kann man eine neue Funk-
tion gewinnen, deren Funktionswerte gleich der Summe der Funktionswerte der
beiden gegebenen Funktionen sind. Die neue Funktion hat demnach die Gleichung
y=sinx + sin 2 x.

16



J e
2} y=sin2x+sinx
ik y=sin2x
1 /\
0 L — T —r—t T T
NN
-1+ y=sinx
s . .
Al5

Da die Summanden sin 2 x und sin x fiir jede reelle Zahl x existieren, ist diese
Funktion fiir alle reellen Zahlen x definiert. Man sagt, die neue Funktion sei die
Summe der beiden gegebenen Funktionen.

Die graphische Darstellung der Funktion y = sin 2 x + sin x kann in der Weise
erfolgen, daB die Funktionen y = sin 2x und y = sin x in einem gemeinsamen
Koordinatensystem dargestellt werden und daB die Summe sin 2x +- sin x zeich-
nerisch ermittelt wird (Bild A 15). Man spricht bei diesem Verfahren von Uber-
lagerung (Superposition) von Sinuskurven.

Stellen Sie die Funktion y = sin x - sin (.\' + %) graphisch dar!

Sinusfunktionen der Form y = a sin bx kann man zur mathematischen Erfassung
periodischer Vorginge benutzen.

a) Elongation bei harmonischer Schwingung: y = yp,. sin ot
(¥max Amplitude; o Kreisfrequenz, wobei gilt w = 2xf; t Zeit)

b) Momentanwert der Wechselstromstirke: I = I, sin ot
(I Augenblickswert der Stromstiirke; t Zeit; I, Maximalwert der Strom-
stiirke)

Hiufiger treten in der Praxis jedoch Vorginge auf, die auf Uberlagerungen von
Sinusschwingungen beruhen und mathematisch durch Summen von Sinusfunk-
tionen erfallt werden kénnen.

Durch Uberlagerung reiner Sinusschwingungen mit gleicher Frequenz erhilt
man eine reine Sinusschwingung mit gleicher Frequenz

[# Ubung A 14: y = sin x + sin (.t - %)]

Durch Uberlagerung reiner Sinusschwingungen mit unterschiedlicher Frequenz
erhilt man Schwingungen mit veriinderlicher Amplitude innerhalb einer Periode
(A y =sin2x 4 sin x im Bild A 15).

Aufgaben a 66 bis 68

2 [001051] 17




Die Funktionen mit den Gleichungen y = tan x und y = cot x
10

Aus den beiden Funktionen y = sin x und y = cos x bilden wir mit Hilfe folgen-
der Definition zwei weitere Funktionen:

DEFINITION: | tan x = — x4+ 2k + 1) = (k ganze Zahl)
Def €08 X 2
cot x = c‘og x 4 k= (k ganze Zahl)
Defﬂl.n x

‘Warum sind bei diesen Definitionen fiir die MaBe x der Winkel Einschrinkungen
erforderlich ?

0_51110_ 0 =g
a) tan0 = os 0 1
n
cos —
2 0
b) DOt_:ﬁ:T70
sin

x 0 -:-oi n %n 2n
sin X 0 1 0 —1 0
cos x 1 0 —1 0 1
tan x 0 — 0 = 0
cot x = 0 —_ 0 S

18



Tangens und Kotangens am Einheitskreis
1

Die Tangente an den Einheitskreis im , /k
Punkt S (1; 0) heit Haupttangente R
(Bild A 16). Y

SATZ: Am Einheitskreis ist tan x gleich X Haupt-
der Ordinate des Punktes R, P p |tangente
der sich als Schnittpunkt des einen
Schenkels k des Winkels (bzw. seiner si10)
Verliingerung iiber 0 hinaus) und der - X L
Haupttangente ergibt. 4 Q 0 ] 7 u

Wir beweisen den Satz P
fiir das Intervall 0 < x < . - L o
Fiir das Intervall z < x < 27 verlduft

der Beweis analog. A6

R
1. Intervall 0 < x g%
2% jst. Auf Grund des Strahlen-

si
cosx

Es ist zu zeigen, daB die Ordinate von R gleich
satzes gilt

= 2

) 00 0S

Da sin « gleich der Ordinate von P und cos « gleich der Abszisse von P ist, gilt
PQ = |sinx| LE, 0Q = |cos x| LE.

Da wir einen Einheitskreis gewiihlt haben, ist OS = 1 LE. Setzen wir diese
Beziehungen in (1) ein, erhalten wir:

—c _ |sinx| LE
S |cos x| LE 1LE
o |sin 7|

RS |cos x|

Da sin x und cos x im Intervall 0 < x < —;z positiv sind, gilt

|sin x| = sin x und |cos x| = cos x
und folglich
—= sinx
= LE,
. cos x .

d.h., die Ordinate von R ist gleich

sin
cosx’

2* 19




Fiir x = 0 ist R = S, d. h. die Ordinate von R gleich 0.

i 0 0
Da fiir x = 0 gilt = & = — =0, ist auch in diesem Fall die Ordinate
cosx  cos0 1
ln x

von R g]emh
Fiir x = ; ist der Schenkel k gleich der positiven Hilfte der v-Achse. Es gibt

5 o s z . . .
keinen Schnittpunkt mit der Tangente, d. h. tan 0 ist nicht definiert.

k24
Intenmll —ZLBLER

Es ist zu zeigen, daB die Ordinate von R’ glelch
satzes ist wieder

1~t Auf Grund des Strahlen-

FS=-Y2.08
[
TS - |sin x|
|cos x| .
Da R’ unterhalb der x-Achse liegt, ist die Ordinate von R’ gleich — {sm \'!.
cOoS X

Im Intervall E < x < 7 ist sin x positiv und cos x negativ, folglich gilt

|sin x| = sin x und |cos x| = — cos x, und wir erhalten fiir die Ordinate von R
|sin x| sin x sin x
- |COS X’ = ;ACOSJ\T T cos x
Die Tangente an den Einheitskreis “
im Punkt S (0; 1) heiflt /Vebefr k
Nebentangente (Bild A 17). g ‘.5{0 1) fangente -
R" 1) R

SATZ: Am Einheitskreis ist cot x
gleich der Abszisse des Punktes R,
der sich als Schnittpunkt des einen

Schenkels k des Winkels (bzw. T ] v
seiner Verlingerung iiber 0 hinaus) W,
und der Nebentangente ergibt.
-l N

Dieser Satz soll hier nicht bewiesen -1 k
werden.

Al7
12

Aus der folgenden Tabelle geht der Funktionsverlauf der Funktionen y = tan x
und y = cot x im Intervall 0 < x < z hervor. Die Tabelle wurde in #hnlicher
Weise aufgebaut wie die Tabelle fiir die Sinus- und Kosinusfunktion auf Seite 10.

20



% T

0 0< x<— 5 - <x<n= n
‘Wertevorrat 0 I<y< 4+ o — —oo<y<0 0
von y = tan X
Monotonieverhalten monoton monoton
von y = tan x wachsend wachsend
‘Wertevorrat — too>y>0 0 0>y>—o0 —_
von y = cot x
Monotonieverhalten monoton monoton
von y = cot x fallend fallend

Folgendermafen kénnen wir uns iiberlegen, daB jede reelle Zahl im Wertevorrat
der Tangensfunktion auftritt. Zu jeder beliebig gegebenen reellen Zahl y, gibt es
auf der Haupttangente an den Einheitskreis einen Punkt R mit dieser Zahl y, als
Ordinate (Bild A 16). Die durch R und 6 gelegte Gerade bildet mit der positiven
Richtung der u-Achse einen Winkel xo, fiir den gilt: tan xy = . Also ist die belie-
big gegebene Zahl y, ein Wert der Tangensfunktion, liegt also in deren Werte-
vorrat.

Da y, beliebig grofl bzw: beliebig klein gewiihlt werden kann, bedeutet das, daB die
Tangensfunktion beliebig grole bzw. beliebig kleine Werte annehmen kann. Je

. . B kg . . :
weniger sich x von 5 bzw. von = unterscheidet, desto gréBer bzw. kleiner

werden die Werte von tan x.

Die Bilder der Tangens- und Kotangensfunktion
13

Auf Grund der beiden Sitze A 4 und A 5 kann man die Funktionswerte fiir dic
Tangens- und Kotangensfunktion unmittelbar am Einheitskreis entnehmen
(Bilder A 18 und A 19).

Aus der Definition folgt:

SATZ: Tang und K gensfunktion sind periodisch mit der kleinsten
Periode 7.

Die fiir das Grundintervall 0 = x < 7 genannten Tatsachen gelten damit in jedem
Intervall k7 < x =< (k + 1) 7 (k ganzzahlig).

a) Geben Sie die Monotonieintervalle der Tangens- und Kotangensfunktion an!

b) Beschreiben Sie das Verhalten der Tangensfunktion an den Stellen (2 k +1) —-:
und der Kotangensfunktion an den Stellen kx (k ganzzahlig)! B
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A19

Vergleichen Sie die Sinus- und Kosinusfunktion einerseits und die Tangens- und
Kotangensfunktion andererseits hinsichtlich ihrer Eigenschaften!

Aufgaben a 69 bis 77

Symmetrieeigenschaften der Funktionsbilder,
gerade und ungerade Funktionen

14
y =tan x | tan(—x) = —tanx | ungerade | Zentralsymmetrie beziiglich des
Koordinatenursprungs
y =cotx cot (— x) = — cot x | ungerade | Zentralsymmetrie beziiglich des
Koordinatenursprungs




y =sin x sin (—x) = —sinx | ungerade | Zentralsymmetrie beziiglich des
Koordinatenursprungs (Bild A 20)

y = cos x cos (—=x) = cosx gerade Axialsymmetrie beziiglich der
y-Achse (Bild A 21)

sin (-x) = =sin x 608 (~x) = cos x
A20 A2l
a) Beweisen Sie die Beziehungen sin (—x) = —sinx und cos (—x) = cos x

auf der Grundlage der Definition am Einheitskreis!

b) Folgern Sie aus diesen Beziehungen die Symmetrieeigenschaften der Sinus-
und Kosinuskurve!

: . - 3 s sinx cos x
Beweisen Sie durch Riickgang auf die Definition tanx = bzw. cotx = ——,
cos x sin x
daB die Tangens- und die Kotangensfunktion ungerade sind : tan (— x) = —tanx

bzw. cot (— x) = —cot x!

Beziehungen zwischen den Funktionswerten
bei gleichem Winkel
15

SATZ: Fiir alle Zahlen x gilt:

(1) (sin x) + (eos x)> = 1

Beweis: Wir beweisen den Satz fiir Winkel im ersten Quadranten. Auf Grund des
Satzes des Pyruacoras gilt im Dreieck /\ O DP (Bild A 22)

PD* 4+ 0D* = 0P




4

Es gilt ferner im Einheitskreis
2) PD = [sin x| LE

Da die gleiche Lingeneinheit 1 LE vorliegt, kénnen wir mit den MaBzahlen rech-
nen. Wir setzen die Beziehungen (2) in die Gleichung (1) ein und erhalten

|sin x|2 + |cos x|2 = 12,

Wegen |sin 2|2 = (sin x)?, |cos x| = (cos x)> geht diese Gleichung iiber in
(sin x)2 4 (cos x)? = 1.

Auf Grund der Vereinbarung (sin x)? = sin? x und (cos x)2 = cos? x schreibt
man fiir (1):

Fiir die anderen Quadranten verlauft der Beweis analog.

SATZ: Fir alle x, fiir die sowohl die Tangens- als auch die Kotangensfunktion

definiert ist, gilt:
(sin x) (cos x)
cos x, sin x

tan x - cot x Beweis: tanx - cot x

inx-cosx

cosx - sin x
=1

Auf der Grundlage der beiden Beziechungen

sin®x 4 cos2x = 1 und tan x - cot x = 1

in x cosx
und cot x =

S1
und der Definitionen tan x = >
cosx sin x

Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen herleiten :
.

lassen sich die folgenden

sin® x cos? x tan® x cot® x
=g 1 ' tan?x 1
sin? x — cos®x —— —_—
1+ tan®x 1 -+ cot?x
" 1 o 1 cot?x
cos® x — sin®x
1+ tan?x 1+ cot®x
1
tan®ix cot®*x
cos®x 1
cot? x — 6] o
sin®x 1 — cos®x tan®x




Untersuchen Sie bei allen Beziehungen der Tabelle, welche Einschrinkung fiir
@ 8
die Zahlen x gemacht werden muf3!

Wir beweisen die Beziehung

tan2x . i .
5 = sinx x4 (2k + 1) - ; (k ganzzahlig)
1 + tan2x 2
Wir formen um:
sin%x sin?x
tan®x cos?x cos®x sin®x sin?x

1 +tan®x sin®x co:

x  cos?x +sinlx 1

cos®x cos?x

Aufgaben a 78 bis 89

Spezielle Werte der Winkelfunktionen

16
0 Z z £ Z
= 6 1 3 2
0 30 45° 60 90°
t = 1
sin x 0 3 %Vl 5 V3 1
1 = | 1
cos x 1 V3 71/2 o5 0
L o
tan x 0 V3 1 V3 —
cot x [ l
— V3 1 V3 0

Es werden im folgenden einige Funktionswerte der Tabelle berechnet.

Auf Grund der Definition des Sinus, bezogen auf den Einheitskreis, ist sin % bzw.
sin 30° die Ordinate des Punktes P im Bild A 23. Durch Ergénzung zu einem
1

Ed 2

Die Berechnung von sin e bzw. sin 45° erfolgt entsprechend dem Bild A 24. In
dem rechtwinkligen gleichschenkligen Dreieck /\ ODP ist 0D — DP, und auf
Grund des Satzes des Pyruacoras gilt PD? 4 0D? = 1 (LE)2.

Wegen 0D = DP folgt

S— E
gleichseitigen Dreieck ergibt sich PD — ) LE und folglich sin % =



Pleos 60° sin 609
Pleos 4535in 45°)

A2

2 PD% =1 (LE)?
PD2= % (LE)?
— i 1.~
PD =VELE:EV2 LE
1_,= -
Folglich ist die Ordinate des Punktes P gleich?]/Z und somit sin% = %V2 .
Auf Grund des Bildes A 25 ergibt sich fiir sin % = sin 60° folgende Rechnung:

PD: = 0P2—0D*
= 3
PD2 — 1 (LE) —%(LE)’ == (LEp
— 3 I
PD :VZLE=?1/3 LE
1 — -
Die Ordinate des Punktes P ist gleich — V'3, also ist sin % = %Vﬁ& X

Die Werte der anderen Winkelfunktionen konnen aus diesen Funktionswerten
mit Hilfe der Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen berechnet werden.

a) cosz%: I—sme% o sin%
b) tan— =
§ 1 3 6 n
cos K:I_I:Z A
7 3 I 1
| At T 1
tan— =5 =z ]/3
Da die Kosinusfunktion im Inter- — V3_

vall0 = x = % positiv ist, gilt

c) cot%: R =73

= _13_lyy anl
6 Va4 2 6

@ Berechnen Sie die anderen Funktionswerte der Tabelle!

Aufgaben a 90 bis 121
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Komplementwinkelbeziehungen
zwischen einer Winkelfunktion und ihrer Kofunktion
17

SATZ: Fiir alle Zahlen x gilt:

o (§— =) o x | cn(G— o) -
s 2—X = CO08 X 08 2— = Sin x

Fiir alle Zahlen x (x k%) gilt:

7
——x):cotx cnt(?——x)flnnx

Mit der folgenden Vereinbarung erhilt der Satz eine oft benutzte sprachliche
Formulierung.

DEFINITION: Zwei Winkel mit den MaBen x, und x, heiBen zueinander komple-

mentiir genau dann, wenn gilt x;, + x, = %

Nach dieser Definifion sind Winkel mit den MaBen % — x und x zueinander

Komplementwinkel. Der Satz erhilt damit folgende Formulierung:

SATZ: Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Kosinus seines Komplementwinkels,
der Kosinus eines Winkels ist gleich dem Sinus seines Komplementwmkels

1 Lol

Der Tangens eines Winkels ist gleich dem K gens seines Komp 5
der Kotangens eines Winkels ist gleich dem Tangens seines Kompl inkel

Man sagt deshalb auch, Sinusfunktion und Kosinusfunktion bzw. Tangensfunk-
tion und Kotangensfunktion sind zueinander komplementire Funktionen oder
Kofunktionen.

‘Wir beweisen den Satz fiir Argumente x

k14 3 X ) si X
im Tntervall 0 < x < % (Bild A 26). Es 0, (ﬁm{f i3]
gilt A OD,P, =~ A OD,P, demn es : o sjons)
handelt sich um rechtwinklige Dreiecke =
mit kongruenten Winkeln bei 0. AuBler- x
dem ist die Hypotenuse in beiden Fillen 7 -
u

gleich dem Radius des Kreises. A 26
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Folglich ist die Abszisse von P, gleich der Ordinate von P; und die Ordinate von
P, gleich der Abszisse von P,.

(J ) d
cos | ——ux) =sinx
2

)~
sm 2—x = Ccos Xx

Den Beweis fiir beliebige Zahlen x fiithren wir hier nicht. Auf Grund der Definition
von Tangens und Kotangens ergeben sich die Beziehungen fiir diese Funktion:

. (7
sin (7 — x)
. 2 cosx
tan | —— x| =—7—— = = cotx
2 4 sin x
cos|, —a
4
cos [——x .
7 2 sin x
cot | >-—x)= = = tan x
2 4 cosx
sin (- —«x

Aufgaben a 122 und 123

Die Tafeln der Winkelfunktionen
18

Die Winkelfunktionswerte lassen sich mit Mitteln der Mathematik, iiber die wir
noch nicht verfiigen, durch endliche Dezimalbriiche beliebig genau annihern. Die
genauen Funktionswerte zu den meisten in der Tafel als endliche Dezimalbriiche
gegebenen Argumenten sind irrationale Zahlen. Ausnahmen sind :

sin 0° = 0; sin 30° = 0,5; sin 90° = 1

cos 0° = 1; cos 60° = 0,5; cos 90° = 0

tan 0° = 0; tan45° = 1 ; cot 45° = 1; cot 90° = 0

Obwohl wir also eigentlich z. B. sin 35° ~ 0,5736 schreiben miiten, wollen wir
doch stets wie bei den Logarithmen das Gleichheitszeichen verwenden. Das
Gleichheitszeichen gibt dann die Gleichheit im Rahmen der Genauigkeit der vor-
liegenden Tafel wieder.

Auf Grund der Komplementheziehung kann man fiir die Sinus- und die Kosinus-
funktion bzw. fiir die Tangens- und die Kotangensfunktion jeweils eine gemein-
same Tafel benutzen.

Es gilt sin 42,6° = cos 47,4°, wegen 42,6° + 47.4° = 90°.

Untersuchen Sie, ob die in der Tafel fiir tan 60° und fiir sin 60° angegebenen Zah-
len grofler oder kleiner als die genauen Werfe sind!

Sind die Winkel im Bogenmall gegeben, so muB} zunichst in das GradmaB um-
gerechnet werden, um die Tafel verwenden zu kénnen.

28



sin 0,2 & sin 11,5° arca = 0,2

180°

are x

sin 11,5° = 0,1994 N
57,3°- 0,2 = 11,46°

Fiir die Logarithmen der Winkelfunktionen gibt es gesonderte Tafeln. In diesen
Tafeln sind alle Logarithmen mit negativer Kennzahl auf die Kennzahl — 10
gebracht worden, die aus drucktechnischen Griinden im Tafelwerk fehlt. Es muf3
dort also jeweils — 10 ergiinzt werden. Diese Tafeln ersparen ein zweimaliges
Aufsuchen; denn sonst miiten wir zur Ermittlung von Ig sin x, zunichst sin x,
aufsuchen und dann noch den Logarithmus von sin x; aus der Logarithmentafel
entnehmen.

Es ist ein Naherungswert fiir lg sin 35° zu bestimmen.

Wir entnehmen der Tafel fiir die Logarithmen der Sinusfunktion

Ig sin 35° = 9,7586 — 10 = — 0,2414.

Zu dem gleichen Ergebnis wiirden wir durch zweimaliges Aufsuchen in zwei
Tafeln kommen:

Aus der Tafel der Sinusfunktion entnchmen wir

sin 35° = 0,5736.

Aus der Tafel fiir die Logarithmusfunktion entnehmen wir

1g 0,5736 = 9,7586 — 10.

Begriinden Sie, warum man fiir die Logarithmen der Kosinusfunktion die gleiche
Tafel benutzen kann wie fiir die Logarithmen der Sinusfunktion!

Anfgaben a 124 bis 163

Winkel im Intervall —5° < ¢ < 5°
19

Fertigen Sie nach dem folgenden Schema eine Tabelle an!
(—10° = & = 10°, MaBzahl von « ganzzahlig)

« are x sin & tan x I arca —sinx | arca — tanx

Man kann fiir dem Betrag nach kleine Winkel x (— 5° < x < 5°) innerhalb einer
vorgegebenen Genauigkeit sin x und tan x durch arc x ersetzen.

Es gilt: sin x ~ x ~ tan x fiir — 0,0873 < x < 0,0873
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Geometrisch bedeutet diese Tatsache,
daB die Sinus- und die Tangenskurven
in hinreichend kleiner Umgebung
des Nullpunktes, d. h. fiir dem
Betrage nach kleine Argumente,
angenihert wie y = x verlaufen.

Sie schneiden die x-Achse im
Nullpunkt unter einem Winkel

von 45° (Bild A 27).

v ,y-hmx

|

/
/
/

=X
/ y=sinx
0 X
7
/

/

!

[ A21
Aufgabe a 164

Quadrantenbeziehungen
20

Zwischen Funktionswerten von Winkeln aus verschiedenen Quadranten gelten
die folgenden sogenannten Quadrantenbeziehungen :

sin (7 —x) =sinx

cos (1 —x) = —cosx
sin (7 + x) = —sinx
cos (m + x) = —cosx
sin 27 —x) = —sinx

cos (27 —x) = cos x

n
P
(OSI_Z)

Der Beweis fiir die Sinus- und
Kosinusfunktion ergibt sich auf
Grund der Gleichungen auf Seite 9.
Wegen der Symmetrie gelten fiir die
Koordinaten der Punkte P;, P,,
P;, P, folgende Beziechungen

(Bild A 28):

30

tan (x —x) = —tanx
cot (z—=x) = —cotx
tan (7 4 x) = tanx
cot (7 + x) = cotx
tan (27 —x) = —tanx
cot 27 —x) = —cotx

(0§x<%ﬁi:tanx)

(0<x§-§ﬁk cotx)

[

e
B [eos(m-x) sin(r—x)]
A

%x \//
5 (cos x; sin )

27-X

@@mﬁw‘xbx/hﬁr% f[ﬂdx—x);s:h(?x—ﬂk

-1

A28



Durch Vergleich der Koordinaten von P, und P, ergibt sich:
sin (7 — x) = sin x, cos (7 — x) = — cos x.
Durch Vergleich der Koordinaten von P, und P, ergibt sich:
sin (7 + x) = —sin x, cos (7 + x) = — cos x.
Durch Vergleich der Koordinaten von P, und P, ergibt sich:
sin (27 —x) = —sin x, cos (27 — x) = cos x.

Entnehmen Sie die Quadrantenbeziehungen der graphischen Darstellung der
Sinus- und Kosinusfunktion, indem Sie die Symmetriceigenschaften der Kurven
ausnutzen (Bild A 29)!

¥ Y

0 (m+x) _(290=x) 1\ (r-x) T (1+x) /[/] X
X (m-x) fE /2 X X W (2xx) 2%
A29

Beweisen Sie durch Riickgang auf die Definition von Tangens und Kotangens
(7 Seite 19, Definition A 3) die Quadrantenbeziehungen fiir die Tangens- und
Kotangensfunktion!

S

Entnehmen Sie die Quadrantenbezichungen der graphischen Darstellung der
Tangens- und Kotangensfunktion im Intervall 0 < x < 2z, indem Sie die
Symmetrieeigenschaften der Kurven ausnutzen!

Aufgaben a 165 und 166

Gebrauch der Tafeln fiir beliebige Winkel
21

In der Tafel sind nur die Winkel x im Intervall (0°; 90°) aufgefiihrt. Falls
die Winkelfunktionswerte oder ihre Logarithmen von Winkeln im Intervall
(90°; 360°) ermittelt werden sollen, miissen wir zunichst die Quadranten-
beziehungen anwenden. Wir fiithren dadurch die Funktionswerte im Intervall
(90°;360°) bzw. %
bzw. <0; %> zuriick.

= 2n> auf Funktionswerte von Winkeln im Intervall {0°; 90°)

—

1. Fall: % < x <7 (90° < & < 180°)

« = 145° = 180° — 35°

sin 145° = sin (180° — 35°) = sin 35°

cos 145° = cos (180° — 35°) = — cos 35°
tan 145° = tan (180° — 35°) = — tan 35°
cot 145° = cot (180° — 35°) = — cot 35°
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2 Fall:z <x< %n; (180° < x < 270°)

o = 227° = 180° +47°

sin 2277 in (180° + 47°) = — sin 47°
cos 227° = cos (180° + 47°) = — cos 47°
tan 227° = tan (180° + 47°) = tan 47°
cot 227° = cot (180° + 47°) = cot 47°

3
3. Fall: Erz < x < 2733 (270° < & < 360°)

x = 314° = 360° — 46°

sin 314° = sin (360° — 46°) = — sin 46°
cos 314° = cos (360° — 46°) = cos 46°

tan 314° = tan (360° — 46°) = — tan 46°
cot 314° = cot (360° — 46°) = — cot 46°

Sollen die Winkelfunktionswerte oder ihre Logarithmen von Winkeln iiber 360°
ermittelt werden, so nutzen wir die Periodizitit der Winkelfunktionen aus und
wenden dann die Quadrantenbeziehungen an.

a = 817° = 2 - 360° 4 97°
sin  817° = sin (2 - 360° + 97°) = sin 97°

Im Falle negativer Winkel nutzen wir die Eigenschaft der Winkelfunktionen,
gerade bzw. ungerade zu sein.

o = — 328°
sin (— 328°) = — sin 328° tan (— 328°) = — tan 328°
cos (— 328°) = cos 328° cot (— 328°) = — cot 328°
Beide Uberlegungen werden im folgenden Fall nacheinander angewandt.
sin (— 1990°) = — sin 1990°

= —sin (5 - 360° + 190°)

= — sin 190°

= — sin (180° + 10°)

= — (—sin 10°)

= sin 10°

Da die Logarithmusfunktion nur fiir positive Zahlen definiert ist, existieren die .
Logarithmen der Winkelfunktionswerte nicht in jedem Fall.

a) Wie lautet der Logarithmus von b) Wie lautet der Logarithmus von

sin 1236° ? tan 854°?

sin 1236° = sin (3 - 360° + 156°) tan 854° = tan (2 - 360° + 134°)
= sin 156° = tan 134°
= = tan (180° — 46°)

= — tan 46°

Ig sin 24° = 9,6093—10 Da tan 46° positiv ist, also — tan 46°

= —0,3907 negativ, ist der Logarithmus von

tan 854° nicht definiert.
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Welche der folgenden Gleichungen ist lésbar und welche nicht ?

a) Igsin x = 4

b) Igtanx = 4
c) Igcosx = —0,3
d) Igcotx =0
e) Igsin x = —20
f) lgcosx=1

Aufgaben a 167 bis 195

Bestimmen der Winkel bei gegebenen Winkelfunktionswerten
22

Die Gleichung sin x = 0,7237 ist zu lésen (Bild A 30).
Der Tafel fiir die Sinusfunktion entnehmen wir
0,7230 = sin 46,3°

0,7237 = sin x

0,7242 = sin 46,4°

87
yd 5 ) L %
2x -7 -1 N

[Bg6e-50% &

A30

X
S

ax

133,64°+360°)

Wir erhalten einen Niherungswert fiir eine Losung der Gleichung, indem wir den-
jenigen Winkel der Tafel wihlen, dessen Funktionswert dem vorgegebenen Funk-
tionswert am niichsten liegt, also x &~ 46,4°. Durch Interpolation kann man die
Genauigkeit etwas erhohen.

0,7242 — 0,7230 = 0,0012 entspricht 46,4° — 46,3° = 0,10°

0,7237 — 0,7230 = 0,0007 entspricht 0,0y°
O
10 12
7-10
= —— =6
12

Wir erhalten als Niherungswert x = 46.36°.

Die Gleichung sin x = 0,7237 hat jedoch beliebig viele Losungen. Da die Sinus-
funktion die kleinste Periode 27 hat, sind alle Winkel

x = 46,36° + k- 360° (k ganzzahlig)

Losungen der Gleichung. Es gibt auBlerdem im Intervall 90° < x < 180° einen
Winkel, fiir den sin x = 0,7237 gilt. Diesen Winkel erhilt man durch folgende
Uberlegung.
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Wegen der Quadrantenbeziehung ist sin 46,36° = sin (180°—46,36°) = sin 133,64°.
Folglich ist sin 133,64° = 0,7237 und damit x = 133,64° eine weitere Losung der
Gleichung sin x = 0,7237.

Alle Winkel

x = 133,64° + k- 360° (k ganzzahlig)

sind dann Lésungen der Gleichung. Weitere Losungen gibt es nicht.

Die Gesamtheit der Losungen der Gleichung

sin x = 0,7237

besteht aus den Winkeln

x= 46,36° + k- 360° ?

x— 133,64° + k- 360° ] (k ganzzahlig)

Die Gleichung cos x = — 0,4521 ist zu lésen (Bild A 31).
Wir ermitteln zuniichst eine Losung fiir die Gleichung
cos x = 0,4521

mit Hilfe der Tafel im Intervall 0° < % < 90°.

0,4524 = cos 63,1° Interpolation:

0,4521 = cos & 0,4524 — 0,4509 = 0,0015 entspricht 0,10°
0,4509 = cos 63,2° 0,4524 — 0,4521 = 0,0003 entspricht 0,0y°
i . ¥ _ 00003
Faoil 10 — 0,0015

mit Interpolation
= 63,12°

3
y=q5-10=2

Wegen der Quadrantenbezichung ist
cos (180° — 63,12°) = — cos 63,12°
und

cos (180° + 63,12°) = — cos 63,12°

Dacos 63,12° = 0,4521 gilt, ist

cos 116,88° = — 0,4521

und

cos 243,12° = — 0,4521

und somit sind x = 116,88° und x = 243,12° Lésungen der Gleichung

cos x = — 0,4521.

Da die Kosinusfunktion die kleinste Periode 2 7 besitzt, besteht die Gesamtheit der
Lésungen aus

x = 116,88° + k- 360°

x— 24312° 1 k- 360° } (kiganmcalili)
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Die Gleichung tan x = — 3,435 ist zu lésen (Bild A 32).
Wir lésen zunichst die Gleichung tan # = 3,435 im Intervall 0° < & < 90°.

3,420 = tan 73,7° Interpolation:

3,435 = tan & 0,022 A 0,10°

3,442 = tan 73.8° 0,015 A 0,0y°
2 o 2 _15
x~ 73,8 0= 22

mit Interpolation _15-10 7
i=T3.87 ¥="a ¥

Wegen der Quadrantenbezichung ist

tan (180° — 73,87°) = — tan 73,87°.
Da tan 73,87° = 3,435 gilt, ist

tan 106,13° = — 3,435

und folglich

x = 106,13°

eine Losung der Gleichung

tan x = — 3,435.

Da die Tangensfunktion die kleinste Periode 7 besitat, bestcht die Gesamtheit der
Liosungen aus

x = 106,13° + k- 180° (k ganzzahlig)

A32 1 J I
: ------ ]
|
L |
|
}
T |
i
1 o/ 1}
(%=7387% 4 x
A
106,18° - 180°

o —

)

Die Gleichung Ig sin x = — 0,4230 ist zu losen.

Wir betrachten zunichst das Grundintervall 0° < x < 360°. Als Lésung kommen
nur Werte x in Frage, fiir die sin x positiv ist, d. h. die im Intervall 0° < x < 180°
liegen.
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Zur Anwendung der Tafel wird umgeformt: — 0,4230 = 9,5770 — 10
Ig sin x = — 0,4230 = 9,5770 — 10

x; = 22,2° (ohne Interpolation)

x, 180° — 22,2° = 157,8°
Die Gesamtheit der Losungen besteht ans
x = 22,2° + k- 360°
x = 157,8° + k- 360°

I

(k ganzzahlig)

Die Gleichung Ig cos x = — 0,7385 ist zu lésen.
Wir betrachten zuniichst das Grundintervall 0° < x < 360°.
Die Kosinusfunktion ist in den Intervallen 0° =< x << 90° und 270° < x < 360°
positiv. Umformung zur Anwendung der Tabelle: — 0,7385 = 9,2615 — 10
Ig cos x = 9,2615 — 10
x, = 79,5° (ohne Interpolation)
x, = 360° — 79,5° = 280,5°
Die Gesamtheit der Losungen besteht aus

— 79,5° + k- 360° .
%= 2805 J+r k - 360° ] (k ganzzahlig)

Die Gleichung Ig cot x = 1,523 ist zu lésen.
Wir betrachten zunichst das Grundintervall der Kotangensfunktion
0° < x < 180°.
Die Kotangensfunktion ist im Intervall 0° < x = 90° positiv.
Niherungswert aus der Tafel x = 1,7°
Die Gesamtheit der Losungen besteht aus
x=1,7° 4+ k-180° (k ganzzahlig)
Aufgaben a 196 bis 244
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B. Kérperberechnung

Seite

38 Zur Wiederholung
40 Pyramidenstimpfe
42  Gerade Kegelstiimpfe
44 Kugelteile

Fiir die kurzfristige Lagerung von Zement, Futter, Zuschlagstoffen in Industriebetrieben,
in der Landwirtschaft und an Baustellen setzen sich Silos durch, die ein schnelles Fiillen
und Entleeren ermoglichen. Auch fiir den Transport zahlreicher Giiter werden in immer
groBerem Umfang Behilter eingesetzt, dic ein schnell hselseitiges Umsetzen zwischen
Lkw, Eisenbahn und Schiff erméglichen. Dabei kommt es auf eine optimale Konstruktion,
d. h. auf ein giinstiges Verhiltnis von Volumen und Materialaufwand und auf

giinstige Transportfihigkeit an.
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Zur Wiederholung
1

In den Formeln fiir die Kérperberechnung stehen die Variablen fiir GroBen-

ben (Volumina, Flicheninhalte, Lingen). Eine GroBenangabe wird formal als
Produkt aus Mapzahl und Einheit aufgefaBt, wobei die MaBzahl von der verwen-
deten Einheit abhéngt.

Grundflicheninhalt: 4¢ = 1200 mm?2 = 12 cm? = 0,12 dm?

Im folgenden bedeuten:

a, b, c Kanten A Grundflicheninhalt
h Kérperhshe Ay Mantelinhalt
s Mantellinie Ao Oberflicheninhalt
g Kreis(Kugel-)radius v Volumen (Rauminhalt)
d Kreis(Kugel-)durch-
messer

Die Formeln zur Kérperberechnung kénnen als Funktionsgleichungen aufgefaBt
werden.

4
a) Die Gleichung V' = Eid % mit der unabhingigen Variablen r ist die Gleichung

einer Potenzfunktion. Durch die Funktionsgleichung werden Zahlen aus dem
Definitionsbereich fiir r eindeutig Zahlen aus dem Wertevorrat fiir ¥ zu-
geordnet.

b) In der Gleichung Ay = 27 r h treten zwei unabhingige Variablen, r und h,
auf. Durch die Funktionsgleichung werden Zahlenpaaren (r; k) aus dem De-
finitionsbereich eindeutig Zahlen aus dem Wertevorrat fiir 45 zugeordnet.!

Bei der Korperberechnung werden Oberflicheninhalte und Volumina mit Hilfe

1
von Konstanten (z. B. ?,:z) und Streckenlingen errechnet. Fiir praktische

Ubungen ist es giinstig, solche Formeln zu wihlen, bei denen alle erforderlichen
Stiicke unmittelbar gemessen werden konnen. So wird beispielsweise beim
regelmiBigen sechsseitigen Prisma (Sechskantprofil) statt der Grundkante a
die Schliisselweite s; verwendet, die gleich dem Durchmesser des Inkreises ist
(Bild B 1).

Geben Sie Formeln fiir den Oberflicheninhalt und das Volumen fiir a) die Kugel,
b) den Zylinder, ¢) das gerade, regelmiBige sechsseitige Prisma an, und zwar so,
daB alle erforderlichen Stiicke unmittelbar gemessen werden kénnen!

1 Derartige Funktionsgleichungen werden bis zur 12. Klasse nicht untersucht.
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Bei Berechnungen wird so lange wie moglich nur mit Variablen gearbeitet. Vor
dem Einsetzen miissen die Einheiten der GroB gab feinander abgestimmt
werden.

Das Volumen einer Pyramide mit rechteckiger Grundfliche soll genau 1 dm? be-
tragen. Die Hohe soll eine Linge von 10 cm haben, eine Grundkante soll eine
Liinge von 20 cm haben. Es soll die Linge der anderen Grundkante berechnet
werden.

Gegeben: V = 1dm?®; h = 10 cm; a = 20 cm. Gesucht: b.
Abstimmen der Einheiten: V = 1000 cm®, h = 10 cm, @ = 20 cm

V=%Ach Agc=a-b

V=%~a-b-h
37 3-1000cm® 3000

T4k 20cm-10cm 20-10

Ergebnis: Die andere Grundkante hat eine Linge von 15 em.

cm = 15 cm

Aufgaben b1 bis 6

Bei allen Berechnungen mit Niherungswerten (z. B. allen durch Messung ermittel-
ten GroBenangaben) richtet sich die Anzahl der geltenden Ziffern im Ergebnis
nach der Anzahl der geltenden Ziffern in den Niherungswerten. Der Niherungs-
wert mit der geringsten Genauigkeit entscheidet iiber die Genauigkeit des Er-
gebnisses.

Bei einer schiefen Pyramide, deren Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck mit der
Seite a = 6,0 cm ist, befinde sich die Spitze senkrecht iiber einer Ecke der Grund-
fliche, in der Hohe b = 8,0 cm. Es sollen a) der Oberflicheninhalt, b) das Vo-
lumen berechnet werden.
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Lisung:
Zur Berechnung des Mantelinhalts wird die Hhe by
der einen Seitenfliche benotigt (Bild B 2).

_\2 2
klzz(gV;x) +h2:3%-rh2

2 =
hy = 3% + h? = Vs 436 cm? + 64 cm?

— V91 em® ~ 9,539 em

Da im Radikanden zwei geltende Ziffern vorhanden sind, kommen fiir das Ergeb-
nis ebenfalls zwei geltende Ziffern in Betracht. Bei Zwischenergebnissen ist es
jedoch iiblich, eine Ziffer mehr zu beriicksichtigen.

Ergebnis: h; ~ 9,54 cm.

Fiihren Sie die weitere Berechnung zum Beispiel B 4 selbst durch!

Aufgaben b 7 bis 30

Pyramidenstimpfe
3

Wird eine Pyramide durch eine zur Grundfliche parallele Ebene geschnitten, so
zerfillt sie in einen Pyramidenstumpf und die zum Stumpf gehérende Erginzungs-
pyramide (Bild B 3 a). Der Abstand der Grundfliche von der Deckfliche ist die
Héhe h des Pyramidenstumpfes.

Pyramidenstumpf

- Ergiinzungspyramide
© "ganzungspy! o ()

,ﬁf\\\\\\JIBIbﬁscﬁenkhpe
A AN

w(Irapeze
\, q 4

Pyramidenstumpf

B3
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Beweisen Sie, daB Grund- und Deckfliche des Pyramidenstumpfes dhnliche Viel-
ecke sind! :

Anleitung: Wenden Sie den Strahlensatz auf jedes Strahlenbiischel an, das in einer
Seitenfliche liegt!

Fiir die Berechnung des Oberflicheninhalts 4o und des Volumens V eines
Pyramidenstumpfes gilt:

h ——
Ap = Ag + Ap + Ay VZE(AG+VA(;AD+AD)

Die Volumenformel wird hier nicht bewiesen.

Driicken Sie mit Worten aus, wie man nach dieser Formel das Volumen eines
Pyramidenstumpfes berechnen kann!

Der Stumpf einer geraden quadratischen Pyramide habe die Grundkanten
a = 4,00 m, die Deckkanten b = 2,00 m und die Héhe h = 1,50 m. Es sollen der
Oberflicheninhalt und das Volumen berechnet werden.

" Lisung:

Die Flichenhéhe der gleichschenkligen Trapeze kann mit Hilfe des Satzes des
PyTHAGORAS errechnet werden (Bild B 4).

B4

s 2
h,=|/hz+("2 ”) =VY22%Bme+1im?=)325mt~ 1,80 m

AM=4-GT+b-h,=2hl(a+b)= 3,60 m - 6,00 m = 21,6 m?

Ao = A¢ + Ap + Ay = 16,0 m? + 4,0 m? + 21,6 m? = 41,6 m?
h I
V= —3‘(As +V 4eAp + Ap)

= 0,50 m (16,0 m® + J/16,0 m®- 4,0 m® + 4,0 m?)
= 0,50 m - 28,0 m? = 14,0 m®

Ergebnis: Der Oberflicheninhalt betrigt 41,6 m? und das Volumen 14,0 m®.

‘Wie konnten bei einem Stumpf einer geraden gleichseitig-dreieckigen Pyramide
der Oberflicheninhalt und das Volumen bestimmt werden ?

Aufgaben b 31 bis 35 °
41










































































































































































































































































































































































































