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1. SchluB von » auf n + 1, binomischer
Satz, elementare Folgen und Reihen

Zu den groBten Leistungen unseres Jahrhunderts auf wissenschaftlichem und tech-
nischem Gebiet gehort die Entwicklung der programmgesteuerten elektronischen
Rechenmaschinen, der Rechenautomaten. Das Kapitelbild zeigt Schiiler einer
11. Klasse im Moskauer Rechenzentrum. Den Rechenautomaten hat man wegen
ihrer unvorstellbaren Leistungen auch Namen wie ,,Elektronengehirne* und ,,Denk-
maschinen* gegeben. Diese Namen sind aber irrefithrend. ALBERT EINSTEIN driickte
einmal die grundsiitzliche Begrenztheit der Leistungsfihigkeit dieser Maschinen
folgendermaBen aus:

,,GewiB, die Maschine 18st euch Probleme, soviel ihr wollt, aber sie wird nie

fihig sein, ein einziges Problem zu stellen.*

Aber auch das Losen von Problemen geschieht durch die Maschinen nicht véllig
selbstindig. Der Mensch muf3 ihnen das Problem und den Losungsgang aufbereiten,
man sagt programmieren. Dazu gehort ein umfangreiches mathematisches Wissen,
insbesondere auch aus der mathematischen Logik. In den Rechenautomaten und den
mit ihnen zusammenhingenden Problemen der Automatisierung finden duBerst ab-
strakte und formale Gebiete der Mathematik ihre praktisch-technische Anwendung.
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1.1. Uber mathematische Beweisverfahren

Im Mathematikunterricht der Klassen 11 und 12 werden Stoffgebiete behandelt, die
man schon zur ,,H6heren Mathematik* zdhlt. Es ist deshalb gut, sich zu Beginn
dieses Schuljahres darauf zu besinnen, wie im bisherigen Mathematikunterricht vor-
gegangen wurde, um zu neuen mathematischen Erkenntnissen zu kommen.

1.1.1. Induktion und Deduktion

. 1. Uberdenken Sie, wie Sie in fritheren Schuljahren die folgenden Aussagen ge-
wonnen haben!
a) Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.

b) Das Volumen V einer Kugel mit dem Radius r betrigt V = gzrs.

¢) Im gleichseitigen Dreieck betrdgt jeder Innenwinkel 60°.
d) Fiir beliebige reelle Zahlen a und b gilt: (a + b)* = a* + 2ab + b>.

Nicht nur in der Mathematik, sondern in jeder Wissenschaft ist es ein Ziel der For-
schung, zu wahren Aussagen zu gelangen und diese zu einem System zu verbinden
bzw. in ein System einzuordnen. Mathematische Aussagen finden sich im Schiiler-
auftrag 1. Beispiele fiir Aussagen in anderen Wissenschaften sind:
(I) Wasserstoff und Sauerstoff bilden miteinander nur die Verbindungen Wasser
und Wasserstoffperoxid.
(II) Jedes Lebewesen durchliuft in seiner individuellen Entwicklung abgekiirzt und
in groben Ziigen seine Stammesentwicklung.
(III) Rauchen ist eine hdufige Ursache fiir Lungenkrebs.
(IV) Die Geschichte aller bisherigen Gesellschaft ist eine Geschichte von Klassén-
kidmpfen.!
Zwei Fragen sind dabei nun von Wichtigkeit:
1. Wie gelangt man zu neuen Aussagen? 2. Wie iiberzeugt man sich (und andere) von
der Giiltigkeit, der Wahrheit dieser Aussagen?
In den folgenden Beispielen 1a bis 1d werden diese Fragen kurz erortert.

. Beispiel 1

a) JOHANNES KEPLER? beobachtete lange Zeit die Bewegungen der (damals
bekannten) Planeten, verarbeitete diese Beobachtungsdaten in Berechnungen
und schloB daraus u. a.:
,»Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die
Sonne steht.*

b) Isaac NEwTON? folgerte aus den KepLERschen Gesetzen und Beobachtun-
gen iiber das Fallen von Ké6rpern auf der Erde das Gravitationsgesetz:

1 K. Marx, F.ENGELs: Manifest der K¢ istischen Partei. Dietz Verlag, Berlin 1948, S. 6.
2 JouANNES KEPLER (1571-1630), deutscher Astronom.
3 Isaac NEWTON (1643-1727), engl. Naturforscher.
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,.Zwei (beliebige) Korper ziehen sich mit einer Kraft an, die ihren Massen
proportional und dem Quadrat ihrer Entfernung indirekt proportional ist.*
(Daraus ergeben sich die KEepLerschen Gesetze, wenn man als Korper
speziell Sonne und Planeten betrachtet.)

c) HENRY CAVENDISH' bestimmte den Proportionalititsfaktor, die sogenannte

Gravitationskonstante (Abb. 1.1.): Er befestigte an einem Draht einen Stab
mit den Kérpern K; und K,, niherte ihnen die Kérper K, und K, und maB
die Verdrehung des Drahtes. |
Seinem Versuch lag also der
SchluB zugrunde:
,,Wenn sich zwei beliebige Kor-
per anziehen, dann miissen es
auch die Korper K, und K,
bzw. K, und K, in einer ent-
sprechenden Versuchsanord-  Abb. 1.1.
nung tun.*

d) Anfang des 19. Jahrhunderfs beobachtete man, daB die Bewegungen des
Planeten Uranus nicht so verliefen, wie man es auf Grund der Gesetze er-
wartete. Man schlof3:

,»Nach dem Gravitationsgesetz miissen diese UnregelméBigkeiten von einem
noch unbekannten Planeten verursacht werden.*

Der Franzose LEVERRIER? berechnete aus den Abweichungen des Uranus
die Bahnelemente des angenommenen Planeten, und der deutsche Astronom
GALLE? fand ihn am berechneten Ort. Der Planet erhielt den Namen Neptun.

K

Ein Vergleich der vier Schliisse, der hier freilich nicht in Einzelheiten gehen kann und
daher etwas ungenau bleiben muB, zeigt:

KEepLER schlo von Einzelbeobachtungen auf Gesetze, die nicht nur fiir die be-
obachteten Fille gelten, sondern fiir alle gleichgearteten, ohne daB dariiber im ein-
zelnen Tatsachenmaterial vorlag. Die SchluBweise NEWTONs ist ganz entsprechend
vom Einzelnen, Besonderen zum Allgemeinen, Umfassenderen (wenn auch sein Aus-
gangsmaterial bereits allgemeiner Natur war).

Derartige Schliisse nennt man induktiv; KEPLER und NEWTON gewannen ihre Aus-
sagen also durch Induktion®.

In ¢) und d) dagegen wurde das (allgemeine) Gravitationsgesetz auf Einzelfille an-
gewandt. Der Schluf3 erfolgt also in umgekehrter Richtung, man sagt deduktiv; beide
Aussagen wurden durch Deduktion® gewonnen.

Es sei bemerkt, daB induktives und deduktives SchlieBen in vielen Fillen der Erkennt-

1 Henry CAVENDISH (1731-1810), engl. Chemiker und Physiker.
2 URBAIN JEAN JOSEPH LEVERRIER (1811-1877), franz. Astronom.
3 JOHANN GOTTFRIED GALLE (1812-1910).

4 inducere (lat.), hineinfiihren.

5 deducere (lat.), herabfiihren, ableiten.



nisgewinnung nicht scharf voneinander zu trennen sind und daB Induktion und De-
duktion wohl die hdufigsten und auch wichtigsten, aber keineswegs die einzigen
SchluBweisen sind.

. 2. Entscheiden Sie, ob die Schliisse, die Sie zu den Aussagen in den Schiiler-
auftrigen la bis 1d fiihrten, induktiv oder deduktiv waren!

‘ 3. Uberlegen Sie, auf welche Weise man zu den Aussagen (I) bis (IV) auf S. 4
gekommen ist!

. 4. Versuchen Sie, die Gewinnung des Periodischen Systems der Elemente analog
zu Beispiel 1 darzustellen und die Schliisse zu vergleichen!

Wie steht es nun mit der Wahrheit der durch Induktion bzw. Deduktion gewonnenen
Aussagen? Mit Sicherheit ldBt sich sagen:

} Von wahren Aussagen gelangt man durch deduktives SchlieBen stets wieder zu wahren Aus-
sagen.

Diese Erkenntnis liegt dem sogenannten logischen Beweis zugrunde und macht gerade
ihn so iiberzeugend. Anders ist es bei der Induktion. Auch wenn die Ausgangssitze
als wahr erkannt sind, ist die Giiltigkeit der auf induktivem Wege erschlossenen
Aussagen nicht v6llig verbiirgt. Es wohnt ihnen nur eine mehr oder minder groBe
Wahrscheinlichkeit inne.

» Von wahren Aussagen gelangt man durch induktives SchlieBen nicht immer zu wahren Aus-
sagen.

Welches Zutrauen man einer induktiv erschlossenen Aussage entgegenbringt, héingt
weitgehend davon ab, ob das Ausgangsmaterial vielseitig und charakteristisch ist.
Andererseits wird die Aussage wesentlich erhirtet, wenn sich deduktive Folgerungen
aus ihr durch die Praxis bestitigen lassen. So wurde durch den Versuch von CAVEN-
pisH das Gravitationsgesetz gestiitzt, an dem schon seit langem niemand mehr
zweifelte. Deshalb wurde es ja auch nicht verworfen, als ihm die Praxis in Form der
Uranusbewegungen scheinbar widersprach, sondern fiihrte im Gegenteil zu neuen
Entdeckungen.

Bei deduktiv erschlossenen Aussagen ist die Wahrheit in dem MaBe verbiirgt, in
dem sie fiir die Ausgangssitze verbiirgt ist. Sind diese induktiv gewonnen, so gilt
das oben Gesagte; sind sie ebenfalls deduktiv gewonnen, so tritt eine abermalige
Vorverlegung auf usw. Jedes deduktive SchlieBen muB seinen Ausgangspunkt aber
schlieBlich bei Sitzen haben, die ihrerseits nicht deduktiv erschlossen, sondern, meist
auf Grund mehr oder weniger weitgehender Abstraktionen, aus der Erfahrung ge-
wonnen worden sind. Das bedeutet, daB auch das deduktive SchlieBen seine Wurzeln
letztlich in der Realitét hat.

. 5. Wenden Sie die Ausfithrungen iiber die Wahrheit von Aussagen auf die Sitze
in den Schiilerauftragen la bis 1d und auf die Aussagen (I) bis (IV) auf
S. 4 an!



Jedes deduktive SchlieBen geschieht mit Hilfe von SchluBregeln. So wurde im Bei-
spiel 1 folgendermaBen geschlossen:

Alle Massen ziehen sich an.
K, und K, sind Massen.

K, und Kj; ziehen sich an.

Derartige SchluBregeln, von denen die angefiihrte die einfachste ist, fithren von
wahren Aussagen stets wieder zu wahren Aussagen. Sie haben sich also in der Praxis
bewiihrt und dadurch den Charakter absoluter Wahrheiten erhalten. W. I. LENIN
driickt das unter Verwendung des Wortes Axiom' folgendermaBen aus:

,,Die praktische Titigkeit des Menschen muBte milliardenmale das BewuBtsein
des Menschen zur Wiederholung der verschiedenen logischen Figuren fiihren, damit
diese Figuren die Bedeutung von Axiomen erhalten konnten.**

Nur wegen dieses vollen Vertrauens in die Zuverldssigkeit der Schlufiregeln konnte
weiter oben gesagt werden, daB beim deduktiven SchlieBen aus wahren Aussagen mit
Sicherheit wieder wahre Aussagen folgen.

Aufgaben

1. Sprechen Sie iiber die Giiltigkeit der folgenden Aussagen (a), (b), (c), (d), und charakterisieren
Sie die Art, wie man zu ihnen gelangt ist!
Durch Probieren findet man
(a) 840 ist durch 1, 2, 3, 4, 5, 6 teilbar.
Daraus wird geschlossen
(b) 840 ist durch alle natiirlichen Zahlen n = 1,2, 3 ... teilbar.
Aus (b) werden geschlossen
(c) 840 ist durch 21 teilbar; (d) 840 ist durch 37 teilbar.

2. Esseiz,=n*+n+4l.
a) Untersuchen Sie die Aussage: ,,z, ist fiir jedes natiirliche » eine Primzahl“13
b) Untersuchen Sie allgemeiner, ob es Primzahlen p gibt, fiir die der Ausdruck z, = n? + n+ p
stets Primzahlen liefert!

3. Aus der Tatsache, daB sich stromdurchflossene Leiter erwéirmen, und aus der Beobachtung
einer Temperaturzunahme in einem Aluminiumdraht folgert jemand, daB der Draht von
Strom durchflossen wird. Beurteilen Sie diesen SchluB!

4.  Aus dem Satz ,,Jeder Biirger der DDR hat ein Recht auf Arbeit* werden unter Benutzung von
(1) Kurt Seifert ist ein Biirger der DDR bzw. (2) German Titow ist kein Biirger der DDR
die folgenden Sitze aufgestellt:

(1a) Kurt Seifert hat ein Recht auf Arbeit.  (1b) Kurt Seifert hat kein Recht auf Arbeit.
(2a) German Titow hat ein Recht auf Arbeit. (2b) German Titow hat kein Recht auf Arbeit.

1 a&iwpux (griech.), Forderung, Grundsatz.
2 W. I. LENIN: Aus dem philosophischen Nachlafi — Exzerpte und Randglossen. Dietz Verlag, Berlin
1954, S. 110.
Niheres iiber Axiome finden Sie im Abschnitt 1.1.2. Hier sind lediglich Axiome der Logik gemeint.
3 Das Beispiel geht auf den Schweizer Mathematiker LEONHARD EULER (1707-1783) zuriick.



6.

7.

10.

a) Erldutern Sie, von welchen dieser A lediglich auf Grund der Voraussetzungen fest-
steht, daB sie wahr bzw. falsch sind!

b) .Untersuchen Sie entsprechend, welche Folgerungen man ziehen kann, wenn statt (1) oder (2)
vorausgesetzt wird:
(3) Heinz Miiller hat ein Recht auf Arbeit
bzw.
(4) Heinz Miiller hat kein Recht auf Arbeit!

Um ,,nachzuweisen*, daB die von RoBERT KocH (1843-1910) entdeckte Kommabakterie
nicht der Erreger der Cholera sei, schluckte der Mediziner MAX v. PETTENKOFER eine ganze
Reinkultur dieses Bakteriums. Er erkrankte nicht.

Bekanntlich gilt: Alle Rechtecke sind Parallelogramme. Was kann man demzufolge. von
allen Vierecken aussagen, die keine Parallelogramme sind?

a) Nach der Entdeckung der Krankheitserreger fiir eine Reihe von Krankheiten in der zweiten

Hiilfte des 19. Jahrhunderts wurden vielfach Schliisse folgender Art gezogen:

(1) Bakterien erregen Krankheiten.

(2) Krebs ist eine Krankheit.

(3) Krebs wird durch Bakterien hervorgerufen.

Eine andere verbreitete SchluBfolgerung aus (1) war, daB alle Bakterien schidlich sind.

b) Bis 1900 war man der Ansicht, das Gelbfieber, eine oftmals tddlich verlaufende Tropen-
krankheit, die nur Menschen befillt, werde durch Beriihrung von erkrankten Personen, von
Gebrauchsgegenstédnden Kranker oder durch Einatmen der Erreger iibertragen. Der Bak-
teriologe WALTER REED (1851-1902) zeigte, ohne das erregende Virus entdecken zu konncea,
durch Versuche, daB die Ubertragung ausschlieBlich durch Stiche einer Moskitoart erfolgt.
Stellen Sie dar, wie die Versuche angelegt werden muBten, um diesen Sachverhalt schliissig
darzulegen!

Aus den Aussagen
(1) Alle Rechtecke haben Innenwinkel von je 90°,
(2) Alle Quadrate haben Innenwinkel von je 90°
wird geschlossen

(I) Alle Rechtecke sind Quadrate,
(IT) Alle Quadrate sind Rechtecke.
Schitzen Sie die beiden Schlufy

und ihre Ergebnisse ein!

Nehmen Sie Stellung zur Wahrheit der Sitze und zur Zuverlassigkeit der folgenden SchiuB-
weise!

Aus

(1) Es gibt Parallelogramme, die keine Rechtecke sind,

und

(2) Es gibt Parallelogramme, deren Diagonalen nicht gleich lang sind,

folgert jemand,

(3) Parallelogramme, deren Diagonalen nicht gleich lang sind, sind keine Rechtecke.

g-hy

Die Formel 4= fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks (Grundseite g, zugehorige

Hohe h,) wird oft folgendermaBen bewiesen:

Aus der Tatsache, daB sich jedes Parallelogramm durch eine Diagonale in zwei kongruente
Dreiecke mit gleicher Grundseite und Hohe zerlegen 14Bt, und aus der Flichenformel
A=g-h, fir das Parallelogramm wird die Formel fiir den Flécheninhalt des Dreiecks ge-
folgert. Beurteilen Sie diese SchluBweise!



1.1.2. Uber das axiomatische Vorgehen in der Mathematik

' 6. Beweisen Sie die folgenden drei Aussagen, und stellen Sie jeweils die zum
Beweis benotigten Sdtze zusammen!
a) Die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks betréigt 180°.
b) Fiir jedes rechtwinklige Dreieck mit der Hypotenuse ¢ und den Kathe-
ten a und b gilt: c* = a* + b*.
¢) Fiir beliebige positive reelle Zahlen a und b gilt: 1g(a-b) = lga + Igb.

Die Mathematik wird im allgemeinen als besonders exakte Wissenschaft angesehen,
das heiBt, ihre Aussagen gelten als besonders zuverlissig. Das kommt daher, daB in
ihr eine Aussage erst dann als giiltig anerkannt wird, wenn sie logisch bewiesen, also
aus anderen, vorher als wahr erkannten Aussagen deduktiv hergeleitet wurde. Da-
durch ist die Unsicherheit infolge induktiven SchlieBens ausgeschaltet bis auf die
Aussagen, die beim logisch-deduktiven SchlieBen ganz am Anfang stehen. Man
ist daher bestrebt, moglichst wenige solcher, ohne Beweis als giiltig anerkannter
Ausgangssitze zu verwenden und in ihnen wiederum maoglichst wenig und eindeutig
festgelegte Grundbegriffe zu benutzen. Diese zugrunde gelegten Sitze nennt man
Axiome. Zum Aufbau eines bestimmten Teilgebiets der Mathematik ist dann eine
gewisse Anzahl solcher Axiome, man sagt ein Axiomensystem, nétig. Da man von
diesem Axiomensystem aus deduktiv folgert, spricht man vom axiomatisch-deduk-
tiven Aufbau in der Mathematik.!

B Beispie1 2
Wir analysieren den Beweis folgender Aussage:

Satz: Die Parallele durch den Mittelpunkt eines Trapezschenkels zu einer
Grundseite halbiert auch den anderen Schenkel.

Voraussetzung: 1. AB Il cD | MM,
2. AM, = M,D

Behauptung: BM, = if(
Beweis: Zum Beweis ziehen wir durch M, die Parallele zu AD. Thre Schnitt-
punkte mit den Geraden durch A, B bzw. C, D seien E und F (Abb. 1.2.).

Abb. 1.2.

. +

1 Nihere Ausfithrungen dazu und zu einigen im fol ittenen Probl finden Sie
z.B. bei A. P. NORDEN: Elementare Einfiihrung in die LOBATSCHEWSKIsche Geometrie. VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften, Berlin 1958, bes. § 2.



Schliisse Begriindungen (,,Hilfssitze*)
(a) EM, = AM, Im Parallelogramm sind gegeniiberliegende
M,D = M,F Seiten gleich lang.
EM, = M,F (Nach Voraussetzung 2.)
(b) X BEM, = ¥xCFM, Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen
X M,BE = ¥xM,CF sind gleich.
(c) ABEM, =~ ACFM, Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer
[aus (a) und (b)] Seite und zwei gleichliegenden Winkeln iiber-
einstimmen (sww).
(d) BM, = M,C (Nach der Definition der Kongruenz gilt: Alle
gleichliegenden Stiicke stimmen iiberein.)

Damit ist der Satz bewiesen. Wie aber steht es mit den benutzten Hilfssdtzen?
Hilfssatz (a) wird zuriickgefiihrt auf den Kongruenzsatz wsw, Hilfssatz (b)
auf den Stufenwinkelsatz, Hilfssatz (c) wird in der Schule nicht weiter zuriick-
gefiihrt.

. 7. Beweisen Sie analog zum Beispiel 2 die Hilfssdtze (a) und (b)! Stellen Sie die
Zusammenhdnge aller Sitze des Beispiels in einer Art ,,Stammbaum** dar!

Im Geometrieunterricht wurden also u. a. die Kongruenzsitze und der Stufenwinkel-
satz als Axiome benutzt. Sie wurden nicht bewiesen, sondern lediglich veranschau-
licht; sie sind uns so selbstverstindlich, daB es unmdoglich erscheint, ihre Giiltigkeit
anzuzweifeln.

In noch stirkerem MaBe gilt das von Sétzen, die im Beweis des Beispiels wegen ihrer
,.Selbstverstandlichkeit* gar nicht erst erwidhnt wurden, die aber dennoch in einem
Axiomensystem enthalten sein miissen. So wurde zum Beispiel bei der Hilfslinie EF
stillschweigend benutzt, dal es zu AD durch M, genau eine Parallele gibt und daB
diese mit den Geraden durch 4, B bzw. C, D jeweils genau einen Schnittpunkt hat.
Aus dieser anschaulichen Selbstverstindlichkeit darf man aber nicht folgern, man
konne sich den Sachverhalt gar nicht anders denken, und demzufolge seien Axiome
Siitze, die man nicht zu beweisen braucht. Sitze, denen diese Eigenschaft von vorn-
herein zukommt, gibt es nicht.

. Beispiel 3
Man kann zum Beispiel das EUKLIDische Parallelenaxiom?
(1) Zu einer Geraden gibt es durch einen Punkt auBerhalb der Geraden genau
eine Parallele
ersetzen durch
(2) Zu einer Geraden gibt es durch einen Punkt auBerhalb der Geraden min-
destens zwei Parallelen

1 EyukLip (um 300 v. u. Z.), bed der griechischer Math iker.
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oder
(3) Zu einer Geraden gibt es durch einen Punkt auBerhalb der Geraden keine
Parallele.

Die ,,nichteuklidischen* Parallelenaxiome (2) und (3) entziehen sich zunichst
vollig unserer Anschauung und zeigen damit, wie unvollkommen und unzu-
verldssig diese ist; denn sie fiihren dennoch zu widerspruchsfreien, sogenannten
nichteuklidischen Geometrien, die in der modernen Physik eine unmittelbare
Anwendung gefunden haben, also gewissermaBen in der Praxis bestéitigt wurden.*

Nun kénnte man meinen, Axiome seien Sétze, die man nicht beweisen kann. Aber
auch das trifft nicht zu. So ist es zum Beispiel in der mathematischen Wissenschaft
iiblich, statt der vier Kongruenzsitze, wie in der Schule, nur einen in das Axiomen-
system aufzunehmen und die anderen daraus zu beweisen. Noch deutlicher zeigt
aber die folgende Tatsache diesen Sachverhalt: Ersetzt man das Parallelenaxiom (1)
durch den Satz:

(1a) Die Winkelsumme im Dreieck betrigt 180°,

so 1dBt sich aus dem so abgeiinderten Axiomensystem das Parallelenaxiom beweisen
(und damit dieselbe euklidische Geometrie aufbauen). Wenn trotzdem meist anders
verfahren wird, so deshalb, weil der Winkelsummensatz mehr Begriffe enthilt und
weniger einleuchtend ist.

Die Eigenschaft, Axiom zu sein, kommt einem Satz also nicht absolut zu. Aller-
dings darf die Zusammenstellung eines Axiomensystems nicht véllig willkiirlich
geschehen; es muB vielmehr gewisse Forderungen erfiillen. Eine von diesen ist die
sogenannte Widerspruchsfreiheit: Das System darf nicht die Moglichkeit bieten,
eine Aussage und ihre Verneinung herzuleiten.

. 8. Erldutern Sie, warum es unzuliissig ist, Axiome als Sitze zu erkliren, die
\eines Beweises weder fihig noch bediirftig* sind!

. 9. Statt des Winkelsummensatzes (1a) [und damit statt des Parallelenaxioms 1]
kann man auch einen der folgenden beiden Sitze in das Axiomensystem auf-
nehmen:

(1b) Alle Dreiecke haben die gleiche Winkelsumme; :
(lc) Es gibt ein Dreieck, in dem die Winkelsumme 180° betrdgt.
Erléutern Sie, warum man dann von schwicheren Voraussetzungen spricht!

Beim Vergleich mit dem induktiven Vorgehen werden zwei Vorteile des axiomatisch-
deduktiven Verfahrens deutlich. Wiirde man sich zum Beispiel beim Winkelsummen-
satz mit einem Ausmessen einzelner Dreiecke begniigen, so lieBe sich die Winkel-
summe hdchstens als Mittelwert von MeBergebnissen und demzufolge niemals genau
mit 180° angeben. Vor allem aber wiirde man auf diese Weise eine sichere Aussage
nur iiber endlich viele Dreiecke, ndmlich iiber die untersuchten, machen konnen,

1 Die Entwicklung der nichteuklidischen Geometrien ist verkniipft mit den Namen der Mathe-~
matiker JANOs BOLYAT (1802-1860), CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), NIKOLAT IWANOWITSCH
LoBATSCHEWSKT (1793-1856) und BERNHARD RIEMANN (1826-1866).
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wohingegen die Aussage bei einem mathematischen Beweis allgemeingiiltig ist, das
heiBt fiir alle Dreiecke gilt.

Dennoch bedient man sich auch in der Mathematik der Induktion, zwar nicht zur
Erkenntnissicherung, wohl aber zum Auffinden mathematischer Siitze. So sind zum
Beispiel viele Flichen- und Rauminhaltsformeln induktiv gefunden und benutzt
worden, lange bevor sie bewiesen wurden. Allerdings haben induktiv gefundene Aus-
sagen so lange den Charakter von Vermutungen, wie ihre axiomatisch-deduktive
Sicherung nicht erfolgt ist.

. Beispiel 4
Bis heute sind folgende Aussagen unbewiesen (und unwiderlegt):

(1) GoLpBAcHsche! Vermutung: Jede gerade natiirliche Zahl a(a + 2) ist
Summe von zwei Primzahlen.

(2) FermMATsche? Vermutung: Es gibt keine natiirlichen Zahlen a, b, ¢ mit
a-b-c+0, fir die die Gleichung @" +'5" = ¢" (n > 2 und natiirlich)
erfiillt ist.

Obwohl fiir beide Aussagen der Beweis noch nicht restlos gelungen ist, ist

man von ihrer Giiltigkeit {iberzeugt. Lange Zeit war man das aber auch bei

folgenden beiden Aussagen:

(3) Jede Zahl z, die sich aus z = 2*" + 1 durch Einsetzen natiirlicher Zahlen
fiir n ergibt, ist eine Primzahl.3

(4) Zerlegt man den Ausdruck x" — 1 in Faktoren, die ihrerseits nicht weiter
zerlegbar sind und deren Summanden rationale Koeffizienten haben, so
treten darin als Koeffizienten der einzelnen Summanden nur —1, 0 oder 1
auf. Zum Beispiel lautet die Zerlegupg von x® — 1:
X—1l=x-DE+DE*+x+ D)2 —x+1).

Beide Aussagen konnten aber durch Gegenbeispiele widerlegt werden. EULER

zeigte fiir (3), daB sich im Fall n = 5 keine Primzahl ergibt, und 1941 wies der

sowjetische Mathematiker W. K. IWANow fiir (4) nach, daB bei der Zerlegung
von x'%% — 1 zweimal der Koeffizient —2 auftritt.*

Aus den Beispielen wird auch deutlich, daB der Beweis eines Satzes sehr hiufig erst
dann erfolgt, wenn dieser auf anderem Wege — als Vermutung — gewonnen worden
ist. Ganz entsprechend steht es mit dem axiomatischen Aufbau einer Theorie. Eine
strenge und durchgehende Axiomatisierung und Sichtung der Grundlagen erfolgt
in der Regel erst dann, wenn in der Entwicklung durch die Anhidufung von Sitzen
ein gewisser Stand erreicht ist.

1 CHR. GOLDBACH (1690-1764).

2 PIERRE DE FERMAT (1601-1665).

3 Diese Vermutung stammt ebenfalls von FERMAT.

4 Eine ausfiihrlichere Darstellung dieses Beispiels finden Sie bei 1. S. Sominsk1: Die Methode der
vollstindigen Induktion. VEB D her Verlag der Wi haften, Berlin 1954, S. 10.
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Aufgaben

11.

13.

14.

15,

16.

17.

18.

Uberdenken Sie, fiir welche der folgenden Sitze aus dem bisherigen Mathematikunterricht
Sie Beweise kennengelernt haben und welche Thnen nur veranschaulicht bzw. an Einzel-
fillen deutlich gemacht wurden!

a) Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den drei Seiten iibereinstimmen.

b) Die Hohen jedes Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.

¢) Der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten eines jeden Dreiecks ist Mittelpunkt des Um-
kreises.

d) Jede Funktion y = f(x), deren Gleichung von der Form y = mx + n (m, n reelle Konstante)
ist, hat als Bild eine Gerade. Diese steigt bei positivem m um so steiler, je groBer m ist.

e) Fiir alle Kreise ist das Verhiltnis von Umfang zu Durchmesser gleich. Der Umfang u er-
rechnet sich aus dem Radius r nach der Gleichung u = 27 - r.

f) Fiir jedes ebene Dreieck gilt a: b: ¢ = sina:sin f:siny.

g) Fiir jede quadratische Gleichung der Form x2 + px + g = 0 gilt fiir die Losungen x; und x,:

Xyt Xa=—p; X1 X2=4q.

Fiir welche der bisher unbewiesenen Aussagen aus Aufgabe 11 und aus den Schiilerauftrigen
1a bis 1d kénnen Sie nach Threm jetzigen Wissensstand Beweise angeben? Fiihren Sie diese
Beweise durch!

Oftmals werden neue (umfassendere) mathematische Aussagen aus bekannten durch Verall-
gemeinerung gewonnen.

Esist33-37=30-40+3-7; 62:68=60-70 +2-8.

Bilden Sie weitere Beispiele dieser Art! Versuchen Sie, durch Verallgemeinerung dieser Bei-
spiele zu einer Rechenregel zu gelangen, und beweisen Sie diese Regel!

Beweisen Sie die folgende Aussage!

Die Schnittpunkte der Winkelhalbi den jedes Rechtecks mit den Seiten @ und b sind fiir
a # b die vier Ecken eines Quadrats.

Analysieren Sie den Beweis gemiB Beispiel 2, indem Sie die b Sitze

und gegebenenfalls weiter zuriickfiihren! (Was geschieht bei a = 5?)

Zeigen Sie, daB aus dem kommutativen Gesetz a- b = b - a und dem ,,rechtseitigen** Distri-
butionsgesetz (@ 4+ b) ¢ = ac + bc das, linksseitige* Distributi alb + ¢) = ab + ac
folgt!

Jemand beweist den Satz:
Wenn fiir die Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks gilt a* + b2 = ¢2, so ist das Dreieck rechtwinklig,
wobei der rechte Winkel der Seite ¢ gegeniiberliegt. /
Er zeigt zu diesem Zweck mittels des Kosir daB bei D k die nicht rechtwinklig
sind, a®> + b # c? gilt.

a) Beurteilen Sie diese SchluBweise!

b) In welchem Zusammenhang steht der angefiihrte Satz mit dem Satz des PYTHAGORAS?

Beweisen Sie:

Fiir jedes rechtwinklige Dreieck liegen die Mitten der drei Hohen auf einer Geraden.

Wie miite man den Beweis ansetzen, um zu zeigen, daB das nur fiir rechtwinklige Dreiecke
gilt? Versuchen Sie auch diesen Beweis!

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt 2" > n.
Nehmen Sie Stellung zu folgenden beiden Beweisfiihrungen:

a) Stellt man die Funktionen y = 2* und y = x mit Hilfe einer Wertetafel in einem kartesischen
Koordinatensystem graphisch dar, so erkennt man, daB das Bild von y = 2 stets oberhalb
des Bildes von y = x verliuft. Das bedeutet, daB fiir gleiche x stets gilt 2* > x.

13



b) Der Beweis wird indirekt gefiihrt:
Man nimmt an, es sei 2" < n. Beispiele zeigen, daB diese Annahme falsch ist: 2! > 1;2% > 2;
23 > 3. Folglich muB gelten 2" > n.

19.  Beurteilen Sie den folgenden Nachweis fiir die Giiltigkeit des Wurzelgesetzes
Va-b="1/ab!
Aus '{/r = '{/t_z . '{/; folgt durch Potenzieren jeder Gleichungsseite mit n
(fa-) = /a- o),
und wegen der Giiltigkeit des Potenzgesetzes (u - v)" = «" - v" fiir alle reellen u, v ist
(’{/ﬁ)" = (V;)" ('L/l:)" oder a-b=b-a,

womit das behauptete Gesetz bewiesen ist.

20. Beurteilen Sie den folgenden Beweis fiir den Winkel: der ohne Parallel iom
auskommt (Abb. 1.3.)! ¢
Wir teilen das Dreieck ABC mittels einer Geraden durch C

in zwei Teildreiecke. Bezeichnen wir mit x die uns zunachst

unbekannte Winkelsumme, so gilt: %
&+ +=x;B+y+0,=x.
Daraus ergibt sich durch Addition: py A ﬂ@ A g

a4+ f+y1+ v+ 040, =2x.

Da« + f + y; + 7, die Winkelsumme des Dreiecks 4BC ~ Abb. 1.3.

ist, folgt « + f + y; + ¥, = x. Die Winkel d, und 6, ergeben als Nebenwinkel zusammen 180°,
also erhalten wir x + 180° = 2x, woraus sich x = 180° ergibt.!

1.1.3. Die vollstindige Induktion

. 10. Geben Sie einen algebraischen Ausdruck in n an, aus dem sich genau die
geraden (bzw. ungeraden) Zahlen ergeben, wenn man fiir n nacheinander die
natiirlichen Zahlen einsetzt! Setzen Sie n =0, n=1, n=2, n= 17,
n=k—-l,n=k+1,n=%k+ 3/

. 11. Ermitteln Sie einen entsprechenden Ausdruck, der alle die natiirlichen Zahlen
darstellt, die bei Division durch 7 den Rest 3 lassen! Fiir welche n erhalten
Sie die Zahlen 31, 101, 1507

. 12. Beweisen Sie das Potenzgesetz:

Fiir alle reellen @, b und alle natiirlichent Zahlen n gilt (a - b)" = a" - b"!

. 13. Durch EDOUARD Lucas ist die folgende, wahrscheinlich sehr alte Aufgabe
bekannt geworden:

Ein Brett trigt drei Stifte 4, B und H, auf die man zylindrische, in der
Mitte durchbohrte Scheiben verschiedener GroBe stecken kann. Zunéchst
sind die Scheiben der GroBe nach auf dem Stift 4 angeordnet (Abb. 1.4.).
Sie sollen einzeln zum Stab B gebracht werden, um dort wieder einen

1 Nach J.S.DuBNow: Fehler in geometrischen Beweisen. VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften, Berlin 1958, S. 13.
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solchen Turm zu bilden; dabei darf

der Hilfsstift # zum Ausweichen be- 2 4

nutzt werden. Die einzige Einschrin-

kung besteht darin, daB niemals eine
groBere iiber einer kleineren Scheibe
liegen darf, weder bei 4 und B noch

bei H.

a) Versuchen Sie, die Aufgabe mit 3 und
dann mit 4 Scheiben zu lésen, und
zéhlen Sie, wieviel Umsetzungen Sie dazu benitigen! (Statt der Kreis-
scheiben kann man auch Miinzen verschiedener Grofle benutzen, und an
die Stelle der Stifte konnen markierte Stellen auf einem Blatt Papier
treten.) "

b) Das eigentliche Problem besteht aber nicht im Umsetzen, sondern darin,
mit moglichst wenig Umsetzungen auszukommen. Stellen Sie fest, ob ihre
Anzahlen aus a) minimal waren und welches die Minimalzahl fiir 8 Scheiben
ist! Anleitung: Beginnen Sie Ihre Uberlegungen mit einer Scheibe!
Schreiten Sie dann iiber zwei Scheiben, drei Scheiben usw. bis n = 8
Sfort!

c) Versuchen Sie, eine allgemeine Formel fiir das Umsetzen von n Scheiben
aufzustellen und ihre Giiltigkeit zu erldutern!

Abb. 1.4,

Im Abschnitt 1.1.2. wurde die Induktion als SchluB vom Besonderen auf das All-
gemeine gekennzeichnet; daraus ergab sich die besprochene’ Unsicherheit der er-
schlossenen Aussagen. Eine gewisse Sonderstellung nehmen Schliisse folgender Art
ein:

Die Elemente Fluor, Chlor, Brom, Jod und Astat bilden die siebente Hauptgruppe
im Periodensystem der Elemente.

Aus folgenden Aussagen wird geschlossen:

(1) Fluor hat sieben AuBenelektronen.

(2) Chlor hat sieben AuBenelektronen.

Fiir Brom, Jod und Astat kénnen gleichartige Aussagen, die Aussagen (3) bis (5),
aufgestellt werden.

Daraus wird geschlossen, daB die Elemente der siebenten Hauptgruppe im Perioden-
system der Elemente alle die gleiche Anzahl AuBenelektronen haben.

Soweit bisher bekannt ist, bilden nur diese Elemente die sicbente Hauptgruppe.

Aus diesem Grunde ist dieser InduktionsschluB in gewisser Weise ,vollstindig*. Die
gewonnene Aussage ist genauso zuverlissig wie die Ausgangsaussagen; ihr haftet
also nicht die UngewiBheit, die bei den iiblichen Induktionsschliissen auftritt, an.
Ein dieser SchluBweise verwandtes Vorgehen gibt es auch in der Mathematik, wenn
Beweise fiir eine Gesamtheit von Fillen gefiihrt werden, indem man diese er-
schopfend in Teilfille aufspaltet und die Giiltigkeit der zu beweisenden Aussage
in jedem dieser Fille zeigt.
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B seispiel s

Ein wichtiger Satz der Kreislehre lautet:

Jeder Peripheriewinkel eines Kreises ist halb so groB wie

der Zentriwinkel iiber dem gleichen Bogen.

Diesen Satz beweist man meist, indem man seine Giiltig-

keit fiir die folgenden drei Fille einzeln nachweist:

I. Ein Schenkel des Peripheriewinkels geht durch den

Kreismittelpunkt (Abb. 1.5.).

I1. Der Kreismittelpunkt liegt zwischen den Schenkeln
des Peripheriewinkels (Abb. 1.6.).

II1. Der Kreismittelpunkt liegt auBerhalb der Schenkel

<O
des Peripheriewinkels (Abb. 1.7.).
Damit sind alle Moglichkeiten erschopft.

. 14. Durchdenken Sie, wie eine entsprechende erschopfende ~ Abb. 1.6.
Einteilung fiir die Beweise von Sinussatz und Kosinus-

satz erfolgen muf! k

D

Abb. 1.5.

/\

. 15. Beweisen Sie die Aussage, daf} fiir jede natiirliche
3 2
Zahl n der Ausdruck " + i + z ganzzahlig ist!
6 2 3
\<

Anleitung: Nutzen Sie fiir eine Fallunterscheidung das
Restverhalten von n bei Teilung durch 3 aus! Abb. 1.7.

Die Bezeichnung ,,vollstindige Induktion* ist jedoch in der Mathematik fiir Schliisse
dieser Art nicht gebrauchlich. Sie ist vielmehr einem Beweisverfahren vorbehalten,
das eigentlich deduktiver Natur ist; die Bezeichnung ist also etwas ungliicklich.
Sie erklirt sich jedoch durch eine gewisse duBerliche Ahnlichkeit mit induktiven
Schliissen nach bloBer Aufzihlung (Aufgabe 1. in 1.1.1.).

Im Abschnitt 1.1.2. wurde als ein besonderer Vorteil des deduktiven Vorgehens
herausgestellt, da allgemeingiiltige Sitze bewiesen werden konnen. Es handelt
sich dabei also um Aussagen, in denen von allen mathematischen Gegenstinden
einer bestimmten Art (allen rationalen Zahlen, Dreiecken, Prismen, quadratischen
Funktionen od. dgl.) die Rede ist, auch wenn es sich dabei um unendlich viele
handelt. Recht hiufig sind Aussagen, in denen alle natiirlichen Zahlen n, also alle
Zahlen 1, 2, 3 ... auftreten. Solche Aussagen sind zum Beispiel :

(1) Fiir alle n gilt: (a - b)" = a" - b". (Schiilerauftrag 12)
3 2
(2) Fiir alle n ist % + % + g ganzzahlig. (Schiilerauftrag 15)

(3) Die Winkelsumme im n-Eck betrigt (n — 2) 180°.
Fiir manche solcher Aussagen ist der Beweis durch vollstéindige Induktion bequemer
als andere Beweise; fiir viele ist er sogar unbedingt nétig, weil eine exakte Zuriick-
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fiithrung auf Axiome oder aus diesen bewiesene Sitze: anders nicht mtiglich ist.
Dies gilt zum Beispiel fiir die Aussage (1), denn das iibliche Verfahren mit

(@ by=ab-ab-...cab=a-a-...ab-b-...-b=a"b"

n-mal n-mal n-mal

ist eigentlich nicht mehr als eine Veranschaulichung, eine Ubertragung des bei festen
natiirlichen Zahlen wie 3, 7, 18 oder dgl. berechtigten Vorgehens auf den variablen
Exponenten n. Um das Beweisverfahren durch vollstindige Induktion verstehen und
anwenden zu lernen, betrachten wir zunichst das Axiomensystem, das, in gering-
fiigig anderer Form, erstmals der italienische Mathematiker und Logiker PEANO
(1858-1932) dem Arbeiten mit natiirlichen Zahlen zugrunde legte:
(I) Es ist 1 eine natiirliche Zahl.! ’
(IT) Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es genau eine natiirliche Zahl »’, die (unmittel-
barer) Nachfolger von n ist.
(IIT) Die Zahl 1 ist nicht unmittelbarer Nachfolger einer natiirlichen Zahl, das heiBt,
es gibt kein » mit n" = 1.
(IV) Jede natiirliche Zahl ist unmittelbarer Nachfolger hochstens einer Zahl, das
heiBt, aus #’ = m’ folgt n = m.
(V) Eine Menge M natiirlicher Zahlen enthalt alle natiirlichen Zahlen, falls gilt:
1. M enthilt die natiirliche Zahl 1.
2. Wenn M die natiirliche Zahl n enthilt, so enthilt sie auch deren Nach-
folger n'.
. 16. Verdeutlichen Sie sich den Inhalt der Axiome (I) bis (IV)! (Welche natiirliche
Zahl ist zum Beispiel der unmittelbare Nachfolger von 712 Warum mufte
im Axiom (IV) ein ,,hochstens** eingefiigt werden?)
Wie lautet das Axiomensystem, wenn 0 als natiirliche Zahl angesehen wird?
Charakterisieren Sie entsprechend den Bereich der negativen ganzen Zahlen!
Welche der Aussagen (I) bis (IV) bleiben giiltig, wenn man ,natiirliche
Zahl*“ durch ,,rationale Zahl* ersetzt?

Das Axiom (V) erfaBt die — ihrerseits induktiv gewonnene — Erkenntnis, da8 man
von 1 aus durch fortgesetzte Nachfolgerbildung die Folge der natiirlichen Zahlen
gewinnt. Es stellt die Grundlage fiir das sogenannte Prinzip der vollstindigen Induk-
tion dar, das man kurz so erkldren kann:

Ist eine Aussage, in der von allen natiirlichen Zahlen » die Rede ist, fiir » = 1 be-
wiesen, und ist ferner nachgewiesen, daB sich aus der Giiltigkeit der Aussage fiir eine
beliebige natiirliche Zahl notwendig ihre Giiltigkeit fiir deren Nachfolger ergibt, so
gilt die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen. Aus der Giiltigkeit fiir 1 folgt némlich
dann die Giiltigkeit fiir 2, aus dieser wiederum die Giiltigkeit fiir 3, daraus die Giiltig-
keit fiir'4 usw.; demzufolge gilt die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen.

1 Sieht man, was hiufig als zweckmiBig empfunden wird, auch 0 als natiirliche Zahl an, so
muB hier und in den folgenden Axiomen 0 an die Stelle von 1 treten.
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. 17. Bei einem Ausflug liuft Ihre Klasse im ,,Géinsemarsch® mit Ihnen an der
Spitze auf einem engen Waldpfad.
1. Sie bemerken ein Vogelnest.
2. Es ist verabredet, daf3 jeder eine Beobachtung (bzw. deren Mitteilung) an

seinen Hintermann weitergibt.
Was kénnen Sie dann beziiglich der Kenntnis Ihrer Beobachtung seitens
- Threr Mitschiiler schliefen?

. 18. Man kann sich das Verfahren der vollstindigen Induktion auch an einer
Reihe hintereinander aufgestellter Dominosteine veranschaulichen (Abb. 1.8.
u. 1.9.). Formulieren Sie hier die Bedingungen 1. und 2.1

Abb. 1.8. Abb. 1.9.

In beiden betrachteten Fillen enthalten die Mengen nur endlich viele Elemente
(Schiiler, Dominosteine). Die Folge der natiirlichen Zahlen ist aber unendlich. Inso-
fern kann man bei dem oben angedeuteten Vorgehen von 1 auf 2, von 2 auf 3, von
3 auf 4 usw. niemals alle natiirlichen Zahlen wirklich erfassen. Diese Schwierigkeit
wird beseitigt durch den folgenden ,,Satz iiber die Rechtfertigung induktiver Beweise*,
der aus dem Axiom (V) folgt:

’ Prinzip der vollstindigen Induktion:
Eine Aussage H(n) ist richtig fiir jede natiirliche Zahl n, wenn folgendes gilt:
1. H(n) ist richtig fiir n = 1.
2. Aus der Giiltigkeit von H(n) fiir n = k folgt stets die Giiltigkeit fiir n = k - 1. Dabei ist k
eine beliebige natiirliche Zahl.

(Obwohl in dem PEaNOschen Axiomensystem die Addition noch nicht auftritt, wird
im folgenden fiir den Nachfolger #’ von n meist geschrieben n + 1.)

> Fiir den Beweis der Aussage H(n) durch vollstindige Induktion sind also dchst zwei Beweis-
schritte notwendig:
1. Induktionsanfang: Man zeigt, daB H(1) gilt.
2. Induktionsschritt: Man zeigt, daB aus der Richtigkeit von H(k) (Indukti )

die Richtigkeit von H(k + 1) (Induktionsbehauptung) folgt.

Dabei miissen die Schliisse so erfolgen, daB sie an kein spezielles k gebunden sind, d. h., daB
man sich fiir & jede beliebige natiirliche Zahl eingesetzt denken darf.
Unter Anwendung des Prinzips der vollstindigen Induktion kann man dann die Giiltigkeit von
H(n) fiir alle n folgern.

1 Nach H. STENHAUS: Kaleidoskop der Mathematik. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1959, S. 46.
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Manchmal ist es iiblich, den Induktionsschritt ohne Verwendung eines neuen Sym-
bols k direkt mit n auszufithren. Daher trigt auch der Beweis durch vollstéindige
Induktion den Namen SchluB von » auf n + 1.

B Beispici 6

2%

Die Summe der ersten » natiirlichen Zahlen betragt
_nln+1)
i

Beweis durch vollstindige Induktion:

1+243+...4+n

1. Induktionsanfang:

Fiir n = 1 ist die Formel richtig: 1 = g

2. Induktionsschritt: Es wird nun gezeigt, d'aB aus der Richtigkeit der Formel
fiir n = k ihre Richtigkeit fiir n = k + 1 folgt.
Induktionsvoraussetzung: Die Formel sei fiir n = k richtig, also
_kik+1)
5
Induktionsbehauptung : Die Formel gilt auch fiir n = & + 1, also
k+1)(k+2)
—

1+2434+...+k

1+2+..+k+1=

R ‘hok

is der Indukti ptung aus der Induktionsvoraussetzung:
Nach Induktionsvoraussetzung ist

k(k + 1)
2

150 s k(e 2 + (k+ 1).

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird umgeformt:
k(k + 1) kk+D+2k+1D) _(k+DE+2)
2 2 2
Das ist aber gerade die in der Induktionsbehauptung aufgestellte Formel,

und nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt wegen des Induktions-
anfangs die behauptete Formel fiir alle natiirlichen Zahlen n.

+k+1)=

Reispiel 7
Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt 2" > n. Beweis durch-vollstindige Induktion:
1. Induktionsanfang:
Fiir n = 1 gilt die Aussage: 2' > 1.
2. Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: 2 > k
Induktionsbehauptung:  2**' >k + 1
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is der Indukti ptung aus der Induktionsvoraussetzung:

Esist 2*' = 2+ 2%; also gilt nach Induktionsvoraussetzung 2! > 2k.
Wegen 2k = k + k = k + 1fiir k > 1 gilt dann 2**' > & + 1.

Danmit ist die Induktionsbehauptung und somit die behauptete Formel fiir
alle natiirlichen Zahlen bewiesen.

. 19. Erliutern Sie, warum die folgende Beweisfiihrung im Induktionsschritt Salsch

ist!
Aus
2 S>k+1 (k2
folgt
2-2¢ sk+1,
also
X+ 2>k+1.

Nach Induktionsvoraussetzung ist 2* > k, und da 2* > 1 ist, ist der Beweis er-
bracht.

. 20. Uberlegen Sie, ob es bei den Beispielen 1 und 2 auch maglich u! fiir den

Induktionsanfang n = 0 zu wdihlen!

\
Zuweilen liegt der Induktionsanfang nicht bei n = 1 (bzw. n = 0), sondern erst
spiter, weil eine Formel erst fiir groBere » gilt oder es in einem bestimmten Zusam-
menhang sinnlos ist, 7 = 1 zu setzen. Die Aussage (3) von S. 16 wird zum Beispiel
frithestens sinnvoll fiir # = 2, wobei dann die Winkelsumme im ., Zweieck* 0°
betrigt.

B eispiel 8

20

Zu beweisen ist, daB die Summe der Innenwinkel in einem (ebenen) n-Eck
(n — 2) - 180° betragt.
1. Induktionsanfang: Fiir n = 3 ist die Formel richtig, da die Winkelsumme

im Dreieck 180° betrigt.
2. Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung :

Die Winkelsumme im m-Eck betrigt (m — 2) - 180°.

Induktionsbehauptung :

Die Winkelsumme im (m + 1)-Eck betrigt (m — 1) - 180°.
is der Induktionsbehauptung: Ein (m + 1)-Eck l4Bt sich stets in ein
Dreieck und ein m-Eck zerlegen, indem man durch eine Diagonale zwei
passend gewihlte Eckpunkte des (m + 1)-Ecks miteinander verbindet, die
nur durch einen weiteren Eckpunkt voneinander getrennt sind. Unter Beach-
tung des Induktionsanfangs und bei Anwenden der Induktionsvoraussetzung
auf das m-Eck ergibt sich die behauptete Foriel fiir das (m + 1)-Eck,
womit die Formel fiir beliebige n-Ecke bewiesen ist.




. 21. Zeigen Sie, daf sich die Winkelsummenformel fiir konvexe® n-Ecke auch
ohne vollstindige Induktion beweisen lift!

Beispiel 9

Gesucht ist eine Formel fiir die Summe der ersten » ungeraden Zahlen, also
143+5+..+@n—-1).

Um die Formel erst einmal vermuten zu kénnen, betrachten wir nacheinander
einige Spezialfille:

1% 1= 1(=1%
2 143= 4(=2%
33 1+3+5= 9(=3%
n=4:14+34+5+7=16 (=4%

Daraus vermuten wir allgemein:

ERE
Il

I

143+5+...+@n—1) =n’

Den Beweis fiir diese Formel fiithren wir durch vollstindige Induktion:
1. Induktionsanfang:
Fiir n = 1ist die Formel gewiB richtig. Wir haben sie ja durch Verallgemeine-
rung aus Einzelféllen erhalten, in denen der Fall » = 1 enthalten war.
2. Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: 1 + 3 + ... + (2k — 1) = k?
Induktionsbehauptung: 1 + 3 + ... + (2k — 1) + 2k + 1) = (k + 1)?
Beweis der Indukﬁonbbehaupttmg:
Nach Induktionsvoraussetzung ist
1+34+5+..+2k—1)+@k+1) =k + 2k + 1.
Es ist aber gerade k? + 2k + 1 = (k + 1) Damit ist die Induktionsbehaup-
tung und folglich auch die vermutete Formel bewiesen.
Bei all diesen Beispielen wird ein Nachteil des Schlusses von n auf n + 1 deutlich:
Nach diesem Verfahren ist es nicht méglich, eine Aussage zu ermitteln. Es erméoglicht
lediglich den Beweis einer bereits (z. B. auf induktivem Wege durch Betrachtung von
Snezialfillen) vermuteten Aussage. Allerdings fithrt das Verfahren der vollstindigen
Induktion auch dazu, vermutete falsche Aussagen als solche zu erkennen und damit
zu verwerfen.

. beispiel 10
Gesucht ist eine Formel fiir die Summe der Potenzen von 2, also
S, =204+21 4 ..+ n= 0% 5o=1 m=1:6=3
Voreilig wurde vermutet, daB s, = 2n + 1 gilt.
1 Eine Figur (als Fliche verstanden) heifit konvex, wenn die Verbindungsstrecke zweier beliebiger

Punkte der Figur stets innerhalb der Figur liegt, also wieder nur Punkte der Figur enthilt. Kon-
vexe Vielecke haben zum Beispiel keine iiberstumpfen Winkel.
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Es wird der Versuch unternommen, diese Beziehung durch vollstindige In-

duktion zu beweisen.

1. Induktionsanfang: Gesichert durch die Anfangsbetrachtung.

2. Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: 2° + 2 + ... + 2 =2k + 1
Induktionsbehauptung:  2° +2' + ... + 2**' =2k + 3
Nach der Induktionsvoraussetzung ist aber
Ppd 4ol ¢ 59 = 2%+ 14 2L,
Diese Folgerung stimmt aber nur dann mit der Induktionsbehauptung
iiberein, wenn 2¥*! = 2 ist. Das ist aber nur fiir K = 0 der Fall. Die Tat-
sache, daB aus der (angenommenen) Richtigkeit der vermuteten Formel fiir
k #+ 0 ihre Unrichtigkeit fiir k + 1 folgt, zeigt, daB die Formel nicht fiir
alle n gilt.!

. 22. Ermitteln Sie durch Untersuchung weiterer Félle (n = 2, n = 3) die zu-
treffende Formel fiir s,, und beweisen Sie diese durch vollstindige Induktion!
Aufgaben

21.  Beweisen Sie die Formel fiir die Mind hl von Ui beim Lucasschen Turm
aus n Scheiben, die Sie im Schiilerauftrag 13 vermutet haben, mittels vollstindiger Induktion!

22.  Man beweise durch vollstindige Induktion, daB fiir alle natiirlichen n = 0 (bzw. n = 1)
folgendes gilt!
1) (2 1
3 12+22+32+__.+,,2=w
3n+1 =1

b) 3% 4+ 31 +32 4 .. 43" = 5

)4+ 10+ 16+ ...+ (6n—2)=n(Bn + 1)
nn + 1)(n + 2)
3

e) Die Summe der Kuben dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen ist stets durch 9 teil-

3 1 3 2 3
bar, das heift, Lﬁ—;ﬂu ist immer ganzzahlig.

f) A, = 11"*2 + 1227+ 1 jst stets durch 133 teilbar.

d)1:24+2:34+3-44+ ... +nn+1)=

23. Ermitteln Sie die folgenden S sn, und bewei Sie die Richtigkeit der ver
Formeln durch volistindige Induktion!

1 1 1
E)Sn—ﬁ+ﬁ+3-4+...+”(”+l)
1
2n—1)2n+ 1)

s, =1424+34+...4n d)s,=24+44+64+...4+ 21

; 1 1 1
b = - -] e
) Sn l-3+3-5+5~7+ G

! Allerdings folgt auf diese Weise nicht, daB die Formel fiir alle von 0 und 1 verschiedenen n
falsch ist.
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e)s,=14+54+9+13+...4+0@n—23)
f) Die Summe der ersten » Zahlen, die bei der Teilung durch 9 den Rest 7 lassen.
g) s, =5+ 5 +5 + ...+ 5!

24. Ermitteln Sie, von welct n ab die folgenden Ungleich gelten, und beweisen Sie die
t durch vollstindige Induktion!

a) 2" > 2n b)2">2n+1 c) 2" > n?
Anleitung zu c: Benutzen Sie beim Beweis das Ergebnis von b!

25.  Ermitteln Sie die Anzahl der Diagonalen in einem (eb ) n-Eck, und beweisen Sie die ge-
fundene Formel sowohl mittels vollstindiger Induktion als auch ohne dieses Verfahren!

Hetindice Tndik

26. isen Sie den folgenden Satz durch v ion! Haben n verschiedene Ge-
raden einer Ebene einen Punkt gemeinsam, so wird die Ebene von den Geraden in 2n Teile
zerlegt.

27. a) Nehmen Sie Stellung zu folgendem Einwand gegen das Beweisverfahren der vollstindigen
Induktion: ,,Beim Beweis wird die Behauptung benutzt*!

b) Erldutern Sie, inwiefern innerhalb des Beweises durch vollstiandige Induktion gewissermaBen
nochmals ein Beweis steckt!

1.1.4. Induktive Definitionen, das Summenzeichen

Auch Potenzgesetze wie (a-b)" = a" - b" (Schiilerauftrag 12) konnen jetzt exakt
durch vollstindige Induktion bewiesen werden. Dabei ist zu beachten, daB eigentlich
auch die Erklirung der Potenz durch a" = a-a- ... a einer Prizisierung bedarf.

T hmal
Man wendet deshalb schon bei der Definition der Potenz ein mit der vollstindigen
Induktion in engem Zusammenhang stehendes Verfahren an, das Verfahren der in-
duktiven Definition:
(1) a®=1 - 2) ' =d"a

. 23. Uberdenken Sie den Zusammenhang dieser Erkldrung mit dem Axiom (V)

bzw. dem Beweisverfahren der vollstindigen Induktion, und versuchen Sie, die

Bezeichnung Rekursionsformel®  fiir Gleichungen wie (2) zu erldutern!

Beweisen Sie unter Ausnutzung dieser Festsetzung das Gesetz iiber das
Potenzieren eines Produkts!

Auch Addition und Multiplikation werden beim streng axiomatischen Aufbau der
Lehre von den natiirlichen Zahlen, die als Grundlage der gesamten Arithmetik dient,
induktiv erklart: v

(1) m+1=m' 2) m+n' = (m+ n)

[Von der Festsetzung (1) haben wir bereits stindig in den Formulierungen der voll-
stindigen Induktion Gebrauch gemacht.]

1 recurrere (lat.), zuriicklaufen, (auf etwas) zuriickkommen.
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. 24. Uberzeugen Sie sich durch Einsetzen fiir m und n, daf die uns bekannte
Addition diesen Forderungen entspricht! Versuchen Sie entsprechend, durch
Festlegungen fiir m - 1 und m - n' die Multiplikation induktiv zu erkléiren!

Die induktiven Erklirungen der Rechenoperationen sind gerechtfertigt, weil man
zeigen kann, daB es jedesmal genau eine Operation gibt, die den Forderungen ent-
spricht. Auf den Beweis dieser Tatsache [ebenfalls unter Benutzung des Axioms (V)]
kann hier nicht nidher eingegangen werden.

. 25. Beweisen Sie durch vollstindige Induktion das Assozi g - der Addition!
,»Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, c gilt (a + b) + ¢ = a + (b + ¢).*
Wiihlen Sie als Induktionsanfang (a + b) + 1 = a + (b + 1), indem Sie
die Festsetzung der Addmon ausnutzen! Der Beweis ist also durch ,voll-
standige Induktion iiber c** zu fiihren.

Auch das Kommutationsgesetz @ + b = b + a 148t sich so beweisen, nur muB3 man’
dabei den SchluB durch vollstindige Induktion zweimal (,iiber a* und ,,iiber 5*)
anwenden, indem man den Induktionsanfanga + 1 = 1 + a seinerséits wieder durch
vollstindige Induktion beweist. Dabei ist dann 1 + 1 =1 + 1 der Induktions-
anfang. Auch die entsprechenden Gesetze der Multiplikation (@ b)-c =a- (b c)
und a-b = b-a sowie das Distributionsgesetz (@ + b)-c =a-¢ + b ¢ kdnnen
durch vollstindige Induktion bewiesen werden.

. 26. Erldutern Sie, warum beim Beweis des Assoziationsg es die vollstindige
Induktion nicht dreimal (iiber a, b und c) angewandt zu werden brauchte!
Beweisen Sie durch- vollstindige Induktion iiber n die Potenzgesetze

m
a_n = a""" fiirn £ mund (@")" = a""!

a

Nutzen Sie dabei fiir den Induktionsanfang die induktive Definition der Potenz
aus!

Einige vorn angefiihrte Beispiele und Aufgaben haben deutlich gemacht, daB hiufig
Summenformeln durch vollstindige Induktion bewiesen werden. Um die Schreib-
weise im folgenden zu vereinfachen, benutzen wir das von EULER! 1753 eingefiihrte
und seither in der Mathematik iiblich gewordene Kurzzeichen ) 2:

14+2+3+...+n=) k(lies: Summe iiber alle k von k = 1 bis n).
k=1
Entsprechend ist

Z—l—=_l_+_1+...+—l.
r=1k(k+1) 1-2 2-3 n(n + 1)

[lies: Summe 4 von k =1 bis n]
k(k + 1)

1 LeoNHARD EULER (1707-1783).
2 Griechischer GroBbuchstabe ,,Sigma*‘, entspricht dem S in der lateinischen Schrift.
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Die Erkldrung des Summenzeichens ist allerdings bisher &hnlich unbefriedigend wie
es die Erkldrung der Potenz vor der induktiven Definition auf S, 23 war. Im Ab-
schnitt 1.4. wird auch der Gebrauch des Summenzeichens prizisiert werden.

Aufgaben
28.  Schreiben Sie die Si in den Aufgaben 22a bis 22d und 23 mit Summenzeichen!
29.  Schreiben Sie die folgenden S fiir n = 5 ausfiihrlich, und untersuchen Sie die ange-
gebenen Formeln auf ihre Giiltigkeit!
ks nn+ 1)@+ 2)(n+3) L 1 2n
k(k + 1) (k + 2) = b) =—
Dt heEa 4 )E‘l(«w—s)wﬂ) o+ 1
n 1 n 3n2 + 5n
o X = d) Z TR
m=1(@a+m—1(@+m) ala+n) ; g-xe(e+2) 4(n+l)(n+2)
n k& n+2 L 8" —
9 X n=2"" f) % 8=

Bei welchen der Aufgaben 29a bis e kénnte die Summation schon bei 0 beginnen? Soll(en
Sie auf fehlerhafte Formeln gestoBen sein, so stellen Sie sie richtig!

30.  Beweisen Sie, daB die Summe der Kuben der natiirlichen Zahlen von 1 bis n gleich dem Qua-
drat der Summe dieser natiirlichen Zahlen ist!

31.  Ermitteln Sie Formeln fiir die folgenden Summen, und weisen Sie ihre Richtigkeit nach!
n n 2 1

kb
e n§o6 / k§1 @2k — 1@k +1) 8 gn Bm —2)(3m + 1)

d T @ —12 e X k.26t
r=1 k=2

32. Esist
+ 1
m=12=22 43242 4 4 (=1 ln2= (—1)"—1"("T+).
a) Schreiben Sie auch diese Summe unter Ver dung des S ichens! (Beact Sie
dabei den Vorzeichenwechsel!)
b) Beweisen Sie die Aussage!
33.  Jede Potenz einer den Zahl mit dem Exp 1aBt bei Division durch 8 den

Rest 1.

a) Beweisen Sie diese Aussage!

b) 7eigen Sie, daB sich aus ihr der folgende Satz ergibt!
Jedg Potenz einer ungeraden Zahl mit ungeradem Exponenten 14Bt bei Division durch 8
denselben Rest wie die Basis.
Anleitung zu a): Fiihren Sie den Beweis durch vollstindige Induktion iiber den Exponenten!
Das heifit, als Induktionsanfang ist nachzuweisen, daB die Behauptung fiir das Quadrat jeder
ungeraden Zahl gilt.

34.  Beweisen Sie, daB folgende Briiche fiir kein natiirliches » zu kiirzen sind!
9n + 1 ~ 22n+5
18n + 3 3Bn+7
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35.

36.

1 1 1 13
Esgilt — +——+ ...+ — > — fi 1
R nan T T g
a) Schreiben Sie die Summe unter des ict !
b) isen Sie die Ungleick durch vollstindige Induktion!

Beweisen Sie die BErnouLLische! Ungleichung!
(A+a)f>1+nx fir a>—1 und 0 reell, n>1

Anleitung: Multiplizieren Sie zum Beweis der Induktionsbehauptung in der Induktions-
voraussetzung beiderseits mit (1 + «)!
Uberlegen Sie, warum & > —1 vorausgesetzt werden muf3!

1.2. Permutationen

1.2.1. Vorbereitende Ubungen

1.

2.

Auf wieviel Arten lassen sich die drei Buchstaben a, /,  anordnen, das heiBt, wieviel drei-
buchstabige ,,Worter” lassen sich aus ihnen bilden, wenn kein Buchstabe mehrmals vor-
kommen darf? (Dabei sollen auch solche Anordnungen wie t/a als ,,Worter* geziihlt werden.)

Untersuchen Sie, welche der folgenden Fragen auf das gleiche mathematische Problem fiihren!

a) Wieviel Anord oglichkeiten bestehen fiir die Buchstaben a, b, e, r? ¥

b) Wieviel fiinfbuchstabige ,,Worter* lassen sich aus den Buchstaben e, i, &, r, s bilden, wenn
alle Buchstaben auch mehrmals auftreten diirfen, zum Beispiel kkikr?

¢) Wieviel Méglichkeiten des Einlaufs gibt es bei einem Laufwettbewerb, an dem sechs Sportler
teilnehmen? ’

d) Auf wieviel Arten kann man aus 158 ielern einer FuBball haft elf Spieler aus-
wihlen, um aus ihnen die ,,EIf* llen, wenn wir b daB jeder Spieler
in jeder Position spielen kann?

€) Wieviel Moglichkeiten der Aufstell das heiBt der Zuordnung der Zahlen 1 bis 11 zu
diesen ausgewihlten Spielern gibt es? '

f) Wieviel Sitzordnungen gibt es fiir acht Personen?

g) Wieviel Zeichen kann man aus den ,.el en* Mor ichen - und - kombini wenn
ein Zeichen hochstens sechs Punkte oder Striche umfassen darf?

h) Wieviel Verbindungen lassen sich in einem Fernsprechnetz mit fiinfstelligen Nummern her-
stellen, wenn tatsdchlich die maximal méglichen 100000 Anschliisse vorhanden sind?

1.2.2. Permutationen als Anordnungen

Verschiedene Fragestellungen fiihren auf das mathematische Problem, alle Anord-
nungsmoglichkeiten der Elemente endlicher Mengen zu untersuchen. Da'eine An-
ordnung aus einer anderen durch Vertauschen gewisser Elemente hervorgeht, spricht
man hier von Permutationen?.

>

Jede Anordnung von n Elementen nennt man eine Permutation dieser Elemente.

1 JacoB BerNouLLI (1654-1705).
2 permutare (lat.), vertauschen.
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Schon in den vorbereitenden Ubungen trat als eine grundlegende Frage die nach der
Anzahl der Permutationen auf. Symbolisch wird im folgenden die Anzahl der Per-
mutationen von » Elementen mit P(n) bezeichnet.

Beispiel 1

Zu bestimmen ist die Anzahl der Permutationen von drei Elementen, die mit
a, b, ¢ bezeichnet werden.

Losung:

Wenn a an erster Stelle steht, besteht auBer der Permutation abc nur noch eine
weitere, zu der man durch Vertauschen von b und ¢ gelangt: ach. An Stelle von a
kann auch b oder c als erstes Element auftreten, wobei sich auch jeweils zwei
Maoglichkeiten ergeben. Insgesamt existieren demnach die sechs Permutationen :
abe, acb, bac, bea, cab, cba; also ist P(3) = 6.

Nimmt man noch ein viertes Element d hinzu, fragt also nach P(4), so erhilt
man: Das Element 4 kann jeder der Permutationen aus drei Elementen als
erstes, zweites, drittes oder viertes hinzugefiigt werden. So ergeben sich

dabc, dach, dbac, dbca, dcab, dcba,
adbe, adcb, bdac, bdca, cdab, cdba,
abdc, acdb, bade, beda, cadb, cbda,
abed, acbd, bacd, bead, cabd, cbad.

Demnach ist P(4) = 24.
1. Fiigen Sie ein fiinftes Element e hinzu, und erliutern Sie, wie sich dadurch die
Anzahl der Permutationen verdndert!

2. Beantworten Sie alle Fragen aus Abschnitt 1.2.1., Aufgabe 2, soweit sie Per-
mutationen betreffen!

Allgemein kann man das n-te Element bei Permutationen von n Elementen zu jeder
der P(n — 1) Permutationen von n — 1 Elementen an erster, zweiter, ..., n-ter Stelle
hinzufiigen. Demnach lassen sich n Elemente also gerade n-mal so oft permutieren
wie n — 1 Elemente.

Es gilt die wichtige Rekursionsformel

P(n)y =n-Pn—1)

Beispiel 2

Zu bestimmen ist die Anzahl der Permutationen von 7 Elementen, also P(7).

Losung:

Ein Element ldBt sich

nur auf eine Weise anordnen, das heit P(1) = 1
P2)=2-P(1)=2"-1 P2)= 2
P3)=3:P2)=3+2+1 3= 6
P@)="4-PG)=4-3-2-1 P4)= 24
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P5)=5-P4)=5-4-3-2-1 P(5) = 120
P6)=6-P(5)=6-5-4-3-2-1 P(6) = 720
PN)=7-P6)=7-6-54-3-2-1 P(7) = 5040
Sieben Elemente ermdglichen also 5040 Permutationen.
Dieses Beispiel zeigt, daB man bei Benutzung der rekursiven Darstellung fiir P(n)
in Form von P(n) = n- P(n — 1) zur Bestimmung von P(n) immer erst Pn—1)
berechnen muB. Man gelangt aber auch leicht zu einer Darstellung, die die Bestim-
mung von P(n) ohne vorherige Kenntnis eines P(k) mit k < n ermoglicht.
Es gilt
Pm)y=n-(n—-1)-(n—-2)-...-2-1.
. 3. Beweisen Sie diese Formel durch vollstindige Induktion!

Um die Darétellung zu vereinfachen, hat man fiir das Produkt der natiirlichen
Zahlen von 1 bis n das Symbol n! (lies ,,n-Fakultit*) eingefiihrt.

Abkiirzend kann man schreiben
P(n) = n!
Streng genommen handelt es sich jedoch auch bei
Pm)y=n'=n-n—1)(n—2)...-2-1
nicht um eine sogenannte independente!' Darstellung, also um eine Darstellung, in
der P(n) unabhingig von P(n — 1) erscheint. Das kommt auch darin zum Ausdruck,

daB die Fakultitsschreibweise exakt induktiv definiert wird, wobei man im allge-
meinen von der Festsetzung 0! = 1 ausgeht:

Ol=1; m+)=@+1-n

. 4. Wie grof ist die Anzahl der moglichen Sitzordnungen in einer Klasse mit
22 Schiilern, wenn der Klassenraum genau 11 Zweierbinke enthdlt? Wie indert
sich das Problem, wenn die Anzahl der verfiigharen Sitzplitze groper ist?

. 3. Beweisen Sie durch vollstindige Induktion das folgende Gesetz!
Ykkl=@m+1D! -1
k=1

Steht man vor der Aufgabe, alle Permutationen von » Elementen wirklich anzugeben,
so ist es zweckmiBig, eine bestimmte Reihenfolge einzuhalten. Die iibersichtlichste
und bequemste Art, Permutationen zu ordnen, ist die lexikographische Reihenfolge.
Dazu muB man eine natiirliche Anordnung der Elemente, die permutiert werden,
zugrunde legen, wie sie beispielsweise bei Buchstaben durch das Alphabet, bei Zahlen

1 dependére (lat.), abhi ; daraus: ind dent, nicht abhi q N
Nibheres iiber independente Darstellung wird auf Seite 45 mitgeteilt.
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durch die Anordnung nach der GroBe gegeben ist. In lexikographischer Reihenfolge
steht demzufolge beim Permutieren der Elemente a, b, c, d, e die Permutation abdec
frither als abedc; beim Permutieren von 1, 2,3,4,5, 6 steht 354216 friiher als 356142.

. 6. Ordnen Sie die im Beispiel 1 aufgefiihrten Permutationen von a, b, c, d lexiko-
graphisch!

. 7. Beschreiben Sie, wie man vorgeht, wenn man alle Permutationen von a b, c,
d, e in lexikographischer Reihenfolge auffiihren will!

. 8. Welche Permutationen stehen in der lexikographischen Reihenfolge noch
zwischen abdec und abedc sowie zwischen 354216 und 356142 ?

Aufgaben
1. Wie groB ist die Summe aller Zahlen, die durch Permutation der Ziffern 2, 4, 6 entstehen?

2. Wieviel fiinfziffrige Zahlen lassen sich mit den Ziffern 0, 2, 4, 6, 8 schreiben, wenn Zahlen, die
mit 0 beginnen, nicht mit einbezogen werden?

3. Wieviel Permutationen der Elemente u, v, w, x, ¥, z beginnen a) mit w, b) mit xy, ¢) mit vzxu?

4. Acht Personen essen tiglich in einer Gaststitte und wechseln von Tag zu Tag ihre Sitz-
ordnung. Der Kellner hat ihnen ein Freiessen fiir den Tag versprochen, an dem sich erstmalig
eine bereits vorher dagewesene Sitzordnung wiederholen muB. Wann tritt dieser Fall ein,
wenn das erste Essen am 1. 1. 1963 stattfand?

5. In wieviel Permutationen von 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 stehen die Elemente 3 und 6 an vierter bzw.
siebenter Stelle?

6. a) Wie groB ist die Anzahl der Permutationen von a, b, ¢, d, e, f, &, h, in denen die Elemente b,
d, f, g in der b Reihenfol benei der stehen?
b) Wie dndert sich diese Anzahl, wenn nur gefordert wird, daB b, d, f, g nicht durch ein anderes
Element getrennt werden diirfen, die Reihenfolge untereinander aber beliebig ist?
¢) Verall, inern Sie die Ergebni indem Sie n Elemente betrachten, von denen m benach-
bart sein sollen!

7. Ermitteln Sie von allen mit 35 beginnenden Permutationen der Elementeb 1,2,3,4,5,6,7,8
die in lexik hischer Reihenfo ieb !

8.  Geben Sie die in lexikc hischer Reihenfolge erste und letzte derjenigen Permutationen von
1,2,3,4, 5, 6 an, die mit 52 beginnen!

9. a) Welches ist die in lexikographischer Reihenfolge 247-te Permutation von a,b,c de f?
b) Geben Sie die nachfolgenden fiinf Permutationen an!

10.  Ermitteln Sie die in lexikographischer Reihenfolge 2709-te Permutation der Elemente 1, 2, 3,
4,5,6,7!

11.  An wievielter Stelle unter den Permutationen von 1, 2, 3, 4, 5 steht in lexikographischer
Reihenfolge 241537

12, An wievielter Stelle unter den Permutationen von a, e, £, h, n stehen fahne und hafen?

13.  An wievielter Stelle unter den Permutationen der natiirlichen Zahlen von 1 bis 8 steht
175834267

14. Formen Sie die folgenden Ausdriicke um, indem Sie Briiche beseitigen oder zusammen-
fassen! Setzen Sie dann n = 4, und berechnen Sie die Werte!
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n! (n+ 1! n—1 (n+ 1! f (n+ 1)!

-n! - d
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1 1 a S B o 1

» ((n—1)5+n!)'(n+1)! Y=t Tn T w1y

15.  Ermitteln Sie, wieviel Nullen am Ende der Zahl stehen, die sich durch Berechnung von 50!
ergibt!

1.2.3. Permutationen als Abbildungen

Mathematisch fruchtbarer als die Untersuchung der Permutationen als Anord-
nungen, gewissermafen als Ergebnisse von Vertauschungsprozessen, ist die Unter-
suchung der Vertauschungsprozesse selbst. Als Permutation betrachtet man dann
also nicht die Anordnung, sondern den Ubergang von einer Anordnung zur
anderen. Bisher bezeichnete beispielsweise cab eine Permutation der Elemente a, b, ¢
(natiirliche Anordnung). Die Permutation cab entsteht aus abc, indem ¢ an die Stelle
von a,a an die Stelle von b und 4 an die Stelle von c tritt. Es liegt also eine umkehrbar
eindeutige (eineindeutige) Abbildung der (drei Elemente umfassenden) Menge

\

b
(a, b, ¢) auf sich selbst vor. Symbolisch schreibt man <a ;)
. ca

Jede umkehrbar eindeutige Abbildung einer Menge von n Elementen (n = 1, 2, 3, ..., also natiir-
> lich) auf sich selbst heiBt eine Permutation dieser Menge.
@

Da die besondere Natur der Elemente fiir die Untersuchung der Permutationen als

Abbildungen unwesentlich ist, bezeichnet man die Elemente meist mit Zahlen; zum

Beispiel entspriiche bis der oben angegebenen Permutation e 2
312 cab

Allgemein kann man schreiben <l el ); dabei sind die a ebenfalls genau
die Zahlen von 1 bis 7. 418203 ... Gy

. 9. Schreiben Sie alle Permutationen von drei Elementen in dieser Form, -and
halten Sie sich dabei an die lexikographische Reihenfolge! Beachten Sie,
daf auch die Abbildung, die jedes Element sich selbst zuordnet, clso alle
Elemente an ihrem Platz ldft, eine eineindeutige Abbildung der Menge auf
sich selbst, also eine Permutation, ist! Man nennt diese Abbildung identische
Permutation.

. 10. Ergdnzen Sie so, daf die in lexikographischer Reihenfolge 297te Permuta-

tion entsteht: (1 4549 6)! Fiigen Sie die darauf folgenden fiinf Permu-
tationen hinzu!
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