


Erlduterungen
zur Arbeit
mitdiesem Buch

Das Randregister auf dem AuBenrand der
Seiten dient dem bequemen und schnellen
Auffinden der Kapitel. Auf dem Vorsatz finden
Sie hierzu eine Ubersicht uber die einzelnen
Kapitel.

Der Lehrteil gliedert sich in die Kapitel A bisE,
der Aufgabenteil in die Kapitel a bis e. Dabei
enthalt zum Beispiel das Kapitel b die Aufgaben
fiir das Kapitel B im Lehrteil.

Jedes Kapitel ist durch Zwischentberschriften
und durch eine fortiaufende Numerierung mit
schwarzen halbfetten Ziffern in Lerneinheiten
untergliedert.

Innerhalb der Lerneinheiten werden die
Beispiele, Ubungen und Definiti durch
folgende Marken gek ichnet:

M Beispiele,

® Ubungen,

P> Definitionen und Satze.

Durch die Ziffern in den Marken werden auch
die Ubungen, Beispiele und Sitze numeriert,
Samtliche Numerierungen werden jeweils durch
ein Kapitel fortlaufend gefiihrt. Zu Beginn eines
jeden Kapitels beginnen dann alle
Numerierungen von neuem. Hinweise auf
Lerneinheiten, Beispiele usw. werden im laufenden
Text mit dem Buchstaben des betreffenden
Kapitels angegeben.

Zum Beispiel: 2

Lerneinheit C 11 ist die Lerneinheit 11 des
Kapitels C,

Beispiel D 5 ist das Beispiel 5 im Kapitel D,
Ubung A 13 ist die Ubung 13 im Kapitel A.

Die Aufgaben wurden folgendermaBen
untergliedert:

Nebeneinanderstehende Aufgaben, wie zum
Beispiel die Aufgaben a 87 und a 88, behandeln
jeweils das gleiche mathematische Problem und
sind im allgemeinen vom gleichen
Schwierigkeitsgrad.

Mit kursiver Numerierung wurden zusatzliche
Aufgaben gekennzeichnet, die sich auf manchen
Seiten des Aufgabenteils befinden. Bei diesen
Aufgaben ist der Schwierigkeitsgrad im
allgemeinen hoher als bei den normalen,
halbfett numerierten Aufgaben.
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A. Vollstandige Induktion,
elementare Folgen
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Begriff der Zahlenfolge - Monotonie, Schranken und Grenzen von Folgen - Arith-
metische und geometrische Folgen - Partialsummen . Anwendungsbeispiele

Blendenzahlen und VerschluBizeiten an Fotoapparaten bilden Folgen, genauer sog.
endliche geometrische Folgen. Sie sind derart aufeinander abgestimmt, dal der Uber-
gang zur nichstgroBeren Blende beim gleichzeitigen Ubergang zur néchstkleineren
Belichtungszeit die gleiche Belichtung des Films gewdhrleistet.

Geometrische Folgen bilden in Form der sog. Vorzugs- oder Normzahlen die Grund-
lage fiir die Typisierung von Hauptabmessungen in der Technik und ermdglichen die
Wahl zweckmiBiger GréBenstufungen bei Drehzahlen, Vorschiiben, Gewindedurch-
messern u. dgl. mehr.




Avufbau der Zahlenbereiche, Schranken und Grenzen

1 Zur Wiederholung des Aufbaus der Zahlenbereiche

In der Mathematik versteht man unter einer Menge die gedankliche Zusammen-
fassung wohlbestimmter und wohlunterschiedener Objekte der Realitit oder
des Denkens. Die Zugehorigkeit eines Objektes x zu einer Menge M driickt
man aus: sprachlich durch ,,x ist Element von M*, symbolisch durch ,,x e M*<.
Trifft das nicht zu, so sagt man ,,x ist nicht Element von M* und schreibt
WX & M

Gibt man eine Menge an, indem man ihre Elemente auffiihrt, so setzt man ge-
schweifte Klammern. So kann man z. B. die Menge P, aller Primzahlen, die
nicht groBer sind als 10, schreiben als P,y = {2; 3; 5; 7}, und es gilt u. a.

2€Pio, 3€Pig, 9¢Pp.

Es gibt Mengen, die nur ein Element enthalten, sogenannte Einermengen, und
eine Menge, die kein Element enthilt, die leere Menge. So ist z. B. die Menge P,
aller geraden Primzahlen eine Einermenge; die Menge aller rationalen
Zahlen x, fir die x> — 3 = 0 gilt, ist die leere Menge.
Wenn alle Elemente einer Menge M, auch Elemente einer Menge M, sind, so
sagt man,, M, ist Teilmenge von M,* und schreibt ,,M, = M,*.
Dabei werden zwei Fille unterschieden.
a) M, hat noch weitere Elemente:

M, ist echte Teilmenge von M,, M, = M,.
b) M, hat keine weiteren Elemente:

M, ist unechte Teilmenge von M,, M, ist gleich M,, M, = M,.
So ist z. B. die Menge P,, eine Teilmenge der Menge Pr aller Primzahlen
P S Pr, und zwar sogar eine echte Teilmenge: P,, < Pr.
Die Menge P, aller Primzahlen, die nicht groBer sind als 9, ist eine Teilmenge

von Pyo: Py & Pyo; und da 10 selbst keine Primzahl ist, ist sie unechte Teil-
menge von P,,, identisch mit Pyy: Py = P,.

Ein Zahlenbereich ist eine Menge von Zahlen, in der eine Ordnung und gewisse
Rechenoperationen erkldrt sind. Ein Zahlenbereich kann andere Zahlen-
bereiche als Teilmengen enthalten (Bild A 1).

Bei der Betrachtung im Bild A 1 wurde der Bereich G der ganzen Zahlen nicht
beriicksichtigt. Entwerfen Sie eine entsprechende Ubersicht fir N G = R < P!

Der Bereich der reellen Zahlen wird schrittweise aufgebaut, indem der jeweils

vorhandene Bereich erweitert wird. Dadurch kénnen Unvollkommenheiten des

zu erweiternden Bereichs, wie zum Beispiel

« unzureichendes Erfassen und Losen praktischer Probleme,

 nicht uneingeschrinkte Ausfiihrbarkeit von Operationen,

« Liickenhaftigkeit der (rationalen) Zahlengeraden, d. h. Existenz von Strecken
ohne MaBzahl,

beseitigt werden. Die folgende Tabelle gibt diesen Sachverhalt und die schritt-

weise Vervollkommnung im Falle der Erweiterung von N iiber R* und R zu P

wieder.
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Z bereich Unei sinkt ausfiihr- Geometrische Veranschaulichung
bare Rechenoperationen

Natiirliche Zahlen | Addition, Multiplikation Zu jeder natiirlichen Zahl gehort
genau ein (isolierter) Punkt des
Zahlenstrahls.

Die Umkehrung gilt nicht.

Gebrochene Addition, Multiplikation, Zu jeder gebrochenen Zahl gehort
Zahlen Division (Divisor == 0) genau ein Punkt des Zahlenstrahls.
Die Umkehrung gilt nicht.

Rationale Zahlen Addition, Subtraktion, Zu jeder rationalen Zahl gehort
Multiplikation, genau ein Punkt der Zahlengeraden.
Division (Divisor == 0) Die Umkehrung gilt nicht.

Reelle Zahlen Addition, Subtraktion, Zu jeder reellen Zahl gehort
Multiplikation, genau ein Punkt der Zahlengeraden.
Division (Divisor == 0) Zu jedem Punkt der Zahlengeraden

gehort genau eine reelle Zahl.

Auch der Bereich der reellen Zahlen hat noch Mingel: Nicht alle Gleichungen
n-ten Grades haben Losungen in P. So gibt es z. B. schon keine reellen Zahlen,
die Gleichungen der Form x? + ¢ = 0 mitg > 0 befriedigen; denn zu negativen
Zahlen existieren keine Wurzeln im Bereich P. Dieser Mangel wird erst in einem
Erweiterungsbereich von P behoben, dem Bereich der komplexen Zahlen.

Aufgaben a 1 bis 8

P: Bereich der reellen Zahlen

- 1
J2ep; —15€p; 5 €P; 2€P

R: Bereich der rationalen Zahlen
= 1
V2&R; —75€R; —€R; 2€R

R ist eine Teilmenge von P: RS P
R ist sogar echte Teilmenge von P: R— P

R*: Bereich der gebrochenen Zahlen
= 1
V2€R*; —75&R* - €R*;2€R*
R*CRCP

N: Bereich der natiirlichen Zahlen
= 1
J2éN; —715¢6N; S EN; 26N

NcR*CRcP

Al

2 Das Prinzip der Zahlenbereichserweiterungen

Die drei Erweiterungen von N zu R*, von R* zu R und von R zu P verliefen im
wesentlichen si@mtlich nach den gleichen (Schritten und) Prinzipien. Wir wollen
sie uns an dem Beispiel R* — R vergegenwirtigen.



Allgemein:

Ziel: Der Ausgangsbereich soll sich
schlieBlich als Teilbereich des neuen
Bereichs erweisen (vgl. 5). Im neuen
Bereich soll ein gewisser Mangel
des urspriinglichen Bereichs be-
hoben sein.

1. Aus den Zahlen des vorhandenen
Bereichs werden neue Objekte ge-
bildet.

2. In der Menge dieser Objekte wird
nach einer von Fall zu Fall wech-
selnden Vorschrift eine Klassen-
einteilung vorgenommen, d. h. eine
Einteilung derart, daB jedes Objekt
in genau eine Klasse gehort. Die
Objekte selbst werden auch als
Reprdasentanten der Klassen be-
zeichnet.

3. Diese Klassen werden als die
neuen Zahlen definiert. Zur Be-
zeichnung einer solchen Zahl kann
jeder Reprisentant der Klasse ver-
wandt werden.

Gegebenenfalls werden fiir die
neuen Zahlen auch neue, von einem
ausgezeichneten Reprisentanten ab-
geleitete Bezeichnungen eingefiihrt.

S

. Ordnung und Rechenoperationen
werden fiir die neuen Zahlen mit
Hilfe ihrer Reprisentanten und
mittels Ordnung und Rechenope-
rationen des vorhandenen Bereichs
erkldrt: Die Operationszeichen und
Zeichen fiir die Ordnungsrelation
miissen (jedenfalls zundchst, vgl.6.)
von den entsprechenden Zeichen
im Ausgangsbereich unterschieden
werden.

Die Erklirungen miissen so er-
folgen, daB die Ergebnisse der
Rechenoperationen und des Gro-
Benvergleichs von den jeweils ge-

Beispiel:
Es soll gelten:
R*c R
In R soll die Subtraktion uneinge-
schrinkt ausfiihrbar sein.

Es werden alle geordneten Paare
[a; b] gebildet mit a € R* und b € R*.

Zwei geordnete Paare [a;b] und
[c; d] kommen genau dann in die
gleiche Klasse, wenn gilt:

a+d=b+ec

= 9. 13
So gehdren z. B. [3; 5] und [7; T]
zur gleichen Klasse; [%, 0] ist Re-

prisentant einer anderen.

Jede derartige Klasse heilt rationale
Zahl; das Paar [a; b] reprisentiert die
rationale Zahl r[a; b].

In jeder Klasse gibt es genau ¢in Paar,
in dem die 0 auftritt. HeiBt dieses
Paar [a; 0] mit a + 0, so bezeichnen
wir die rationale Zahl mit +a, heiBt es
[0; a], so bezeichnen wir sie mit —a,
und heiBt es [0; 0], so nennen wir die
betreffende rationale Zahl +0. So sind

z.B. [3;5] und [9 13

702
tanten der rationalen Zahl
[ 37

3 st 3
10; TJ’ [T ,O] reprisentieren + T

Def.: r[a; b] @ r[c; d] genau dann,
wenna +d<b+e
Def.:

rla; b] ® rle; d] = rla + ¢; b + d].

Fir die Subtraktion als Umkehr-
operation der Addition ergibt sich

rla;bl ©rle;d] = rla + d; b + c].

] Reprisen-
-2,

Esseiz.B.ry = ~2,r, = +%, also
P % I—— [10; 3—7].

Wegen 3 +¥ <54 10 gilt



5.

N

wihlten Représentanten fiir die zu
verkniipfenden oder zu verglei-
chenden Zahlen nicht abhingen.

In dem neuen Bereich gibt es eine
echte Teilmenge, deren Elemente
sich den Zahlen des alten Bereichs
eineindeutig zuordnen lassen unter
Erhaltung von Ordnung und Opera-
tionen.

. Die Existenz einer solchen Teil-

menge berechtigt dazu, Ordnung
und Operationen im neuen Bereich
als Fortsetzung derjenigen des alten
zu betrachten und den Teilbereich
des neuen gegen den urspriing-
lichen Bereich auszutauschen.

Erst dann kann man von einer
Zahlenbereichserweiterung  spre-
chen und sagen, daB der Ausgangs-
bereich ein echter Teilbereich des
neuen ist.

3
-2Q@ + 7T
Ferner ist

3 37
(-2 ®(+T) =r[3 +10;5+ 3

57 5
—r[13, T] ==

(-2) 6(+%)=r[3+%;5+10]

[49
=r

. L0
o

15] -
Zum jeweils gleichen Ergebnis kommt
man, wenn man fiir r; und r, andere

Reprisentanten, etwa %; %] und
[%; 0], nimmt.

Entsprechendes gilt fiir Multiplika-
tion und Division.

Alle rationalen Zahlen +a, d.h.
alle rationalen Zahlen, die durch
Paare [a; 0] reprisentiert werden
konnen, bilden zusammen mit +0
eine echte Teilmenge von R. Die Ele-
mente dieser Teilmenge von R lassen
sich durch +a<a bzw. £ 00
den Elementen von R* eineindeutig
zuordnen.

Dann gilt:

+a @ +b genau dann, wenn a < b,
(+a)® (+b) = +c¢ genau dann,
wenn a + b = ¢, und entsprechend
fiir die anderen Operationen.

Die rationalen Zahlen +a werden
durch die gebrochenen Zahlen a,
die rationale Zahl + 0 durch die
gebrochene Zahl 0 ersetzt. Die Zei-
chen @, ®, ©, ... werden durch <,
+, —, ... ersetzt, und die Verwen-
dung der gleichen Namen ist ge-
rechtfertigt.

Es gilt: R* < R.

Da die Subtraktion sich nur auf die
in R unbeschrinkt ausfiihrbare Addi-
tion griindet (vgl. 4.), ist sie in R un-
eingeschrinkt ausfiihrbar.




A

@ Versuchen Sie, auch die Multiplikation rationaler Zahlen so zu definieren, daf

sie ,,Fortsetzung* der Multiplikation im Bereich der gebrochenen Zahlen ist!
Untersuchen Sie daraufhin die Division als Umkehroperation der Multiplikation!

Aufgaben a 9 bis 15

3 Schranken und Grenzen

In der Tabelle auf Seite 5 war als einziger Unterschied zwischen den Bereichen R
und P angegeben worden, daB durch die Elemente von R noch nicht jeder Punkt
der Zahlengeraden eine Zahl zugeordnet erhilt, wohl aber durch die Elemente
von P.

Mit Hilfe zweier neuer Begriffe soll dieser Unterschied jetzt noch etwas niher
untersucht werden. Dazu betrachten wir folgende Teilmengen von P:

Pr - Menge aller Primzahlen

G - Menge aller ganzen Zahlen

R~ - Menge aller negativen rationalen Zahlen

M, - Menge aller rationalen Zahlen r mit 0 < r £ 1
M, — Menge aller rationalen Zahlen r mit 0 < r < 1

M; - Menge aller rationalen Zahlen

1
5 (neN,n =+ 0)

M, - Menge aller rationalen Zahlen

Kein Element von Pr ist kleiner als 2 und daher erst recht nicht kleiner als die
Zahlen, die ihrerseits kleiner als 2 sind.

Man nennt die Zahl 2 und alle Zahlen, die kleiner als 2 sind, untere Schranken
fir Pr.

DEFINITION:
S'ist eine untere Schranke der Menge M =p, Fiir jedes x€ M gilt: S < x.1

Hat eine Menge eine? untere Schranke, so heiBt sie nach unten beschrinkt. Anderenfalls heiBt
sie nach unten unbeschrinkt.

Auch die Menge M, ist nach unten beschrinkt; untere Schranken sind z. B.
0 und 1. Ein Unterschied gegeniiber Pr besteht darin, daB es keine untere
Schranke gibt, die selbst Element von M, ist.

Untersuchen Sie auch die iibrigen genannten Mengen auf ihre Beschrinktheit
nach unten! Begriinden Sie bei den nach unten beschréinkten Mengen fiir Je zwei
Zahlen, daf sie untere Schranken sind, und versuchen Sie, jeweils Schranken zu
finden, die der Menge selbst angehoren! Wieviel solcher Schranken kann es Sfur
Jede Menge hochstens geben?

! Das Zeichen =p¢ wird gelesen ,,bedeutet nach Definition®.

* Es sei darauf hingewiesen, daB im mat i ,.¢ine* stets im Sinne von
»mindestens eine'* benutzt wird. DaB aus der Existenz einer unteren Schranke die Existenz belicbig vieler
weiterer Schranken folgt, ist fir die Definition ohne Belang. Wire ,,eine und keine weitere" gemeint, so maBte
es heifien ,,genau cine*,
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DEFINITION: S ist eine obere Schranke von M =p; Fiir jedes x€ M gilt: x < S.

Hat eine Menge eine obere Schranke, so heilit sie nach oben beschrinkt.

Ist eine Menge nach oben und unten hriinkt (bzw. iinkt), so sagt man auch kurz:
Die Menge ist (beiderseitig) beschrinkt (bzw. unbeschrinkt).

Auch die leere Menge wird als beschrinkt bezeichnet; fiir sie ist jede Zahl
(untere und obere) Schranke.

Pr ist nach oben unbeschrinkt, denn es gibt beliebig groBe Primzahlen. Fiir
R- hingegen sind alle positiven Zahlen obere Schranken; R~ ist also nach oben
beschrinkt, hingegen nicht nach unten.

Nennen Sie von den angegebenen Mengen diejenigen, die nach oben beschrinkt
sind! Begriinden Sie jeweils fiir zwei verschiedene Zahlen, dafs sie obere Schranken
dieser Mengen sind! Nennen Sie die Mengen, die beiderseits beschrinkt sind !

Vergleichen Sie die Mengen M, und M, sowie Ms und M, beziiglich ihrer
Schranken!

4

Soll man fiir eine Menge eine untere Schranke angeben, so sucht man meist
unwillkiirlich nach einer moglichst groBen. So wird bei M, meist die Zahl 1 als
Schranke angegeben. Ganz entsprechend ist es bei den oberen Schranken; hier
versucht man, eine kleinste zu finden. Fiir R~ ist das z. B. die Zahl 0. Eine solche
kleinste obere (bzw. groBte untere) Schranke bezeichnet man als obere (bzw.
untere) Grenze.

obere Grenze |

untere Grenze | """ Menge M

DEFINITION: Eine Zahl G ist :

.. .. | kleinste aller oberen Schranken

=pr Gistdie | grofite aller unteren Schranken } von M.
Eine Voraussetzung fiir die Existenz einer unteren (bzw. oberen) Grenze ist also
die Beschrinktheit der Menge nach unten (bzw. oben). Wihrend sich fiir jede
Menge mit einer Schranke beliebig viele weitere Schranken angeben lassen,
kann jede Menge nur hdchstens eine untere und hochstens eine obere Grenze
haben.

Sowohl die Menge M, als auch die Menge M, haben als untere Grenze 0 und
als obere Grenze 1. Wihrend aber M, seine Grenzen selbst als Elemente ent-
hilt, ist dies bei M, nicht der Fall.
1
M 4 hat als untere Grenze oL als obere Grenze 1.
M, hat als untere Grenze 1, als obere Grenze 2.

Um zu zeigen, daB eine Zahl G obere Grenze einer Menge M ist, muBl man
zweierlei nachweisen: Erstens, daB G eine obere Schranke ist, und zweitens,
daB jede noch so dicht unterhalb von G liegende Zahl G’ keine obere Schranke
mehr ist, d. h. von mindestens einem Element von M iibertroffen wird. Auf
derartige Nachweise fiir die Mengen M, bis M, wird an dieser Stelle verzichtet.

Welche Schritte sind fiir den Beweis, daf G untere Grenze ist, notwendig?
Aufgaben a 16 bis 23

9
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5 Der Satz von der oberen (unteren) Grenze

Auf Seite 9 Mitte wurde festgestellt, daB eine Menge héchstens dann eine
obere Grenze haben kann, wenn sie nach oben beschrinkt ist. Das fiihrt zu der
Frage, ob eine nach oben beschrinkte Menge stets mindestens eine (und damit
dann genau eine) obere Grenze hat, d. h., ob es unter all ihren oberen Schranken
stets eine kleinste gibt.

Wir betrachten die Menge Q aller rationalen Zahlen, deren Quadrate kleiner
als 2 sind:

x € Q genau dann, wenn x € R und x2 < 2.
Diese Menge ist gewiB nach oben beschrinkt, etwa durch 1,5. Denn wegen

1,5% = 2,25 > 2 miissen alle x € Q kleiner als 1,5 sein. Die Zahl 1,5 ist aber
noch nicht obere Grenze, vielmehr gilt die

Behauptung: /2 ist obere Grenze fiir Q.

Beweis:

Es gilt (v/2)* = 2 > x2 fiir alle x € 0.

Da die Funktion f(x) = x? fiir positive x monoton wichst, gilt x < \/5 fiir alle
x € Q, /2 ist also eine obere Schranke fiir 0.

Es bleibt zu zeigen, daB es keine kleinere obere Schranke gibt, daB also eine
beliebige Zahl G’ < /2 (sei sie rational oder irrational) keine obere Schranke
sein kann: B

Aus G’ < /2 folgt, daB die beiden Dezimalbriiche fiir G’ und /2 an irgendeiner
Stelle erstmals voneinander abweichen, und zwar muB an dieser Stelle bei G’
eine kleinere Ziffer als bei /2 stehen. Ersetzen wir dann bei /2 von der néichsten
Stelle ab alle Ziffern durch Nullen, so erhalten wir eine rationale Zahl r mit

G’ < r <+/2 und damit r? < 2, also reQ.

(Es sei z. B. G’ = 1,41421355976; wegen \/i = 1,414213562 ... erhalten wir
nach dem erlduterten Verfahren r = 1,41421356.)
G’ wird also von einem Element ‘aus Q iibertroffen, kann also nicht obere

Schranke von Q sein; mithin ist \/2 die obere Grenze von Q, w.z.b.w,

Bekanntlich liegt zwischen je zwei rationalen Zahlen stets (mindestens) eine
weitere rationale Zahl. Die im Beispiel A 4 an G' und /2 durchgefiihrten Uber-
legungen lassen sich dahingehend verallgemeinern, daf3 sich auch zwischen einer
reellen (d. h. rationalen oder irrationalen) Zahl s und einer irrationalen Zahl z
stets (mindestens) eine rationale Zahl r befindet. Durchdenken Sie eine Beweis-
Siihrung dafiir, daf8 zwischen zwei reellen Zahlen stets eine Irrationalzahl liegt!

Die Beweisfiihrung im Beispiel A 4 zeigt gleichzeitig, daB es links von \/i keine
groBte rationale Zahl gibt, und ebenso gibt es rechts von \/2 keine kleinste
rationale Zahl. Damit ist aber Q eine nach oben beschriinkte Menge rationaler
Zahlen, die keine obere Grenze hitte, wenn der Bereich der rationalen Zahlen
nicht zum Bereich der reellen Zahlen erweitert worden wire.

Ermitteln Sie die untere Grenze von Q!

Entsprechendes gilt auch fiir die Beschrdnkung nach unten und die Existenz
einer unteren Grenze. Allgemein hat jede Menge rationaler Zahlen, die eine

10
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Irrationalzahl als obere (bzw. untere) Grenze hat, im Bereich der rationalen
Zahlen keine obere (bzw. untere) Grenze.

SATZ: Esgibt Mengen rationaler Zahlen, die nach oben (unten) beschriinkt sind, aber im Bereich
der rationalen Zahlen keine obere (untere) Grenze haben.

6

Nach diesen Erfahrungen mit dem Bereich der rationalen Zahlen kénnte man
es fiir moglich halten, daB es auch im Bereich der reellen Zahlen beschrinkte
Mengen ohne Grenzen gibt. DaB das nicht der Fall ist, besagt der wichtige
Satz von der oberen (unteren) Grenze.

SATZ: Jede nichtleere, nach oben (unten) beschriinkte Menge reeller Zahlen besitzt eine obere
(untere) Grenze.

Warum mup die leere Menge ausdriicklich ausgeschlossen werden?

Wir wollen diesen Satz hier nicht beweisen, ihn uns vielmehr nur veranschau-
lichen:
Triigt man eine nach oben beschrinkte Menge M und die Menge S(M) ihrer
oberen Schranken auf der Zahlengeraden ab (im Bild A 2 ist dies fiir O ge-
schehen), so werden die beiden zugehorigen Punktmengen durch einen einzigen
Punkt P getrennt. Da zu jedem Punkt der Zahlengeraden eine reelle Zahl gehort
(gerade das galt ja bei den rationalen
A2 Zahlen nicht!), ist diese Zahl die
kleinste obere Schranke und damit
die obere Grenze. Dabei ist es gleich-
giiltig, ob diese Zahl Element der

P Menge M ist oder nicht, ob P also
R 1 Ep— I Y AN beiden Punktmengen gehort oder
Q §(Q) nur zu der der Schranken.

. Der Bereich P der reellen Zahlen ist nach beiden

Seiten unbeschrankt.

Die reellen Zahlen liegen dicht, d. h., zwischen

je zwei reellen Zahlen liegt (mindestens) eine

weitere.

. In P hat jede nach oben (unten) beschrinkte
Menge eine obere (untere) Grenze.

L

w

R
1. Der Bereich R der rationalen Zahlen ist nach
beiden Seiten unbeschrénkt.
2. Die rationalen Zahlen liegen dicht.
3.In R hat nicht jede nach oben (unten) be-
6 R* schrinkte Menge eine obere (untere) Grenze.

11
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. Der Bereich R* der gebrochenen Zahlen ist

nach oben unbeschrinkt; sein kleinstes Ele-
ment und damit untere Grenze ist 0.

Die gebrochenen Zahlen liegen dicht.

In R* hat nicht jede nach oben (unten) be-
schrankte Menge eine obere (untere) Grenze.

[N

. Der Bereich G der ganzen Zahlen ist nach

beiden Seiten unbeschrankt.

. Jede ganze Zahl hat genau einen Nachfolger

und genau einen Vorginger. In G hat Jjede
nichtleere nach oben (unten) beschrinkte
Menge ein groBtes (kleinstes) Element.

»

w

o

- Der Bereich N der natiirlichen Zahlen ist nach

oben unbeschrinkt; sein kleinstes Element und
damit untere Grenze ist 0.

Jede natiirliche Zahl hat genau einen Nach-
folger und mit Ausnahme der 0 auch genau
einen Vorginger.

. In N hat jede nichtleere Menge ein kleinstes

Element. Jede nichtleere, nach oben be-
schrinkte Menge natiirlicher Zahlen enthilt
eine groBte.

Aufgaben a 24 bis 33

Beweisverfahren der volistiindigen Induktion

7

Den Gegenstand der nichsten Lerneinheiten

bildet ein wichtiges Beweis-

verfahren fiir Aussagen iiber natiirliche Zahlen, dessen Grundlage das . Prinzip

der vollstindigen Induktion*
der natiirlichen Zahlen ableiten, die

ist. Dieses Prinzip 1iBt sich aus einer Eigenschaft

in der Zusammenfassung am Ende der

Lerneinheit A 6 als wesentliches Merkmal des Zahlenbereichs N herausgestellt
wurde. Es ist der anscheinend selbstverstindliche, aber dennoch letztlich un-
bewiesene Satz von der kleinsten Zahl. Wegen seiner Bedeutung soll er noch
einmal deutlich als unbewiesener Grundsatz formuliert werden :

G4

GRUNDSATZ: Jede (nichtleere) Menge natiirlicher Zahlen hat ein kleinstes Element.

Uberlegen Sie, warum die leere Menge ausgeschlossen werden muf!

Mit diesem Grundsatz 4Bt sich beweisen der

0€ M;
Wenn k € M, so auch k41 € M.

(6]
2)

SATZ: Es sei M eine Menge natiirlicher Zahlen mit den Eigenschaften

Dann enthilt M alle natiirlichen Zahlen, es gilt M = N,

12



Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt, indem wir annehmen, es gibe natiir-
liche Zahlen, die nicht zu M gehdren. Sie bilden dann die (nichtleere) Menge A7.
Nach dem Grundsatz A 6 gibt es in M ein kleinstes Element; es sei /7.

GewiB ist /7 =+ 0, denn nach der Voraussetzung von Satz A 7 liegt 0 in M.
Dann hat aber 7 genau einen unmittelbaren Vorginger /7 — 1. /m — 1 kann
nicht in M liegen, weil /n das kleinste Element aus M ist. /i — 1 kann aber auch
nicht in M liegen, da sein Nachfolger /7 nach Voraussetzung von Satz A 7
dann auch in M liegen miifte.

Der Vorginger von /i wire also eine natiirliche Zahl, die weder in M noch in
M lige. Das ist aber nicht méglich; wir miissen also unsere Annahme fallen
lassen, daB es eine natiirliche Zahl gibt, die nicht zu M gehdrt.

Zu betrachten sind die Aussageformen
H(n): n<n?,
H,(n): 2n = 3n,
H(n): 4 ist ein Teiler von 2n,
H(n): 2" < 27+,

M(i =1, ..., 4) sei die Menge derjenigen natiirlichen Zahlen k, fur die H(k)
wahr ist. M, sei die Menge derjenigen natiirlichen Zahlen k, fiir die H,(k) falsch
ist.

Bestimmen Sie die acht Mengen M, und M, und ermitteln Sie fiir jede die kleinste
Zahl!

Von besonderer Wichtigkeit sind gewiB solche Aussageformen H(n), die fiir
alle natiirlichen Zahlen gelten, fiir die also die Aussage

Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt H(n)

wahr ist.

Das sind offenbar gerade diejenigen H(n), fiir die M leerist, d. h. firdie M = N
ist. Demzufolge kann man den Nachweis der Giiltigkeit fiir alle z fiihren, indem
man zeigt, daB M die beiden Bedingungen aus Satz A 7 erfiillt.

Prinzip der vollstindigen Induktion

Die Aussage ,,Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt H(n) ist wahr, wenn folgendes gilt:

1. H(n) ist richtig fiir n = 0

2. Aus der Giiltigkeit von H(n) fiir n = k folgt stets die Giiltigkeit fiir » = k + 1. Dabei ist k
eine beliebige natiirliche Zahl.

Fiir den Beweis der Aussage ,,Fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt H(n)* durch
vollstindige Induktion sind also zunichst zwei Beweisschritte notwendig.

1. Induktionsanfang: Man zeigt, daB H(0) gilt.
2. Induktionsschritt: Man zeigt, daB aus der Richtigkeit von H(k) (Induktions-
voraussetzung) die Richtigkeit von H(k + 1) (Induktionsbehauptung) folgt.

Dabei miissen die Schliisse so erfolgen, daB sie an kein spezielles & gebunden
sind, d. h. daB man sich fiir £ jede beliebige natiirliche Zahl eingesetzt denken
darf.

Unter Anwendung des Prinzips der vollstindigen Induktion kann man dann
die Giiltigkeit von H(n) fiir alle n folgern.

13
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Manchmal ist es iiblich, den Induktionsschritt ohne Verwendung eines neuen
Symbols & direkt mit » auszufiihren. Daher trigt der Beweis durch vollstindige
Induktion auch den Namen SchluB von # auf n + 1.

Es ist nachzuweisen, dal die Summe der natiirlichen Zahlen von 0 bis 7 stets
1 . . 2

M betréigt. Zu beweisen ist also die Aussage

n(n+ 1)

Fir alle natiirlichen n gilt 0 + 1 + 2 + 3 + ... + n = 3

Beweis durch vollstindige Induktion:
1. Induktionsanfang :
Fiir n = 0 ist die Formel richtig: 0 = %

2. Induktionsschritt: Es wird nun gezeigt, daf fiir jedes natiirliche & aus der
Richtigkeit der Formel fiir n = k ihre Richtigkeit fiir n = & + 1 folgt.

Induktionsvoraussetzung: Die Formel sei fiir n = k richtig, also

0+1+2+3+...+k=k(/‘+1).

Induktionsbehauptung: Die Formel gilt auch fiir » = k + 1, also
0414243+ +G+n=E3DETD

Beweis der Induktionsbehauptung aus der Induktionsvoraussetzung: Nach
Induktionsvoraussetzung ist

Der Term auf der rechten Seite wird umgeformt:
k(k + 1) k(k+1)+2(k+1)=(k+l)(k+2)
2 2 2 :
Das ist aber gerade die in der Induktionsbehauptung aufgestellte Formel, und

nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion gilt wegen des Induktions-
anfangs die behauptete Formel fiir alle natiirlichen Zahlen 7.

+k+1)=

a) Erliutern Sie, inwiefern innerhalb des Beweises durch vollstindige Induktion
gewissermaflen nochmals ein Beweis steckt!

b) Nehmen Sie Stellung zu folgendem Einwand gegen das Beweisverfahren der
vollstéindigen Induktion: ,,Beim Beweis wird die Behauptung benutzt*!

Beim Beweis durch vollstindige Induktion, vor allem auch bei seiner Formu-
lierung, muB man sich vor einem groben logischen Fehler hiiten, der den in
Ubung A 12 unter b) genannten Einwand zu Recht bestehen lieBe: Man beachte,
daB der Induktionsschritt lautet:

Fiir beliebiges k gilt: Aus H(k) folgt H(k + 1).
Er heifB3t nicht etwa:
Aus [H(k) gilt fiir beliebiges k] folgt H(k + 1).

14



In diesem Falle wire nimlich die ,,Induktionsvoraussetzung* [H(k) fiir be-
liebiges k] bereits gleichbedeutend mit der zu beweisenden Aussage, und die
Induktionsbehauptung brauchte gar nicht mehr bewiesen zu werden — was fiir
,,beliebiges* k gilt, gilt natiirlich auch fiir & + 1.
Dieser Tatsache muB man sich stets bewuBt sein, auch wenn man den Beweis
durch vollstindige Induktion in verhiltnismaBig kurzer Form niederschreibt.
Fiir alle natiirlichen Zahlen #n gilt 2" > n.
Beweis durch vollstindige Induktion:
. Induktionsanfang:

Fiir n = 0 gilt die Aussage: 2° > 0.
2. Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: 2* > k

Induktionsbehauptung: 2¢+1 > k + 1

R

—

Tndnkfioncheh

is der ptung aus der Induktionsvoraussetzung: Es ist
2k+1 = 2.2%; also gilt nach Induktionsvoraussetzung 2! > 2k. Wegen
2%k =k + k = k + 1 fiir k > 0 gilt dann 2*** > k + 1.

Da der Induktionsschritt aber nur fiir & > 0 durchgefiihrt wurde, kann der
Fall n = 0 nicht als Anfang genommen werden. Es ist also nachtriglich noch
n = 1 zu betrachten: 2! = 2 > 1. Erst damit ist die behauptete Formel fiir
alle natiirlichen Zahlen bewiesen.

Erliutern Sie, warum die folgende Beweisfithrung im Induktionsschritt unzu-
ldssig ist:

Aus 21 >k +1(k=1)
folgt 2-2*>k +1,
also 2¥+2¥>k+1.

Nach Induktionsvoraussetzung ist 2° > k, und da 2* > 1 ist, ist der Beweis er-
bracht.

Liegt der Induktionsanfang nicht bei 0, sondern erst bei einer anderen natiir-
lichen Zahl n, > 0, so ist nach dem Induktionsschritt der betreffende Satz
auch nur fiir alle natiirlichen Zahlen n = n, nachgewiesen. Solche Fille treten
auf, wenn die betreffende Aussage fiir n < n, falsch oder sinnlos ist.

Nicht immer muB beim Beweis einer Aussage iiber natiirliche Zahlen das
Verfahren der vollstindigen Induktion angewandt werden, es gibt sogar Fille,
in denen das Verfahren iiberhaupt nicht anwendbar ist.

Fiihren Sie zwei Beweise — einen davon mittels vollstindiger Induktion — fiir
die Aussage: n* — 1 ist fiir jedes ungerade natiirliche n durch 8 teilbar.

9

Die Beispiele aus den Lerneinheiten A7 und A 8 haben deutlich gemacht:
Soll das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion angewandt werden, so
muB die zu beweisende Aussage als Vermutung bereits vorliegen. Eine solche
Vermutung gewinnt man meist durch Untersuchen einiger Spezialfille.
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Gesucht ist eine Formel fiir die Summe der ersten » ungeraden Zahlen, also
14+3+54+ -+ 2n—1),mitn > 0.
Um die Formel erst einmal vermuten zu kénnen, betrachten wir nacheinander
einige Spezialfille:
w=1¢ 1= 1(=1?,
n=2: 14+3= 4(=2?,
n=3: 1+3+5= 9(=3?,
n=4:1+34+5+7=16(=4%.
Daraus vermuten wir allgemein:
1+ 3+ 5+ + (2n — 1) = » fiir alle natiirlichen n > 0.
Den Beweis fiihren wir durch vollstindige Induktion:

1. Induktionsanfang :

Fiir n = 1 ist die Formel gewiB richtig. Wir haben sie ja durch Verall-
gemeinerung aus Einzelfillen erhalten, in denen der Fall n = 1 enthalten
war.

2. Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: 1 + 3 + ... + (2k — 1) = k2
Induktionsbehauptung: 1 + 3 + ... + (2k — 1) + 2k + 1) = (k + 1)2
Beweis der Induktionsbehauptung:

Nach Induktionsvoraussetzung ist
L+3+5+ . +Ck—1) |+ @+ 1)=+(2k+ 1).

Es ist aber gerade k2 + (2k + 1) = (k + 1)%.
Damit ist die Induktionsbehauptung und folglich auch die vermutete Formel
bewiesen.

Hat man allerdings durch Untersuchung von Einzelfillen eine falsche Ver-
mutung gewonnen, so wird dieser Fehler durch einen Beweisversuch hiufig
offenkundig.
Gesucht ist eine Formel fiir die Summe der Potenzen von 2, also
Sp=20+21 4 ... 427
n=0: so=1, n=1: s, =3.
Voreilig wird vermutet, daB s, = 2n + 1 gilt.
Es wird der Versuch unternommen, diese Beziehung durch vollstindige In-
duktion zu beweisen.

1. Induktionsanfang: Gesichert durch die Anfangsbetrachtung.
2. Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: 2° + 2! 4 ... + 28 =2k + 1.
Induktionsbehauptung: 2° + 2! 4 ... 4 281 = 2k 4+ 3,

Nach der Induktionsvoraussetzung ist
2+ 20+ .+ 2|2 = [ 2k 1 |4 2k,




Diese Folgerung stimmt aber nur dann mit der Induktionsbehauptung iiber-
ein, wenn 2¢*! = 2 ist. Das ist aber nur fiir k = 0 der Fall. Die Tatsache, daB
aus der (angenommenen) Richtigkeit der vermuteten Formel fiir k& + 0 ihre
Unrichtigkeit fiir & + 1 folgt, zeigt, daB die Formel nicht fiir alle n gilt.!

Ermitteln Sie durch Untersuchung weiterer Fille (n = 2;n = 3) die zutre ffende
Formel fiir s,, und beweisen Sie diese durch vollstindige Induktion!

Aufgaben a 34 bis 45

10 Induktion und Deduktion

Die Bezeichnung ,,vollstindige Induktion legt die Frage nahe, ob es auch eine
unvollstindige Induktion gibt. Dazu betrachten wir die folgenden Beispiele:

a) JOHANNES KEPLER? beobachtete lange Zeit die Bewegungen der (damals
bekannten) Planeten, verarbeitete diese Beobachtungen in Berechnungen
und schloB daraus u. a.:

,,Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die
Sonne steht. ¢

b) Isaac NEwToN? folgerte aus den KEPLERschen Gesetzen und Beobachtungen
tiber das Fallen von Koérpern auf der Erde das Gravitationsgesetz:

,,Zwei (beliebige) Korper ziehen sich mit einer Kraft an, die ihren Massen
proportional und dem Quadrat ihrer Entfernung indirekt proportional ist.*
(Daraus ergeben sich die KEpLERschen Gesetze, wenn man als Korper speziell
Sonne und Planeten betrachtet.)

¢) HENRY CAVENDISH* bestimmte den I
Proportionalititsfaktor, die so-
genannte Gravitationskonstante @
(Bild A 3): Er befestigte an einem Ky
Draht einen Stab mit den K&rpern ks
K, und K, , niherte ihnen die Kor-
per K; und K, und maB die Ver-

drillung des Drahtes. Seinem Ver- £
suchlagalsoder SchluB zugrunde: A3

,,Wenn sich zwei beliebige Korper anziehen, dann miissen es auch die
Korper K, und K5 bzw. K, und K, in einer entsprechenden Versuchsanord-
nung tun.**

d) Anfang des 19. Jahrhunderts beobachtete man, daB die Bewegungen des
Planeten Uranus nicht so verliefen, wie man es auf Grund der Gesetze er-
wartete. Man schlof:

,,Nach dem Gravitationsgesetz miissen diese UnregelmiBigkeiten von einem
noch unbekannten Planeten verursacht werden.*
Der Franzose LEVERRIER® berechnete aus den Abweichungen des Uranus
die Bahnelemente des angenommenen Planeten, und der deutsche Astro-
1 Allerdings folgt auf diese Weise nicht, daB die Formel fir alle von 0 und 1 verschiedenen n falsch ist.
* Jonannes KEPLER (1571 bis 1630), deutscher Astronom
8 Isaac NEWTON (1643 bis 1727), englischer Naturforscher

4 Henry CAVENDISH (1731 bis 1810), englischer Chemiker und Physiker
8 UrBAIN JEAN JOSEPH LEVERRIER (1811 bis 1877), franzdsischer Astronom
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nom GALLE! fand ihn am berechneten Ort. Der Planet erhielt den Namen
Neptun.

Ein Vergleich der vier Schliisse, der hier freilich nicht in Einzelheiten gehen kann
und daher etwas ungenau bleiben muB, zeigt:

KEepLER schloB von Einzelbeobachtungen auf Gesetze, die nicht nur fiir die
beobachteten Fille gelten, sondern fiir alle gleichgearteten, ohne daB dariiber
im einzelnen Tatsachenmaterial vorlag. Die SchluBweise NEWTONs ist ganz
entsprechend vom Einzelnen, Besonderen zum Allgemeinen, Umfassenderen
(wenn auch sein Ausgangsmaterial bereits allgemeiner Natur war).

Derartige Schliisse nennt man induktiv; KEPLER und NEWTON gewannen ihre
Aussagen also durch Induktion?.

In c) und d) dagegen wurde das (allgemeine) Gravitationsgesetz auf Einzelfille
angewandt. Der Schluf3 erfolgte also in umgekehrter Richtung. Beide Aussagen
wurden durch Deduktion® gewonnen, das Vorgehen war deduktiv.

Uberlegen Sie, wie Sie in fritheren Schuljahren die folgenden A ge
haben und ob die entsprechenden Schliisse mduktw oder deduktiv waren
a) Fir alle natiirlichen Zahlen a und b gilt

a+b=>b+a.
b) Wenn zwei Dreiecke in drei Seiten iibereinstimmen, so sind sie kongruent.
¢) Im gleichseitigen Dreieck betrigt jeder Innenwinkel 60°.
d) Fiir alle reellen Zahlen a und b gilt

(a + b)?* = a® + 2ab + b

e) Jede natiirliche Zahl n > 1 ist entweder Primzahl oder besitzt eine (bis auf
die Reihenfolge) eindeutige Darstellung als Produkt von Primzahlen.

Auch bisher haben wir schon des dfteren sowohl induktiv als auch deduktiv
geschlossen:

Im Beispiel A 7 sahen wir, daB die gesuchte Summe fiir n = 0, 1, 2, 3 die Werte
1, 4, 9, 16 hat, und schlossen von diesen Einzelfillen — also induktiv - auf alle
Fille:

1+3+5+..+@+1)=@m+DA
Beim Beweis von Satz A 7 schlossen wir aus der Tatsache, daB jede (nichtleere)
Menge natiirlicher Zahlen eine kleinste enthilt, darauf, daB auch die spezielle
Menge M ein kleinstes Element hat — also deduktiv.

Wie steht es nun mit der Wahrheit der durch Induktion bzw. Deduktion ge-
wonnenen Aussagen? Mit Sicherheit 1dBt sich sagen:

Von wahren Aussagen gelangt man durch deduktives SchlieBen stets wieder zu wahren Aussagen.

Diese Erkenntnis liegt dem sogenannten logischen Beweis zugrunde und macht
gerade ihn so iiberzeugend. Anders ist es bei der Induktion. Auch wenn die
Ausgangssitze als wahr erkannt sind, ist die Giiltigkeit der auf induktivem
Wege erschlossenen Aussagen nicht vollig verbiirgt. Es wohnt ihnen nur eine
mehr oder minder groBe Wahrscheinlichkeit inne.

1 JoHANN GOTTFRIED GALLE (1812 bis 1910)
2 inducere (lat.), hineinfiihren
3 deducere (lat.), herabfihren, ableiten
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Von wahren Aussagen gelangt man durch induktives SchlieBen nicht immer zu wahren Aussagen.

Welches Zutrauen man einer induktiv erschlossenen Aussage entgegenbringt,
hingt weitgehend davon ab, ob das Ausgangsmaterial vielseitig und charakte-
ristisch ist. Andererseits wird die Aussage wesentlich erhdrtet, wenn sich de-
duktive Folgerungen aus ihr durch die Praxis bestédtigen lassen. So wurde durch
den Versuch von CAVENDISH das Gravitationsgesetz gestiitzt, an dem schon
seit langem niemand mehr zweifelte. Deshalb wurde es ja auch nicht ver-
worfen als ihm die Praxis in Form der Uranusbewegungen scheinbar wider-
sprach, sondern fiihrte im Gegenteil zu neuen Entdeckungen.

Induktives SchlieBen ist nicht die einzige Form, in den Wissenschaften zu neuen
Vermutungen und Hypothesen zu kommen. Wenn man z. B. aus der Erkennt-
nis, daB bei allen regelmiBigen Vielecken der Umfang proportional zur be-
stimmenden Seite ist, zu der Vermutung gelangt, daB der Umfang des Kreises
proportional zum Radius ist, so liegt ein AnalogieschluB vor. In allen diesen
Fillen (Induktion, Analogie u.a.) spricht man vom reduktiven' Schliefen.
Demgegeniiber spricht man in allgemeinerem Sinn von Deduktion auch immer
dann, wenn logische SchluBregeln zur Anwendung kommen. Das oben beschrie-
bene Vorgehen vom Allgemeinen zum Besonderen ist also in diesem Sinne ein
spezielles deduktives Verfahren. Bei (in weiterem Sinne) deduktiv erschlossenen
Aussagen ist die Wahrheit in dem MaBe verbiirgt, in dem sie fiir die Ausgangs-
sitze verbiirgt ist. Sind diese reduktiv gewonnen, so gilt das oben Gesagte;
sind sie ebenfalls deduktiv gewonnen, so tritt eine abermalige Vorverlegung auf
usw. Jedes deduktive SchlieBen muB seinen Ausgangspunkt aber schlieBlich
bei Sitzen haben, die ihrerseits nicht deduktiv erschlossen, sondern, meist auf
Grund mehr oder weniger weitgehender Abstraktionen, aus der Erfahrung
gewonnen worden sind. Das bedeutet, daB auch das deduktive SchlieBen seine
‘Wurzeln letztlich in der Realitit hat.

Induktion ist also stets unvollstindig und daher unzuverldssig, weil man dabei
von Einzelfillen auf die Gesamtheit schlieBt. Sie konnte allenfalls dann voll-
stindig und damit zuverldssig sein, wenn die Einzelfille die Gesamtheit er-
schopfen. Wenn man z. B. feststellt, daB sich die Briiche 1—10, %, %, s 119
nicht kiirzen lassen und dann sagt, daB3 alle Briiche 2 it natiirlichen p,qg*0
und p + ¢ = 11 unkiirzbar sind, so ist auch das ein Ubergang von (allen) Einzel-
fillen zur Gesamtheit. Ein solcher SchluB ist aber relativ uninteressant.

Beim Verfahren der vollstindigen Induktion wird nun aber nicht so vorge-
gangen. Vielmehr schlieBt man auf die Gesamtheit der Fille mit Hilfe bewiese-
ner Sitze (Satz A 7 bzw. Prinzip der vollstindigen Induktion), wendet einen
fiir alle Aussagen bewiesenen Satz auf eine spezielle Aussage an.

Das Verfahren der vollstiindigen Induktion ist ein ives Verfahren.

Sein Name ist also eigentlich irrefiihrend, hat sich aber in der Mathematik all-
gemein eingebiirgert. Eine gewisse Rechtfertigung fiir diese Bezeichnung kann
man auch darin sehen, daB mittels vollstindiger Induktion hiufig eine durch
Induktion gewonnene Vermutung bewiesen und damit der InduktionsschluB
gewissermaBen vervollstindigt und abgeschlossen wird.

Aufgaben a 46 bis 53

1 reducere (lat.), zurickfithren. - Es sei bemerkt, daf8 ives und i i in vielen Fallen der
Erkenntnisgewinnung nicht scharf voneinander zu trennen sind.
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11 Induktive Definitionen

In engem Zusammenhang mit dem Beweisverfahren der vollstéindigen Induktion
stehen die induktiven Definitionen, auch rekursive' Definitionen genannt. Durch
induktive Definitionen konnen Funktionen f erklirt werden, deren Definitions-
bereich die Menge der natiirlichen Zahlen ist: f(n) mit n e N.

Auch hier gibt es durch Festlegen von f(0) einen Anfang und ferner einen
»Schritt von 7 auf n 4+ 1, indem man den Funktionswert f(k + 1) festlegt
mit Hilfe des Funktionswertes f(k).

Dieses Verfahren der induktiven Definition soll uns zunéchst zur Einfiihrung
einer besonders wichtigen zahlentheoretischen Funktion, der Fakultiits-
funktion, dienen:

DEFINITION von f(n) = n! (n€ N):
Die Funktion, die aus allen Paaren [n; n!] besteht?, ist diejenige Funktion f; fiir die gilt:

(¢)] f(0) = 1 (Rekursionsanfang)
(2)  flk + 1) = (k + 1) f(k) fiir alle natiirlichen % (Rekursionsschritt)

Der Funktionswert f(5) = 5! ist zu berechnen:
5!=5-41=5-4-31=5-4-3-21=5-4-3-2-1!
=5:4-3-2:1-01=5-4-3-2:1-1=120.
Die induktive Erklirung der Funktion f(n) = n! ist gerechtfertigt, weil man
zeigen kann:

Es gibt genau eine Funktion f, die den Gleichungen (1) und (2) geniigt. Auf
den Beweis dieser Tatsache (ebenfalls auf der Grundlage des Prinzips der voll-
standigen Induktion) kann hier nicht niher eingegangen werden.

Der Definition A 12 kann man auch eine Kurzform geben:

[o1=1; (n+1)!=(n+1)-n!]

Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, daf fiir alle natiirlichen n > 0 gilt:
Sp=1-114+2-21 4331+ .. +n-nl=@m+1)! - 1.

12

Die Verwendung des Symbols n! geht auf LEoNHARD EULER® zuriick als

,»Abkiirzung* fiir das Produkt der natiirlichen Zahlen 1 bis n, also
nl=1:2:3-...-(n—1)-n.

Eine solche Erklirung erfordert freilich eine gesonderte Definition von 0! = 1

und 1! = 1.

Verglichen mit der induktiven Definition erscheint eine solche Erklirung

auch weniger prizise, lediglich als Ubertragung eines bei festen natiirlichen

Zahlen berechtigten Vorgehens auf die Variable n. Sie bietet damit auch

keine so verldBliche Grundlage fiir Beweise wie etwa in Ubung A 17.

1 recurrere (lat.), zuriicklaufen

2 n! (lies ,,n-Fakultat*)
3 LEoNHARD EULER (1707 bis 1783), Schweizer Mathematiker
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Ganz dhnlich verhilt es sich aber auch mit der uns bisher allein bekannten
Erklirung der n-ten Potenz reeller Zahlen a fiir natiirliche Zahlen n = 2 als
Produkt von n gleichen Faktoren a.
a"=a-a*..*a (neN,n=2).
n Faktoren

Und schlieBlich bildet diese Erkldrung ja die Grundlage fiir die Erkldrung der
Potenzen mit ganzen, rationalen und letztlich sogar beliebigen reellen Expo-
nenten. Auch diese relativ unbefriedigende Erklirung der Potenz kann aber
durch eine rekursive Definition ersetzt werden.

DEFINITION von f(n) = a" (a€ P, n€ N):
Fiir jedes reelle a == 0 ist die Funktion, die aus allen Paaren [ #; a"] besteht, diejenige Funktion,
fiir die gilt:

f(H=a"=1 0" = 0 fiir alle n > 0.
fin+1)=a"*'=a-a"

Warum muf3 der Fall 0° aus der allg inen Definition aus hi werden ?
5

Mit Hilfe der rekursiven Definition der Potenz kénnen nun auch die Potenz-
gesetze fiir natiirliche Exponenten exakt bewiesen werden, deren Giiltigkeit
bisher lediglich durch Ausrechnen fiir gewisse Spezialfille (beispielsweise
a’ - b5 = (a- b)®) gezeigt wurde.

Zeigen Sie durch vollstindige Induktion iiber n, daf fir alle reellen Zahlen
a,b,a=+ 0,b = 0,gilt

a - b" = (a-b),
a ( a)n
b \b)"
Auch die Potenzgesetze, in denen zwei — nicht notwendig verschiedene -

Exponenten n und m auftreten, kénnen durch vollstindige Induktion bewiesen
werden:

Zu beweisen ist, daB fiir alle reellen Zahlen @ = 0 und fiir alle natiirlichen
Zahlen n, m gilt
(am)n . am-'l.
1. Induktionsanfang: (¢™)° = 1 =a° = a™° da mit a % 0 auch fiir alle
natiirlichen m gilt a™ # 0.
2. Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: (a™)* = a™*
Induktionsbehauptung: (a™)k+! = gm&+D
Beweis der Induktionsbehauptung:

(amk+t = g™ - (@) (It. Definition der Potenz; Rekursionsschritt)
= g™ a™* (It. Induktionsvoraussetzung)

Um zur Induktionsbehauptung zu gelangen, bendtigt man jetzt das Gesetz
iiber die Multiplikation von Potenzen mit gleichen Basen, damit man
am - @"* = g™ schreiben darf.
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@ a) Beweisen Sie das im Beispiel A 12 benétigte Potenzgesetz, und vervoll-

stdndigen Sie damit den Beweis!
b) Versuchen Sie, den Beweis von (a™)* = a™ ™ auch durch vollstindige Induktion
siber m durchzufiihren!
Aufgaben a 54 bis 62

13 Das Summenzeichen

In den Beweisen, die in den Lerneinheiten A 7 bis 9 mittels vollstindiger
Induktion gefiihrt wurden, ging es hiufig um Summen. Zur bequemen Schreib-
weise solcher Summen hat EULER das Zeichen Z eingefiihrt’, dessen Benutzung
nicht nur der Kiirze dient, sondern auch fiir die eindeutige Festlegung der
betreffenden Summen vorteilhaft ist.

Die Summe 2° + 2! + ... + 2" (Beispiel A 8) wiirde mit Hilfe dieses Zeichens

geschrieben als )" 2% (gelesen: Summe 2* iiber alle k£ von 0 bis 7).

k=0
Die bewiesene Formel im Beispiel A 6

0+1+2+3+...+n=w
lautet in dieser Schreibweise:

S ki n(n;— 1) )

k=0

Auf die an sich notwendige Einfijhrung des Summenzeichens mittels einer induktiven
Definition soll hier verzichtet werden.

Welche der folgenden Terme stellen jeweils die gleiche Zahl dar ?

8 7 8 5 8
) Yk Yk+8,1+Yk Yhk+Yk
k=1 K k=2 k=1 k=5
1

1
n—1

1
om+ 1"

e

iMe

10 4 1
b) - =
);Z:l” n=21

n

w LM

s 4 3
€ Y2y Yok Yy 2m 232k
k=2 =1 k=0

n=0

Fiir alle natiirlichen Zahlen 7 > 0 und alle reellen a, b (a + b) ist a" — b”
durch @ — b ohne Rest teilbar:

[@—i@—0=a'+a 2%+t ar? Lyt |

Beweis durch vollstdndige Induktion:
‘Wir schreiben die Behauptung in der Form

n n n
a" —b =Y @it
a—-5b 5
1 Das Zeichen 3 ist der griechische Gr ,»Sigma*, Es icht dem S in der lateini: Schrift.
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g, @=b o0 gteipin
1. Induktionsanfang: n = 1: a_b—l—ab —;a b
2. Induktionsschritt:
Indukti zung : et = S ak-ipi-1
Ta—b ,;
R TR att - B KR e
In ptung: =35 = Z a b

i=1
Beweis der Induktionsbehauptung:

Esempfiehlt sich, von der rechten Seite der Induktionsbehauptung auszugehen,
und diese unter Ausnutzung der Induktionsvoraussetzung umzuformen:

k+1 k ak — bk
Z ak+1—lbl—l =a- ak—lbl—l + bk =q- + bk
i=1 i=1 a—b
ak+1 —_ abk + abk - bk+1 ak+1 _bk+1
N a—b T a-b

Fiir alle ungeraden n ist a" + b" durch a + b ohne Rest teilbar. Ermitteln Sie
den Quotienten durch Untersuchen der Spezialfille n = 1;3; 5, und beweisen
Sie den allgemeinen Sachverhalt durch vollstindige Induktion!

Aufgaben a 63 bis 65

14 Binomialkoeffizienten

Formen Sie (a + b)fiirn = 0, 1, 2, 3,4, 5 durch fortgesetztes Multiplizieren
in eine Summe um! Geben Sie die Anzahl der Summanden in Abhdngigkeit von
n an, und lesen Sie ein Bildungsgesetz fiir die Exponenten ab!

Entwickeln Sie aus den gefundenen Summen die entsprechenden Terme fiir
(a — b)"!

Stellen Sie fiir die Beispiele aus Ubung A 23 die Koeffizienten in Form des
PascALschen' Dreiecks dar! Erldutern Sie das zugrunde liegende Bildungs-
gesetz, und ergénzen Sie das Dreieck um weitere drei Zeilen!

a) Welchen Vorteil bietet das PASCALsche Dreieck gegeniiber dem sukzessiven
Ausmultiplizieren ?

b) Legen Sie dar, wie Sie nach beiden Methoden vorgehen miifiten, um (a + b)*’
umzuformen!

¢) Beurteilen Sie das Vorgehen beim Aufstellen des PASCALschen Dreiecks auf
Grund Ihrer Erkenntnisse aus Lerneinheit A 10!

Die Ermittlung der n-ten Potenz eines Binoms @ + b nach dem PAscALschen
Dreieck bietet gegeniiber dem sukzessiven Ausmultiplizieren zwar gewisse
Vorteile; doch muB man auch hier zur Ermittlung der Koeffizienten von
(a + b)* erst alle vorangegangenen Zeilen aufgestellt haben. Ein weiterer,
wichtiger Mangel besteht jedoch darin, daB sowohl das PascALsche Dreieck
wie auch das Bildungsgesetz der Exponenten durch (,,unvollstindige*) In-
duktion gewonnen wurden. Beide Mingel sollen jetzt behoben werden.

3 BLAIsE PASCAL (1623 bis 1662), Osi iker und Phi
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Zunichst bendtigt man eine Darstellung der Koeffizienten, der sogenannten
Binomialkoeffizienten, die nur von dem Exponenten #» und der Stelle p ab-
hingt, an der der betreffende Koeffizient steht; dabei gilt ne N, pe N, und
der Koeffizient von a" habe die ,,Stelle 0%, also 0 < p < n. Der Koeffizient,
der bei (¢ + b)" an der Stelle p steht (also der Koeffizient des (p + 1)-ten

Gliedes der Entwicklung), wird mit (;), gelesen: ,,n iiber p*, bezeichnet; so ist

en s 510

a) Driicken Sie mit Hilfe des Symbols ( ") die »»Symmetrie* innerhalb einer Zeile

des PAscALschen Dreiecks (d. h. bei gleichem n) aus!

b) Driicken Sie das Verfahren der Koeffizientenbestimmung (Addition der beiden
benachbarten Koeffizienten aus der dariiberstehenden Zeile) durch eine
Gleichung zwischen drei Binomialkoeffizienten aus!

Betrachten wir speziell (a + 5)®, so ergibt sich

=015 =05t G015 (-

Diese Koeffizienten lassen sich auch folgendermaBen schreiben:
6! 6! | 6! 6!

=" 6= 15=—: 20=—0_

0le6!’ 115’ 2141 313"
F’ DEFINITION:

n n!
(p)zm nEN,pEN,p=<n

@ Uberpriifen Sie auch fiir n = 2, 3,4, 5, ob die Definition A 14 die Koeffizienten
aus dem PASCALschen Dreieck liefert !

Fiir die so erklirten Binomialkoeffizienten gelten auch die in Ubung A 26
erkannten wichtigen Beziehungen:

o) (:>=(..f,,) und (2) (;)+(p:1)=(::) fie n>p

Beweis fiir (2):

n n n! n!
e TPt GEDm- i) MachDef A4

n! n!
TPe-pe—p-DI T GFDa=p =D
(nach Def. A 12)

_ (p+ Dn!+ (n—pn!
S+ DI =P —p— DI
_(p+1+n—-pn!

T+ DI =)

_ (n+1)!
VESICES - (p+ 1)

(nach Def. A 12)

(nach Def. A 12)
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(:) i (p :— 1> ™ (: 1 ;) (nach Def. A 14)

Zeigen Sie, daf die Giiltigkeit der Beziehung (1) fir alle n, pe N mit p < n
sofort aus Definition A 14 folgt!
Aufgaben a 66 bis 76

15 Der binomische Satz

Die endgiiltige Bestéiitigung dafiir, daB die gemdB Definition A 14 erklirten
Zahlen (n auch wirklich die in der Entwicklung von (a + b)" an der Stelle p

stehenden Koeffizienten, also die Binomialkoeffizienten, sind, liefert freilich
erst der Beweis des sogenannten binomischen Satzes.

Binomischer Satz:
Fiir alle reellen a, b sowie fiir alle natiirlichen » gilt!

n n - BY n _— n
(a+ b) =(°)a +(l)a ‘b+<2)a b? + +<n_l)ab ‘+(n)b"

oder unter Ver dung des

(a+b)y = 2"1 (:) a"-rb?

=0
Beweis durch vollstindige Induktion ( /Lerneinheit A 8):
1. Induktionsanfang:
Wegen (a + b)° = (g) a°h° = 1 gilt der Satz fiir n = 0.

2. Induktionsschritt: Es wird gezeigt, daB fiir beliebiges natiirliches k aus der
Richtigkeit der Formel fiir n = k die Richtigkeit fiir n = k& + 1 folgt.
Induktionsvoraussetzung:

k
k—1 k
s+ (5]

k k k
k — k k-1 k-2p2
(a + b) —(O)a +(1)a b+(2)a b +...+(
Induktionsbehauptung:

(a+ b+t = (k-(i)— 1)41"“ + (k-l'— 1)a"b + o+ (k;: l)ab" +(I]: I i)b"“.

k
k—1

Beweis der Induktionsbehauptung:

Es ist (a + b)**' = (a + b) (a + b)*. Deshalb multiplizieren wir in der In-
duktionsvoraussetzung auf beiden Seiten mit (a + b). Dabei ordnen wir die
Glieder so an, daB3 die durch Multiplikation mit @ entstandenen vorangehen
und gleiche a'b’ untereinanderstehen:

(3 B+om (I(;) R (ll\) @bt sk (kI: 1)“217"_! + (:) ab*

% (é’)akb i (T)ak—lbz T (kli l)abk + (ll:)bm’

1 Hier bedeutet a® — 5% = 1 auch fir den Fall, daB a = 0 oder b = 0 ist. Diese Festsetzung gilt jedoch nicht
allgemein.
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[=]

Die Induktionsbehauptung ergibt sich daraus durch fortgesetztes Anwenden der

. k k \_(k+1 e, i k\ _(k+1
Beziehung (p) + (p 3 l) = (p + 1) und Beriicksichtigung von (0) = ( 0 )

und(k)— (k+ 1)
kK \k+1/)
Also gilt der Satz fiir alle natiirlichen 7.

Formulieren Sie den Beweis unter stindiger Benutzung des Summenzeichens!

Stellt man die Binomialkoeffizienten (;) fiir (a + b)® graphisch dar, wobei auf
der Abszissenachse p aufgetragen wird, so ergibt sich das Bild A 4.

A4

Stellen Sie entsprechend die Binomialkoeffizienten fiir (a + b)°, (a + b)'° und
(a + b)** dar! Nehmen Sie Stellung zum Verbinden der erhaltenen Punkte in der
graphischen Darstellung !

Es ist 3,977 auf drei geltende Dezimalstellen genau zu berechnen. Das kann
mittels des binomischen Satzes nach 3,977 = (4 — 0,03)” geschehen. Zweck-
miBigerweise werden die einzelnen Glieder der Entwicklung zunichst auf
fiinf Dezimalstellen genau berechnet, um das Endergebnis auch in dem Fall
auf drei Dezimalstellen genau runden zu kénnen, in dem sich in der vierten
Dezimalstelle eine 5 ergeben wiirde.
‘Wie es beim Arbeiten mit Ndherungswerten iiblich ist, wird statt ~ das Gleich-
heitszeichen verwandt, sobald die Abweichung unter der geforderten Genauig-
keit liegt.
3,977 = (4 — 0,03)7

. 7 4 7 6. 7 5. 2 7 4 . 3

= (0)4 (1)4 0,03 + (2>4 0,03 (3)4 0,03
74
6

7

7 3. 4 7 2 o > % 6 __ 7
+(4)4 0,03 (5)4 0,03 +()4 0,03 (7)0,03

26



= 16384 — 7-4096 - 0,03 + 21 - 1024 - 0,0009
— 35-256-0,000027 + 35 - 64 - 0,00000081
— 21-16-0,0000000243
Offensichtlich ist es iiberfliissig, weitere Glieder zu berechnen, da sie keinen
Beitrag mehr zur fiinften Dezimalstelle liefern.
3,977 = 16384 + 1024 - 0,0189 + 64 - 0,000028 53
— (4096 - 0,21 + 256 - 0,000945 + 16 - 0,0000005103)
= 16403,35541 — 860,40193
= 15542,953
Man beachte: Falls 3,97 selbst als Naherungswert mit drei geltenden Ziffern

anzusehen ist (beispielsweise auf Grund einer Messung), sind fiir 3,977 auch
nur drei Ziffern zuverlissig, also 3,977 = 1,55 - 10°.

Aufgaben a 77 bis 86

Elementare Folgen

16 Der Begriff ,,Zahlenfolge*

Eine zentrale Stellung in der gesamten Mathematik nehmen die Funktionen
ein. Sie treten immer dann auf, wenn zwischen verschiedenen Objekten (z. B.
in Wissenschaft und Technik) eine eindeutige Zuordnung besteht oder her-
gestellt wird.

Eine Funktion ist eine Menge geordneter Paare [x; y], die man erhilt, wenn
jedem Element x einer Menge X genau ein Element y einer Menge Y zuge-
ordnet wird.

Die Menge X heifit Definitionsbereich der Funktion f. Alle Elemente von Y,
die in den Paaren [x; y] auftreten, bilden den Wertevorrat von f.

Bei welchen der folgenden Mengen geordneter Paare handelt es sich um Funk-
tionen? Bestimmen Sie bei diesen Definitionsbereich und Wertevorrat!

a) Menge aller [x; y] mit xe N, ye Nund x + y = 6,

b) Menge aller [x; y] mit xe Nund y = 7x + 3,

¢) Menge aller [x; yJmitxeN,0 < x <10,yeNund y > x,
d) Menge aller [x; y] mit xe G und y = x?,

e) Menge aller [x; y] mit x e G und x = y?,

—

f) Menge aller [x; y] mit xe Rund y = =
g) Menge aller [x; y] mit xe Pund y = 35 = %2,
h) Menge aller [x; yJmitxeP,yeGundx — 1 <y < x.

Eine Teilmenge aller Funktionen sind die Folgen.

DEFINITION: Eine Folge ist eine Funktion [k; f( k)], deren Definitionsbereich eine Menge na-
tiirlicher Zahlen ist. Die Elemente f(k) des Wertevorrats heiBen Glieder der Folge, und statt
f(k) schreibt man a, . Die ganze Folge wird hiufig durch (a,) symbolisiert.
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Je nachdem, ob der Definitionsbereich unendlich viele oder nur endlich viele
natiirliche Zahlen enthilt, spricht man von einer unendlichen oder endlichen
Folge. Sind auch die Elemente des Wertebereichs Zahlen, so handelt es sich um
eine Zahlenfolge.
a) Die Funktion a) in Ubung A 31 ist eine endliche Zahlenfolge:
ap=6;a, =5 a,=4;a3=3;a,=2;as=1;a,=0
(@) =(6—k), k=0;1;2;...;6
b) Die Funktion b) in Ubung A 31 ist eine (unendliche) Zahlenfolge:
ay=3;a, =10;a, = 17;...;a, = Tk + 3; ...
Sie kann auch in der Form
(ay) = (Tk + 3), ke N geschrieben werden.

Schreiben Sie entsprechend die Zahlenfolgen, die aus den Funktionen der Bei-
spiele c) bis h) in Ubung A 31 entstehen, wenn man den Definitionsbereich auf
natiirliche Zahlen einschrénkt!

Die Vorschrift, nach der zu jedem Wert der unabhingigen Variablen x aus
dem Definitionsbereich der zugehdrige Wert y der abhingigen Variablen fest-
gelegt ist, wird bei Funktionen hdufig in Form einer Gleichung y = f(x) ge-
geben. Bei Zahlenfolgen spricht man hier auch von einer expliziten Bildungs-
vorschrift; in ihr wird durch eine Gleichung angegeben, wie man das Glied gy,
hiufig als allgemeines Glied bezeichnet, aus der natiirlichen Zahl k erhilt.

a) Die Folge
0;1;4:9;16;...5k%; .
kann durch die explizite Bildungsvorschrift
(1) (@) mitag, = k*und ke N
charakterisiert werden. Dies geschieht hiufig auch in der Form
(2) (a) = (k*) mit k natiirlich.
b) Die Folge
2; —10;17; ...; (= D¥Tk + 3); ...
kann geschrieben werden als
(a) mit gy = (—1)"(7k + 3) und ke N
oder
(@) = (=D¥7k + 3)), keN (. Beispiel A 16 b).
Da es bei der Betrachtung von Zahlenfolgen vor allem auf die Glieder und

deren Aufeinanderfolge ankommt, ist die Wahl des Definitionsbereiches in
gewissem Sinne eine Frage der ZweckmiBigkeit. So meint man hiufig,

3) (@) =(k—=1)*) mit k>0

stelle dieselbe Folge dar wie (1) und (2) im Beispiel A 17a, obwohl die ent-
sprechenden Paarmengen nicht identisch sind. Die eine enthilt z. B. [2;4],
die andere [2; 1], und zwischen ihnen besteht, strenggenommen, derselbe Unter-
schied wie zwischen den Funktionen y = x> und y = (x — 1)2.

Wo keine Irrtiimer mdglich sind, werden Angaben wie ,,k € N** oder ,,k > 0
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meist weggelassen. Bei endlichen (n-gliedrigen) Folgen tritt an ihre Stelle eine
Angabe wie .k = 1;2;...;n*. Meist wird als Definitionsbereich die Menge
der natiirlichen Zahlen ohne die Null gewdhlt; dann hat das erste Glied die
Bezeichnung ;. Auch im folgenden soll i. a. so verfahren werden; auf einen
Beginn mit @, wird durch den ausdriicklichen Zusatz k = 0 oder k € N hin-
gewiesen.

Statt k werden als ,,Jaufender Index‘ hiufig auch andere Buchstaben, besonders
n, verwandt. Ebenso benutzt man auch statt a andere Buchstaben, insbesondere
dann, wenn man mehrere Folgen (), (by), ... untersucht.

Die explizite Bildungsvorschrift mittels eines allgemeinen Gliedes legt eine
Folge eindeutig fest. Bei endlichen Folgen kann man auf sie verzichten, wenn
man simtliche Glieder angibt. Bei unendlichen Folgen hingegen ist die Angabe
des allgemeinen Gliedes — mit Formeln oder auch in Worten — unbedingt
notwendig, denn endlich viele Glieder kénnen stets auf unendliche viele
Weisen zu einer unendlichen Folge erginzt werden. So ist beispielsweise die
Angabe (a;) = 1;2;3; ... eigentlich nicht ausreichend; denn alle Glieder
a, mit k > 3 sind unbekannt. Wie man auch die Folge fortsetzt, stets gibt es
ein Polynom! in k als Bildungsgesetz, dessen Ermittlung allerdings in der
Schule nicht behandelt wird. Ist mit (@) = 1;2;3; ... die Folge der natiir-
lichen Zahlen k > 0 gemeint, so muB die Angabe

(@) =1;2;3; .5 k; ... oder (a) mit a, = k oder (a) = (k)
lauten. Als Beispiel fiir die unendlich vielen anderen Folgen mit dem Anfangs-
stiick 1; 2; 3 sei hier nur die Folge
(ay) = (k> — 6k? + 12k — 6)
genannt.
a) Bestdtigen Sie, daf3 1; 2; 3 die Glieder a,; a,; ay der Folge
(@) = (k* — 6k* + 12k — 6) = (k=2 +2)
sind, und ermitteln Sie auch die Glieder a, und as!

b) Erliutern Sie, warum aus der Tatsache, daf8 zu Jjeder vorgegebenen endlichen
Folge ein Polynom als Bildungsgesetz existiert, folgt, daf es sogar unendlich
viele verschiedene solcher Bildungsvorschriften gibt!

Es ist also eigentlich unzulissig, die (eindeutige) Fortsetzung einer Folge zu
verlangen, von der endlich viele Glieder gegeben sind, bzw. die Aufstellung der
expliziten Bildungsvorschrift zu fordern, weil diese nicht eindeutig bestimmt
ist. Wenn trotzdem bei Ubungen und in Aufgaben zu Ubungszwecken eine
solche Forderung erhoben wird, muf man sich dieser Sachlage stets bewuft
sein. Es handelt sich dabei um Folgen, bei denen eine relativ ,einfache* Bil-
dungsvorschrift leicht durch Probieren zu finden ist.

Versuchen Sie, fiir die nachstehenden Zahlenfolgen eine explizite Bildungs-
vorschrift zu ermitteln, und berechnen Sie demgemap die jeweils folgenden Sfinf
Glieder!

A 0; =25 —4; —65 ... c) I;
b) —7; =35 1;5; ... d) 0;

n
1 ggxn a4 agxn=t 4 o+ apyx + an = X aixnl mit reellen @ (und gy 0) heiBt ,,Polynom
(n-ten Grades) in x*'. i=0
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e) I1;2;4;8;16;5 ... k) 1,15 0,9; 1,015 0,99; 1,001; ...

l.o1.1 . 1 > =
) 1;7;?;1_6;5; e )] \/2; 25 2\/2; e
) J PONL S O R
Ot T T E

o 55 ;L1.4.9 16 25

k) —3;65 —9; 12; —15; 18; ... n) 0’2’6’7’%’70""
o190 18
i) 1,7,'27;---
17

Neben der Festlegung einer Folge durch eine explizite Bildungsvorschrift
gibt es auch die Mdoglichkeit einer rekursiven Bildungsvorschrift, also der
induktiven Definition der Funktion f in g, = f(k) (vgl. Lerneinheit A 11).
Hier muB auBer dem Anfangsglied a, angegeben werden, wie man jedes Glied
a4y aus seinem Vorginger a, (bzw. anderen vorangehenden Gliedern) erhilt.
a) Die rekursive Bildungsvorschrift

a =3 aqy=a+k

liefert die Folge

354;56;9513; 185 .0
b) Die Folge g, = 1;2;3;...(/Seite 29) hitte auch fortgesetzt werden

konnen zu

a,=1;2;3;5;8;13; ...

mit der rekursiven Bildungsvorschrift

ay =158, = 25 342 = G4y + a.
Der Nachweis, daB eine rekursive und eine explizite Bildungsvorschrift die

gleiche Zahlenfolge darstellen, 1Bt sich mittels vollstindiger Induktion
fiihren.

Die rekursive Bildungsvorschrift
ay =2;a,, =a, + (2k + 1)

und die explizite Bildungsvorschrift
(b) = (* + 1)

liefern die gleiche Zahlenfolge, beginnend mit
25 55105 175 e

Beweis durch vollstindige Induktion:

1. Induktionsanfang :

by=12+1=2=a,
2. Induktionsschritt:

30


































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































