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Erlduterungen zur Arbeit
mit diesem Buch

Das farbige Griffregister auf dem AuBenrand der Seiten
dient dem bequemen und schnellen Auffinden der ein-
zelnen Kapitel. Auf dem Vorsatz findest du hierzu eine
Ubersicht iiber die einzelnen Kapitel.

Jedes Kapitel ist durch Zwischeniiberschriften und
durch eine fortlaufende Numerierung mit schwarzen
halbfetten Ziffern auf dem linken Rand in kleine Ab-
schnitte untergliedert, die als Lerneinheiten anzusehen
sind.

Innerhalb der Lerneinheiten werden die Beispiele,
Ubungen und Definitionen durch folgende blaue Mar-
ken gekennzeichnet:

Definitionen und Sitze p
Beispiele [ ]
Ubungen [}

Dabei werden mit vollen Dreiecken solche Defini-
tionen und Sitze gekennzeichnet, die du dir fest ein-
prigen muBt.

Durch die Ziffern in den blauen Marken werden auch
die Ubungen, Beispiele und Sitze numeriert.
Samtliche Numerierungen werden jeweils durch ein
Kapitel fortlaufend gefiihrt. Zu Beginn eines jeden
Kapitels beginnen dann alle Numerierungen von
neuem.

Hinweise auf Lerneinheiten (Abschnitte), Beispiele usw.
werden im laufenden Text mit dem Buchstaben des
betreffenden Kapitels angegeben. Zum Beispiel:
Abschnitt C 23 ist die Lerneinheit 23 des Kapitels C,
Beispiel D 5 ist das Beispiel 5 im Kapitel D,

Ubung A 13 ist die Ubung 13 im Kapitel A,
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Der Variablenbegriff

1

Wir betrachten die Menge aller Stidte des Bezirks Rostock und legen fest, daff
eine beliebige Stadt des Bezirks Rostock mit dem Zeichen X bezeichnet werden
soll. Das Zeichen X steht also fiir die Stadt Greifswald oder fiir die Stadt Wismar
oder fiir die Stadt Stralsund usw.
Aus dem Satz:

Die Einwohnerzahl von X ist kleiner als eine Million,
kann man durch Einsetzen fiir X die Siitze erhalten:

Die Einwohnerzahl von Greifswald ist kleiner als eine Million,

die Einwohnerzahl von Wismar ist kleiner als eine Million,

die Einwohnerzahl von Stralsund ist kleiner als eine Million usw.
Fiir das Zeichen X konnen wir nach unserer Vereinbarung jede beliebige Stadt

des Bezirks Rostock einsetzen. X ist in unserem Beispiel ein Zeichen fiir eine

beliebige Stadt des Bezirks Rostock.

Wir betrachten die Menge aller ebenen geometrischen Figuren, die geradlinig
begrenzt sind. Wir kénnen z. B. feststellen:

Ein Dreieck ist eine ebene, geradlinig begrenzte Figur,
ein ebenes Viereck ist eine ebene, geradlinig begrenate Figur,
ein ebenes Zehneck ist eine ebene, geradlinig begrenzte Figur usw.

Wir vereinbaren, daB wir eine beliebige ebene, geradlinig begrenzte Figur mit
F bezeichnen wollen. Dann gilt also:

F ist eine ebene, geradlinig begrenzte Figur,




p

Fiir F konnen wir jede Figur einsetzen, die eben und geradlinig begrenzt ist.
F ist in diesem Beispiel ein Zeichen fiir eine beliebige ebene, geradlinig be-
grenzte geometrische Figur.

Wir betrachten die Menge aller natiirlichen Zahlen:
0 ist eine natiirliche Zahl,
1 ist eine natiirliche Zahl,
2 ist eine natiirliche Zahl usw.
Fiir natiirliche Zahlen gilt der Satz:
Das Doppelte jeder natiirlichen Zahl ist eine gerade Zahl.
Verwenden wir das Zeichen a fiir eine beliebige natiirliche Zahl, so lautet
der Satz: 2 a ist eine gerade Zahl.
Ganz gleich, welche natiirliche Zahl fiir a eingesetzt wird, stets gilt dieser Satz.

a ist nach unserer Vereinbarung ein Zeichen fiir eine beliebige natiirliche Zahl.

In den Abschnitten 1 bis 3 haben wir lateinische Buchstaben verwendet, um
beliebige El te einer vorgegeb Menge zu bezeichnen.

3 O 1
Zeichen fiir beliebige E

Variablen.

Beim Gebrauch von Variablen muBt du dir stets Klarheit iiber den Bereich ver-
schaffen, aus dem die Elemente entnommen werden, die man durch Variablen
bezeichnet.

aus einem fest vorgegebenen Bereich nennt man

Zahlenbereiche

5

Der Bereich der natiirlichen Zahlen

Wir wollen kiinftig natiirliche Zahlen 0, 1, 2, 3, ... durch kleine lateinische
Buchstaben bezeichnen. Die GesetzmiBigkeiten der Addition und Multiplika-
tion von natiirlichen Zahlen konnen mit Hilfe dieser Bezeichnungsweise kurz
gefaBt werden.

Kommutationsgesetz der Addition:
a+b=b+a
In einer Summe darf man die Reihenfolge der Summanden vertauschen.

Diese Beziehung gilt stets, ganz gleich, welche natiirlichen Zahlen fiir @ und b
eingesetzt werden.

345=>5-43; 3451+ 1001 = 1001 4 345
Assoziationsgesetz der Additien:
(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c

In einer Summe darf man die Summanden in beliebiger Reihenfolge zusammen-
fassen.



Diese Beziehung gilt stets, ganz gleich, welche natiirlichen Zahlen fiir a, b und ¢
eingesetzt werden.

B4+5)+T=3+(6+7=3+5+7;
24+1)+33=2+(1+33)=2+1+33
Addition der Zahl 0:

a+0=a

Wird zu einer natiirlichen Zahl die Zahl Null addiert, so erhalten wir die
urspriingliche Zahl.

540=5; 10140 =101

Kommutationsgesetz der Multiplikation:

In einem Produkt darf man die Reihenfolge der Faktoren vertauschen.
a:b=b-.a

3:7=7-3; 23-54=54-23

Assoziationsgesetz der Multiplikation:

In einem Produkt darf man die Faktoren in beliebiger Reihenfolge zusammen-
fassen.

(a*b):c=a-(brc)=a+b-.c
3:7:9=3-(7+9)=3:7-9;(10-5)-15=10-(5-15) =10-5-15
Multiplikation mit der Zahl 1:

Wird eine Zahl mit 1 multipliziert, erhilt man als Produkt die urspriingliche
Zahl.

a-l=a

6-1=06; 3426-1=3426; 0-1=0

Distributionsgesetz:

Wird eine Summe mit einer Zahl multipliziert, so wird jeder Summand mit
dieser Zahl multipliziert und die Summe der Produkte gebildet.

a.(x+y)=a-x+a-y
3:(74+8=3-7+3-8; 15-(124+4)=15-12+4+15-4
Stelle einige wichtige Gesetze fiir die Addition und Multiplikation im Bereich

der ganzen Zahlen zusammen! Verwende als Variablen (in diesem Fall Zeichen
fiir ganze Zahlen) kleine lateinische Buchstaben!

Der Bereich der rationalen Zahlen

Auch rationale Zahlen werden mit kleinen lateinischen Buchstaben be-
zeichnet.
Wir legen nunmehr fest:

Falls nichts anderes gesagt wird, sind ab jetst kleine lateinische Buchstaben

7
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stets Zeichen fiir belicbige rationale Zahlen. Fiir die Variablen a, b, ¢, ..
%, ¥, z kénnen also beliebige rationale Zahlen eingesetzt werden.

In der siebenten Klasse haben wir gelernt:

Jede rationale Zahl LiBt sich in der Form *- darstellen, wobei p und g ganze

und teilerfremde Zahlen sind und g 3 0 ist.

Fiir die Addition von rationalen Zahlen gelten folgende GesetzmiBigkeiten:

Kommutationsgesetz: at+b=>b+a
Assoziationsgesetz: (@+b)+c=a+0b+c)=a+b+ec
Addition der Zahl 0: a+0=a

Fiir die Multiplikation von rationalen Zahlen gelten folgende GesetzmiBig-
keiten:

Kommutationsgesetz: a-b=b-a
Assoziationsgesetz: (@a-b):c=a-(b-c)=a-b-c
Multiplikation mit 1: a:-l=a

Distributionsgesetz: a (x+y)=a-x+a-y

Gib fiir jede dieser GesetzmaBigkeiten fiinf Beispiele an, indem du fiir die Varia-
blen beliebige rationale Zahlen einsetzt!

Addition und Subtraktion von Variablen

7

Vielfache von Variablen

Um bestimmte GesetzmiBigkeiten fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen zu
beschreiben, verwenden wir als Variablen ebenfalls kleine lateinische Buch-
staben.

Dabei bezeichnen wir unterschiedliche rationale Zahlen, die in ein und dem-
selben Zusammenhang auftreten, durch unterschiedliche Variablen und gleiche
rationale Zahlen durch gleiche Variablen.

Umgekehrt kénnen wir jedoch fiir unterschiedliche Variablen gleiche rationale
Zahlen einsetzen, wihrend wir fiir gleiche Variablen die gleiche rationale Zahl
einsetzen.

Wir wollen die durch folgende Beispicle angegebene GesetzmiBigkeit allgemein
ausdriicken.

34+3=2-3 Wir verwenden die Variable a, um diese
54+5=2-5 GesetzmiBigkeit anzugeben:
l_*_l:g.l a+ta=2a.

44 4 (Bei Verwendung von Variablen wird
(—0,6) + (—0,6) =2+ (—0,6) hiufig das Multiplikationszeichen weg-
17,9 + 17,9 =2-17,9 gelassen.)



Wir kinnen die gleiche GesetzmaBigkeit auch angeben, indem wir andere Vari-
ablen verwenden, z. B.:

b+b=2b oder

x4+ x =2x usw.

Es ist gleichgiiltig, welche Variable wir zur Formulierung dieser GesetzmiiBig-
keit verwenden.

a) Gib fiinf Beispiele fiir die folgende Bezichung an!

at+a+a=3a
b) Gib weitere Méglichkeiten fiir die Beschreibung dieser GesetzmiBigkeit an!
Wir wollen die folgende Aufgabe allgemein ausdriicken und Beispiele an-
fiihren:

Das Dreifache einer rationalen Zahl und das Zweifache einer anderen rationalen
Zahl sollen addiert werden.

Wir verwenden fiir die erste rationale Zahl die Variable a.

Da die zweite rationale Zahl von der ersten verschieden sein soll, bezeichnen
wir sie mit b. Fiir die Summe erhalten wir dann: 3 a + 2 b.

a b 3a+2b
M 5 19
@ + 0,6 18
@ | —o1 ~1
@) 3 1 1
G| —02 | —03 | —12

Wir bilden Summen aus mehreren gleichen Summanden.

at+a=2a
a+a-t+a=3a

at+at+a-ta=4a

% 5 Die Zahl n, die hierbei angibt, wie oft die
_ Zahl a als Summand steht, ist eine beliebige
M =ha natiirliche Zahl.
""...',2‘:?“.'}.'.'?..'32.’.,1'1;5"“ n a heift das n-fache von a.

Gib fiir die folgenden Behauptungen je fiinf Beispiele an!

a)x+x+...+zx=nx by mr=r+4r+... 4r
! i
n-Summanden natiirliche Zahl natiir-  m-Summanden
liche
Zahl
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Die natiirliche Zahl n, die in der Beziehung a + a4+ a+ ... 4 a=na angibt,
wie oft eine Variable a als Summand steht, nennen wir Koeffizient.

Aufgaben A 1 bis 14

Addition von Variablen

Treten in einer Summe gleiche Variablen mit ganzzahligen Zahlenfaktoren auf,
so kénnen wir die Summe vereinfachen.

3a+2b+4a+b

Da a und b Variablen fiir rationale Zahlen sind und fiir die Addition rationaler
Zahlen das Kommutationsgesetz gilt, kénnen wir schreiben:
3a44a+4+2b+0b.

Wir nennen diesen Schritt kiinftig: Ordnen.

Diese Summe kénnen wir vereinfachen, denn 3 ¢ bedeutet, daB a dreimal als
Summand steht, und 4 a bedeutet, daB a viermal als Summand steht. Fiir b
gilt das Entsprechende.

3a+4a+2b+b=at+at+a+ta+tatata+t+btb+b
=a+a+t+at+at+atata+b+b+b

3a+4a+2b+b= Ta + 3b

Wir erhalten also:3a +-2b+4a+b=7a+3b.

Wir haben hierbei gleiche Variablen mit ganzzahligen Zahlenfaktoren addiert,

indem wir ihre ganzzahligen Zahlenfaktoren, also die Koeffizienten, addiert

haben. Als Ergebnis erhalten wir somit eine Variable, deren Koeffizient die

Summe aus den einzelnen Zahlenfaktoren darstellt. Der Zahlenfaktor 1 von
Variablen braucht nicht geschrieben zu werden.

Treten in einer Summe gleiche Variablen mit rationalen Zahlenfaktoren auf,
so konnen wir nicht immer sagen, dal die Zahlenfaktoren in den einzelnen Sum-
manden angeben, wie oft die Variablen als Summanden stehen.

Wir legen aber fest, daB wir auch diese Zahlenfaktoren zum Unterschied zu
den Variablen Koeffizienten der Variablen nennen.

Die Addition von Variablen mit beliebigen rationalen Koeffizienten erfolgt
dann wie im Beispiel 3.

06a+(—3)b+0T5a+5b=

Ordnen:

Il

0,6a+075a+(—3)b+3b

Zusammenfassen: = 1,35a + (—25)b

Subtraktion von Variablen

Bei der Subtraktion gleicher Variablen mit rationalen Koeffizienten kénnen
wir auf entsprechende Weise verfahren, wie wir aus folgender Ubung er-
kennen.
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12

13

Esist die Differenz 7,2 x — 2,1« % 72%—21% (12—«
zu bilden.
Ubertrage dazu die nebenste- 1
hende Tabelle in dein Heft und 9.5
vervollstindige sie! - i}
3

Gleiche Variablen werden addiert (subtrahiert), indem man ihre Koeffizienten
addiert (subtrahiert).

Die Summe 7a +48,16—12a—17—0,1a—20,15 -+ 36 ist zu verein-
fachen.
Ta+481b—12a—17—0,1a—20,1b + 36 =
Ordnen: =T7a—12a—0,1a+481b—20,1b—17 + 36
Zusammenfassen: = —5,1a +28b + 19
Aufgaben A 15 bis 26

Addition und Subtraktion von Summen
Bei der Addition von Summen oder Differenzen schlieBt man diese in Klammern
ein. Die Klammern geben an, welche Summanden zuerst zusammengefaBt
werden sollen. Sind keine Variablen enthalten, so kann diese Reihenfolge auch
stets eingehalten werden.
Zu der Zahl 15 sollen die Summen 12 + 9 — 3 und 17 + 3 addiert werden.
15+ (12 +9—3) + (17 + 3) =
=15+ 18 + 20 =53

Treten bei der Addition von Summanden Variablen auf, so mu8 man die Klam-
mern auflésen. Hierbei wendet man das Assoziationsgesetz der Addition an:
(@+b)+c=a+(b+c)=a+ b+ c.Stehtalso vor der Klammer ein Plus-
zeichen, so kénnen wir die Klammern weglassen. Diese GesetzmiBigkeit gilt
auch, wenn in der Klammer mehr als zwei Summanden stehen.

Uberpriife diese GesetzmaBigkeit fiir

a) 5a+(7Tb+3a)=5a+7b+3a und

b) 5¢a+(7b—3a)=5a+7b—3a,

indem du fiir die Variablen rationale Zahlen einsetat!

Ubertrage die Tabelle hierzu in dein Heft! Die dritte und die fiinfte Spalte
berechne nach dem Einsetzen wie in Beispiel 6!

a b 5a+(7b+3a)| 5a+7b+3a [5a+ (7b—3a) Sa+7b—3a

2 1
—9 | 2
1 1
|7

—0,1 2
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15

‘Wenn vor einer Kl ein Pl ichen steht, so kann die Klammer weg-

gelassen werden. a + (b +c)=a+b+c; a+ (b—c)=a+b—c

Die Summe 1,5 x 4 3,2 y, die Differenz 2,5 x — 3,1 y und 2 y sind zu addieren.
1,5x+32y) +25x—3,1y) +2y

Wir lésen die Klammern auf und fassen gleiche Variablen zusammen.
152+32y +25x—31ly+2y=4x+21y

Auch fiir die Subtraktion von Summen bzw. Differenzen gilt stets, daB zuerst
die Operationen in den Klammern auszufiihren sind.

23—(1144)=23—15= 8; 23— (11—4) =23 —7=16
Treten bei der Subtraktion von Summen Variablen auf, so miissen wir die

Klammern wieder auflésen. Hierbei hilft uns das Assoziationsgesetz nicht,
denn es gilt nur fiir die Addition.

Einen Weg fiir das Auflssen der Klammern soll uns die Ubung 7 zeigen. Dabei
sind vier Fille zu unterscheiden:

@D)a—@GB+e); a—(b—c); B)a—(—b+c); BDa—(—b—c)
Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und erginze sie!

1) a— (b +¢):
a b c (b+c) a—(b+e¢) a—b—c
27 6 7
— 113 96 5
10 —2 9
12 —6 —5,1
2)a—((b—o):
a b c b—c) a—(b—c) a—b+4c
27 6 7
—113 96 5
10 —2 9
12 —6 —5,1
B)a—(—b+o:
a b c (—b+c¢) a—(—b+c) at+b—c
27 6 7
— 113 96 5
10 —2 9
12 —6 —5,1
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@) a—(—b—o):

a b c (—b—c¢) a—(—b—c¢) a+b+c

27 6 (]
— 113 96 5

10 —2 9

12 —6 —5,1

Aus der Ubung 7 erkennen wir, daB wir bei der Subtraktion eine Klammer
auflésen konnen, indem wir an Stelle aller Pluszeichen, die in der Klammer
stehen, Minuszeichen und an Stelle aller Minuszeichen, die in der Klammer
stehen, Pluszeichen setzen. Wenn unmittelbar vor einer Variablen kein Zeichen
steht, so hat man sich dort ein Pluszeichen zu denken.

Wenn vor einer Kl ein Mi ichen steht, so muB man beim Auflésen
der Klammer die Plus- und Mi ichen in der Kl in die entgegen-
gesetzten veriindern.

a—(b+c)=a—b—c; a—(b—=c)=a—b+c

a—(—b+c)=a+b—c; a—(—b—c)=a+b+c
Diese GesetzmiiBigkeit gilt auch, wenn in einer Klammer mehr als zwei Sum-
manden stehen.
Die Klammern in der folgenden Aufgabe sind aufzulssen.
5a+7b—(10a—8b—3¢)=5a+7b—10a48b+4 3¢
=—5a+4+15b+3¢
Aufgaben A 27 bis 31

Setzen von Klammern

Man kann auch Klammern setzen.

Soll vor der Klammer ein Pluszeichen stehen, so diirfen die Summanden einer
Summe in beliebiger Weise durch Klammern zusammengefa8t werden. Das
folgt aus dem Assoziationsgesetz: @ +b + ¢ =4a 4 (b 4 ¢) = (a + b) + c.
Auch mehr als zwei Summanden diirfen durch Klammern zusammengefaBt
werden, wenn vor der Klammer ein Pluszeichen stehen soll.

In der Summe 3a +4b+17¢+ 7Ta + 5b 4 4 ¢ sollen die ersten drei Sum-
manden und die letzten drei Summanden zusammengefaBt werden. Vor den zu
setzenden Klammern sollen Pluszeichen stehen.

3a+4+4b+17Tc+Ta+5b+4c=0Ba+4b+17¢)+ (Ta+5b -+ 4c)

Man kénnte auch andere Summanden zusammenfassen, z. B.:

3a+4b+17c+Ta+5b+4c=(Ba+4b)+17c+ (Ta+5b+4c¢)
=3a+4+4b+4+17c+T7a+5b) +4c

Soll vor einer zu setzenden Klammer ein Minuszeichen stehen, so miissen wir

13
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19

14

an Stelle aller Pluszeichen, die durch eine Klammer erfaBt werden, Minus-
zeichen setzen und an Stelle aller Minuszeichen, die durch eine Klammer er-
faBt werden, Pluszeichen setzen.

‘Wenn beim Setzen einer Kl vor der Kl ein Mi ick teh

soll, so muB man alle Plus- und Minuszeichen, die von der Klammer erfafit
werden, in die entgegengesetzten veriindern.

a—b—c=a—(b+c¢c); a—b+c=a—(b—c)
a+b—c=a—(—b+c); a+b+c=a—(—b—c)

In den folgenden Summen sind Klammern so zu setzen, daB davor Minus-
zeichen stehen.

3a+15b—2x—3y=3a+15b—(2x+3y).

Es gibt noch verschiedene andere Moglichkeiten, Klammern zu setzen. Gib
weitere Moglichkeiten an!

Die angegebene GesetzmiBigkeit fiir das Setzen von Klammern gilt auch fiir
mehr als zwei Summanden, die durch Klammern zusammengefa3t werden
sollen.

Das folgende Beispiel gibt zwei Moglichkeiten an.

2a—3b+4+5x—Ty+33=Q2a—3b)—(—5x+T7y—32)=
=—(—2a+4+3b)4+5x—Ty+33)
Aufgaben A 32 bis 41

ZUSAMMENFASSUNG

Klammer auflésen

Steht ein Pluszeichen vor der Klam-
mer, liBt man diese einfach weg.
Steht ein Minuszeichen vor der Auflésen der Klammer >
Klammer, verindert man die Plus-
und Minuszeichen in der Klammer a+@0b+c) =a+b+tec
in die entgegengesetzten und laBt _ - —
die Klammern fort. el TgEEb=S
a—(b+c¢c) =a—b—c

Klammer setzen a—((b—c) =a—b+ec
Soll ein Pluszeichen vor der Klam- a—(—b+c)=a+b—c
mer stehen, so setzt man einfach die o—(—b—it)=aLbfe
Klammer.
Soll ein Minuszeichen vor der Klam-

S der Klammy
mer stehen, so verindert man alle Sen e erJ

Plus- und Minuszeichen, die in der
Klammer stehen sollen, in die ent-
gegengesetzten Zeichen.




Multiplikation und Division von Variablen

20 Multiplikation von Variablen

Rechne die folgenden Produkte mit Hilfe des Rechenstabs aus!

0,67 - 3,21 0,67 - 4,82 0,67+ 5,95
0,67 - 0,67 0,67 - 7,78 0,67 - 891
0,67 - 9,99 0,67 - 10,45 0,67 - 15,3

Alle Produkte in Ubung 8 enthalten den Faktor 0,67. Der zweite Faktor
variiert (er verindert sich). Wir hitten den Auftragin Ubung 8 auch folgender-
maBen formulieren kénnen:

Zu berechnen ist

0,67 a mit @ = 3,21; 4,82; 5,95; 0,67; 7,78; 8,91; 9,99; 10,45; 15,3.

Auch wenn beide Faktoren variieren, kann man Variablen verwenden.

Fiir die Produkte 1,12x; 2,03x; 3,72x mit x = 0,23; 0,57; 0,89; 0,93
kénnen wir schreiben:

Zu berechnen ist ax mit

a=1,12; 2,03; 3,72 und x = 0,23; 0,57; 0,89; 0,93.

21 Wird keine Einschrinkung fiir die Variablen angegeben, so gibt das Produkt a b
der Variablen a und b das Produkt zweier beliebiger rationaler Zahlen an.
Produkte, in denen Koeffizienten und Variablen als Faktoren auftreten, lassen
sich auf Grund des Kommutations- und Assoziationsgesetzes der Multiplika-
tion berechnen.

45a-2b=45-2-a-b=9ab

S——

—

S

Haufig sind Produkte zu bilden, in denen gleiche Faktoren auftreten.
In den folgenden Produkten aus drei Faktoren ist ein Faktor konstant. Die
anderen beiden variieren, sind aber innerhalb eines Produktes stets gleich.

0,72-1,23 - 1,23 0,72 - 2,48 - 2,48 0,72 - 3,61 - 3,61
0,72 - 4,67 - 4,67 0,72 - 5,89 - 5,89 . 0,721,771 -1,17

Zur Abkiirzung wenden wir die Potenzschreibweise an.

0,72 - 2,482
0,72 - 5,892

0,72 - 3,612
0,727,773

0,72 - 1,232
0,72 - 4,672

Unter Verwendung von Variablen 148t sich diese Aufgabe noch kiirzer und da-
mit iibersichtlicher formulieren, nimlich:

Zu berechnen ist
0,72 a? fiir a = 1,23; 2,48; 3,61; 4,67; 5,80; 7,77.
Entsprechend bedeutet z. B. die Schreibweise 2,5 ¥% daB die Variable y drei-

15
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mal als Faktor in dem Produkt steht. Die Variable y kommt in der dritten
Potenz vor.

Produkte, in denen gleiche Variablen mehrmals als Faktoren auftreten, fiithren
auf Potenzen.
Wir betrachten die Multiplikation gleicher Variablen im Zusammenhang:

a-a=a? umgekehrt b2=b-b
a-a-a=a® b3=b-b-b
a‘a-a-a=at b *=b-b-b-b
a-a*...a=a" b =b-b-...-b
e et
a steht n-mal b steht m-mal
als Faktor als Faktor
(gelesen: a hoch n) (gelesen: b hoch m)

In der Potenz a® nennt man die Variable a die Basis und die Variable n den
Exponenten.
a) x°2,7x-3x°3,5y-2y =27-3-35-2-x x5y y
= 56,73 y?
b) 0,5v2+2,2s-5 w203+ 1052 - w?
—0,5-2,2-5-2-10-s-52 v+ 0% wd - 103
=110s s s vV VUV W W W W W W
= 110 s3 - v5 - w®

Bei der Berechnung eines Produktes konnen Aufgaben der folgenden Art auf-
treten: (—1,5a2) - (4 2,7x%) - (— 232).
Setzt sich das Produkt aus zwei Faktoren zusammen, so treten folgende
Fille auf:
(1) (+a) - (+b) = +ab, (3) (+a) - (—b) = —ab,
@) (—a)- (—b) = +ab, ~  (4) (—a):(+b) =—ab.
Bei mehr als zwei Faktoren miissen wir das Vorzeichen schrittweise er-
mitteln.
Das Produkt (—1,5a2) -2 (—b)-0,5(—w?) - 3a® ist zu berechnen. Zuerst
bestimmen wir das Vorzeichen des Produktes.
Dann wenden wir das Kommutations- und Assoziationsgesetz an.

(—1,5a%) -2 (—b)- 0,5 (—w?) -3a®=—(L5a%-2b- 05w’ 3a°) =
=—(1,5-2:05-3-a%a%-b-w’) = —45a°bw?

Division von Variablen

Berechne die folgenden Quotienten mit Hilfe des Rechenstabs!

3,25:0,88 3,25: 0,92 3,.25: 1,27
3,25:2,39 3,25: 3,71 3,25: 4,66
3,25:5,55 3,25:10,38 3,25:15,4
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Den Auftrag in Ubung 9 kann man auch folgendermaBen formulieren:
Berechne die Quotienten 3,25: a fiir ¢ = 0,88; 0,92; 1,27; 2,39; 3,71; 4,66;
5,55; 10,38; 15,4!

In der Ubung 9 war der Dividend stets konstant,und der Divisor variierte.
In der folgenden Ubung sollen sowohl Dividend als auch Divisor variieren,
wobei wieder die Schreibweise mit Variablen angewendet wird.

Berechne a: x fiir ¢ = 10,22; 12,34; 13,7 und x = 2,35; 3,81; 4,57; 9,5!
Wieviel Aufgabeh sind das ?

Wird keine Einschrinkung vorgenommen, so gibt der Quotienta:b oder% aus

den Variablen a und b (fiir b & 0) den Quotienten zweier beliebiger rationaler
Zahlen an.

Quotienten, in denen Koeffizienten und Variablen auftreten, berechnet man,
indem man zuerst die Koeffizienten fiir sich dividiert, dann die Variablen divi-
diert und schlieBlich das Produkt aus beiden Teilergebnissen bildet.

17,6 a:2,77b

Wir bilden den Quotienten aus den Koeffizienten ;77 =~ 6,35.

Wir bilden den Quotienten aus den Variablen: T'

Wir multiplizieren 6,35 mit % und erhalten: 6,35 % .
17 6 a

17,6a: 277b— ~635

Bei Anwendungsaufgahen sind mitunter Quotienten zu berechnen, in denen im
Dividenden und im Divisor gleiche Faktoren auftreten.

Beispiele dafiir sind folgende Aufgaben:

(13,7 0,24?): (3,9 - 0,24) und (0,88 - 12,42) : (13,9 - 12,43).

Verwenden wir Variablen, um solche Aufgaben zu charakterisieren, so erhalten
wir fiir die obigen Aufgaben:

13,722: 3,92 mit x = 0,24 bzw. 0,88x2:13,9x% mit x = 12,4.

Wie wir bei der Division rationaler Zahlen gelernt haben, kann man gleiche
Faktoren im Dividenden und Divisor (im Zahler und Nenner bei Aufgaben in
Bruchform) kiirzen. Das gleiche kénnen wir beim Rechnen mit Variablen tun:
13,7 x* 13,7x 0,88 x? 0,88

= bzw. 0,88x2:13,9x3

2. — - —
13,7x2:3,9x = 3.9x 3,9 T 13,92 T 139x

Da Dividend und Divisor auch negativ sein kénnen, miissen wir bei der Aus-
fithrung der Division das Vorzeichen des Quotienten ermitteln. Dabei kénnen
folgende vier Fille auftreten, in denen jeweils b == 0 vorausgesetzt wird.

M) (+a):(+8) = +(a:b), (3) (+a):(—b) = (a:b),
@) (—a):(—b) = +(a:b), (&) (—a):(b) = (a:b).

17
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a) (—25a):5b mit b+ 0.
RS e l®
b) a:a mit a =0

5b b

a:a=%=l
c) 32,8v3w: (—23,6vw?); (v 40, w =+ 0)

3
32,80%w: (—23,60w%) = — o200

3

~—1,39 =—1,39"—a
w

w
vw?
Wegen der Ungleichheit
a a
3t
miissen wir bei der Verwendung des Doppelpunktes als Divisionszeichen zu-
sitzlich Klammern verwenden. Und zwar gilt:

%-c:(u:b)w und E%:a:(b-c).
Uberpriife die folgenden Ungleichungen!
a) (30:5)-4430:(5-4) b) (27:2)-9 =27:(2-9)
Wie wir sahen, ist die Aufgabe a: b - ¢ nicht eindeutig. Gilt das auch fiir
a-b:c?
In welcher Reihenfolge werden die Rechenoperationen in den folgenden Auf-
gaben ausgefiihrt ?
a) a(b—o¢) b) (m—n):p c)(a+bc—d d)ya+b-(c—d)
e) (a+b):(a—b) f) (a+b) (c—d) g)a—b (c +d)
h) (x—y)z+=x i) (a:q)(@—b) kym:(p—g)+n

Aufgaben A 42 bis 64

Multiplikation und Division von Summen

Wir haben gelernt, daB fiir rationale Zahlen das Distributionsgesetz gilt:
a(btc)=ab+ac.

Da die Faktoren in einem Produkt von rationalen Zahlen vertauscht werden
diirfen, gilt auch (d £ e)f=df +ef.

Die linke Seite dieser beiden Gleichungen stellt das Produkt aus einer einzelnen
Variablen und einer Summe mit zwei Summanden dar.

Eine Summe, die aus zwei Summanden besteht, nennt man auch Binom!.
Stelle fest, ob das Distributionsgesetz auch fiir mehrgliedrige Summen gilt,
indem du die Tabelle in dein Heft iibertrigst und erginat!

a b ¢ d e f |a(b+c+d+e+f)|ab+ ac+ ad+ ae+ of
2| LY 32 |—11 07]—21
—2| 07_16 |—25 39| —70

2 1
1 —3 0,62 1,2f —7 5

1 Bi (lat.), doppelt, zwei: nomos (griech.), Gefiige, Glied
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Eine Summe von Variablen wird mit einer Variablen multipliziert, indem man
jeden einzelnen Summanden mit der Variablen multipliziert und die S aus
den Produkten bildet.

Dabei ist es gleichgiiltig, ob die Variablen mit Koeffizienten versehen sind oder
nicht, denn die Variablen kénnen beliebige rationale Zahlen sein.

a) (12,2x + 3,7y —5,22) - 0,1a = 1,22xa 4 0,37ya — 0,52za
=122ax + 0,37ay — 0,52az
b) (—0,5a?) - (2u®— 3a® 4 w?r) = —a?u® 4 1,54° — 0,5a%w?r
¢) (xy +yz—rs) - (—ab) = —abxy —abyz {abrs
Aufgaben A 65 bis 75

Wir wenden das Distributionsgesetz auf folgenden Fall an:

1 1 1 1 1
(aﬂ:b:tcj:d)";=a"xib'jj:f-"jj:d'*;;(x#:O). 1)
Das ist méglich, weil das Distributionsgesetz fiir beliebige rationale Zahlen gilt,
also auch fiir den Kehrwert einer rationalen Zahl. (Es muBl nur beachtet werden,
daB x nicht die Zahl Null sein darf.)

Die Beziehung (1) kénnen wir in folgender Form schreiben:
(@tbtetdiz=(a:9 £ £(in)£@: .

Die runden Klammern auf der rechten Seite sollen die einzelnen Summanden

deutlicher hervorheben.
Die letzte Beziehung gibt folgende GesetzmiBigkeit an:

Eine Summe wird durch eine rationale Zahl, die von Null verschieden ist, divi-

diert, indem jeder einzelne Summand durch die Zahl dividiert und die Summe
aus dem Quotienten gebildet wird.

a) (45 —54b):9 =5a—6b
Eine Probe kénnte man machen, indem man rechnet:
(56 —6b)-9 =45a —54b
b) (322 —6xy +9x3):(—3x) = —x + 2y —3z
Probe: (—x + 2y —32) - (—3x) =3x*—6xy + 923
¢) (0,64a%b + 0,32a%b> — 16ab): (—1,6ab) = —0,4a—0,2a%b + 10

Kontrolliere stets deine Ergebnisse, auch wenn das nicht ausdriicklich gefor-
dert wird!
Eine Summe wird also gliedweise dividiert. Man bestimmt zun#chst das Vor-
zeichen des jeweiligen Quotienten, dann dividiert man die Koeffizienten,und
schlieBlich werden die Variablen dividiert.

Aufgaben A 76 bis 82

Die Multiplikation zweier Binome kann aus dem Distributionsgesetz her-

geleitet werden.
Das Produkt (a + b) (¢ + d) soll berechnet werden.

19
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Da die Summe zweier rationaler Zahlen wieder eine rationale Zahl ist, setzen
wir (¢ + d) = m. Wir erhalten:

(a+b)-(c+d)=(a+b -m=am+bm.

Nun setzen wir fiir m wieder (¢ 4+ d) ein und wenden erneut das Distributions-
gesetz an:

am +bm=a(c+d) + b(c+d)
ac + ad +be + bd

Daraus folgt:

Zwei Binome werden miteinander multi-
pliziert, indem man jeden Summanden
des ersten Faktors mit jedlem Summan-

den des zweiten Faktors multipliziert
und die Produkte addiert (bzw. sub-
trahiert).

Berechne folgende Produkte!
B @+b)c—d b)a—bc+d o @—bc—d

Die GesetzmiBigkeit fiir das Ausmultiplizieren zweier Binome gilt auch dann,
wenn Koeffizienten und mehrere Variablen auftreten. Fiir die Teilprodukte, die
dabei gebildet werden, wollen wir kiinftig folgende Schreibweise einhalten:

Wir schreiben zuerst den Koeffizienten. Die Variablen ordnen wir alphabetisch.
(2ax®? —3aby) (5b—4ay?)
Das erste Teilprodukt 2ax?-5b wird im Kopf ausgerechnet (10ax2b) und

dann geordnet niedergeschrieben (10 abx?) usw.

(2ax®—3aby) (5b—4ay?) =10abx®— 8a%x2y? —15ab%y + 12a2by?

Die Multiplikation zweier beliebiger mehrgliedriger Summen kénnen wir aus
der Multiplikation zweier Binome herleiten. Wir kénnen schrittweise die Sum-
manden jeweils so zusammenfassen, dal zwei Binome miteinander zu multi-
plizieren sind.

So kénnen wir beispielsweise bei der Aufgabe

(@+b+e)-(x+y+3

a +b=d und x + y = v setzen und erhalten dann:

d+c)(v+3)=dv+dz+cv+cs.

Nun setzen wir wieder die Summen ein und kénnen weiter ausmultiplizieren.

dv+dz+cvo+ez=(@a+b(x+y)+(a+bz+ec(x+y) +ez
=ax+ay +bx+by+az+bz+cx+ecy—+ecz

ax +ay +az+bx+by +bz+cx+cy+ecz

Il



35

36

Daraus folgt:

d

Mehrgliedrige S werden multipliziert, indem jeder Summand
des ersten Faktors mit jedem S den des i Faktors multipliziert

wird und die Produkte addiert (bzw. subtrahiert) werden.

Aufgaben A 83 bis 89

Soll das Produkt mehrerer mehrgliedriger Summen ermittelt werden, so kénnen
wir schrittweise zunichst zwei mehrgliedrige Summen miteinander multipli-
zieren, dann das Ergebnis mit der dritten multiplizieren usw.
(B+2y)(4x—2y) (Bxy +5) = (12x— 6y + 8xy —4y?) (3xy + 5) =

=36x%y 4+ 60x —18xy2 —30y 4 24x2y2 +40xy — 12xy3 —20y2
Auf Grund des Assoziationsgesetzes ist es gleichgiiltig, ob erst das Produkt des
zweiten und dritten Faktors gebildet und mit dem ersten Faktor multipliziert
wird oder ob das Produkt aus dem ersten und zweiten Faktor gebildet und
mit dem dritten Faktor multipliziert wird. Setzen wir voriibergehend

p=342y; q=4x—2y; r=3xy+5,
sogilt: p-gqr=(p-qggr=p-(qg-r).

Ausklammern

Das Distributionsgesetz gibt an, in welcher Weise eine Summe mit einer ratio-
nalen Zahl multipliziert wird.

Wir kénnen mit Hilfe dieses Gesetzes auch erkliren, wie man eine Summe von
Variablen in ein Produkt umformt: ab +ac=a(b + ¢).

Enthalten die Summanden einer Summe gemeinsame Faktoren, so kann man
diese ausklammern, d. h., gemeinsame Faktoren kiénnen vor eine Klammer
gesetzt werden. Die Summanden in der Klammer erhalten wir, indem wir jeden
der urspriinglichen Summanden durch die gemeinsamen Faktoren dividieren.
Bei allen Aufgaben, bei denen ausgeklammert wird (eine Summe in Faktoren
,,zerlegt* wird), kann man eine Probe dadurch vornehmen, da man das ent-
standene Produkt wieder ausmultipliziert.

2a + 16ab

Als gemeinsame Faktoren beider Summanden ermitteln wir 2 und a. Wir
kénnen nun diese Summe in Faktoren zerlegen, indem wir einen der beiden
gemeinsamen Faktoren oder beide vor die Klammer setzen.

a) 2a + 16ab =2 (a - 8ab) b) 2a + 16ab =a (2 + 16b)

c) 2a + l6ab=2a (1 + 8b)

Aus der Summe 7a%x — 21l ax? + 49 a2x?2 sollen alle gemeinsamen Faktoren
ausgeklammert werden.

Ta?x —2lax®+ 49a%x2 =Tax (a—3x + Tax).

Gemeinsamer Faktor der einzelnen Summanden einer mehrgliedrigen Summe

kann auch eine Summe sein. Es wird dann die Summe, die in allen Sum-
manden als gemeinsamer Faktor enthalten ist, ausgeklammert.

21
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Bx—2y)a+(Bx—2y)b—(Bx—2y)ec.
Der gemeinsame Faktor in dieser Summe ist die Summe (3x —2y).

Bx—2y)a+ (3x—2y)b—(Bx—2y)c=(3x—2y) (@a+b—c¢)

Falls nicht alle Summanden einer mehrgliedrigen Summe einen gemeinsamen
Faktor enthalten, kann man diejenigen Summanden zu einem Produkt um-
formen, die einen gemeinsamen Faktor besitzen.

Die Summe xy — xv — cx + cz soll nach Méglichkeit umgeformt werden.
Die ersten beiden Summanden enthalten den gemeinsamen Faktor x, die
letzten beiden den gemeinsamen Faktor c¢. Wir klammern entsprechend aus:

xy—xv—cx +cz=x(y—v) +c(—x+ 2.
Auch bei derartigen Aufgaben hat man hiufig mehrere Moglichkeiten fiir Um-
formungen.

Aufgaben A 90 bis 106

ZUSAMMENFASSUNG

Ausmultiplizieren

Eine meBrgliedrige Summe
wird mit einer Variablen mul-
tipliziert, indem man jeden

einzelnen Summanden mit der Ausmultiplizieren >
Variablen multipliziert. Zwei
mehrgliedrige Summen wer-

d  poa TN
mult T

den mitei
indem man jeden Summanden
der ersten mehrgliedrigen | g (b4 ¢) = ab+ac
Summe mit jedem der zweiten b b
it and o Rle |l i
mern fortlaBt.

(a+b) (c+d) = ac + ad + bec + bd
(a +b) (c—d) = ac—ad + bc—bd
Enthalten die Summanden EZ_Z; ::ij; e Zi:‘:_t +t:1
einer Summe gemeinsame Fak-
toren, so konnen diese vor
eine Klammer gestellt werden,
die die Summe umschlieft. .
Man erhilt so ein Produkt aus
einer Variablen und einer < ‘Aubklamern
Summe. Ist der gemeinsame
Faktor eine Summe, so erhilt
man ein Produkt aus zwei
mehrgliedrigen Summen.

Ausklammern
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Manchmal wird es erforderlich, daB Klammerausdriicke erneut in Klammern
eingeschlossen werden. Wir wollen in solchen Fillen iiber die runden Klammern
hinaus eckige und geschweifte Klammern verwenden.

Fiir das Rechnen mit eckigen und geschweiften Klammern gelten die gleichen
Rechengesetze wie fiir das Rechnen mit runden Klammern.

Die Summe 3a — 2(5b — ¢) soll mit 3 b multipliziert werden.
Wir schlieBen die Summe 3@ — 2(5b — ¢) in eckige Klammern ein und setzen
den Faktor 3b vor oder hinter diese Klammer.

[3a—2(5b—¢)] 3b
Wir haben nun zwei Méglichkeiten, diese Klammern zu berechnen.

a) Die Rechnung erfolgt von ,,innen nach auBen*, d. h., wir lésen zunichst
die runden Klammern auf.

[Ba—2(5b—c)] 3b=[3a— 10b+2¢] 3b — 9ab— 3052+ 6bc

b) Die Rechnung erfolgt von ,,auBen nach innen*, d. h., wir lésen zuerst die
eckigen Klammern auf.

[3a—2(5b—¢c)]3b=9ab—6b(5b—c) =9ab— 30b2+6bec.
122 — [[55—2 (4x — 3y)] — 3[— 4(2z + 30)]) = A.
Es wird der Weg von auBlen nach innen beschrieben.
Auflosen der geschweiften Klammer:
A=12x—[5z—2(4x—6y)] + 3[—4(2z+ 3)]
Auflésen der eckigen Klammern:
A=12x—5z+2(4x—6y) —12(2z+ 3x)
Auflosen der runden Klammern:
A=12x—5z+8x— 12y —242—36x =
Ordnen: =12x4+8x—36x— 12y — 5z — 242
Zusammenfassen: = —16x— 12y —29z
Berechne die Aufgabe im Beispiel 27 noch einmal, indem du von innen nach

auflen vorgehst! Vergleiche die Ergebnisse!

Priife die Beispiele 26 und 27 nach, indem du fiir die Variablen rationale
Zahlen einsetzt!
Aufgaben A 107 bis 114
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Kongruenzabbildungen in der Ebene

1 Vérschiebungen in der Ebene

Das Bild B 1 zeigt einen Giiterwagen, der ein Stiick weitergerollt wurde. Im Ver-
laufe dieser Bewegung hat sich jeder Punkt des Waggons (auBer den sich dre-
henden Ridern) in einer bestimmten Richtung um eine bestimmte Strecke
verschoben. Dabei haben sich die Punkte auf zueinander parallelen Geraden
verschoben. Die Verschiebung eines Punktes P zu einem Punkt P’ hin wird
durch einen Pfeil veranschaulicht. B1

Das Symbol ﬁ: bedeutet eine
Verschiebung von P nach P’. =
Von einer Verschiebung einer =
Ebene sprechen wir, wenn alle
Punkte in der gleichen Richtung
um die gleiche Strecke verschoben werden. Die Verschiebung einer Ebene ist

ET =

il

—=
schon festgelegt, wenn wir die Verschiebung PP’ eines einzigen Punktes P
dieser Ebene nach seinem Bildpunkt P’ hin kennen.

Wie finden wir aber die Bildpunkte der anderen Punkte einer Ebene ?
Wir haben zwei Fille zu unterscheiden.

Erster Fall:

Es handelt sich um einen Punkt B, der auf der Geraden PP’ liegt.

25



. [E— Wir tragen PP an BPin B an, und zwar

8 f P so, daB der Pfeil BB’ in die gleiche Rich-
tung zeigt wie ﬁ: (Bild B 2).

Zweiter Fall:

Der Punkt B liegt nicht auf der Geraden
PP.

Dann ziehen wir durch B die Parallele zu
PP’ und tragen PP’ auf dieser Geraden
von B aus ab, und zwar so, daB der Pfeil
—_— —
BR’in die gleiche Richtung zeigt wie PP’
(Bild B 3). Das Viereck BB’ P’ P muB also
ein Parallelogramm bilden.

Im ersten Fall kann man von einem ent-
arteten Parallelogrammsprechen (Bild B4).

B4 Beim Zusammenklappen fillt PP’ auf die
Gerade BB'.

Wir haben also mit den beiden Fillen im Abschnitt 1 eine eindeutige Kon-
struktionsvorschrift kennengelernt. Zu jedem Punkt kénnen wir einen, aber
auch nur einen Bildpunkt finden. Zusammenfassend kénnen wir sagen:

Alle Pfeile, die zur gleichen Verschiebung gehoren, haben die gleiche Linge
und die gleiche Richtung. Durch Angabe eines Pfeils ist eine Verschiebung
festgelegt.

DEFINITION: Pfeile, die sowohl in ihrer Linge als auch in ihrer Richtung iiber-
einstimmen, heien kongruent.

Die Pfeile im Bild B 3 sind z. B. kongruent : 7
PP’ ~ BB. \‘____ﬁ—-

GRUNDSATZ: Sind zwei Pfeile kongruent 2_.
zu einem dritten, so sind sie untereinander 3

kongruent. 6

4 —_
Welche Pfeile im Bild B 5 sind zu welchen N
Pfeilen kongruent ? 0

Wir werden nun einige Sitze iiber Ver- 5
schiebungen in der Ebene kennenlernen.

SATZ: Eine Gerade wird durch eine Ver-
schiebung auf sich selbst oder auf eine zu

ihr parallele Gerade abgebildet. B:5

Beweis: 5
Erster Fall: 8 < g

=y =
Die Gerade g ist parallel zu dem Pfeil PP, \\\)Pf
der die Verschiebung darstellt. B6 P



Dann liegen die Bildpunkte B’ eines je-
den Punktes B von g wieder auf der
Geraden g (Bild B 6).

Zuweiter Fall:

Die Gerade g ist nicht parallel zu dem
Pfeil I;I;, der die Verschiebung dar-
stellt. Dann liegen die Bildpunkte B’
eines jeden Punktes B von g auf einer

Geraden g’, die zu g parallel verlduft und
die bei Verschiebung der Geraden g B7
um die Entfernung PP’ in der vom Pfeil angedeuteten Richtung erreicht wird.
Das Bild B 7 deutet den Vorgang fiir das Punktepaar BB’ an. Die Spitzen aller

—_—
Pfeile, die von g ausgehen und die gleiche Richtung und Linge wie BB’ haben,
liegen auf der zu g parallelen Geraden g’.

b SATZ: Die Bildpunkte B’ und C’ haben den gleichen Ab d inander wie
die Punkte C und B.
Beweis (Bild B 8):

Erster Fall:
Der Verschiebungspfeil PP ist nicht parallel zu BC’ (Bild B 8a).

—
Wir zeichnen die zu PP’ kongruenten Pfeile mit B und C als Anfangspunkte.
Dann sind C, C’, B’, B die Eckpunkte eines Parallelogramms. Also gilt:
BC=BC

P Om——lp- P!
8 8
) — i P Bt

Zweiter Fall:

Es gilt: PP’ || BC'.

Liegt ein Endpunkt des einen Pfeils auf dem anderen Pfeil, liegt z. B. C auf
BB’, dann glll folgende Uberlegung (Bild B 8b):

Die Strecke BB’ setzt sich ans BC und CB’ zusammen und die Strecke CC’
aus CB’ und B'C'.

Da BB’ = CC’ und CB’' = CB’, miissen auch die anderen Teilstrecken kon-
gruent sein.

Fillt der Endpunkl eines Pfeils auf den Anfangspunkt des zweiten (Bild B 8¢),
so gilt: BB’ = BC = CC = B'C.
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Haben die Strecken BB’ und CC’ keinen gemeinsamen Punkt, so setzt sich der
Abstand BC aus den Strecken BB’ und B'C zusammen. Der Abstand B'C’
setzt sich entsprechend aus CC’ und B’C zusammen. Beide Abstinde setzen
sich also aus gleich langen Teilstrecken zusammen.

Verschiebt man einen Punkt P zweimal
durch P—P’)und P’P”, so erhilt man die
gleichen Bildpunkte durch die Ver-

o
schiebung, welche durch PP” dar-
gestellt wird (Bild B 9).

SATZ: Die Hintereinanderausfiihrung
zweier Verschiebungen ist wieder eine
Verschiebung.

Drehungen in der Ebene

Drehungen sind Bewegungen, bei denen
ein Punkt festbleibt. (Zeiger einer Uhr,
Zahnrider einer Maschine.)

Durcheine Drehung wird jedem Punkt P
der Ebene ein Bildpunkt zugeordnet.

Ein Punkt B soll um den festen Punkt D
iiber einen vorgegebenen Winkel « ge-
dreht werden (Bild B 10). B 10
Wir tragen an EE in D den Winkel « an. Dann tragen wir auf dem freien Schenkel
von D aus DB ab. Der Endpunkt dieser Strecke ist der gesuchte Bildpunkt B’.

SATZ: Zwei Punkte B und C haben den gleichen Ab d inander wie ihre
Bildpunkte B’ und C'.

Beweis (Bild B 10):

Wir verbinden B und C mit D und konstruieren B’ und C".
Es gilt nun nach Konstruktionsvorschrift fiir die Bildpunkte:
DB =DB’; DC=DC'; <« BDC = <B'DC..

Also gilt (sws): ADBC = ADB’C’ und damit BC = B'C'.

DEFINITION: Die Hintereinanderausfiihrung zweier Drehungen mit dem
gleichen Drehpunkt ist wieder eine Drehung.

Erweiterung des Winkelbegriffes

Bei Drehungen unterscheiden wir die positive und die negative Drehrichtung.
Die Richtung, die zur Drehrichtung der Uhrzeiger entgegengesetzt ist, nennt
man in der Mathematik die positive Drehrichtung.



Wir kénnen uns Winkel durch Drehung eines Strahls um seinen Anfangspunkt
entstanden denken. Ist h der feste Strahl und k der gedrehte, so wollen wir den
Drehwinkel < hk nennen (Bild B 11).

Liegen zunichst beide Strahlen iibereinander und wird nun der Strahl k in
der positiven Richtung gedreht, so entstehen die in der folgenden Tabelle auf-
gefiihrten Winkel.

Spitzer Winkel ................ e 0° < a < 90°
Rechter Winkel ........ widlste a = 90°
Stumpfer Winkel ................. 90° < a < 180°
Gestreckter Winkel ............... = 180°
Uherstumpfer (erhabener) Winkel .. 180° < a < 360°
Vollwinkel ..................n. (5 a = 360°
Zusammenfassend wollen wir fest- k
stellen:
Unter < hk wollen wir den Teil des 8
Raumes verstehen, der bei positiver
Drehung von h bis zum Strahl k iiber- o
strichen wird (Bild B 11): § h

o= < ASB = < hk. B 11

Spiegelungen an einer Geraden

DEFINITION : Bei Spiegelungen an einer
Geraden liegen das Urbild (der Gegen-
stand) und das Bild symmetrisch zu
einer Geraden. Diese Gerade heifit Sym-
metrieachse (Bild B 12).

Spiegelungen sind auch Abbildungen.
Als Beispiel sei die Konstruktion des
eindeutig bestimmten Bildpunktes P’
zu einem Punkt P in bezug auf die
Symmetrieachse g dargestellt.

Wir féllen das Lot von P auf g und ver-
lingern das Lot um sich selbst. Der
Endpunkt ist der Bildpunkt P’, der bei
der Spiegelung des Punktes P an der
Geraden g entsteht (Bild B 13). p

Werden Punkte der Geraden g an der g
Geraden g gespiegelt, so fallen sie mit
ihren Bildpunkten zusammen.

Nenne symmetrische Figuren aus der
Geometrie, und bestimme die Symme- B 13
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trieachsen! Bestimme das Bild einer Geraden, die parallel zu der Symmetrie-
achse liegt! Bestimme das Bild einer Geraden, die senkrecht auf der Symme-
trieachse steht!

SATZ: Das Bild einer Geraden ist wieder eine Gerade.

Beweis:

(1) Eine zur Symmetrieachse g senkrechte
Gerade geht in sich selbst iiber.

(2) Eine zur Achse g parallele Gerade im
Abstand a geht in eine Parallele im Ab-
stand a von der Symmetrieachse iiber.
(3) Die Gerade h schneide die Symmetrie-
achse g in S (Bild B 14). Wir wihlen einen
beliebigen Punkt P, von h und bestimmen
sein Bild P,’. Das Lot von P, auf g habe
den FuBpunkt F. Die Gerade SP," soll h* B 14
genannt werden.

Es gilt < P,SF = < FSPy".

Wir fallen nun von einem beliebigen anderen Punkt P, von h das Lot auf g,
wobei E der FuBpunkt sein soll, und verlingern es bis zum Schnitt mit h’.
Nennen wir den Schnittpunkt P,'. Dann gilt: A P,SE = A SP,/E (wsw).
Also muB gelten Pz_E = .F;E, d. h., Py’ muB} das Bild von P, sein.

Daher liegt jeder Bildpunkt eines Punktes von h auf ein und derselben Ge-
raden h'.

SATZ: Parallele Geraden haben parallele Geraden als Bilder.

Beweis:

Die Bilder zweier Geraden h, und h, sind hy hy
nach dem Satz 9 wieder Geraden h,’ und

hy’ (Bild B 15).

Wiirden sich h,” und h,’ in einem Punkt P’

schneiden, so wire der Schnittpunkt das 7 7
Bild von zwei verschiedenen Punkten.

Das ist aber unmoglich, da voneinander
verschiedene Punkte verschiedene Bilder B 15
haben.

Punktspiegelungen

DEFINITION: Eine Abbildung heift Punktspiegelung, wenn die Bildpunkte auf
iolgende Weise gehmden werden: Der Punkt P wird mit dem festgewiihlten
Spi t S verbunden und PS iiber S hinaus um sich selbst verlingert.

PEe B°F




Der Endpunkt P’ der Verlingerung ist

der Bildpunkt von P bei der Spiegelung Punktsymmetrie
in § (Bild B 16).

SATZ: Das Bild einer Geraden g ist eine
zu ihr parallele Gerade g'.

Beweis:

Wir zeigen, daB8 das Bild einer Geraden
wieder eine Gerade ist. Wir withlen zwei
Punkte 4 und B von g und konstruieren
ihre Bilder 4’ bzw. B’. Die Gerade A’B’
nennen wir g’ (Bild B 17).

Es gilt nun A ASB = ) B'A’S (sws)
(nach Konstruktion).

Daher gilt: << ABS = < SB’A4".

Diese Winkel sind aber Wechselwinkel
an den geschnittenen Geraden g und g’,
also muf} gelten: g || g’. & A'

Ist C ein dritter Punkt von g, 8o verbinden wir ihn mit S und verlingern CcS
iiber S bis zum Schnitt mit g’. Den Schnittpunkt nennen wir C’.’

Es gilt:
A B'C’'S = A SBC (wws),
da BS = B'S,

< B'SC’ = < BSC (Scheitelwinkel)
< ABS = < SB’C’  (Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen)

Es gilt also CS = SC’ und damit ist C’ Bildpunkt von C. Der Bildpunkt eines
beliebigen Punktes C der Geraden g liegt also auf 4’B’.

Zeige, daB die Bildpunkte B’ und C’ zweier Punkte B bzw. C den gleichen
Abstand voneinander haben wie B und C!

ZUSAMMENFASSUNG

Bei Verschiebungen, Drehungen, Geradenspiegelungen und Punktspie-
gelungen bleibt der Abstand zweier Punkte erhalten. Jede Strecke AB
ist kongruent zu ihrer Bildstrecke 4'B'.

Verschiebungen, Drehungen und Punktspiegelungen lassen den Umlauf-
sinn in geschlossenen Figuren unveréndert (Bild B 18 bis 20). Spiegelungen
an Geraden dndern den Umlaufsinn in geschlossenen Figuren (Bild B 21).
Man zihit sie nicht zu den Bewegungen in der Ebena.
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o’ B 20

Erweiterung des Satzes von Pasca.

Liegen A4, B und C auf einer Geraden g und die Punkte D, E und F auf einer zu
ihr senkrechten Geraden h, so folgt aus der Giiltigkeit von AD || CF und AE || BF
die Giltigkeit von BD || CE.

Beweis:

Liegen alle drei Punkte 4, B und C auf einer Seite, etwa rechts von S, so miissen D, E
und F auch auf einer Seite von S liegen (Bild B 22).

Liegt etwa D oberhalb von S, so muf} wegen AD || CF auch F oberhalb von S liegen.
Wegen BF || AE liegt dann auch E oberhalb von S.




Fiir diesen Fall ist der Satz schon in der siebenten Klasse bewiesen worden.

Liegt ein Punkt auf der einen (z B. der linken) und die beiden anderen auf der anderen
(der rechten) Seite von S, so miissen auch die Punkte auf der senkrechten Achse auf beiden
Seiten des Punktes S verteilt liegen, da sonst nicht zwei Paare von Strecken parallel sein
konnten. Zum Beispiel kinnen zwei Punkte oberhalb und ein Punkt unterhalb von S
liegen (Bild B 23). Spiegeln wir die Strecken im linken oberen Teil im Punkt S, so sind die
Bilder parallel zu den Strecken.

Die Parallelen zu den gespiegelten Strecken miissen in dem rechten unteren Teil liegen.

Parallele Strecken gehen in parallele Strecken iiber, wenn wir sie an der Geraden g spiegeln.
Spiegeln wir die unterhalb von g gelegenen Streckenpaare nach oben, so sind die Bilder
dann, aber auch nur dann parallel, wenn es die urspriinglichen Streckenpaare waren.

Liegen z. B. der Punkt B auf der linken Seite von S und die Punkte 4 und C auf der
rechten, so gilt AD || CF und AE || BF.

Daraus folgt AE || F'B' (Spiegelung in S) und daraus AE’ || FB' (Spiegelung an 2)-

Nach dem speziellen Satz von PAscAL, den wir in der sieb Klasse k lernt
haben, gilt dann: B'D || CE’ und damit B'D' || CE (Spiegelung an g).

Daraus folgt BD || CE (Spiegelung in S).
Liegt B mit einem der anderen Punkte, etwa
A, auf der rechten Seite von S und der andere

Punkt (etwa C) auf der linken Seite, so ver-
liuft der Beweis ganz dhnlich.

Es gilt (Bild B 24): 4D || CF und AE || BF.
Also gilt: AD || C'F’ (Spiegelung in S). Dann
giltnoch: AD' || FC' (Spiegelung an g). Daraus
folgt zusammen mit AE ||BF:BD'|| C'E.
Nunmehr folgt: BD || C'E’ (Spiegelung an g)
und daraus (durch Spiegelung in S) BD || CE.
Aufgaben B1 bis 10

Kommensurable und inkommensurable Strecken

10 Teilung einer Strecke

Eine gegebene Strecke AB soll in fiinf
gleich lange Teilstrecken unterteilt
werden.

Konstruktion (Bild B 25):
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