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A. Infinitesimalrechnung

I. Einfiihrung in die Differentialrechnung

1. Funktionsbegriff, Definitionshereich, Variable und Konstante

Belastet man eine Schraubenfeder, so verindert sich deren Linge. Experimentell
kann man feststellen, daB innerhalb bestimmter Grenzen jeder Belastung der Feder
eine bestimmte Linge entspricht. Man sagt, der Belastung sei eine Linge zugeordnet
oder die Linge sei eine Funktion der Belastung.

Fiir viele solcher Zuordnungen (Funktionen) lassen sich mathematische Ausdriicke
finden. Zum Beispiel gilt fiir den betrachteten Fall der Ausdruck

y=cz+l1,
wobei z die Belastung, y die Liinge bei Belastung, [ die Linge der Feder ohne Be-
lastung und ¢ eine Materialkonstante bedeuten.

In den Lehrbiichern der Mathematik fiir das 9. und 10. Schuljahr wurden die
folgenden Funktionen behandelt:

Beispiel Seite

9. Schuljahr
Lineare Funktionen . . . . . . ., . . y=2z—3 141f.
Quadratische Funktionen . . . . . . . y=322—4z4+17 25 ff.
Potenzfunktionen . . . . . . . . ... y=a3 491f.
Wurzelfunktionen . . . . . . . .. .. y=1Vz 69ff.
Exponentialfunktionen . . . . . . . . . y=3" 100ff.
Logarithmusfunktionen . . . ., . . . . y=Ilgx 104 ff.

10. Schuljahr
Trigonometrische Funktionen . . . . . y =sinx 71f.

Was berechtigt uns, bei diesen so verschiedenen Beispielen in jedem einzelnen
Falle von einer Funktion zu sprechen? In allen diesen Beispielen wird durch eine
bestimmte Vorschrift einer veriinderlichen GréBe eine andere GroBe zugeordnet.
Dabei bezeichnet man im allgemeinen die unabhiingige Veriinderliche mit x, die zu-
geordnete (abhingige) Verinderliche mit y (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schul-
jahr, 8. 7/8). Wir definieren also:

Wird jedem Wert einer (unabhiingigen) Veriinderlichen z, die einen bestimmten
Bereich durchliiuft, durch eine eindeutige Vorschrift ein bestimmter Zahlenwert
der (abhiingigen) GriBe y zugeordnet, so heilt y eine Funktion von .

l.
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Um diese Abhingigkeit der GréBe y von der Veranderlichen  anzudeuten, schrei-
ben wir y = f().

das heilt, y ist eine Funktion?) von z (sprich: y gleich f von z). Dabei bedeutet f die
Vorschrift, durch die y aus x gewonnen wird. Die Gesamtheit der Werte z, denen
auf Grund der Vorschrift Funktionswerte y zugeordnet werden, bezeichnet man
als den Definitionshereich der betreffenden Funktion. Dic Gesamtheit der Funk-
tionswerte y nennt man den Wertevorrat der Funktion. Dic GréBe y kann auch
fiir alle 2 denselben Wert annehmen. (Die Funktion ist dann konstant wie zum
Beispiel die Funktion y = 5; in diesem Falle ist der Wertevorrat 5.)

Die verinderlichen Groflen werden auch Variable?) genannt; es ist iiblich, sie mit
z, Y, 2, w, v, w, t 2u bezeichnen. In besonderen Fillen werden auch andere Buch-
staben verwendet. GréBen, denen im Gegensatz zu den Veriinderlichen withrend der
Behandlung einer Aufgabe feste Werte zukommen, heifen Konstanten. Sie werden
meist mit den ersten Buchstaben des Alphabets, zum Beispiel mit a, b, ¢, 4, B, C,
bezeichnet.

Zur Unterscheidung verschiedener Funktionen wihlen wir statt des Zeichens
y =f(x) auch noch y =F(2), y =g(x), y =h(2), y =f,(2), y = @(z) oder andere.

Abb. 1

Der annihernde Verlauf einer Funktion wird in vielen Fillen bereits dadurch er-
kennbar, daf} fiir viele Werte von z die durch die Funktion f(x) festgelegten zu-
gehorigen Werte von y bestimmt und diese Werte in einer Wertetafel oder Werte-
tabelle zusammengefalit werden. Die zu x,, x,, ... gehorigen Werte der Funktion
sind dann y; = f(2,), ¥, =f(%,),... Um diese Zuordnung der y-Werte zu den
z-Werten anschaulich, sichtbar zu machen, benutzen wir eine graphische Darstel-
lung in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, in dem die x-Werte als Ab-
szissen, die zugehorigen Werte von y = f(z) als. Ordinaten zu diesen Abszissen
abgetragen werden. Siamtliche so erhaltenen Wertepaare (3 y) bestimmen Punkte,
deren Gesamtheit die durch die Funktion y = f(x) gegebene Kurve ausmacht.

1) Der Name Funktion als Bezeichnung dieser Abhiingigkeit wurde zuerst von dem bedeuten-
den deutschen Gelehrten Gottfried Wilhelm Leibniz eingefiihrt. Leibniz, geb. 1646 in Leipzig,
war Jurist, Philosoph und Mathematiker. Seine h ischen Untersuch fithrten zur
Begriindung der Differentialrechnung. Leibniz war der erste Prisident der 1700 auf seine Ver-
anlassung gegriindeten Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Durch seinen Briefwechsel mit
Peter I. unterstiitzte er diesen bei den Vorbereitungen zur Griindung der Russischen Akademie
der Wissenschaften. Leibniz war auch als Staatsmann titig und starb 1718 in Hannover.

Der englische Physiker und Mathematiker Isaac Newton kam anndhernd gleichzeitig, aber
unabhingig von Leibniz, zu dhnlichen Uberlegungen.

2?) variabilis (lat.) heiBt verinderlich.
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Wertetafeln geben die Zuordnungen grundsitzlich nur punktweise an; dagegen
umfassen Funktionen die Gesamtheit der Zuordnungen.

1. Es sind zur Wiederholung die folgenden Funktionen graphisch darzustellen:
a)y=§+2; b)y:i—z-l; c) y =cosx.
2. Stellen Sie fiir die folgenden Funktionen Wertetabellen auf:
a)y=+V=z (Abb.1); b) y=_§vm (Abb. 2)!

Bestimmen wir fiir beide Funktionen den Definitionsbereich, so finden wir

beim Beispiel a) z = 0,
beim Beispiel b) # zwischen — 5 und + 5 einschlieBlich der Grenzen,
dh —5<z<-45.

Die Funktionen konnen also nur dann ge-

zeichnet werden, wenn z diesen Bedingungen y T8
geniigt. Geben Sie fiir beide Funktionen den 4
Wertevorrat an!

Eine abhiingige Variable kann auch 2

von mehreren unabhingigen Variablen
abhiingen. Solche Funktionen werden
entsprechend geschrieben als

z=f(z,9), t = (u, v, 0) ‘
(sprich: z gleich f von x y; t gleich ¢ !
von u v w) oder dhnlich.

e
Beispiele: L i 5 |
1. z2=822—5zy + 3y — 4. Abb. 2
2. Das Volumen V eines Gases ist ab-
héngig vom Druck p und von der Temperatur 7. Der funktionale Zusammen-
hang kann also durch die Gleichung

V=fp 1

wiedergegeben werden.

3. Die Kraft K, die von zwei Magnetpolen mit den Polstirken e, und e, aufeinander
ausgeiibt wird, ist dem Produkt der beiden Polstirken direkt, dem Quadrat
ihrer gegenseitigen Entfernung umgekehrt proportional (Coulombsches Gesetz).
Dieses Gesetz kann als Funktion folgendermaflen geschrieben werden:

@ - e
K=o 2
Dabei bedeutet p eine Konstante, deren Gréfle von der Wahl des Mafsystems
abhiingt. K ist also eine Funktion von e,, ¢, und 7. Wir schreiben dafiir
K ={f(e, 5, 1)

Wir werden uns im folgenden jedoch nur mit Funktionen von einer unabhién-
gigen Verinderlichen beschéftigen.



6 Einfihrung in die Differentialrechnung

Aufgaben

1. Stellen Sie die folgenden Funktionen graphisch dar und bestimmen Sie Definitionsbereich und
Wertevorrati

a) y=323—52+42 b) y=)T—=z e) y=—=z
d) y=—a? e) y=—a3 l)y=2z]/ﬁ
g y=V5i—= h) y=sin2z i) y=)322— 10z
k) y=yT6—2* ) y=2)Yl5—a* m) y=3}a?—9
2. a) Der Druck p einer abgeschl G ist bei k gehaltenem Volumen von

der Temperatur ¢ abhiingig:
1
”*”o(‘ +ﬁ")-

b) Das Volumen ¥ einer abgeschlossenen Gasmenge ist bei konstant gehaltenem Druck von
der Temperatur ¢ abhiingig (Gay-Lussacsches Gesetz fiir konstanten Druck):

1
V=7 =t -
g (‘ + 278 ‘)
Es ist der Definitionsbereich der beiden Funktionen zu bestimmen und die Bedeutung von Po

und ¥, anzugeben.

8. Wie hangt bei konstanter Temperatur das Volumen eines Gases von seinem Druck ab?
Gesetz: pV = p,V,. Diese Abhéingigkeit fiir py = 1at und a) Vo=2dm3, b) V=3 dm?,
¢) Vo = 4dm? ist graphisch darzustellen.

4. Wenn der Widerstand R[] und die Zeitdauer ¢ [s] konstant sind, hingt die elektrische Strom-
wiirme @ [cal] nur noch von der Stromstirke J [A] ab:

Q=1024R-t-J2[cal].
Stellen Sie fiir R = 55Q und t=60s die Stromwirme Q als Funktion von J graphisch dar!
5. Eine mit der Geschwindigkeit » [cm 5-1] bewegte Masse von m [g] besitzt die kinetische
Energie £ =7§"v2 [erg]. Stellen Sie E als Funktion der Geschwindigkeit v fir a) m = 12,
b) m = 50, ¢) m = 60 [g] graphisch dar!

6. Die folgenden Funktionen sind graphisch darzustellen.
a) 2z 5y =15 b) 5z —2y =17 ¢) 2—y+4+2=0
d) 22+y—2=0 e) y>?—38zx+5=0 f) 2y 4+ 42—3=0
g) 222 —382+y—5=0 h) 22+ 122+ y + 36 =0 i) 22+ 182 — y = 40
7. Die folgenden Funktionen sind graphisch darzustellen.
a) y=122—14 b) y=284+3 ¢) y=2a%+6
4 y=(z—3)° e) y=(z+2) ) y=2+222_2
g y=2a"—22—1 h) y==a®+ 4,522 — 102 —5 )y=a23—8z+47

Anleitung: Stauchen Sie — wenn nétig — die Kurve durch Wahl einer kleineren Linge der
Einheit auf der Ordinatenachse!

8. Die graphischen Bilder der folgenden Funktionen sind zu entwerfen.
8) g ~{2=1)(a"=1) b)y=@—1)(z—2)(z—3) ¢ y=2(z+1)(—3)
d) y = (22 —2) (22 —3) e) y=(2z—1)* — (z —2)3 Hy=ati_2
g y=2zt—2241 h)y:% l)y=f4—‘+2£—s

9. Stellen Sie die folgenden Funktionen graphisch dar und besti Sie ihre Definitionsbereiche !
a) y=+ V2" —112+30 b) y=+VFtsz—21 o) y=+ V0 Fs—2*

O y=+Vi7—8z—2 o) y=+Vloz—2® ) y=+Vl6—z—22¢
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2. Einteilung der Funktionen
Die in der Mathematik betrachteten Funktionen lassen sich nach folgenden Ge-
sichtspunkten einteilen:
a) Rationale Funktionen
Wir betrachten die folgenden Funktionen:

Ly=322—2 2. y=22¢
3. y=15-2°— 2622+ 3z —11 4. y==z(x—5 Bz + 2
5 y=(x+3) (x—49H*—5x+2 6. y = (2 + 5)2 (3z — 2)°

Diese Funktionen haben entweder die Form
Y=f(2) = an 2"+ aGp1 2"+ Gup 2" 24 o f a2t + @y 2+ 4,

oder sie lassen sich ohne Division durch Ausdriicke mit 2 stets auf diese Form
bringen. Dabei ist 7 = 0, ganzzahlig. Die Koeffizienten a,, @y, ..., @, sind
reelle Zahlen. Kann eine Funktion in dieser Form dargestellt werden, so bezeichnet
man sie als ganze rationale Funktion. Bei ihr werden nur Additionen, Subtrak-
tionen und Multiplikationen in endlicher Anzahl — unter Ausschlufl der Division —
auf die Variable x angewendet.

Der hochste auftretende Exponent der Variablen x, bei dem der Koeffizient der
Potenz verschieden von Null ist, heilt Grad der ganzen rationalen Funktion. Zum
Beispiel ist die Funktion y = 328 — 422 — 192 4 6 dritten Grades, die Funktion
y = Oz + 02® + x® — 4 dagegen zweiten Grades.

Nach dieser Definition hat eine ganze rationale Funktion, die sich auf eine von
Null verschiedene Konstante reduziert (f(z) = c), den Grad 0. Der ganzen rationalen
Funktion f(x) =0 wird kein Grad zugeordnet. Eine ganze rationale Funktion
y = f(z) wird auch Polynom in & genannt.

Weiterhin betrachten wir die folgenden Funktionen:

1 22 —38
Ly=g 2 V=F—sz 13

22 —1 1 ab —72% — 52342 9 22— 30
Sly=n—=labas RS T P T

Diese Funktionen lassen sich simtlich auf die Form

A ™ + Ay 2" A Gpg T2 oo a2 40,2+ 0y _ g (2)
bp 2" + by 12" Fbpga™? | or F b2+ b2+ b, h(2)

y=f(x)=

bringen. Dabei sind

g(2) = @p @™ + Ap_g ™14 -or @,

B(x) = by a™ + bp_y 214 -+ + by

ganze rationale Funktionen, und h(z) ist nicht identisch Null (das heift, der Werte-
vorrat der Funktion A(x) besteht nicht nur aus dem Werte Null). Bei diesen
Funktionen kommt die Variable z also auch im Nenner vor. Sie heilen gebrochene
rationale Funktionen.

und
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Ist m der Grad von g(z) und n der Grad von k(z), so heiBt f(x) echt gebrochen,
wenn m < n ist; sonst, das heit, wenn m = n ist, heiBit f(x) unecht gebrochen.

Bei unecht gebrochenen rationalen Funktionen lassen sich die folgenden Fille
unterscheiden:

1. Ist » = 0, so reduziert sich die unecht gebrochene rationale Funktion auf eine
ganze rationale Funktion.

2. Ist » = 1, so laBt sich die unecht gebrochene rationale Funktion durch Divi-
sion des Zahlers durch den Nenner in die Summe einer ganzen rationalen Funk-
tion und einer echt gebrochenen rationalen Funktion aufspalten. Der echt ge-
brochene Anteil kann auch identisch Null sein, dann némlich, wenn die Division
ohne Rest aufgeht. Dabei ist zu beachten, daB diese Darstellung nur Giiltig-
keit an den Stellen hat, die nicht zugleich Nullstellen der Nennerfunktion sind.

Nach den bisherigen Betrachtungen a8t sich nunmehr jede ganze rationale Funk-
tion auch als gebrochene rationale Funktion mit der Nennerfunktion h(z) = ¢ auf-
fassen, wobei ¢ eine von Null verschiedene Konstante ist.

Beispiel:
fo) =82 g@) =28+ 224zt 1; h(z) = 3;

T k@)’

f(@:%_

b) Nichtrationale Funktionen

Alle Funktionen, die sich nachweislich nicht durch einen rationalen Ausdruck
darstellen lassen, heiflen nichtrationale Funktionen. Beispiele hierfiir sind

Ly=1=

2. y={r—72 15

Waurzelfunktionen

3 __1/32*—6

= Y= z+4
4. y=2%—5
5. 9y=3—2
6. y =a* Exponentialfunktionen
7. y=ua

-

g Z i I;O(ix +1) } logarithmische Funktionen
10. y = sinz s s 8
1L y = tg2z } trigonometrische Funktionen

12. y =Igcos(3z — 8)  logarithmische Funktion einer trigonometrischen Funktion

€) Algebraische und transzendente Funktionen

Neben der Einteilung der Funktionen in rationale und nichtrationale Funktionen
gibt es die Einteilung in algebraische und transzendente Funktionen. Im Mathe-
matikunterricht der Oberschule werden die folgenden algebraischen Funktionen
behandelt:
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1. rationale Funktionen; 2. Wurzelfunktionen.
Beispiele: 1. y =5z + 8 Beispicle: 1. y= )=
2. y =32 2y=—z+ 44
3. y=a4—8x2+16 3.;1/=Vr2—x2
s z
4. y= i‘—i&# 4. y= v‘z%a—z
Beispiele fiir transzendente Funktionen sind:
1. y = —sinz 2. y =3logx 3. y=624+5 4.y:]/1—-cos2;c

Die algebraischen Funktionen konnen rational oder nichtrational sein. Die
transzendenten Funktionen sind immer nichtrational.

3. Grenzwerte

a) Grenzwerte von Zahlenfolgen

Wir betrachten die Folge der Zahlen a, = 0,3; a, = 0,33; a; = 0,333; ... Dabei
gibt der Index n die Anzahl der Dezimalen an. Man erkennt, daf3 die Werte der Folge
stindig wachsen. Sie werden aber nicht beliebig grol. Zum Beispiel wird der Wert
-0,4 sicher nicht iiberschritten. Sogar der Wert % wird nicht iiberschritten.

Uberlegen Sie, bis zu welcher Stelle der periodische Dezimalbruch 0,333 . .. zu schreiben ist,
damit der Fehler zwischen ihm und dem Wert —;— kleiner als 10-4, 10-5, 10-8 ist!

Wir erkennen, daf die Differenz zwischen einem Glied der Folge und dem Wert%

um so kleiner ist, je grofier der Index n des Gliedes ist. Die Differenz kann sogar
beliebig klein gemacht werden, wenn man nur den Index geniigend grofl wihlt. Es
gibt also zu jeder positiven, sonst aber beliebig vorgegebenen Zahl ¢ ein Glied a;, so
daB fiir alle folgenden Glieder der Unterschied zum Wert % kleiner als ¢ ist. Daher ist

a.,,—%]<e fir n>Fk.

Man nennt % den Grenzwert dieser Zahlenfolge, sagt, daB die Zahlenfolge gegen g = %
konvergiert, und schreibt a, — g oder lim a, = g. (Sprich: limes?) an fiir n gegen

n—>oco
unendlich gleich g.) Dabei bedeutet das Symbol n — co, daf die Indexzahl = iiber

alle Grenzen wiichst.

i 2 8 98 90 100 .
Fr F To v 5 1050 Torr - v 9T Unterschied zum

touss Wird, mug die Folge bis zam 10000ten Glied fort-
1

gesetzt werden, denn erst 1 — :ggﬁ‘l’ ist kleiner als 15555+ Zu jeder vorgegebenen po-
sitiven Zahl ¢ 1aBt sich also ein bestimmtes Glied in der Folge finden, von dem an
diese Bedingung erfiillt ist.

Betrachten wir weiterhin die Zahlenfolgen

Damit in der Zahlenfolge
Grenzwert 1 kleiner als ¢ =

a) 1.2,8,4, i B .
Ot R e TR
b) 2,8 4. 5, Lrtl, "
i RO e KRR
1 1 1 1. ¥ 1 1
o —1tg —g e (Gt - I

1) limes (lat.) heiBt Grenze.
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so erkennen wir, daf} die beiden ersten Folgen einem bestimmten Grenzwert, nim-
lich der Zahl 1, beliebig nahe kommen. Dabei durchliuft die Zahlenfolge a) Werte,
die samtlich kleiner sind als 1, wiihrend die der Folge b) simtlich groBer als 1 sind.
Die Zahlenfolge c) nahert sich der Zahl 0, indem sie abwechselnd (dem absoluten
Betrage nach) beliebig klein werdende positive und negative Werte durchlauft. Die
Glieder von Zahlenfolgen konnen demnach dem Grenzwert auch von entgegen-
gesetzten Seiten beliebig nahe kommen.

In einem weiteren Beispiel lassen wir a, die Zahlenfolge 7; 14; 21; 28; . . . durch-
laufen. Offenbar strebt a, keinem Grenzwert zu, denn die Glieder werden grofler als
jede beliebig vorgegebene positive Zahl N; wir sagen dann, a, ,,wichst iiber alle
Grenzen*, das heif}t, a, konvergiert nicht, sondern divergiert. Wir schreiben dies
a, oo (sprich a, gegen unendlich). Es ist zu beachten, daf} ,,co‘‘ keine Zahl ist,
mit der man rechnen kann, sondern lediglich ein Symbol fiir den eben geschilderten
Sachverhalt.

Geben Sie zwei Zahlenfolgen an, fiir die gilt a) @, — + oo, b) @, > —oo!

Bei der Zahlenfolge %; %; %; %;. o & %;. . . konnen wir uns leicht iiber-
zeugen, daf sie mit zunehmendem n immer kleinere Werte annimmt, die aber nie-
mals Null erreichen oder gar negativ werden. Sie wird eine Nullfolge genannt, das
heift, der gesuchte Grenzwert ist gleich Null. Man schreibt dies:

lim ~ —o0.

b) Grenzwerte von Funktionen

Berechnen wir die Werte der Funktion y = 2-# fiir x =1; 2; 3; ...; 10; ... und
stellen wir die Funktion graphisch dar, so ergibt sich die Abbildung 3. Sie 148t er-
kennen, dal mit wachsendem x der Wert fiir y abnimmt und einem bestimmten
Grenzwert, nimlich dem Wert 0, zustrebt. Wir schreiben dies

TR L lim 2-2 =0.
r‘ 2 ¢ 3 : 2 i ZT—>00
i s el - Wir erkennen, daB der Funktions-

wert zwar dem Wert Null beliebig
- nahe kommt, ihn aber nicht er-
| reichen kann.

| | Ein oft gebrauchter Grenzwert

B . sinz o
ist lim ——, den wir untersuchen
z—>0 T

; . wollen. Die Funktion y=5i¥
e o st an der Stelle =0 nicht

<
~
w
]
5

- x  definiert. In der Abbildung 4 ist
ST 04=0C=r7 und < A0C =z,
Abb. 3 wobei vorausgesetzt wird, dal x>0

ein spitzer Winkel ist. Wir verglei-

chen nun die Flichen der rechtwinkligen Dreiecke DO C und A O B mit der Fliche
des Kreissektors AOC. Aus der Abbildung 4 ist ersichtlich, daB der Flicheninhalt
des Kreissektors seiner Grofle nach zwischen den beiden Dreiecksflichen liegt. Es
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gilt also die folgende Ungleichungskette:

reosz-rsinz _ 1w rertgz

2 2 2
(vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S. 193).
Dividieren wir jedes Glied durch 1 r2sing, so ergibt sich cosz < e
2 sinz cosz

Fiir z — 0 nihert sich cos z durch wachsende, ﬁ durch fallende Werte dem Wert 1.

Da —2— stets zwischen cosz und = liegt, muf3 also auch 2 fiir 2 >0 gegen 1
sin x cosz sinzy

streben. Demnach ist auch

. sinz
lim

=1.

z—>0

Abb. 4 Abb. 5

sinz

Die Funktion ist an der Stelle z = 0 nicht definiert; sie hat an dieser Stelle eine
Liicke. Wir schlieBen diese Liicke durch den Grenzwert 1.
-
Die Funktion y = f(z) = ;_ 11 ist an der Stelle x = 1 nicht definiert (Abb. 5),

da dort sowohl der Zihler als auch der Nenner gleich Null sind. Um aber das Ver-
halten dieser Funktion an der Stelle = 1 zu untersuchen, lassen wir 2 von beiden
Seiten der Zahl 1 zustreben: x — 1. Dabei ergeben sich folgende Funktionswerte:

z=09 10,9 =19 z=1,1 f(L) =21
z=0,99 (0,99 =1,99 z—1,01 £(1,01) =2,01
2 =0,999 £(0,999) = 1,999 z = 1,001 £(1,001) = 2,001

Offensichtlich konvergiert y = f(z) gegen 2, wenn x von beiden Seiten dem Wert 1
A zustrebt: wenn 2 — 1, dann y — 2 oder

Zu einer allgemeinen Untersuchung setzen wir in der betrachteten Funktion fiir z
den Wert 1 + & ein, (k 4= 0); es ergibt sich

(1+h2—1_ 14+2h4k—1_2h+R
h

Y= aEn=1 TeEh=1
Wenn in z =1 + & die Variable x gegen 1 strebt, strebt & gegen 0, und wir erhalten
fiur y lim (@ + k) =2.
A0

=2 4 &

Dabei kann k sowohl positive als auch negative Werte annehmen.
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Zu demselben Ergebnis gelangt man auch auf die folgende Weise: Fiir alle z + 1
8 £ g g
kann die Funktion y = a;:ll durch den Ausdruck y = z -+ 1 dargestellt werden.

Diese lineare Funktion ist auch definiert fiir 2 = 1; sie hat dort den Wert gy =2
Es ist daher

I 22— 1 s
im =lim (z + 1) = 2.
2121 z—>1
Die Funktion f::ll ist zunéchst an der Stelle = 1 nicht definiert, sie hat dort

eine Liicke. Als Funktionswert an der Liicke wird dieser Grenzwert festgesetat; die
Liicke wird mit ihm geschlossen.

" —a®

Allgemeiner kénnen wir den Grenzwert von fiir # —a untersuchen. Setzen

zr—a
wir x = a, so erhalten wir wieder einen Ausdruck, in dem sowohl der Zihler als
auch der Nenner Null sind. Fiihren wir aber die Division fiir 2 =+ a aus,

(2" — a"):(x — a) = a1 4 aa™=2 4 a2a"=3 f ... | "2z 4 gn—1,
so ergibt sich
lim ‘fﬁ =lm ("1 4 a 224 a2z"=3 4 ... | g"-1) = p.qr-1,
z—>a z—>a
" __
Es wird also fiir die Funktion f(z) = il der Grenzwert na®-1 als Wert an der
r—a

nicht definierten Stelle x = a festgesetat.

Betrachten wir die Funktionen

2 —4z+43
z—38

22— 3z

t(2) = r—3

und v(x) =

an der Stelle z = 3, so sind diese dort zunéchst nicht definiert. Es gelten aber die

folgenden Grenzwerte

2 —4r43
z—3

2 und lim Z=3%_3,

z»>3 T—3

lim
z3

Bilden wir die Funktion

222 —72-+3
r—3

u(x) + v(x) =

so ist diese an der Stelle x = 3 ebenfalls nicht definiert. Um den Grenzwert fest-
zustellen, verfihrt man wie oben und findet

lim [%(2) + v(2)] = lim 2z — 1) =5 =1lim (%) + lim ().
z—+3 z—>3 z—>3 z—>3
Allgemein gilt der folgende Satz, den wir aber hier nicht beweisen konnen:
Wenn lim u () und lim v () existieren, so existiert auch lim [u(z) -+ v(x)], und
r—>a x—ra T—>a

es ist
lim [u (z) + v (x)] = limu () + lim v () . (1)
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Unter denselben Voraussetzungen gelten die folgenden Sitze:

lim [u(x) — v (x)] = limu (zx) — limo (x) , 2)
lim [u(x) v (x)] =limu(z)-limo(x), (3)
lim :E:; = ﬂ:—::g , wenn lim » (x) =+ 0 ist. (4)

Die Sitze (1) und (3) lassen sich auf eine endliche Anzahl von Summanden be-
ziehungsweise Faktoren ausdehnen. Zum Beispiel kann in Satz (1) jeder der beiden
Summanden wieder die Summe zweier Grenzwerte sein (und so fort).

Diese Siitze gelten insbesondere auch dann, wenn eine der Funktionen u(z)und
»(z) konstant ist [also u(x) = ¢, oder v(x) = ¢,]. Es ist daher:

lim(c + k) =c3 lim (c—%) =c¢;

h—>0 h—0

lim(c-k) =03 lim(l) =0, wenn ¢ == 0 ist;
h—>0 h—>0\¢

lim (%) =1, wenn ¢ = 0 ist; lim (k®) =0, wenn ¢ > 0 ist.
h—0 h—>0

Zu beachten ist, daB diese Grenzwerte nur Giiltigkeit haben, wenn ¢ eine Kon-
stante ist.

Im besonderen wird auf den letzten Grenzwert hingewiesen. Beim Betrachten der
Nullfolge h = 10-3; 10-%; ... kann man sich leicht iiberzeugen, dafl dann zum
Beispiel k2 = 10-6; 10-8; .. .; A3 = 10-%; 10-12;... noch besser gegen Null kon-
vergieren.

Aufgaben
1. Welchen Grenzwerten nihert sich an, wenn es die nachstehenden Zahlenfolgen durchliuft ?
a) 0,6; 0,66; 0,666; ... b) 0,4; 0,44; 0,444; ... ¢) 0,8; 0,88; 0,888; ...
d) 0,9; 0,99; 0,999; ... e) 1,7; 1,77; 1,777; ... 1) 2,3; 2,33; 2,333; ...
g) 0,18; 0,1818; 0,181818; ... h) 0,45; 0,4545; 0,454545; ...
i) 0,037; 0,037037; 0,037037037; ...

2. Geben Sie die Grenzwerte der Zahlenfolgen an!

2 3 4 5 6 7

Wi T g DRI
3,9 3,9 3,999 1 —1 41 =1

€) =3 s TooTh e ) —5 =3 o5 TR ¢
5,1" 5,01" 5,001 1-3° 2-4 *5 4.6

8. Geben Sie eine Zahlenfolge an, die den Grenzwert

a) 1 b) 5 ) 10 @ % hat!

4. Es ist anzugeben, welches Glied der Zahlenfolge erreicht werden muB, damit von diesem
Gliede an der Fehler kleiner als & ist. b
a) Aufgabe la: e = 10-3; 10-5 b) Aufgabe 1b: & = 10-2; 10-8
¢) Aufgabe 1c: ¢ = 10-%; 10-10 d) Aufgabe 1d: e = 10-5; 10-10
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6. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte!

Einfihrung in die Differentialrechnung

a) lim 2 b) lim — e) lim 3-10™"
fireo b N—>oco n—>oo
&
O tim 21 o) lim 1! ) limas®,
f—>c0 M n—>co N N—>o00
Untersuchen Sie bei f) die Fille b>1;b=1; 0<b< 1!
6. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte!
z2—9 z2—1 z2—9
a) lim b) lim ¢) lim ——
)z—>3-'¢"‘3 )z—>—l z+1 )x_,_3z+3
i | . z*4-2z—8 i 2224z —1
S m
0 = \]l'_':;z?—w-yz ‘),_,% 12— 1
22— r — 42 . tgm . sin3z sin3z z
i _ — 1 = i et S il
8) 1_11:261'2 + z — 30 ) ;],LTO 2 b Eo sinz ,l,l_',no(a 3z sinz)
Anleitung :

1. Lassen Sie # Zahlenfolgen durchlaufen, deren Glieder um 0,1;0,01;0,001;...vonder

angegebenen Grenze entfernt sind !

2. Lassen Sie 2 Zahlenfolgen durchlaufen, deren Glieder um —0,1; —0,01; —0,001;

von der angegebenen Grenze entfernt sind !
/7. Die folgenden Grenzwerte sind zu bestimmen.

nﬂ—l_ 2n
n? n—1

e) lim (24 k)
h—>0

lim
n—>o0

A lim (sinz + cosz) b)
z—0

}f lim (2sinz — cos z)
>0

j) lim (“ﬂ’.}. cosd) h) lim(a — k)
z h—>0

20

X) lim sinz tgz V) iy, SL0082
>0 >0 z

3 S

n lim 0) lim %%
h—>0 >0
o 1 %

q) lim 5) r) lim (10-3)r
>0 -0

t) limk? w) lim 4*
h—>0 >0

¢) lim (32 —5)
20

f) lim (3 —h)
h—0

i) lim sinzcosa

70
in2
m) lim $7°7
=0 T
¥ N} cos 7
p) lim (sinz — —=
2> x
. ctex
8) lim
z—>0
. el
v) lim
z—>0 T

8. Zu den Gliedern einer Nullfolge ist eine Konstante a (=38; 4; 5; ...) zu addieren. Welchen

Grenzwert hat die neue Zahlenfolge ?

9. Die Glieder einer Nullfolge sind von einer Konstanten a (=2; 5; 6;

Welchen Grenzwert hat die neue Zahlenfolge ?
. Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Funktionen?

5 __ - —
&)y g el b) lim A=2°—1
70 € >0 z
- L - 5 i —
Q) lim 4—22°— 4+ 22)° |y (Bl
20 z 70 h
L 162% — (22 — Ryt 2709 _ (34 h)S
iy = e B hy e 2L =82k A)7
8 10 4h ) 30 5h

«..) zu subtrahieren.

b __
¢ lim 81220 —243
>0 9
5 __ 56
1y BN =t
70 h
(@ — 2h)5 — g5

i) lim %

=0
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11, In der Abbildung 6 ist eine Folge von Kreisbogenziigen
gezeichnet. Esist der Grenzwertihrer Lingen zu bestimmen.
a) Betrachten Sie rein anschaulich, welchem Wert sich die
Summe der immer kleiner werdenden Kreishogen-
lingen nihert!
b) Fiihren Sie den Grenziibergang rechnerisch durch!
¢) Setzen Sie r = 1! Abb.6

4. Anstieg, Differenzenquotient, Ableitung
a) Anstieg )

Aus einer Landkarte kann man ablesen, da3 die Endpunkte einer geradenStraSe
von A nach B eine Horizontalentfernung von 700 m haben. Die Héhenzahlen sind
fir A 520 m und fiir B 590 m. Daraus errechnet sich ein Hohenunterschied von
70 m auf 700 m horizontaler Entfernung, so daB der Steigungswinkel sich ergibt aus
tga = =01 7m0~ 6°

Zwei Punkte einer steilen Waldschneise sind auf einer Landkarte (MaBstab
1:25000) 2,4cm voneinander entfernt. Thr Hohenunterschied betriigt 225m. Weisen
Sie nach, daB der Steigungswinkel etwa 20,5° betriigt!

Unter dem Steigungswinkel einer Geraden in einem rechtwinkligen Koordinaten-
system verstehen wir folgendes: Hat die Gerade einen Schnittpunkt S mit der
z-Achse und dreht man den von § in Richtung der positiven z-Achse verlaufenden
Strahl im mathematisch positiven Drehsinn um S, bis er das erste Mal auf die
Gerade fillt, so bezeichnet man den iiberstrichenen Winkel als Steigungswinkel
der Geraden. Hat die Gerade keinen Schnitt-
punkt mit der z-Achse, so ordnet man der EEEEEHCUEIGIITIEORETNE
Geraden den Steigungswinkel 0 zu. pil

Es sind die Punkte P;(2; 1) und Py(5; 6)
gegeben. Verbindet man sie durch eine Gerade,
so errechnet sich ihr Steigungswinkel durch

tga =% = % = 1,667, so daBl o« ~ 59° be-

trigt.  Fir  Py(2; 7) und Py(6; —1)
Ll =82 und
6—2 4
a &~ 116,5°. Allgemein gewinnt man den
Steigungswinkel « aus tga = zz_ Z’
L N
2, == @, ist (Abb. 7). Man nennt tga das MaB fiir den Anstieg der Geraden oder
kurz den Anstieg der Geraden?). Dieser Wert ist bei einem spitzen Winkel, das heifit
bei einer steigenden Geraden, positiv, bei einem stumpfen Winkel, das heif3t bei einer
fallenden Geraden, negativ (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S. 16).

ergibt sich tga =

Abb. 7

, wobei

Gegenkathete
Hypotenuse
d. h. also durch seinen Sinus ermittelt, da es meist einfacher ist, die Hypotenuse zu messen.
Der Sinus des Steigungswinkels wird als die Steigung der Geraden bezeichnet. Zur deutlichen
Unterscheidung zwischen dem Sinus und dem Tangens des Steigungswinkels bezeichnen wir
den Tangens als den Anstieg der Geraden.

1) In der Technik wird in der Regel der Steigungswinkel durch das Verhiltnis
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Bei der Parabel y = z2 bestimmen die Punkte Py (15 1) und P,(3; 9) eine Sekante,
das heif3t eine Gerade, die diese Parabel in zwei Punkten schneidet. Thr Anstiegs-
maf betrigt tgo =% =4, wobei ¢ der Steigungswinkel ist (Abb. 8).

b) Differenzenquotient
Der Punkt P, (3; 1,8) liegt auf der Kurve der Funktion y= ?1’_ 22 Es gilt also die
2
Gleichung 1,8 = % . Um eine durch dieseri Punkt gehende Sekante zu erhalten, ver-

dndern wir den x-Wert um Az (sprich: Delta ). Wir erhalten dadurch einen
Punkt P; mit den Koordinaten P;(3 -+ Ax; 1,8 + Ay). Diese Koordinaten erfiillen

die Gleichung 1.8 + Ay — %‘ﬂ. Durch Sub-

y ey e traktion beider Gleichungen erhilt man
10 ddsis foi 1 1 6 1
dy=—@B+Ax)2 ——32=2(4 —(4z)2.
; ﬂlw y=56+do2 - L3:=2 4z 4 Lan)
8 i i
Y -

7
6

5

4

G

2
QY s B 2 g

oldin '’ -——x,¢Ax:1
P 2 Pk e

Abb. 8 Abb. 9

Dividieren wir beide Seiten durch Az, so erhalten wir in dem Ausdruck
% = -g- -+ % Az den Anstieg der Sekante. Entwerfen Sie cine Zeichnung!

Liegt auf einer Kurve y = f(x) ein Punkt Py (243 yo), so erfiillen seine Koordi-
naten die Gleichung y, = f(,). Ein anderer Kurvenpunkt P hat die Koordinaten
(zg + dx; yo + Ady), wobei also Az < 0 ist. Fiir ihn gilt entsprechend
Yo + Ay = f(x + Ax). Verbindet man diese beiden Punkte geradlinig (Abb. 9),
so entsteht durch die gleichen Rechenoperationen wie beim vorigen Zahlenbeispiel

der Anstieg der Sekante ot A9)—y, _ Ay

=t dn—%— 1
Es gilt also
t __ Ordinatendifferenz
99= Riszissendillerenz °

Das Verhiiltnis dieser Differenzen, das heiBt also ihren Quotienten, nennt man kurz
Differenzenquotient, )
Der Differenzenquotient ist der Anstieg der Sekante. Man schreibt dafiir auch

_ @+ dx) — f(x,)
tga—T,

wobei vorausgesetzt war, daBl Ax == 0 ist.
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¢) Ableitung

Bei einem Kreis ist die Tangente in einem Punkt P, bestimmt als ,,Grenzlage*
aller durch P, gehenden Sekanten, wenn deren zweiter Schnittpunkt P mit dem
Kreise sich dem Punkte P, unbe-
schrinkt nihert. Die entsprechende I
Tangente berithrt den Kreis im |
Punkt P,. Genauso definieren wir
bei einer beliebigen Kurve y = f(x)
die Tangente in einem Kurven-
punkte P, als Grenzlage der Sekan-
ten durch P,, sofern eine solche |
Grenzlage existiert (Abb. 10). Unter
der Richtung einer Kurve in einem !
Kurvenpunkte P, verstehen wir die
Richtung der Tangente in diesem
Punkte an die Kurve.

An die Kurve y =122 soll im ;&’
Punkte Po(3;% die Tangente ge-
legt werden. Um diese Aufgabe zu
l6sen, betrachten wir zunichst die Sekante, die durch P, und den Punkt P (5; 5)

geht. Der Anstieg dieser Sekante ist

B2

tgu:—ﬁ:7=l,6; o~ 58°.
Wandert nun der Punkt P auf der Kurve beliebig nahe an den Punkt P, heran,
so dndert sich dabei auch der Anstieg der Sekante, wie die nachfolgende Tabelle
zeigt (vgl. Abb. 11).

Abb. 10

o3

Yn—Y

Tn Yn tgo=—-"" o
I —
5—18
5 5 Sy =18 58°
3,2—18
4 3,2 1 L8 =14 54°28’
1,8 ’
3,5 2,45 =13 52°26
3,1 1,922 =122 50°40’
3,01 1,81202 — 1,202 | 50°15
3,001 1,8012002 =1,2002 | 50°12'
1 + 1 v
3 1,8 1,2 50°12"

Anscheinend streben bei Annitherung an x, =3 die Werte von tg ¢ auch einem
Grenzwert, nimlich dem Wert 1,2 zu. Die geometrische Veranschaulichung zeigt, daf
bei dieser Anniherung an xz, = 3 die Sekante sich der obenerwihnten Grenzlage,
der Tangente, nihert. Daraus folgt, daB dieser Grenzwert gleich dem Tangens des
Steigungswinkels ist, der zu der oben definierten Tangente gehort. Es gilt also

lim £2—% _ lim tgo = tgz.
2 [00914] a2, I — %0 2>z,
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Von jetzt an verstehen wir unter einer Tangente an eine Kurve im Punkte P die-

jenige Gerade durch P, deren Anstieg durch den
ten im Punkte P gegeben ist.

Grenzwert des Differenzenquotien-

Bestitigen Sie durch eine Tabelle und Zeichnung, daB tgz demselben Grenzwert 1,2 zustrebt,

wenn der Punkt Py von z; =0 iiber z,=1; 2; 2,5; 2,9;

2,99; 2,999 sich dem Punkte P niihert!

Fiir einen beliebigen Punkt Py(x,; ¥,) der Kurve y =%z= erhalten wir den An-

Oy

Abb. 11

stieg der Tangente in der gleichen
Weise. Liegen Py(z,; y,) und
P(xg+Az; yo+Ady) auf der
Kurve, so gelten die folgenden
Gleichungen:

Yo = %%2;
Yo + Ay:gl (xo + Az)%;
Ay =~§—x°(Ax) + % (Az)2.

Durch Division mit 4z ergibt sich
der Anstieg der Sekante als

_dy _ 2 1
tgc—ﬂ —gzo""g(d’«')-

Um den Grenziibergang Az —0
durchfithren zu kénnen, mufl man
untersuchen, ob die Grenzwerte
der einzelnen Summanden existie-

ren. Beim ersten Summanden ist dies der Fall, da er von Az unabhéngig ist.

Dabher gilt
lim 2z, =24
42505 % 5
Fiir den zweiten Summanden ergibt sich
T |
lim = Az =0.

4z—>0

Also kann man nach Satz (1) von Seite 12 schreiben:

lim
4z—>0
2
Sl =%
Demnach ist

tgr = lim 4. L
az>04% 5

Das Ergebnis zeigt, dafl zu jedem beliebigen Abszissenwert x, ein Wert tgr =2

gehort.

2 I | . [2 1

3%+ lm =dz= lim (gxo—f-gdx),
dz—0 dz—0

2

Do

0

5 Mo
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Der Anstieg ist also eine Funktion des Abszissenwertes des Beriithrungspunktes,
der als beliebiger Punkt P auf der Kurve jetzt die Koordinaten (z; y) erhalten
soll. Deshalb ist fiir jeden beliebigen Punkt der Kurve y =% 2% der Anstieg der
Tangente in diesem Punkt gegeben durch den Ausdruck

2
tgr—;x.

Wir verstehen unter dem Anstieg einer Kurve an der Stelle 2y den Anstieg der
Tangente an die Kurve an der Stelle . Auch der Anstieg der Kurve ist demnach
eine Funktion der Variablen .

Man nennt den Wert von tg 7 die Ableitung der Funktion f(x) an der Stelle z, und
schreibt dafiir f (2,) (sprich: f Strich von ). Besitzt die Funktion an der Stelle x,
eine Ableitung, so sagt man, die Funktion f(z) ist an der Stelle x, differenzierbar.

DaB dies durchaus nicht immer der Fall sein muB, zeigt das Beispicl y =| z|. Zeichnen Sie das
Bild dieser Funktion und untersuchen Sie, ob man an der Stelle 2,=0 eindeutig die Tangente an
die Kurve legen kann! Welche Folgerung ergibt sich daraus fiir die Ableitung an dieser Stelle ?

Wir erkennen, daf f’(z) eine Funktion von z ist, und nennen f'(z) in Zukunft kurz
die Ableitung der Funktion f(z). Es gilt also

tgr = /().
In Analogie zu y = f() schreibt man auch y" = f'().

Bildet man die Ableitung einer Funktion (oder kurz: leitet man eine Funktion
ab), so sagt man auch, man differenziert diese Funktion.

Zusammenfassung: Die Ableitung y' = f'(x) einer Funktion y = f(x) gibt den
Anstieg der Tangente, das heift den Anstieg der Kurve, als Funktion der Abszisse
des Beriihrungspunktes an.

Die Ableitung bezeichnet man mit tgz, y* oder f'(x). Sie wird gefunden durch

Ay

lim 2% g [E+AD) —J@)
42>04%  4zs0 az
Aufgaben
1. Essind Geraden mit dem Anstieg
1 3 1 3
a) 1 b 5 0 3 Q) —2; e —5 n
5 3 5
2) 3 h) = D 5 k) —12; 1) 0,02; m) — 0,8
zu zeichnen.
2. Bestimmen Sie durch den Differenzenquotienten den Anstieg der Strecke Py P,!
) Py(3; 4) Py(1; 1) b) P, (265 11) P, (13; 5)
¢) P, (10; 8) P,(—2; 3) d) P, (5; —3) P,(2; —6)
e) Py (—5; —1) P, (6,3; 4,5) f) P, (—2,8; 5,7) Py (—6,9; —3,4)

8. Bestimmen Sie zeichnerisch je drei Punkte, die auf der durch P, gehenden Geraden liegen,
wenn diese mit der positiven z-Achse den Winkel « einschlieBt! Geben Sie die dazugehérigen
Differenzenquotienten an!

a) Py (3,5; 4), a= 30° b) Py (—2; 2,5), = 65°
¢) Py (2; 4), © o x=120° d) P, (—3; 5), @ = 150°
) P,(—53; —4), a= 75° 1) P,(3,2; —2,1), o= 53°

Begriinden Sie, daB in diesem Falle beide Koordinatenachsen gleich lange Einheiten tragen
miissen! {
2*
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4. Es sind je drei Punkte zu bestimmen, die auf der durch P, gehenden Geraden mit dem An-

stieg m liegen. Die zugehdorigen Differ quotienten sind a

a) P, (2,5; 3), m=2 b) P, (3,7; —4), m =16

€) P, (—52; 6), m=—3 d) P, (—23; 4), m=00

€) Py(L,5; —36), m=25 1) P (—18 —21), m=—13
5. Die Ableitung der Potenzfunktion mit g hligen positiven Exp t

Wir bilden die Ableitung der Funktion y = 2% Dazu gehen wir vom Anstieg
der Sekante, also vom Differenzenquotienten aus. Da die Koordinaten der
Punkte (z;y) und (x + Adx; y + Ay) die Gleichung y = 23 befriedigen, ist der
Ay (x4 Az)® — 2®

Az
dann der Bruch mlt Ax gekiirzt, so ergibt sich

leferenzenquot1ent . Wird die Klammer ausgerechnet und

4y
Zi—x-_3:¢:2+3:5(11:!:)-}-(4“?)2

Lassen wir Az eine Nullfolge, 42 — 0, durchlaufen und wenden wir auf die rechte
Seite dieser Gleichung den Satz iiber den Grenzwert einer Summe an (vgl. Satz (1),
S. 12), so erhalten wir

lim %h ]m1 3z’+ l:m 3z(Az + 11m (Ax)‘.

4z—>0

Auf der rechten Seite ergibt der
Grenziibergang beim ersten Sum-
manden 322%; der Grenzwert beim
zweiten Summanden ist Null, weil
Ax eine Nullfolge durchliauft (vgl.
Abschnitt I, 3). Der dritte Ausdruck

{ | lkonvergiert ebenfalls gegen Null.
g,j fix+4x);  Damit erhalten wir, da die linke
; I . Seite auf Grund der Definition als
1x) |y geschrieben werden kann,

7 = Yy = 3a2.
“Ax
X +Ax

Weisen Sie fiir die Funktion y = 22
nach, daB8 die Ableitung y’ = 2z ist!

Wir wollen nun die Ableitung
der allgemeinen  Potenzfunktion
f(x) =a" (n ganzzahlig, po-
sitiv) bilden und gehen dazu wieder vom lefcrenzenquotlenten aus (vgl. Abb. 12).
Aus f(x + dz) = (x + da)* folgt .

4y _ (x4 da)—[(x) _ (2 + Ao =
Az~ Az Az

Abb, 12

Um diesen Differenzenquotienten ausrechnen zu konnen, bringen wir ihn zunéchst
auf die Form Ay _ (odap—

Az~ (e A7) —z °
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Klammern wir nunmehr im Zihler (x + 4)", im Nenner (z + 4z) aus, so entsteht

(o) 7|
j_zz(zztdaz‘z)". z IAz = (x4 Ao I+IAx .
17z+A:c l_z+Az

Wir vergleichen den zweiten Faktor dieses Ausdrucks mit der Summenformel der
geometrischen Reihe

1=

1+g9+¢+g+--+gt= 1_‘{;

(vgl. Lehrbuch der Mathematik, 10. Schuljahr, 8. 136).
z
z+ Az’

Ersetzen wir ¢ durch so ergibt sich fiir den Differenzenquotienten

4y _ T | e 5 (_I_)“ - (_I_)‘]
Az"(I+Az)n [l+a:+Az+ z+ Az T T\ F 4z i
Durchléuft 4z eine Nullfolge, so strebt (z + 4) dem Werte x zu; jeder der n Sum-
manden der Klammer nimmt den Grenzwert 1 an. Unter Beachtung des Satzes (3)
iiber den Grenzwert des Produktes von Funktionen (vgl. S.13) erhalten wir

y=a"1n oder y =na"1l.
Wenn n = 1 ist, so hat y = 2! = z die Ableitung y'= 1.

Welche geometrische Bedeutung hat’ dies ? Bilden Sie mit dem Differenzenquotienten und
durch Grenziibergang die Ableitung!
Beispiele : 4
v y=2t y = 4atl =493
y=2x8 y = 6 a8
Zusammenfassung: Funktionen der Form y =" haben fiir jedes ganzzahlige,
positive n die Ableitung y'= nxn=1.

6. Die Ableitung einer Konstanten

Die Funktion y = f(x) = ¢ hat, wenn ¢ eine Konstante ist, fiir alle x-Werte den
festen y-Wert ¢. Ihr Bild (Abb. 13) ist eine
Parallele zur z-Achse im Abstande c. Die
Ableitung bestimmen wir wieder durch AL
einen Grenziibergang. Aus f(z) =c¢ und |
f(x + dz) = c folgt

A_y_/(z+Az)—/(x)_c—c 0
Az Az -

Da der Differenzenquotient stets Null ist,
kann die Ableitung als dessen Grenzwert Abb. 13

auch nur Null sein. Damit ist auch der

Steigungswinkel Null. Wir sehen, daf die Definition des Steigungswinkels einer
zur x-Achse parallelen Geraden sinnvoll war. ’

Zusammenfassung: Die Ableitung einer Konstanten ist Null.
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7. Die Ableitung einer Funktion mit konstantem Faktor

Wird eine Funktion f(x), deren Ableitung f'(x) bekannt ist, mit einem konstanten
Faktor a multipliziert, so entsteht die neue Funktion y = af(x). Wir wollen unter-
suchen, ob deren Ableitung auch bestimmbar ist. Dazu bilden wir den Differenzen-

quotienten 4y und fithren den Grenziibergang A2 — 0 durch:

Az
lim aI(J:—}-Ax)*aI(-’C): lim a./(z+Az)—I(r)
4250 dz 4750 Az
=a lim /“(154-113—/(1) =a-f(z)=1y'.

dz—>0

Zusammenfassung: Bei der Differentiation bleibt ein konstanter Faktor unver-
iindert als solcher erhalten.

+ Beispiele:
y="Txt Y =T 421 =283
y=ban Yy =bnan1.

8. Die Ableitung einer Summe von Funktionen

Wir betrachten zwei Funktionen, u — 722 und » — 5z, bilden die Funktion
Yy =u+v="Ta? 4 52 und suchen ihre Ableitung. Dazu gehen wir wieder vom
Differenzenquotienten aus :
4y _ Au+v)  [T@+ daR+5 @+ A2)] — (722 45 1)
4z~ 4z Az
_ T2 M (da)+ T(Aa) 52+ 5(4z) — T2 —5 ¢
Adx

Yo+ 7(4z)+ 5.

Durchlduft Az eine Nullfolge, 4z — 0, so gilt nach dem Satz iiber den Grenzwert
von Summen
y =14z 4 5.

Bilden wir andererseits die Ableitungen der einzelnen Funktionen u und v, SO er-
halten wir 4’ = 142 und v’= 5. Demnach ist

w+v =1z + 5.

Ausy =14z 4+ 5und v + o =142+ 5 folgt y* = u’ + v’. Diese Beziehung gilt
zunichst nur fir das betrachtete Beispiel. Ihre Giiltigkeit soll nun allgemein be-
wiesen werden.
Es sei
y=u(® +v(2)
mit differenzierbaren Summanden u(z) und »(z). Es existieren also
u(z+ A2) —u(z) (2 4 Az) —v(z)
Az .

% (z) = lim S

und #'(z) = lim
4z—0 4z—0
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Wir bilden
u’(z)+v'(x): lim u(z+Az)—u(z)+ lim v(z+ Az) —v ()
4250 4z 420 dz
— u(r4 dz) —u(z) | v(z+ 42)—v ()|
= 41;30( Az + Az
li [u(x+ d2) 4 v(@ + A2)] — [u (@) + v ()]
= Az
4z->0
. Alu () + v (2)] .
= lim —————=y'.
4250 Az g

Zusammenfassung: Die Ableitung einer Summe von Funktionen ist gleich der
Summe der Ableitungen der einzelnen Summanden, das heilt, eine Summe darf
gliedweise differenziert werden.

Beweisen Sie entsprechend den folgenden Satz: Ist y = u — v, so ist ' = 4’ — v’!

Es laBt sich beweisen, daB die Summenregel y =’ + »" fiir endlich viele
Summanden u, v, w, . .. erweitert werden kann. Gilt also y =% +v 4w+ +--
bei endlich vielen, differenzierbaren Summanden u, v, , .. ., 80 ist

Y=utv tw e

Aufgaben

1. Es ist die Funktion y = f(z) zu zeichnen und der Differenzenquotient der Funktion f(z) an
der Stelle z, fir 4z = £2; +1; +0,5; +0,1; 40,01 zu bilden.

.
D@m= =1 Wf@=3 @=: of@=3 =5

z?

3 3 —
O (2) =55 m=2 ¢ (=1 2=3 D @=25" =3

z* 2 a2 z: =z
N YT i = s =2 i = 5 =
2) f(z) 3 +22; 2,=38 h) f(2) T ) 3 i) f(2) 20+ 35 %o 4
2, Zeichnen Sie die Funktion y = f(z) =sinz (z im BogenmaB) unter Benutzung der Tafel der

natiirlichen sin-Werte! Bestimmen Sie die Differenzenquotienten an der Stelle x, =-7£ fur

Az = +0,5; +0,4; +0,3; £+0,2; +0,1; 40,01! Zeichnen Sie die zugehorigen Sekanten!
Anleitung: Auf beiden Achsen sind gleiche Einheiten zu wihlen.

8. Fiir die Funktion f(z) ist eine Formel fiir den Differenzenquotienten an der Stelle z, auf-
zustellen und daraus die Ableitung durch Grenziibergang zu bestimmen.

a) f(z) = 23; Zy=1; 0,5; 1,6 b) f(z) = 2z%; zy=1; %: g
e) f(x) = =5 Zy=1; 0,5; 1,5 d) /(x)z%s; T, =2; 8 g
B /(z):%‘—l; z,,=2;§;3 1) j(z) = o* — 22 Zy=138; —2; —3
g) f(x) =a®—2z; my=1;0,8; 1,2 h) /(:c)=%2+31—4; Zo=2; —3; 45

) f(m)=a*—2; zg=1; —1; —2
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}./Bestimmen Sie fiir die Funktion f(z) nach Aufstellung des Differenzenquotienten durch Grenz-
iibergang die Ableitung!

M [(z) =2 2 [(2) =5a ,,y,m=%’
M@ =az o f(@)=521+6 M@ =5:2—3
g) f(x) =243z h) f(2) =822 — 52
i) f(2) =723 —8244 k) f(@) =428 4220 — 4
1) f(z)=52®—22%+8 m) f(2) =72 —6224+52z—4
- 23 z2
n) f(2) =V52%— 622 +3 0 [@=%—F+z—1
ot ozt g% a2t _ 8 —J2at4 4
p) /(Z)=?+T—?—-2—+z+1 qQ) l(z)—s*
r) f(@)=a23+badfcx+d 8) f(a:)=aoz‘+alz~"+a,x’+a,z+a‘

o

Bestimmen Sie fir die Funktion f(2) nach Ausmultiplizieren, Aufstellung des Differenzen-
quotienten und Grenziibergang die Ableitung!

a) f@)=(z+1) (z—1) b) f(2)=(z+2) (52+3)
©) (@) =(z—8) Bz —4) ) I(:c)=(;+5)(§—8)
e) f(z) = (x+a) (z+b) 1) [(2)=(522—4) (¢ +3)
1 2\(z 3
1@ =22 —Fu+a W f@ = a5 t2)(E-)
D) f@)=@a*+bz+c) @z+))
6. Fir die Funktion f(z) ist nach Aufstellung des Differ i durch Gr bergang
die Ableitung zu bestimmen.
a) f(2) = (z+2)* b) f(z) = (x4 2) ) f(2) = (z — 4)
d) f(2) = (2 — 2 e) f(2) = (v — 1) 1) f(@)=1—52)3
2 d 3 2\ 3
& J0 = (fet3) W 1= (=3 D 10 = Fas—3)

9. Die ganze rationale Funktion und ihre Ableitungen. Hohere Ableitungen einer
Funktion

Jede ganze rationale Funktion kann nach Abschnitt 2 auf die Form
Yy=Hz)=tna"+ ap 12"+ ay g2+ a2+ a7+ a

gebracht werden. Dabei sind die einzelnen Summanden, wie wir erkannt haben,
differenzierbare Funktionen. Also kann nach Abschnitt 8 die Differentiation glied-
weise vorgenommen werden. Es gilt daher

Y =1@=napz"t +(n—1) a1 2%+ (n—2) ty_g 2" 3 + -+ 20,2+ a,.
Wir erkennen, daf} y* wiederum eine ganze rationale Funktion von z, das heiBt ein
Polynom in z ist; also ist y’ ebenfalls differenzierbar.

Ist y’= f'(x) als Ableitung einer Funktion y = f(z) wieder differenzierbar, so be-
zeichnen wir y” = f'(x) als erste Ableitung von y = f(x). Die von /' () abgeleitete
Funktion heiit die zweite Ableitung von f(z); man schreibt dafiir f”(z). Unter
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{”" () ist die Ableitung von f”(z) zu verstehen, f’’(x) wird die dritte Ableitung von
f(x) genannt. Entsprechend werden die weiteren Ableitungen definiert. Es ist also
die n-te Ableitung einer Funktion f(z) die Ableitung der (n — 1)-ten Ableitung
von f(z).

Von der vierten Ableitung an schreibt man f(9(x), f® (), . . ., f® (). Die zweite
Ableitung und alle weiteren Ableitungen bezeichnet man als hhere Ableitungen.

Die erste Ableitung jeder ganzen rationalen Funktion n-ten Grades (n = 1) ist
eine ganze rationale Funktion (n — 1)-ten Grades. Ist » =0, das heif3t, liegt die ganze
rationale Funktion f(xz) =c¢ (c == 0) vor, so ist deren erste Ableitung identisch
gleich Null. Dieser Ableitung kann kein Grad zugeordnet werden. Daraus folgt, daf3
die n-te Ableitung jeder ganzen rationalen Funktion n-ten Grades den Grad null
hat, das heiBlt, sich auf eine von Null verschiedene Konstante reduziert. Alle fol-
genden Ableitungen, also alle Ableitungen von der (n + 1)-ten an, sind identisch
gleich Null.

Aufgaben
1. Bilden Sie die erste, zweite, dritte, ... Ableitung der Funktion f(z)!
a) f(z) = 2t —382° — 6z + 18 b) f(z) =52% — 8z + 12
) /(Z)=%—Sz'+%’-—6 d) f(z) = 42°% — 524 + 228 — 322
e) /(2)=-21—‘6—32’+262 1) f(z) = 0,423 — 9,622 + 75,67
z® a2t 423 "
8 o =5 —5+6z—11 b) f(z) = 82t — - — 822 — 10
i) f(2)=(z*—2z+ 1) (2+1) k) f(2) = (2 + 2® 4 1) (2° — 2* + 1)
D f(2) = (52*—3) (52% + 3) m) f(z) = (@ 2*+b) (c 2% + dz + o)

[

. Es ist der Wert der Funktion f(#) und der der Ableitungen fiir die gegel Abszi
werte zu ermitteln.

a) Aufgabe 1a: £(0), f°(0), f*(0) b) Aufgabe 1b: f(2), f'(2), [7(2)
¢) Aufgabe 1c: f(8), {'(2), f’(1) d) Aufgabe 1i:['(4), f”(5), ["'(6)
8. Es ist eine ganze rationale Funktion dritten Grades zu bestimmen, von der bekannt sind
a) f(0)=2, FO)=—5, [’(0)=16, [”(z)=6;
b) f(0)=1, f=o, f7(0) =3, (@) =12;
e) f(1)=—6, f(@2)=1, f7(8)=—8, f["(2)=—6;
d) f(2)=—21, f(3)=13, f(4) = 36, f’(6) =60.
Anleitung: Die Funktion ist in der Form f(2) = a 2% 4 b 2® + ¢ 2 + d anzusetzen, die Ab-
leitungen fiir die vorgeschriebenen Abszissen sind zu bilden und die unbekannten Koeffizien-
ten a, b, ¢, d zu bestimmen.
4. Bestimmen Sie eine ganze rationale Funktion vierten Grades, von der bekannt sind
a) f(0)=—4, @ =s, (2 =42, f7(0) =o, fO(z) =24;
b) f(1)=—9, f©) =o, ') =o, @ =o, @ =24;
e) f(0) =2, f =-=38f(0) =8, @ =12, [W2) =18;
d) f(0)=17, f(—1) =18, f(—1) =138, [ (—2)=75 [’'(—1)=— 30!
Anleitung: Benutzen Sie entsprechend Aufgabe 3 die Funktion f(z) = a2% + bz® 4 ca® 4 dz +e!
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5. Bestimmen Sie mit Hilfe der ersten Ableitung die Winkel, welche die in den Punkten mit den
Abszissen 2, = 41; +2; +3; 44 an die Kurve der Funktion f(z) gelegten Tangenten
mit der positiven Richtung der 2-Achse bilden!

2 2 2
a) f@) =1 b) fo) =5 —4 0ty 2 1
3 2
a) I(x)=% ) /(x)=%—%+1 1) f(2) = (¢ —2)3

6. Welchen Winkel bildet die Kurve der Funktion f(z) = 523 — 722 — 6z im Punkte 3;..2)
mit der positiven Richtung der z-Achse ?

7. In welchen Punkten hat die Kurve der Funktion f(2) = (¢ 4 2) (#—17) (x —2) den Anstieg 2 ?

II. Anwendungen der Differentialrechnung
10. Steigen und Fallen der Kurven. Steigungsdreieck

Wenn wir den Verlauf der Funktion y = 0,123 — 1,222 + 21z + 5,4 verfolgen
wollen, entwerfen wir zunichst eine Wertetabelle. AuBerdem zeichnen wir das
graphische Bild der Funktion (Abb. 14).
Durchlaufen wir die Kurve in der
Richtung der wachsenden z-Werte, so
kommen wir vom dritten iiber den zweiten
und ersten in den vierten und zuriick in
den ersten Quadranten. Dabei sehen wir,
daf zwei Punkte sich durch ihre besondere
Lage auszeichnen. Das Bild der Funktion
zeigt, dal die Kurve bis zum Punkt H
(156,4) steigt, von da bis zum Punkt 7
(7; — 4,4) fallt und danach wieder steigt.
Als Anstieg einer Kurve war bereits
im Abschnitt 4 der Anstieg der Kurven-
~ tangente definiert worden. Da der Anstieg
der Tangente gleich der ersten Ableitung
der Funktion ist, muf die Anderung des
Anstiegs einer Kurve aus y' =’ (z) er-
kennbar sein.

Der Anstieg ist positiv, wenn 0<7<90°,
das heit tgz=3">0 ist; er ist nega-
tiv, wenn 90° < 7 < 180°, das heiBt
tgr =y < 0 ist (Abb. 15). Es miiBte
also in unserem Beispiel die erste Ablei-
tung y’ positivsein fiir diejenigen z-Werte,
die kleiner als 1 und groBer als 7 sind,
negativ fiir die z-Werte zwischen 1 und 7.

S SR Um dies nachzupriifen, bilden wir von
bl y =012 — 1222 4+ 21z + 54 die
: erste Ableitung y' = 0,322 — 2,4z + 2,1
und stellen diese Funktion nach Aufstellen der Wertetabelle graphisch dar (Abb. 16).
Wir erkennen, daf die Kurve f(z) die z-Achse in z; =1 und x, =T schneidet,

=i

L6

e
k
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z 0,12 —1,22? +21z + 5,4 y
—2 —08 — 48 —42 5,4 — 44
=1 —0,1 - 12 —31 5.4 2,0

0 0 0 0 5,4 5,4
1 0,1 - 12 2,1 5,4 6,4
2 0,8 — 48 4.2 5,4 5,6
3 2,7 — 108 6,3 5,4 3,6
4 6,4 — 19,2 8,4 5,4 1,0
5 12,5 — 30,0 10,5 5,4 —1,6
6 21,6 — 43,2 12,6 5,4 —36
? 34,3 — 588 14,7 5,4 —44
8 51,2 — 76,8 16,8 5,4 —34
9 72,9 — 97,2 18,9 5,4 0,0
10 100,0 —120,0 21,0 5,4 6.4
11 133,1 —145,2 23,1 5,4 16,4

und finden bestétigt, dal sie zwi-
schen diesen Werten negativ und
fiir groflere und kleinere x-Werte
positiv ist.

Diese Betrachtungen kénnen wir
verallgemeinern: Haben wir eine
Funktion y = f(«) als Kurve dar-
gestellt, so ist der Anstieg an der
Stelle z, positiv, wenn f'(z,) > 0
ist, er ist an der Stelle z, negativ,
wenn f'(x,) < 0 ist.

Im Punkte P(8; —3,4) der
Stammfunktion f(x) betrigt der
Wert der ersten Ableitung y'= 2,1.
Er gibt den Anstieg der Tangente
und damit auch den Anstieg der
Kurve im Punkt P; an. Da
y =tg7r,=21= 2;11 ist, laBt sich
im Punkte P; die Tangente durch
Verwendung eines rechtwinkligen
Dreiecks mit der Ankathete 1 und
der Gegenkathete 2,1 (vgl. Abb. 14)
konstruieren; die beiderseitig ver-
lingerte Hypotenuse ist die Tan-
gente in P; an die Kurve. Fiir den
Punkt P, (2; 5,6) von f(x) mit dem
Anstieg ¥’ = — 1,5 kann die Tan-
gente mit Hilfe der Ankathete 1
und der Gegenkathete — 1,5 (oder
wegen groferer Zeichengenauigkeit
auch aus der Ankathete 2 und der
Gegenkathete —3) gezeichnet
werden.

4 y
fgT=1"1x)<0
;.
1

y=ftx)
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Das Dreieck mit der Ankathete 1 bezeichnen wir als Steigungsdreieck. In jedem
Punkte der Kurve 1Bt sich ein Steigungsdreieck zeichnen; die Liinge seiner Gegen-
kathete hiingt von der Lage des Punktes ab. Ist f' (z) positiv, so ist die Gegenkathete
in der Richtung der positiven Ordinatenachse anzutragen, ist f'(z) negativ, so ist
die Gegenkathete in der Richtung der negativen Ordinatenachse zu zeichnen. Der
Winkel 7 ist der Steigungswinkel der Tangente.

11. Extremwerte

Wir sehen, dafl der Punkt H (1; 6,4) in der Abbildung 14 héher liegt als die von
uns berechneten, ihm benachbarten Kurvenpunkte (0; 5,4) und (2; 5,6). Entspre-
chend liegt der Punkt 7' (7; —4,4) niedriger als die von uns berechneten Kurven-
punkte. Da wir nicht alle Punkte der Kurve berechnen konnen, ist es zuniichst noch
ungewiB, ob H wirklich der hochste beziehungsweise 7' wirklich der tiefste Punkt
seiner Umgebung ist. Dabei verstehen wir unter Umgebung ein passend gewiihltes
Intervall, das zz = 1 beziehungsweise xp = 7 enthilt.

Der Punkt H ist sicher der hichste Punkt seiner Umgebung, wenn fiir seine Ab-
szisse xg die Beziehung f(x) < f(xg) gilt, wobei z jeden Wert in dieser Umgebung
von xg annehmen kann. Entsprechend ist der Punkt 7' sicher der tiefste Punkt
seiner Umgebung, wenn fiir seine Abszisse zp die Beziehung f(z) > f(xp) gilt.

Ist der Punkt H der hichste Punkt seiner Umgebung, so sagen wir, die Funk-
tion hat an der zu diesem Punkte gehérigen Abszisse xz ein Maximum. Ent-
sprechend sagen wir, daB an der Abszisse @y des Punktes T ein Minimum vor-
liegt, wenn der Punkt der tiefste Punkt seiner Umgebung ist. Maxima und
Minima werden auch gemeinsam als Extrema bezeichnet.

Wir definieren allgemein: Die Funktion f(z) hat an der Stelle mit der Abszisse zp
ein Maximum, wenn 4
f(x) < f(xp) ist,

wobei 2 jeden Wert zwischen 2z — h und 2z + h annehmen kann. Dabei bedeutet &
eine passend gewihlte, mitunter sehr kleine, positive Zahl.

Entsprechend hat die Funktion f(z) an der Stelle zg ein Minimum, wenn ein %
gefunden werden kann, so daB fiir jedes zwischen xz — h und 2z + gelegene z gilt

f(x) > f(xg).

Unser Beispiel zeigt, daB der Punkt H nur mit seiner Umgebung verglichen wird;
aulerhalb dieser Umgebung gibt es Punkte, die hoher liegen, zum Beispiel der
Punkt P, (11; 16,4). Das Maximum besteht also nur relativ zu seiner Umgebung.
Entsprechendes gilt fiir den Punkt 7. Hier liegt der Punkt Py (—2; — 4,4) genau
so tief wie der Punkt 7. Dieses veranlaBt uns, die Extrema genauer relative
Extrema zu nennen.

In der Abbildung 17 sind die Tangenten an den Stellen der Extrema parallel zur
Abszissenachse, das heiBt, ihr Anstieg f' (xg) ist gleich Null. Wir vermuten, daf} fir
alle Extrema gilt:

f'(xg) = 0.

Um die Richtigkeit dieser Vermutung zu beweisen, stellen wir zunichst eine Vor-
betrachtung an. Ist an der Stelle z, die Ableitung f (x,) > 0, so hat die Tangente
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an der Stelle z, einen positiven Anstieg. Die Tangente ist als Grenzlage von Se-
kanten definiert; das heiBt, der Anstieg der Tangente ist der Grenzwert der Anstiegs-
mafe der Sekanten. Es muB also um z, einen Bereich geben, in dem alle Sekanten
positiven Anstieg haben. Daraus ergibt sich, daB fiir alle # > x, dieses Bereiches
f(2) > f(xo) ist.

Ist xp die Abszisse eines Maximums und nehmen wir an, da f'(xg) > 0 sei, so
miiiten nach der eben angestellten Vorbetrachtung fiir alle in der Nachbarschaft
liegenden Werte 2 > xz die Funktionswerte f(x) > f(xg) sein. Das aber widerspricht
der Voraussetzung, da bei xz ein Maximum vorliegt. Entsprechend gelangen wir
zum Widerspruch, wenn wir annehmen, daf} f'(zx) < 0 sei. Demnach bleibt fiir f'(xg)
nur der Wert Null iibrig.

Abb. 17

Ein entsprechender indirekter Beweis 18t sich bei Betrachtung eines Minimums
fithren.

Zusammenfassung: Fir jede Abszisse xp eines Extremwertes der Funktion f(x)
muB die erste Ableitung 3’ = f'(x5) den Wert 0 haben.

Wir wollen nun untersuchen, ob aus der Tatsache, daB f'(z,) = 0 ist, auf das Vor-
handensein eines Extremwertes an der Stelle , geschlossen werden kann. Wenn sich
ein Beispiel finden 148t, bei dem f’(x) = O ist, aber an der Stelle x, kein Extrem-
wert vorliegt, so laBt sich der eben bewiesene Lehrsatz nicht umkehren.

Die Funktion y — 2® hat die Ableitung "= 3 2% An der Stelle z,=0 ist ¥’ =0. Die
Funktion f (2) hat aber an der Stelle « = 0 keinen Extremwert, denn fiir alle z <0 ist f (z)
negativ; fiir alle 2 > 0 ist f (2) positiv (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S.50, Abb. 31).

Wir erkennen also, daBl f'(x) = 0 eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines Extremwertes an der Stelle x, darstellt. Wenn an der Stelle , ein Extremwert
vorliegt, muB demnach diese Bedingung erfiillt sein; jedoch kann nicht umgekehrt
aus der Tatsache, daf f'(z,) = O ist, geschlossen werden, daf} ein Extremwert vor-
liegt, da, wie wir eben gesehen haben, f(x;) auch in anderen Fillen gleich Null
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sein kann. Die Bedingung f'(z) = 0 ist demnach zwar notwendig, aber nicht hin-
reichend fiir das Vorhandensein eines Extremwertes an der Stelle Zq-

Um auch eine hinreichende Bedingung zu finden, betrachten wir wieder die Kurven

der Funktion y=f(x) =012®—122%+421x+ 54
und ihrer Ableitung 3’ = f(x) = 0,322 — 2,4z + 2,1.
Wir finden, daB an der Stelle
zg die Kurve y' = f'(2) die
z-Achse schneidet, ihr Anstieg
ist an der Stelle gz negativ.
Da der Anstieg einer Kurve
als deren Ableitung definiert
ist, ist an dieser Stelle die Ab-
leitung von y’, das heifit die
zweite Ableitung der urspriing-
lichen Funktion y =f(x), ne-
gativ. Entsprechend stellen
wir fest, daf} an der Stelle zp
die Kurve f'(z) von negativen
zu positiven Werten iibergeht;
ihr Anstieg ist an der Stelle z,
positiv. An dieser Stelle ist die
Ableitung von y’, das heiBt die
zweite Ableitung der urspriing-
lichen Funktion, positiv.

Die zweite Ableitung hat
den Wert f”(2) = 0,6z — 2,4.
Wir stellen in einem ay-
Koordinatensystem die folgen-
den Funktionen dar (Abb.18):

fl@} =012%—1222 421z 4 54,
f(x) =032 —24x 421,
f(x) =06 —24.

Die gewonnenen Erkenntnisse konnen an dieser Abbildung unmittelbar nach-
gepriift werden. Es ist also festgestellt worden:

1. An der Stelle g liegt ein Maximum vor; dort ist die erste Ableitung f'(zg) = 0

und die zweite Ableitung f”’(xg) < 0.

2. An der Stelle zp liegt ein Minimum vor; dort ist die erste Ableitung f'(zg) = 0

und die zweite Ableitung f” (xg) > 0.

Diese Feststellungen haben wir am betrachteten Beispiel getroffen. Wir miissen uns
nun fragen, ob aus diesem Ergebnis eine hinreichende Bedingung fiir das Eintreten
eines Maximums oder Minimums gefunden werden kann.

Tatséchlich 1aB3t sich beweisen, dafl immer dann an einer Stelle 2, ein Maximum
vorliegt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

£ =0,

7 () < 0.
Diese beiden Bedingungen zusammen ergeben eine hinreichende Bedingung fiir
die Existenz eines Maximums.















































































































































































































































































































































































































































































































































































