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A. Arithmetik

1. Das Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlsymbole

1. Zur Wiederholung

1) In den folgenden Auigaben sollen die untereinanderstehenden Monome oder Polynome
addiert werden. Die Aufgaben sollen dazu statt in zwei oder mehr Zeilen auch in einer Zeile
mit und ohne Verwendung von Klammern geschrieben werden.

1. a) +12 b) —3 & +11 @ —s e — 5
=e o 0 == i ]
) +2¢ g) —5d hy L8/ ) — 2n K) —18w
ilc_ —3(! fl’vif +12h + w
1 e m n
D+ m) — n) — o5 ) +43 p) —p
1 e 3 4 3
tat ) i i R .
2.a) m b m ¢ m+1 ) m—a e) m—+a
+2 ;‘.‘:_ i +m —m
n +3 g) —4 h) 2 i)7—m k) m+ 3
h+1 f—2 g+1 —m —
.
1) % m) — 0) x—y P y—=
£y k) =¥ -z
3.a) 20 b) 56 —1 ¢) 156 — 3 a b @ 3b
3 —5b 1,7,b —2b 2 —3b —b+3
) m+ 2 g n+ b h) 3m+ 2 )yn+3 Kya —=z
:y;% 4;n 1—4m h—n 22+ a
4. a) 3a —x b) a—1b ¢) m—2n d) n+ 6m
T2 —a h—a 3m+ hn —3m —2n
b 5
e) 2z —y f) 32+ 2y g) 15z —2y+ 3z h) a+§46c
—y+z 22 — 3y —3z—2y+ 15x ——;—+b+3c




4
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5.a) +5b b) + 6¢ ¢ — 9z Q) —2im

e) — 3m

—3b — 2¢ + 3z + 9m — 4m

—2b — 5¢ —12z + m —10m

+4b —18¢ s + 4z + 4m + m
6.8) 3a —4b+ 9¢ — 5d 7.8) 5a—20+83c— d

Ta+ b—3c—17d — a+3b—5¢c— 2d

+3a—8b-+4 ¢+ 4d
—5a — 7b+ 9¢c+ 14d
b) a+2b+3c+ d b)

T—Ty+3z2— u
—3a+ b—bec+ 6d

—5a+ 3y+ bz + 2u
+32—6y— 9z 8u

+2243y—5z+ 3u
o 3 ag 2 +7d — g T
2 3 5 ¢ 2,35m+3,7n—231p —2,52¢
5 5 < 7 — 1,63m — 5,8n 4 1,95p + 4,60¢
Ti=gt g Tyt

+ 4,65m —1,9n + 0,36p — 0,089

2) In den folgenden Aufgaben sollen die an erster Stelle stehenden Monome oder Polynome
als Minuend, die an zweiter Stelle stehenden als Subtrahend betrachtet werden. Die Aufgaben
sollen auch mit und ohne Verwendung von Klammern in einer Zeile geschrieben w cxden

1.a) +13 b) —10 ¢) +15 aQ —13 ¢ +9
+ 6 =3 — 8 + 6 —f
1) +10z g) +12x h) —5b ) —7m k) —5z
o 5% =22 =2b i ™ hha
1 d 3 7 2
l)+?b m)—g n) —T® 0) +?z P)—?m
1 d . 3 3
+gh +5 -3 o —H0 TR
o 7%,1 o) —f—;p §) —25s B +1730 u) —0,04/
-5 —é[) +1,7s —0,27¢ —0,04f
2. a)m—2 b) m+5 ) m—1 d m+a e z—1b
2 - =1 oL =1
H +3 g) —5 b 44 a—n k) 21 — b
n+2 g— 6 y+1 _—n + 5b
D a m) —z n) —a+b 0) ¢ —3d Pz—2
z—y y+ 2z i,¥ — 3¢
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3.2) 3z b) 7y ¢) ha d) 9z e) z
x—1z 2z — 5y 2b—a y+ 3z a—z
) —s5¢ g —3b h) —9¢ i) 6¢ K) —15m
xT— Y 2a — 5b a—c —a— 3¢ —3n—13m
4,2) n+1 b) n—1 ¢)n—1 d1—n e1—n
n—1 1—n n—1 n—1 1+n
) nta g n—a h) a+a i) z+y K)ao— y
—x+2 —5—x —a—1 —y+a a—2y
) 3n+5m mib ha — 5y n) —5a—3b ©0) —u—3¢ p) b6z —y
S5m+ 2n 3x+ 2y a-+ 5b 3¢ — bu —x+y
5. a) 3a —2b+ 6c—7d b) 10a — 3b + ¢ — 7d
‘2n—5b—i§c+79d b—3c+5d:rﬁa

3) In den folgenden Aufgaben sind die Polynome mit den Monomen zu multiplizieren.
Durch nachfolgende Division des Produktes durch das Monom ist die Richtigkeit der
nisse zu priifen. Bei Aufgabe 3 und 4 sind vorher mit Hille der hinomischen Formeln Poly-
nome herzustellen.

geb-

L) (5a'—3b+ 20 (+3)  B) (=33 +5y+2)(=4) ¢ (1em+ Tn+ 2p)(=5)

2.8) (+3¢ — 4y + 53)(+32) b) (4z+ Sa— 7b) (—5a) €) (—12m—16n+10p) (—

3.a) (¢+ y?(+a) b) (@ —y)?*(—y) ¢ (x4 y)lz—y(—2y)
m

4.8) (2m — 4n)*(3a) b) (2 +Lzl‘)2 (=) ¢) (ha+ 3b)(4a 731,,(4 ',]

@) (0,2 + 0,3g)2(—0,5) ) (0,4m — 1,1n)2(+0,2)

5. Welchen Wert haben die einzelnen Faktoren in der Aufgabe 2, wenn

1
in Aufgabe 2a a= —2;y=3; 2= — 5
in Aufgabe2b z=10,5; a= 0,2; b =10,
in Aufgabe2¢ m = —05; n= —1; p=24

gesetzt wird? Vergleichen Sie mit dem Produkt! Bilden Sie selbst dhnliche Beispiele aus den
Aufgaben 1, 3 und 4!

4) Fiihren Sie folgende Divisionen aus! Beachten Sie dabei die Moglichkeit, den Dividenden
zu vereinfachen!

1. a) (152 + 10y): (—5) b) (Ba — 4b): (+6) &) (34m + 102n) : (—17)
2.0) (mx+ my):(—m) b) (—a? + 20ab): (—4a) ¢) (12a2y — bay?) : (+8aY)
3. a) (——%zz—%zy):(—% ) b) (%y2+%zy):(+-1‘é—)

¢) (2,5axy — 3,5axz): (—0,5a2) d) (—0,03mn* — 0,003m*n) : (—3mn)
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2. Multiplikation von Polynomen

Bisher ist die Multiplikation von zwei Binomen folgendermaBen erklirt worden:

(@+1b)(c+d

d e

(a4 b)(c+d) =ac+ ad + be + bd
(a4 b)(c —d) =ac —ad+ be — bd
(@ =b)(c+d) =ac+ ad — be — bd
(@ =) (c —d)=ac —ad — be + bd

Driicken Sie den Rechenweg in Worten aus!

- C —

Geometrisch kann die Multiplikation zweier Bi-
nome als Bestimmung des Flacheninhaltes eines

Veranschaulichen Sie auf die gleiche Weise

(@4 b)(c—d) und (a—b)(ctd)

— 0t ) ]
Rechteckes gedeutet werden (Abb. 1). Abb. 1a

(a=b) (c —d)

Zuweilen ist die Bildung der verschiedenen
Einzelprodukte nicht notwendig, wenn man be-
sondere Multiplikationsformeln, die sogenannten

binomischen Formeln , benutzt,

(n+ll){a+b):(u-,‘~b)2=02+2ab+bz

c-d ——d:l

(@ =b)(a—b)=(a —b)2=a?— 2ab 4 b2

(a+ b) (a —b)

=a? — b?

fe—-b— s —u]
[ Bty v

Veranschaulichen Sie die drei binomischen Formeln  abb.1n

geometrisch !

Abb 2,

als Flacheninhalt eines Rechteckes deut

Wir setzen nun in dem Ausdruck
(a+b) (c+ d) statt d die Summe (e + /).
Damit erhalten wir das Produkt eines Binoms
und cines Trinoms, ciner dreigliedrigen al-

f@tb) e+ =(a+b) (ct+etf

=ac+ae+n/+bc+be+b[.
Auch in diesem Falle multiplizieren wir
jedes Glied des ersten Faktors mit jedem
Glied des zweiten Faktors. Geometrisch kén-
nen wirauch dieses Produkt aus zwei Faktoren

en (Abb. 2),

af bf %
ae be %’ gebraischen Summe:
ac be ?

a b—ei

Setzen wir weiterhin anstatt @ die Summe (# + y), so erhalten wir ein Produkt au~

zwel Trinomen:

[($+y)+b](v+e+f>=(1+y+b)(c+e+f)
=cz+ez+fx—|—c_l/+ey—i—fy+bc¢be—Lb_v'
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Ein Produkt aus drei Binomen wird wie folgt ausmultipliziert:
(a+b)(c+d)(e+/)=(uc+ad+bc+bd)(e+/)
—ace + acf + ade + adf + bee + bef + bde + bdf.

Wir bilden also zuniichst das Produkt aus den ersten beiden Faktoren und multi-
plizieren es mit dem dritten Faktor.

Auf diese Weise 1dBt sich jede Multiplikation von mehr als zwei Polynomen auf eine
Multiplikation von zwei Polynomen zuriickfithren.

Wir konnen verallgemeinern:

Zwei Polynome werden miteinander multipliziert, indem man jedes Glied des
einen Polynoms mit allen Gliedern des anderen Polynoms multipliziert.

Eine Erweiterung der binomischen Formeln erhalten wir durch
(a £bPE=(axb)(a 4 b) (a4 b) = (a® £ 2ab+b?) (@ £ b) =ad + 3a?b + 3ab? L 15
Bei der iiberschligigen Berechnung von Kubikzahlen ergeben sich folgende An-
wendungsméglichkeiten fir diese binomische Formel:
a) Die Scitenlange eines Wiirfels betragt 4,2 cm.
Wie groB ist sein Volumen?
V = (4,2 cm)® = (4 cm + 0,2 cm)?
V = (4cm)®+ 3 (4cm)?-02cm + 3.4cm - (0,2 em)® 4 (0,2 em)?
V = 64 cm3 + 9,6 cm® + 0,48 em® 4 0,008 em®
V = 74,088 cm3
V =~ 74 cm?®,
Die Glieder 0,48 cm® und besonders 0,008 cm® beeinflussen das Ergebnis nur gering-
fiigig. Wenn b in dem Ausdruck (a + b)? gegeniiber a sehr klein ist (Symbol: b < a),

wird auch der Fehler sehr klein, der entsteht, wenn wir die Glieder 3ab?® und b3 ver-
nachlassigen. Das zeigen wir an folgendem Beispiel:

b) Die Seitenlinge eines Wiirfels betrigt 5,9 em. Wie grof sind iiberschliagiger und
genauer Wert, absoluter und relativer Fehler?

V = (5,9 cm)? = (6 cm — 0,1 cm)?

Uberschlag:
V & (6 cm)® — 3 (6 cm)? -0,1 em

V a 216 cm® — 10,8 cm?
V A 205 cm®.

Genaue Berechnung:
V = (6 cm)® — 3 (6 cm)?- 0,1 em + 3.6cm (0,1 em)? — (0,1 cm)?
V — 216 cm® — 10,8 em® + 0,18 cm® — 0,001 cm®
V = 205,379 cm®.
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Der absolute Fehler AV ist die Differenz von Niherungswert und genauem Wert:

AV = 205 em8 — 205,379 cm3
AV = —0,379 cm?
Der relative Fehler ist das Verhiltnis vom absoluten Fehler und dem genauen Wert ;
AV _ —0379 em? _ ‘
V= 205,379 e <~ —0,0018 = — 0,189y = — 1,8%%.

/90 Wird ,,Promilles gelesen und bedeutet »» Tausendstel <,

Aufgahen
La) (243)(+2) B (@+3)@e—2 ¢ (@e—3) (et 2 d) (2 —3)(x—2)
2
Setzen Sie a =5, 4,. .. 1, ;;,% und bestiitigen Sie die Richtigkeit des Ergebnisses!

2.8) (m + 5) (m + 6) b)) (m+ 5)(m— 6) ) (m—35)(m+ 6) ) (m —5) (m — 6)
e) (2r 4 3t) (3r + 41) 1) (2r + 3¢ (3r — 41) g) (2r — 3¢)(3r + 41) h) (2r— 31)(3r — 44

Bestiitigen Sie die Richtigkeit der Ergebnisse, indem m=—2;r=—5; =3 gesetat
wird!

3.0) (a+ 4)2 b) (a — 5)2 €) (24 a)? d) (7 —a)2

4.0) (2m+ 2)2 b) (4m — 5)2 ©) (3,5 + 0,5m)? a4 (1,6 —1,2p)2

; 3 5\ 5 2 \2 ’ .
5. a) (T.r-l—?y b) TE—FY ©) (0,32 + 0,03y) ()] (0,062 — 2,14)2

6. a) (;Jr %) (% —%) B 03+ 0,7¢)0,3u — 0,7¢) ¢) (% + %) (% _ ‘1‘%)
Bestiitigen Sie die Richtigkeit des Ergebnisses in den Aufgaben 8 bis 6, indem a = 3;
m=—25; x=12; Yy =230; u=0,5 und ¢ — 1,5 gesetzt wird!

7. Um wieviel ist (2 + Y)* grofer als a? y2?

8. Wodurch unterscheidet sich (& — y)? von 2% — y2p

9.a) Be+5y — 2z)(2a + 30) b) (52 —6y+ 3z)(7a — b)
©) (3a — 5b)(2z + by — 9z) d) (Tm — 2n) (g + 4r + 75)

10.9) (3,50 + 3,756 — 2,60) (4,5a + 2,5b + 1,2¢)
b) (4,22 — 26y + 1,8z) (2,52 + 0,2y — 0,1z)
€) (—25m + 4,6n — 21q)(7,2m + 2,50 + 0,8¢)
d) (4,6a — 0,26 + 0,01 ¢)(34a — b+ 2¢)

1. (102y — 1522 +ay —3az) 50y + 152z — ay — 3az)

12. (18mo + 6mp — “np —12n0) (18 mo — 6mp — 4hnp + 12no0)

]3.(a+b)(u+b)(a+b) 14.(a—b)(a—bj(u—b)
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15.8) (a+ y)* 16.8) (a -+ 2)° 17.8) (m 4+ 1) (m — 3) (m + 5)
b (@ — oy B (a— 28 D) (a-+ ;) (a- = ) (1 - %)
NN (2c—3) @B —5)(=+2) W (ha+ 3) (22 — 7) (Ba + 11)

MW (252 + 3,2y) (43 + 2,2a) — (1,52 + y) (@ — 1,52) + (5,52 + 2y) (22 — 2)
W (0,4m+0,5n) (2,50 + 0,5m) — (n — 2,6m) (3m — 1,2n)
W (252 + 3,5y — (x — 1,59)* + (@ + 0,4y) (¢ — 0,4y)
?\ (1,2a + 0,3b)2 — (a + 2b)?

20. Addieren Siezu jedem Faktor des Produktes42-25 a) 1; b) 10; ¢) 100; d) 1000!

Um wieviel dndert sich jeweils das Produkt?

21, Subtrahieren Sie von jedem Faktor des Produktes 65 - 81
a)1; b) 2; ¢) 3; d) 5; e) 10! Wie édndert sich jeweils das Produkt?

22, In dem Produkt 25 - 52 soll der erste Faktor

a) um 1; b) um 2; ¢) um 5; d) um 10 vermehrt, der zweite Faktor um dieselben
Zahlen vermindert werden. Um wieviel hat sich das Produkt jedesmal geiindert?

23. Addieren Sie in dem PrmIAukt p = 2a -5y zu a die Zahl a und subtrahieren Sie von y die
Zahl b! Wie groB ist die Anderung von p

a) fire=2; y=1, b) tirz =10; y =17, ¢) fir a2 =8; y=2?

24, Um wieviel iindert sich die Grofie eines Rechteckes mit den Seiten 2 und y, wenn man jede
Seite @) um 2 vergroBert, b) um 2 verkleinert; ¢) wenn man x um 2 vergréBert, y um

2 verkleinert; d) wenn man 2 um 2 verkleinert, y um 2 vergrofert?

25. Wie grof ist die Fliche des Querschnitts
a) Abb.3a, b) Abh.3b?

26. Wie viele Teilprodukte be- f

sitzteinealgebraische Sum-

me, die durch Ausmultipli- &
zieren
a) von zwei Binomen,
b) von drei Binomen, .
¢) vonzwei Trinomen ent- —T
standen ist?

27. Berechnen  Sie die  fol- 7
genden Kubikzahlen durch
Uberschlag  und  genau
durch  Ausmultipliz !
Bestimmen Sie jeweils den
relativen Fehler!

g i'k
15b =t=—2a
05¢

=

b

—a—;——b-——l c Lo—d-—
— c
le——30 ——=1

a) V= (8,9 cmf? € e i b ——
) V= (7,95 dm)® a 05d 05d

¢) V= (675m) Abb. 3
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3. Umformen von Briichen ; Erweitern und Kiirzen

Das Erweitern und Kiirzen von Briichen, deren Zihler und Nenner bestimmte
Zahlen sind, kennen wir bereits.

Wir wollen diese Erkenntnisse jetzt auf Briiche iibertragen, deren Zahler und Nenner
allgemeine Zahlsymbole sind.

ihler der Briiche
i b) & ¢) 1—: mit 2, 3, 4, ..., z!

9

1. Multiplizieren Sie den Z
3
3

Multiplizieren Sie den Nenner dieser Briiche mit 2, 3, 4, . . ., !
Multiplizicren Sie Zihler und Nenner dieser Briiche mit 2, 3, 4, .. ., 2!

Geben Sie an, welche Verinderung der Wert des Bruches jedesmal erfihrt!

»

. Dividicren Sie den Zihler des Bruches % durch 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24!
Dividieren Sie den Nenner des Bruches% durch 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24!

2%
Dividieren Sie Ziahler und Nenner des Bruches % durch 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24!
A
Geben Sie an, welche Veriinderung der Wert des Bruches jedesmal erfihrt!

Ergebnis: Der Wert cines Bruches bleibt unverindert, wenn man seinen Zihler
und seinen Nenner mit der gleichen Zahl multipliziert (den Bruch erweitert) oder durch
die gleiche Zahl dividiert (den Bruch kiirzt).

Mit allgemeinen Zahlsymbolen:

m
m _"l'-’t m _1'!:.1'_ ;
™ T Tnex T Tk m
x

Aufgaben
1. Erweitern Sie die Briiche .l); »i—; -:—; % mit den Zahlen 2, 4, 7, 11!
2. Bringen Sie die Briiche \'nl‘n‘ Aulgabe 1 auf die Nenner 60, 90, 270!
8. Erweitern Sie den Bruch;?l. wmit 2, a, 3a, 10b, 17, 323!

m

4. Bringen Sie den Bruch aul den Nenner

n

a) 5n, b) 21n, ¢) n% d) mn, e) 3an, f) 4n3 ¥) 17naz, h) nzy, 1) 2smnp!
5. Bringen Sie den Bruch

aul den Nenner

a) 12g, b) 158 ¢) 42dg;, d) 21fg, € 27/°¢% 1) 120g2m®, g) 300 abgax!
6. Bringen Sie den Bruch %ﬂ aufl den Nenner
a) 15p, b) 35pq, ¢) 45p%% d) 100p*r e) 75ps’!
7. Der Bruch7—:ist unter Beibehaltung seines Wertes so umzuformen, daf er den ZihJer

a) 14z, b) 2laz, ©) 632yz, d) 492422 €) 119yz, 1) 154a%bz erhilt.



9.

10.

11.

12,

13.

14.
15.

16.

[
1

18.
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‘Was versteht man unter dem kleinsten g inschaftlichen Vielfachen mehrerer Zahlen?

Bringen Sie folgende Briiche jeweils auf den Hauptnenner!

1 8 2 2 3 4 3z 2 4 3 82 10
Doy DF3osvsr V9nga s VET 5 9
3z 5y 8ay 7a 5a* 2 2,5m 7,5m* 5 9m?
o ha’ 6a® 9ab? n 2z’ 32%y’ Say? 8 3n’ 8n2’ 6" kna
" e . B - —b 4n+3p
. ¢ (— 1)1 m a a 3p
Erweitern Sie die folgenden Briiche mit ( )! a) — = b) =5 ¢) Sy d) =
. 3 —z S a—b 3z —2
S Sie di i t (—m)l ) == b) 2% ) 22
Erweitern Sie die folgenden Briiche mit (—m)! a) 7 b) o ¢) == d) T =g
Bringen Sie den Bruch
a) £ aul den Nenner 242y b) 3 auf den Nenner 2023
—3y ! —5a? 3
—9%a 2 r o
¢) = auf den Nenner 49mn, da) = auf den Nenner 2st,
=X &
e) —1—_‘2: auf den Nenner 30pgq, ) i ~3y auf den Nenner 3,
9 13 _
Sty ) (a —b)? :
g) e auf den Nenner 28xyz, h) T b auf den Nenner (a + 0)2!

Welche Beziehungen bestehen zwischen folgenden Briichen?

K 3 3
a)%und%(m>0) b)%umlz%(y,:c<0)

a a
) ] und [EE=p

Was versteht man unter dem groBiten gemeinsamen Teiler mehrerer Zahlen?

(> yimy>0)

Kiirzen Sie folgende Briiche!
6 7 12 13 18 28 51 76
20200 48 78 90 637 1197 171

Kiirzen Sie folgende Briiche!

262y 27mz lhayz 38mno
2 65z b 99 m 9 2labe 9 57mn?
57m?n 52pqr — 11952 33ab?c
o 76mno D 78pqs g 4952t 1) —110a3b%¢c
. —31xy 0,04a2b —22z ~ . —185a
) —932z ¥) —Ghabe D) g ™) iy
Sclireiben Sie als Briiche und kiirzen Sie!
a) m(3p—gq):n(3p—gq) b) cla —2):c?(x—2)
¢) (mn+ mo):z(n+ o) d) (3ab —3ac):12(b —¢)
Kiirzen Sie!
a) (65mn — 39no): (25ma — 1502) b) (81ne + 45¢w) : (18nt 4 10wt)
€) (6322 — 81x3z): (49xy — 63y3) d) (56uy + 49uw): (3202 + 28vw)
. 1=z a? — b® z—1 —(z+ y)*
) 3at2 D =% & —(@—1) ) z+y
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4. Addition und Subtraktion von Briichen

Gleichnamige Briiche
Die Regel fiir die Addition und Subtraktion gleichnamiger Briiche lautet:

Gleichnamige Briiche werden addiert (subtrahiert), indem man ihre Zihler
addiert (subtrahiert) und den Nenner beibehiilt.

Mit allgemeinen Zahlsymbolen geschrieben:
a b atb
nEn=—"%

Ungleichnamige Briiche

Auch die Regel fiir die Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche ist uns
bekannt:

Ungleichnamige Briiche werden addiert (subtrahiert), indem man sie gleichnamig
macht (d. h., indem man sie durch Erweiterung mit dem Erweiterungsfaktor auf
den Hauptnenner bringt) und sie dann wie gleichnamige Briiche behandelt.

P 1 1
Beispiel 1: e

Der Hauptnenner von a und b ist ab. Der erste Summand wird mit b, der zweite
mit a erweitert,
1,1 _1.-b,1-a" bta_a+tbh
et T =antreT " ~

Beispiel 2:
2a—2b 2(a+b)  aF—0?
Wir bestimmen zuniichst den Hauptnenner durch Zerlegung in Primfaktoren:

Erweiterungsfaktor

20 —2b =2 (a — b) a+b
2a+b) =2(a+ b) ' a—b
(tsz2=i{fb)(a~b) 2
2(a + b) (@ — b)
=2(a® — 1?)

Nun werden die Briiche gleichnamig gemacht.
1(a + b) _ la—b) b2
Ca—2hat b 2@tba—b (@ —b2
_at+b—a+b—2b
T 2=y
0
=2 __

2(a® — b3
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Aufgaben
T L g ie_2 g E_Tr
6‘”%'”*%” b) %“_%“ 9 154* 28'1‘ vty
¢.n)%u—%b+%a b) ;—ch+T'2—c c)igz——%;—?_{:

9. Bilden Sie selbst weitere Aufgaben dhnlicher Art!

10. Welchen Wert erhalten die algebraischen Summen in den Aufgaben

a) ha b) 5a ¢) 6a d) 7¢ ¢) 8a, wenn x = — 0,5 und y = 2,5 ist?
11. Welchen Wert erhalten die algebraischen Summen in den Aufgaben
a) 5b b) 8b, wennm = — 2 und n = 1,5 ist?
1 1 1
12.0) ot by =
2 5 Ta 5b 3 7 &b 5b
a2ty W= YV 3m " Tn Y5ty
a b m n 3 5 8¢ 2c
Weo) 55— 7 R T CETRATY D Ta " sm
- 3a b a 7b 3b 9 14a b
B.a) st og W~y A gtz Y 5, tip
16. Welchen Wert erhalten die algebraischen Summen der Aufgabe 15, wenn a = 2, b = —1,
z=—35, y=205 ist?
a n d 1
l7.n)T+2 b) m+ = 0 7-5 d)1+7
1 1 1 2 5 7 1 1 1
Bfotyha Bty Tw LRl el
1 1 1 a b c ab ac be
W) ot vy W et T @ 9 Tde " de T ade
3z S5zy by 2a  Ya ha ;2 1 1
2. 9) Tmn _’1’47,E+ mn 2 322 5a? + 7a? 9 3ab +a + 14ab



14

Das Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlsymbole

gazingmtin ) EE O ot ot
o4, ) 2;-;»31L+31[‘—y+y—84z W _21;3y+4z;{[)5y_y-;031
25. 1) 4m;—5n_2ms—4n mv43n -c:b
gs_n)g‘;_v‘zy Z—Z W) 31'—{1-2y 21-21—y2£* 2.1-J53y
2.‘...))2_711 ﬁ_ 1/21:11 b) Qn;:}b _ﬂtia—blnlﬂ Sa;;ﬁb
%0 Lt oy B ey
0.0 1+ B~
bl P e W
w =t T
32.0) S:Z;y a 331? N 3:1:1; 5Z:b2b
33.&)1—%_1,—&%1 M-

== R m"—,iq'*"‘_%i
85:.a) 3(a2— b 3(_a2+ b) + a21—b2 b Qi”jbb) - 3¢£a+_bﬂ+ ue‘ibf
e e T T o
% r-mrteentern— -
R R LI
&y%—a*’%—ﬂ“x_i? b1 212—1_3z7—1+2x3—3
a0: (miuAcl W (mE it m/il _Ti
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3 5 7 8 26 2
41'h17+a+b b ;+m—n 'cja—i»b_T

1 Sz —3a® r—y 9z 5z
2 ot s —_—— —_—
42foy xy x4y by mn m+n Q a—1b ab
. 2z 1 5 9ab 2 mn
13:9) z—l»y_ﬁ ) H+ b—a 9 mn m-+n

p__rty iﬂ_ b m+n __ mn
H.0) p+q P b) a a-+b 9 mn m—n

: — )2
d5on) el L w 2t 4 &) by J= B

Y zz r—q mn
46. Zeigen Sie, dal n),—"::p-f—m%"’), b) %:%— z ist!

5. Multiplikation von Briichen

Die Regel fiir die Multiplikation von Brichen lautet:

Briiche werden multipliziert, indem man ihre Zihler miteinander und ihre

Nenner miteinander multipliziert.

Fiir zwei Briiche mit allgemeinen Zahlsymbolen geschrieben:

a ¢ _ac
D'aT ba

Dabei sind die Briiche vor der Multiplikation méglichst zu kiirzen.

().

Ist einer der Faktoren eine ganze Zahl, also c¢in Bruch mit dem Nenner 1, so ver-

einfacht sich Gleichung (1) zu

a a c ac
T T T
Aufgaben

La) 1.5 b -3 0 210 9.,
3.n)'—;.5 b)—“;-a c)%m 3 aQ 1457. 10
4. a) 306-% b)%-mz ) 12m~% d)%‘ao[
5&)%-3 b)1—"0-5 c)T—xy-M W 1558y
6.) a-% by 5z o a»:—x W v
@ 0) z 72;z b) 3""«?:;2 9 7ra %:;qz ) 5z 10112

€
)
)
€

e

<

€)

€)

2)

=
-~

< e

13

e ~|w m‘w | e
E) - L
R
&
8 -
=

-
=
=
<
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8 S5ax  2ba 20mn J21b o 2ab Sex 8ax 3ay 9z2 - 4z
?b; 15ax " Tbz Snax ‘73'61)3/ 5by 4ba & bay 18mz
Scd  2hno 4h2ef 121y 26bec  3az
e 18mn " 35de 11op )—) 13ab 18Jz "52cd
a+b & c d n+h 8—h s+t 22
10.5) a—b'5 b) m+n m—n 9 "—h g+ h ) s—t 2
11. a) (a.c2+b.r+c).1r b) (42 + 122 4+ 162 — 2) . TT
2 4 a? 3 15 27 a®
2 o pn L L —=d = _ 2 _g).E
12.8) (Atz_“ z +6) kD (.t-’+ a2 @ ) 3
m n o\ m 1
15:3) (T+7+Tn)‘7 " (Z*T+c> abe
[ a 2 3 3 a b c x
14. 2) (?—3b+70) R b) (?*TJ“?)(_?)
3 2 3 70 7 5 3
ot (Fa= gty T W (gm—gntgo) (- 200
1 1 1 1 @ z Y w a ¢ b a
w0 (G+3) (o) W G- EY o (g- ) F-4)
o (1-2)(1+2) C=u (54 ) ltry(L-2L
\ y T b z oy

Ga® 58  4et\ [a b 4 | 20ax\ (6y 30a
e s S a)(s‘ﬁ b) (?“f‘m:)(?‘ v “)
maledf wegf e(eg)ey)

1\2 3 2

21. a) (% 3) b) (Tl*%) 0} (~a—%1)(én+%z)
22, a) “ai’; (a® — 1?) b) §:+ab (922 — 2502

4,522 7,5y* 3,522 S5x Tt 132 2\ 70
£ ")( et G “sc‘e‘)"‘“yz R (3,¢+W‘m+7)ﬁ
o1, (LA 11

; (;+T-(a—b)+(a+b)+<a+bj(;—7)

= (- e 3)

2 2
26. i T —— —
Vergleichen Slea = m\md 3 @ Wenn

a) x =4, b) 2= —35, €) x=1, d) 41 ist!
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6. Division durch Briiche

Wie uns bekannt ist, gilt fiir die Division durch einen Bruch folgende Regel:

Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit dem reziproken Wert des
Bruches multipliziert.

Mit allgemeinen Zahlsymbolen geschricben:

a c_a d_ad
R Al i T

Welche Vereinfachungen ergeben sich fiir den Fall, daBl
a) der Divisor ganzzahlig ist,
b) der Divisor ganzzahlig und Teiler des Zahlers des Dividenden ist,

¢) der Dividend ganzzahlig ist?

Beispiel: a—b a®—2ab+ b?
a+b " a® — b
a—b a® — b

a—b (u+b)(a—b)

~a+b (a — b)?
=1
Durch Einsetzen von bestlmmten Zahlen kann man die Richtigkeit des Ergebnisses
nachpriifen. Wir setzen busplels“ eise @ = — 2, b = 3 und erhalten damit

—2-3 441249
—3+3°' &—9
_5.

1
=(—5):(—5) =1

| |
el @

Bei vielen Aufgaben, in denen algebraische Summen durcheinander dividiert werden
miissen, kommt man mit den bisher angegebenen Verfahren nicht zum Ziel. Man mufl
dann ein Verfahren verwenden, das man sich an Hand der Division mehrstelliger be-
stimmter Zahlen veranschaulichen kann.

Beispiel: 672:21

672:21 =32
63
42

Dieses Verfahren ist nur eine vereinfachte Form des nachfolgend angegebenen, bei
dem Dividend und Divisor als Summen von Vielfachen von Zehnerpotenzen geschrieben
werden.

672 = 600 + 70 4 2
=241

Dann lautet die Aufgabe: (600 + 70 + 2): (20 4 1)

2 [00919)
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Man teilt hierzu das erste Glied des Dividenden durch das erste Glied des Divisors und
multipliziert mit dem erhaltenen Quotienten den gesamten Divisor. Diescs Produkt
subtrahiert man vom Dividenden und wiederholt das gesamte Verfahren mit dem sich
ergebenden Rest.

(600 + 70 -+ 2): (20 4 1) = (30 - 2) = 32

— (600 + 30) Probe: 32.21
T 4042 64
—(40 + 2) 672

In gleicher Weise dividieren wir algebraische Summen, deren Glieder allgemeine
Zahlsymbole enthalten.

1. Beispiel: (45a® 4 23ab — 5612): (5a + 7b) = 9a — 8b
— (45a* 4 63ab)
— 40ab — 5652

— (— 40ab — 56b2)

Probe: (9a — 8b) (5a + 7b) = 45a% + 63ab — 40ab — 5612
= 45a® + 23ab — 5612

2. Beispiel:  (48aw + T7yz + 66yw -+ 56az): (82 + 11y)

Ordnen: (48aw + 562z 4 66yw + T7yz): (82 + 11y) = 6w + 7z
— (48aw + 66yw)

Probe: (6w + 7z) (8a + 11y) = 48aw + 66y + 562z + T7yz

3. Beispiel: (6a®y + 4y — @ — 9a®y2): (a® + 292 — 3ay)

Zunichst ordnen wir nach Potenzen von y. Da im Dividenden die 3. Potenz von y
fehlt, wird hier eine Stelle frei gelassen.

(4yt —9112‘1/24-Ga“’y—a‘):(2y”—3ay--}-a2)=2y2+3ay-a2 .
—(4y' — Gay® + 2a%y)
Gay?® = ha”T/z + 6a®y
—(6ay® — 9a*y* + 3a®y)
— 2a% + 3aPy — o
— (= 2a*°y* 4 3a®y — d
2ay® + 3ady — ab

Probe:
(2y*+ 3ay — a?) (2y® — ay + a?)
=4y —6ay® + 2a>2 + Gay® — 9a2y? + 3Py — 2ay® 4 3aPy — ot
=4y' — 9a®y? + 6ady — al.
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4, Beispiel: (a®—b%):(a — b) = a* + a®b + a®b* + ab® + b*

— (a® — a%b)
atb — b®
— (a%b — ad1?)
—ap
— (a®b® — a2b?)
&P -1
— (a®b® — alb?)
abt — b
— (abd — 1)

Probe: (a4 a3b+ a®b® + ab®+ b*) (@ — b)
=5 — a*b + atb — a3b% + aPb? — a?b® + a?b® — abt + abt — b°

= a5 — 1S,
Aufgaben
4 1 10 9 9
1oa) 8: b) b 0 15: ) 18: 4 € 48: 5
18 9 25 46
0. - ».S L 29 .
2. a) 82: 25 b) 72: 4 0 12: 5 ) 30: 55 ) 28:—

8. Was konnen Sie bei der Division durch einen Bruch iiber den Quotienten aussagen, wenn
a) der Divisor < 1, aber > 0 ist, b) der Divisor = 1 ist, ¢) der Divisor > 1 ist?
4, Wie heifit der reziproke Wert von

2 5 9 1 k 3 7 9 27
a) 5 b)TT‘v ()ﬁx d)ﬁ, l‘]‘Q‘! I)T, 2) T h) 'ﬁ?
5. Was liir eine Zahl ist der reziproke Wert
a) eines unechten Bruches, b) eines echten Bruches, ¢) von 1?

6. a) i < —g—; welche Beziehung gilt fiir die reziproken Briiche?

b) > i ; welche Beziehung gilt fiir die reziproken Briiche?

¢) Welche Beziehung besteht zwischen (— %) und (7 /1) und ihren Kehrwerten?
A

d) Bilden Sie selbst dhnliche Aufgaben!

7.8) 15b % b) zoc:;: 086y @) 72y:-§— ¢ 50z: 50
8.a) 5a: 1g—u b) 302: 1:: 0 201:3—’; @) 242:—8—1:— ) 70,":3%
9.0) 12m:57  b) o,smg_: 9 2,43:% Q) —08r 0’ i3
10. 8) 5222: 1?:3 b) Shmt: 1822";" &) 2,804 0_08

2



11. 9)
12. 2)
13. )
Ny
LAY
N
17. 2)
18. )
19. a)

20.a)

25. a)

26. )
o

Das Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlsymbole

125 16 yz2 —4,8m2n
8. —_ 2,3 . = 3120+ o
60ab ‘T5q b) —48ay za.——%z ¢) —0,96m3n o'_—2,5a
I | 2. 5 4 5 1\ 9
5 Wyy 97y o(-g):F
d z x z 1 ,2 1,
e Pevg A9y Oogigr
3522 105m 52ab  26c ) S 32
17y* " 51n 35¢ " 105n 27ab " 9,9a
8,7gh  58¢g » 0,77a* 2,24% 0,25b  7,5b* Y 36m*n O,ISn_
6,3m  2,1m* 0,0322° 0,9z 2,6¢c 0,39 1,3d " 52df
1,25p 5502 34mn  1,53n 82z 0,94 ¥ 0,35ab 1-’-1-/7
6,4r  24p? L 1,645 " " 2m Q 32z " Ghaw 0,36¢cd " 27g
h 2h m n ab a
a+b 3(a+tb) b)z—y’x—l—y 9 @ —0 at b
ct+d c—d b) m*  m+a 0 r  (r+sp?
c—d c+d m*—a? m— r+s 2
4(a+b) 10 (a+ b)2 B m® —n® 3 (m+ n) 9 zt+y x4
3(m—n) Tc(m—n) Sla—10b) " a-+b 7 R —
a®—2ab+b* a—1b
a+2ab4+b2"a+b
2y w4\, %Y
mno m n IIIT
xyz _ & y\ (—ay b Sa _ 8b , 4c ). 12
abe @ b))\ ab 8bc ~ 2ac ' 3ab)’ _sz‘)
a _ b m? n2 h+1 14k
b a n T m kT
| s TE
b a m n h F hk i k
% y? 2 2 y? a?
e = "
% @ b) m n 9 a a
ER] T _ 2 T
y 'z mr T nE 2T
1 2 1 1 2 1
22 YV zu ¥V 2 zu ' &
@ zy oy b) & zy Y
1 1 1 1
o T T
z Y @ Y

(15ac+24bc +10ad+16bd): (5a4-8b) _b) (9mo+21no—12mp — 28 np) : (3m +7n)
(0,4ay — 2,42z +1,8bz—0,3by) : (y— 63)
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¥l a8y (152 + 15y) : (= + v) by (32a — 24b) : (ka — 3b)
98.4) (72m -+ 16n) : (18m - 4n) ) (40 — 48y) : (102 — 12y)

29, a) (cm —cn — dm + dn): (m —n)
b) (30a1—20bz+8by—1"ay) (+10z — 4y)

30.9) (45ac-- 60be + Shad -+ 72bd): (3a + 4D)
b) (562z -+ TTyz + 48aw + 66yw) : (11y + 8a)

31.‘3) (56m* + 11mn — 15n%) : (Tm — 3n) ) (6042 —87fg — 42g%) : (12/+ Tg)
€ (—15a* + 2z + 24): (6 + 5z)

32.]a) (3a== — 2 bt 2 b’) ; (% = g)

l,.’)(20 ,w+4bz—7aJ———by) (—13£a+%b)
‘0)(33 m? 4+ = mn—-i—gsng) (%nz—i—%n)
33)::\)(4 ~ 22 s 4):(6:0—5) b) (2 + Mo+ 2): (48
c)(4x=—1—2x—4):(6:c+5)
84.a) (222 4 3,32y + y?) : (42 + 5) b) (a® — %) : (@ —b)
€) (m?® + 4,6mn — 2n%): (5m — 2n) d) (h® — 27b%) : (h — 3b)
- 1 3 4
3o-a)(2 — et ) (~2—x2—§x+z)

9 1291221,9._2‘5.
b)(—ma:‘—— 360" & +—a,—?).(2x+?a,—6)

86.0) (1 —z— 322 + a8+ 220 : (1 +20+39) D) (a8 — 222+ 1)z (a® — 224 1)

Das Rechnen mit der Zahl 0

Die Zahl 0 besitzt unter den bisher bekannten Zahlen eine besondere Stellung. Man
kann zwar zu jeder Zahl z die Zahl 0 addieren:

24 0=0+a=a; firs =0heiftdas0+0=0 (1)
und von jeder Zahl » die Zahl Null oder von der Zahl 0 jede Zahl & subtrahieren:
z—0=2; 0 — 2= —z; fir 2=0 heift das 0 — 0 =0. )

Man kann auch jede Zahl z mit der Zahl 0 multiplizieren:
2-0=0.2=0; fir =0 heiftdas 0-0=0, (3)
und auch die Zahl 0 durch jede von O verschiedene Zahl z dividieren:

0:2=0 fir @0 %)



22 Das Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlsymbole

Was ergibt aber die Division z: 0?

Hierzu betrachten wir den Quotienten 7n Fiir 2 setzen wir z. B. 5; fiir n der Reihe
nach die Zahlen 100; 50; 10; 5; 1; 0,1; 0,05; 0,01...

Es ergibt sich:

= o5 = 100
2o ﬁﬁ = 500
Wir stellen folgendes fest:
Je kleiner der Nenner n wird, desto gréBer wird der Quotlent —. Wenn n beliebig

nahe an 0 herankommt, so wird der Quotlent — grofer als jede noch so groBe Zahl,
LaBt sich demnach die Division y = 7 au:fuhren’
Wenn die Division ausfiihrbar wiire, dann miiBte die Gleichung y = W durch Multi-
plikation mit 0 umzuformen sein in
0-y=5. (5)
Gleichung (5) widerspricht aber Gleichung (3).
Wiihlt man statt 5 eine belichige Zahl & == 0, ergibt sich das gleiche Resultat,
Folgerung:
Eine von Null verschiedene Zahl 2 kann man nicht durch 0 dividieren,
Was ergibt aber die Division %?

Uns ist bekannt, daB Briiche mit gleichem Zihler und Nenner den Wert 1 besitzen:

2
10 3 0,5 3 ;
=5 T=14 =L =4 allgemem%:l,
5
Man sollte also annchmen, es wire auch o = 1. Das ist jedoch nicht der Fall. Wir
geben dafiir folgende Erklirung:
5-0=11.0.

Angenommen, % wire 1, so diirfte man beide Seiten der Gleichung durch 0 dividieren

und man erhielte
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0 0
5~6=11-—6- (6)
5.1=11-1

5=11

Dieses Ergebnis ist offensichtlich unsinnig.
Setzen wir g — a, so folgt durch Multiplikation mit 0
0=0.-2=2-0. (7)
Die Gleichung (7) wird aber von jeder beliebigen Zahl » erfiillt. Also ist % nicht etwa
nur 1, sondern auch 3, 9, 11 5 ();4 o
Folgerung: %— ist unbestimmt,

Ergebnis: Durch 0 kann nicht dividiert werden !

Man muB also vor jeder Division priifen, ob etwa der Divisor gleich 0 ist bezichungs-
weise unter welehen Bedingungen er 0 wird. In diesen Féllen ist die Division nicht
ausfithrbar.

Aufgaben

1. Unter welcher Bedingung sind die Aufgaben a) 31c, b) 33 des vorangegangenen Kapitels
losbar?

2, Welchen Wert haben die Ausdriicke

= (x4 4) (¢4 5) — (v + 6)
6 =a?+ 9+ 20 —a? — 122 — 36

Wo steckt der Fehler?
4.1 6
32

Wo steckt der Fehler?

1 Die Aufgaben sind entnommen aus W. Lietzmann: Wo steckt der Fehler? Leipzig:
B. G. Teubner,Verlagsgesellschalt, 1950.



B. Algebra und Analysis

II. Die lineare Funktion

7. Vorbereitende Ubungen

1. Uberlegen Sie, welche der folgenden Begriffe so voneinander abhiingig sind, daB einem
bestimmten Wert des einen stets ein bestimmter Wert des anderen zugeordnet ist! Formu-
lieren Sie das Ergebnis unter Verwendung des Begriffs ,,Funktion*! Stellen Sie, wo es mog-
lich ist, Wertetafeln auf und geben Sie die zugrunde liegenden analytischen Ausdriicke
an! Konnen diese Forderungen bei einem Beispiel nicht erfillt werden, so muf die Be-
griindung angegeben werden.

a) Menge und Preis von Zucker, Obst, Kleiderstoff . . .

b) Alter und durchschnittliche Grife von Kindern,

¢) Geschwindigkeit eines Kraftwagens und Fahrzeit fiir 100 k.

d) Geschwindigkeit eines Kraftwagens und Grifie der Windschutzscheibe,

€) Stromstiirke und Leistungsaufnahme verschiedener Geriite bei 220 V Spannung.
) Stromstirke und Betriebsdauer verschiedener Geriite bei 220 V Spannung.

2. Die folgenden analytischen Ausdriicke von Funktionen sind in impliziter Form gegeben,
Sie sind jeweils in die beiden moglichen expliziten Formen umzuwandeln. Geben Sie nach der
Umwandlung jedesmal an, welches die abhiingige und welches die unabhingige Verinder-
liche ist!

a) 50 —4hy —9=0 b)%y*%.r=7

0 %=2—x ) 30,52 —0,2y) = 0,12y — 3)
e)“s;”=0,2+3y D (22—3) hy+7) = 08y —1) 102 — 2
g)(a:—2):(y+%)=2:5 h) 2 —y=0

3. Nennen Sie je zwei analytische Ausdriicke von Funktionen 1., 2. und 3. Grades!
4. a) Welche Bedeutung haben beim analytischen Ausdruck der linearen Funktion Yy=ma+n
die Grofien m und n?
b) Vergleichen Sie y =22 + 1 mit y =3 4 1 und mit y — 242!
5. Stellen Sie die folgenden linearen Funktionen in einem rechtwinkligen Koordinatensystem

grafisch dar!

Ay=+z und y=—z I)]y:v]—gr.r: y=

und  y=— "4
2 4 3

T

Il
5

c)y:%z-{».’i undyzféa:-3 d) 2244y —10=0 (’)%1/—



8. Definitionshereich und Wertevorrat einer Funktion

1) Wir kennen bereits zwei Arten von Funktionen:

a) Funktionen, denen ein analytischer Ausdruck zwischen den Veréinderlichen zu-

grunde liegt:

Beispiele:

(1) Die lineare Funktion: y = ma 4+ n (Verdnderliche: x und y)
P =k - M (Verianderliche: P und M)
I bedeutet dabei den Preis fiir die Mengeneinheit.

(2) Warenpreis P und Warenmenge M :

(8) Stromstirke I und Widerstand R: I = EU (Verénderliche: I und R).

U bedeutet die angelegte konstante Spannung.

b) Funktionen, fiir die kein analytischer Ausdruck angegeben werden kann.

Beispiele:

(4) Tageszeit und Lufttemperatur

(5) Lebensalter und Kérpergewicht cines Kindes

(6) Viele statistische Angaben.

Die einander zugeordneten Werte kénnen wir bei den Funktionen beider Arten je-
weils in einer Wertetafel niederschreiben oder als Koordinaten von Punkten in cinem
Koordinatensystem grafisch darstellen. Doch besteht dabei ein wichtiger Unter-

schied.

Fiir Funktionen der Art a) kénnen wir die Wertetafel mit Hilfe des analytischen
Ausdrucks berechnen, und dabei die Wertepaare durch Zwischenschaltung (Inter-

polation) beliebig verdichten.

Fiir das Beispiel (3) erhalten wir mit U = 220 Volt:

R (in Ohm) | 50 100 150 200 250
I (in Ampere) gerundet I 446 22 1.5 1.1 0,9
1 (in Ampere)
Bei der grafischen Darstellung (Abb. 4) s
diirfen  wir infolgedessen die einzelnen
Punkte durch einen Kurvenzug verbinden. &
(Auchdie Gerade wirdin diesem Zusammen- Abb. 4
hang als Kurve bezeichnet). Beliebige
Punkte dieser Kurve konnen zum Ablesen
weiterer Wertepaare benutzt werden. 3
Die Wertctafeln von Funktionen der Art
b) kénnen aber nur empirisch, d. h. durch 3
Beobachtung oder Erfahrung erhalten wer-
den. Fiir das Beispiel (6) entnehmen wir
50 100 150 200 250 R(in Ohm)

zum Beispiel dem Statistischen Jahrbuch
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der DDR eine statistische Aufstellung der Zahl der Polikliniken in der DDR jeweils
zum 31. Dezember des betreffenden Jahres:

Jahr |1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956
Anzahl der Polikliniken in der DDR l 184 229 269 327 354 369 373

Solche Wertetafeln kénnennichtdurch o

Interpolieren verdichtet werden; sie sind 400 Johl der Pallkliniken
5 s o ; T in der DOR

auf die wenigen empirisch ermittelten
Wertepaare beschrinkt. Die grafische 350+
Darstellung besteht infolgedessen hier
nur aus den zugehérigen einzelnen (,,dis- 3001
kreten*) Punkten (Abb. 5). Diese diir-
fen nicht durch eine Kurve, sondern
hichstensdurch Strecken verbunden wer-
den. Zwischenpunkte auf diesen Strek-
ken kénnen niemals zum Bestimmen et
weiterer Wertepaare der Funktion be- 1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956
nutzt werden, Je 31. Dezember

Wenn zwischen zwei Mengen verschie- Abb. 5
dener GroBen ein, solcher Zusammen-
hang besteht, daB bestimmten Werten z der einen Menge stets bestimmte Werte yder
anderen Menge zugeordnet sind, so stellt diese Zuordnung von z und y cine Funktion
dar. Diese Beziehung ist wechselseitig: 2 ist eine Funktion von yund yist eine Funktion
von z. Die beiden GroBen 2 und y heiBen die Veranderlichen der Funktion.

250 1

2001

2) Die Menge der Werte, die die unabhiingige Veriinderliche annchmen kann, nennt
man den Definitionshereich der Funktion. Demgegeniiber bezeichnet man die Menge
der Werte, die die abhiingige Veriinderliche annehmen kann, als Wertevorrat.

Die Angabe des Definitionsbereiches und des Wertevorrats ist vor allem bei solchen
Funktionen wichtig, denen sachliche Zuordnungsvorschriften oder Naturgesetze zu-
grunde liegen. Denn bei ihnen umfassen beide meist nicht die unbegrenzte Folge aller
rationalen bzw. irrationalen Zahlen, wie es z. B. bei der formalen linearen Funktion
y = ma + n der Fall ist.

Beispiele:
(1) Der von einem Kraftwagen zuriickgelegte Weg y ist bei 80 km/h Geschwindigkeit

eine Funktion der Zeit 2 mit dem analytischen Ausdruck y =80 - a. Definitions-
bereich: 2 > 0; Wertevorrat: y > 0.

(2) Die Kérpertemperatur ¢ eines Fieberkranken ist eine Funktion der Tageszeit.
Wertevorrat (infolge biologischer Bedingungen): 34° < ¢ < 42°.

(3) Die Schnittgeschwindigkeit » einer Drehmaschine ist eine Funktion der Drehzahl n.
Liegt kein stufenlos regelbarer Antrieb vor, so umfaBt der Definitionsbereich nur
eine gewisse Anzahl von Drehzahlstufen, z. B. 18; 29; 46; 74; 118; 188 . . .

Definitionsbereich und Wertevorrat kénnen also einseitig begrenzt sein (Beispiel 1),
zweiscitig begrenzt sein (Beispiel 2) oder nur aus einzelnen Werten bestehen (Bei-
spiel 3). '
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Definitionsbereich und Wertevorrat miissen wir auch
bei der grafischen Darstellung beachten. Im Beispiel (1)
ist deshalb wegen >0 und y >0 nur die Halbgerade 1
im I. Quadranten gerechtfertigt (Abb. 6). 200+

y linkm)

Zusammenfassung:

1. Zwei Mengen verschiedener GréBen, die wechsel- 100+
seitig einander zugeordnet sind, bilden eine Funktion.

2. Kann man einer Funktion einen analytischen Aus-
druck zugrunde legen, so lassen sich die Wertepaare t 1 : 2' m/
berechnen.

3. Liibt sich kein analytischer Ausdruck angeben, so A ¢
konnen die Wertepaare nicht berechnet werden.

4. Die Mengen der Werte der unabhingigen Veriinderlichen (Definitionshereich)
sowie der abhiingigen Veriinderlichen (Wertevorrat) werden hiiufig durch den
Sachverhalt beschriinkt. Das ist auch bei der grafischen Darstellung zu be-
achten.

Aufgaben

Bei den folgenden Aufgaben sind jeweils nachstehende Fragen zu beantworten:
a) Welche GroBe soll als unabhiingige, welche als abhingige V:
b) Wie groB sind Definitionsbereich und Wertevorrat ?
€) Wie heilit der analytische Ausdruck, falls ein solcher angegeben werden kann?
d) Wie sieht die grafische Darstellung unter Beachtung von Definitionsbereich und Werte-
vorrat aus?

viinderliche betrachtet werden?

1. Das Kérpergewicht P eines Kindes wurde in verschiedenem Lebensalter L bestimmt:

L (in Jahren) 1 0 4 2 3 & 5 6

P (inkp) [ 32 96 120 142 160 17,6 19,0
Welche Bedeutung hat die Angabe L = 0?

2. Die barometrische Hohenmessung beruht aul der Ermittlung der Luftdruckabnahme mit
zunehmender Entfernung des MeBortes von der Erdoberfliche. Verschiedenen Hohen (h,
in Kilometern) sind die folgenden Luftdriicke (p, in Torr) zugeordnet:

h|01 2 3 3 5 6 7/ 8 9 10

p | 760 674 598 530 470 417 370 328 291 258 229

8.a) Um den Nullpunkt eines Koordinatensystems ist ein Kreis mit dem Radius r =1
beschrieben. Eine Parallele zur y-Achse wird von der Stelle # = —4 bis zur Stelle
2 — - 4 verschoben. Die Zahl der gemeinsamen Punkte dieser Geraden mit dem Kreis
ist eine Funktion des Geradenabstandes von der y-Achse.
b) Lisen Sie dieselbe Aufgabe fiir einen Kreis mit dem Radius r = 3 und [iir eine Parallele
zur 2-Achse!
4. Ordnen Sie Gewicht und Volumen verschiedener Werkstiicke einander zu
a) aus FluBstahl (y = 7,85 kp/dm?®);
b) aus AluminiumguBlegierung G Al Si 13 (y = 2,65 kp/dm?)!
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5. Durch Einsatz von Arbeitsinstrukteuren im Bergbau eines Steinkohlengebietes wurden
u. a. die Schichtleistungen dreier Hiuer in einer Woche folgendermaBen gesteigert:

= —_ o
) Sehichtnorm Schichtleistung in m
Hiuer . 3
B 4. 12, 6.12. 7-4%; 8. 12 9.12. 10.12.
6,5 5,3 6,5 6,4 78 12,1 8,9
6,5 5,0 6,2 7,3 8,7 7,5 8,5
c 65 6,3 4,2 7,0 | 10,5 | 8,5 8,5

6. Das Volumen des Quecksilbers im Thermometer ist eine lineare Funktion der Temperatur.
Bs vergrofert sich durchschnittlich bei Erwirmung um 1° C um 0,0189, seines Volumens
bei 18°. Quecksilber erstarrt bei —39° C und siedet bei + 357° C.

7. Das Zichen der Winterfurche auf einem Feld erfordert bei Einsatz eines Dreischarpfluges
18 Arbeitsstunden.

8. Eine Schraubenfeder beginnt sich bei 80 p Belastung auszudehnen, und zwar bei je weiteren
50 p Belastung um jeweils 159, ihrer urspriinglichen Linge. Bei Verlingerung auf das
2,5fache der urspriinglichen Liinge indert sich ihre Elastizitit merklich.

9. Der elektrische Widerstand eines Kupferdrahtes von 1 m Linge und 1 mm Durchmesser
betrigt 0,022 Q. Widerstand und Leiterquerschnitt sind produktgleiche GroBen.

9. Die Nullstelle der linearen Funktion

1) Wir wissen bereits, daB die grafische Darstellung einer linearen Funktion in
einem rechtwinkligen Koordinatensystem stets eine Gerade ergibt. Zur Untersuchung
benutzten wir die explizite Form des analyti-
schen Ausdrucks:

y I(m} y=ma+ n.
In dieser Form ist 2 die unabhingige und y dic
2 *2 abhiingige Verinderliche, Dabei bedeutet m den
| Richtungsfaktor oder Anstieg und n den Abschnitt
193 auf der y-Achse. In der Abbildung 7 stellt die Ge-

\ 141 + 1 rade g die Funktion y = — % z 4 2 dar. Zuihr

NO

\ ist durch den Koordinatenursprung die Parallcle 2
gezogen. Diese schneidet die im Abstand -1
P zur y-Achse gezogene Parallele gy im Punkte

l x. (+ 1; — %) Auf dieser Parallelen 1aBt sich also
g

m=— g ablesen. Der Abschnitt auf der y-Achse

Yy betrigt dann n = 2.
Oft ist der analytische Ausdruck einer linearen
Funktion in der impliziten Form gegeben:
\% 32+2y —4=0,allgemein: A2+ By+ C=0
\ (4, B und C sind von 0 verschiedene belicbige,
Alb. 7 vorerst rationale Zahlen).
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Wir stellen beide Formen gegeniiber:

Explizite Form einer Funktion Implizitc Form einer Funktion

Zahlenbeispiel :

|
|

z+

Il
o

_;3_ I+l

3

y—

5
I

allgemein:

y+[c|=0

[=+[2]

B

Il

Yy T+

Durch Umformung kann man leicht aus einer Form die andere gewinnen. Fiir
das Aufstellen der Wertetafel und fir die grafische Darstellung wird die implizite
Form in die explizite umgewandelt:

3a+2y—4=0 Az+ By+C=0
Yy, = =Bk By =-—Az—C
3 A C
y =—-§a:+2 y =8 =

2) Die Gerade in AbBi]dung 8 entspricht dem analytischen Ausdruck y =— —g— z+2.
Sie schneidet die z-Achse in P; und die y-Achse in Py, Wir erkennen:

P, (Schnittpunkt mit der z-Achse) hat die Ordinate y; = 0.
P, (Schnittpunkt mit der y-Achse) hat die Abszisse 2, = 0.
Die anderen Koordinaten dieser Schnittpunkte (Abszisse a; und Ordinate y,; vel.

Abb. 8) kénnen wir mit Hilfe des analytischen Ausdrucks y = — %z+2 wie folgt
berechnen:

Schnittpunkt: P; (mit der 2-Achse) P, (mit der y-Achse)

Bedingung: y =0 2, =0
Bestimmungs-
gleichung fiir 2;: fiir y,: _y
3 3
0=—§xl+2 o=—5-0+2 i
Ergebnis: . =2
rgebnis: =7 Yp=2 510
P, (%;0) P, (0;2) e
1y, = 2 ist uns schon als Abschnitt auf der y-Achse bekannt. N L A Rlx; 0/
Entsprechend bedeutet z; = % den Abschnitt aufder z-Achse s,

(Abb. 8), z; = % ist rechnerisch derjenige Wert der unab-

hiingigen Verinderlichen z, fir den der Wert der Funktion  Abb.8
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y=— % 2+ 2 gleich 0 wird. Aus diesem Grunde nennt man den Wert ) = ;i
die Nullstelle der Funktion y = — % z+ 2.

Die Nullstelle der Funktion ist also gleich der Abszisse des Schnittpunktes der ent-
sprechenden Geraden mit der a-Achse. Die Nullstelle ist demnach ein Zahlenwert (im

3
den Abschnitt auf der 2-Achse vom Ursprung bis zum Schnittpunkt mit der Geraden,
dargestellt. Verwechseln Sie diese Begriffe nicht!

3) Nicht alle Geraden schneiden beide Achsen des Ko- y x=a
ordinatensystems (Abb, 9). +

Zahlenbeispicl oy = i) Dieser Wert ist im Diagramm geometrisch durch eine Strecke,

Die Parallelen zur y-Achse schneiden nur die 2-Achse; sie I T y=b
entsprechen dem analytischen Ausdruck z = a. Nullstelle: 1.

2; = a. Die Parallelen zur 2-Achse schneiden nur die y-Achse; leg=
sie entsprechen dem analytischen Ausdruck y=b. "

Die Funktion y =b hat keine Nullstelle; denn y ist fiir jeden 1
Wert fiir & gleich b und niemals gleich 0. (2 und b kénnen
dabei belicbige von Null verschiedene rationale Zahlen sein.)

Wenn wir von dem Fall y = b abschen, kénnen wir sagen, daf} jede lineare Funk-
tion y = ma + n mit m =0 genau eine Nullstelle @y besitzt. Thre Berechnung fithrt
auf die lineare Bestimmungsgleichung 0 = ma; + n. Da aber jede Bestimmungs-
gleichung 1. Grades auf dic Form ma; + n =0 gebracht werden kann, folgt daraus,
daB jede Bestimmungsgleichung 1. Grades genau eine Lésung haben muf.

Abb. 9

4) Der Begriff der Nullstelle gilt nicht nur fiir lineare Funktionen, sondern auch
fiir Funktionen hoheren Grades.

Wenn wir die Zuordnung zweier GréBen @ und y feststellen, tiber die Art der Funktion
(ob linear, quadratisch usw.) aber nichts aussagen wollen, so wollen wir kiinftig y = f(2)
schreiben. Gelesen: ,,y gleich f von a*. Das soll bedeuten: y ist irgendeine Funk-
tion von &, und zwar ist der analytische Ausdruck, falls iiberhaupt einer existiert, in
der expliziten Form gegeben. Ist der analytische Ausdruck in der impliziten Form ge-
geben, wollen wir F (z, y) = 0 schreiben. Statt { bzw. F kénnen auch andere Symbole
wie g, b, L, f; usw. verwendet werden. Allgemein kénnen wir demnach sagen: Setzt
man in einer Funktion y = f(2) dic GréBe y =0, so heiBt der zugehérige Wert
der Veriinderlichen z die Nuflstelle der Funktion: 0 = /(). Durch diese Bestimmungs-
gleichung kann 2, ermittelt werden. Im Diagramm ist die Nullstelle die Abszisse des
Schnittpunktes der zu y = f(z) gehérenden Kurve mit der z-Achse,

Zusammenfassung:

- Der Zahlenwert a,, fiir den y = ma + n gleich 0 wird, heift die Nullstelle der
linearen Funktion. Sie ist gleich der Abszisse des Schnittpunktes der Geraden mit
der x-Achse. Jede lineare Funktion (mit Ausnahme von y = b) hat genau eine
Nullstelle.

. Die Bestimmung der Nullstelle erfolgt mit Hilfe der zugehorigen linearen Be-
stimmungsgleichung ma, 4+ n = 0, m == 0. Jede lineare Bestimmungsgleichung
hat infolgedessen genau eine Lisung.

. Zur Symbolisierung einer heliehigen Funktion verwendet man y = f(x) (explizite
Form) oder F(x, y) = 0 (implizite Form).

o=y

o

=
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Aufgaben

1. Stellen Sie zu folgenden impliziten Formen die expliziten erst nach y, dann nach z aufgelost
her!

a) a+y==4 b)) a—y=5
¢) 3,5z — 2,0y —1,6 =0 d) 36y — 1)+ 16(5z0 — 12y) —10 =0

€592+ 7) + 1,4(5x —3y) +2=0 :)%-%:1

2, Wie grob sind bei den Aufgaben 1a) bis 1f) jeweils Richtungsfaktor und Abschnitt auf der
y-Achse?

8. Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktionen, die durch die analytischen Ausdriicke der
Aufgaben 1a) bis 1{) gegeben sind!

4. Ermitteln Sie die Nullstellen folgender Funktionen auf grafischem Wege!

ﬁ)y:%x—é R y=03z+15 Dy=z+2

A 22 —y=6 e) 2 —2y—1=0 D6 —5y—9=0
5. Wie kénnte man die Lo folgender Besti gsgleichungen grafisch ermitteln?
a) 0,52 —2=0 b) 3x+6=0 ¢) 1,82 —45=0

Warum hat das Verlahren keinen praktischen Wert?

10. Verschiedene Verfahren zur grafischen Darstellung linearer Funktionen

1) Bei der grafischen Darstellung von Funktionen im rechtwinkligen Koordinaten-
system wiihlt man auf den Achsen zweckmiBig solche MaBeinheiten und legt die Null-
punkte der MaBteilungen so, daB die darzustellenden Wertepaare gut wiedergegeben
werden, Das ist vor allem bei Funktionen wichtig, denen irgendwelche Sachverhalte
aus der Praxis zugrunde licgen. Ein typisches Beispiel dafir ist die Abbildung 5.
Bei Funktionen, denen analytische Ausdriicke zugrunde liegen, mufi man aber be-
achten, daB cine Anderung der MaB-
cinheiten oder der Lage der Null-

punkte der MaBteilungen dic Gestalt “ ¢ 6 4
und Lage der Kurven beeinflufit. Das

wollen wir an IHand der linearen 3 5
Funktion y = 32 + 2 genauer unter-

suchen. Abbildung 10 zeigt das Dia- 5 P
gramm  bei gleichen MaBeinheiten

auf beiden Achsen, wenn die Null- 8
punkte beider MaBteilungen im Ko-

ordinatenursprung liegen. "

In Abbildung 11 wurde der Null- 1 2 x - 1. 2

punkt der Teilung auf der y-Achse 7
um 2 Einheiten weiter nach unten

verlegt. Das bewirkt, daf die Gera-
de parallel zu sich verschoben wird — Abb. 10 Abb, 11
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~

und jetzt durch den Koordinatenursprung verliuft, ob-
wohl thrimmer noch der analytische Ausdruck y=3x+2
zugrunde liegt. Wir erkennen, daB die Verschiecbung des
Nullpunktes der Achsenteilung keine Anderung der Nei-
gung der Geraden zur Folge hat.

In Abbildung 12 ist gegeniiber der Abbildung 10 die

i MaBeinheit auf der y-Achse (ey) auf%dcr MaBeinheit auf

S
+

=)

der az-Achse (e,) verkleinert worden (ey =§ez). Das Er-
gebnis ist, daBl die Neigung der Geraden zur z-Achse sich
gedndert hat. Sic halbiert jetzt den I. und IIL Quadranten,
obwohl noch immer y =32+ 2 der zugrunde liegende ana-
Iytische Ausdruck, also der Richtungsfaktor 3 ist. Diesen
kénnen wir aber nach wie vor auf der Parallelen zur y-Achse durch den Punkt (+1;0)
ablesen, wenn wir auf dieser ebenfalls eine MaBteilung mit ey anbringen und zum Ablesen
die Parallele zur Geraden durch den Koordinatenursprung verwenden. Eine Ande-
rung der MaBeinheit auf einer der beiden Achsen bewirkt also eine Anderung der
Neigung der Geraden,

Abb. 12

2) Die grafische Darstellung einer Funktion durch cine Kurve oder durch einzelne
Punkte in einem rechtwinkligen Koordinatensystem ist nicht die einzig mégliche, Wir
wollen jetzt noch zwei andere Arten kennenlernen, namlich die Darstellung durch
Doppelleitern und die durch Leiterpaare.

Die technische Ausfithrung cines Doppelleiter-Diagramms ciner linearen Funktion
finden wir bei Zimmerthermometern, die zugleich eine Celsius- und eine Reaumur-
skala tragen. Die zugrunde licgende lineare Funktion ist 58 = 4C. In der Zeich-
nung tritt an Stelle des Thermometerrshrehens eine Gerade, die zu beiden Seiten je
eine Skala triigt. Diese Skalen nennt man Leitern, die Gerade den Triiger der Leitern,
Die beiden Skalen sind so konstruiert

und angeordnet, dafl die Werte von e
R und C, die nach der Funktion ein- ¢
ander zugeordnet sind, am Triger 8 8
einander  gegeniiberstehen, (2. B. +7 e
+5°C[+4°R;0°C[0° R; —10° C/ “ oz el
—8° R). Diese Artdergrafischen Dar- 5 5ts
stellung nennt man eine Doppelleiter. % 72
Die Doppelleiter entsteht wie folgt 3 — 3
aus der grafischen Darstellung im 2 Vil Pk
rechtwinkligen  Koordinatensystem ot Pl 71+
(Abb. 13). Zuniichst wird die Funk- 5 <7 2 -1 l i
X 5 . +1 42 +3 +4 +5 +6 7 <8 R
tion C = T R als gerade Linie dar- e = ¥
gestellt, wobei auf beiden Achsen 2 <1
gleiche MafBieinheiten verwendet wer- e v e o
den und die Nullpunkte beider Skalen e
im Ursprung zusammenfallen, Jetzt e
projizieren wir senkrecht auf eine Pa- SES—————:
rallele zur C-Achse Abb. 13 ==
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a) die MaBskala der C-Achse und beschriften sie mit den C-Werten, R
b

die Punkte der schriig ansteigenden Geraden, die ganzzahlige 4
Abszissen haben, und beschriften sie mit diesen Abszissen, ’ﬂ

also mit den R-Werten. o

3) Mitunter ist es ibersichtlicher, jede der beiden Leitern der  ; [*2
Doppelleiter fiir sich auf eine von zwei parallelen Geraden zu zeich- e Loy

—

=
So entsteht die Doppelleiter. st te3
=z

=

e

nen (Abb. 14). Ein solches Diagramm nennt man cin Leiterpaar.
Zu ihm gehoren parallele Hilfsgeraden, die angeben, welche Punkte -
der beiden Leitern einander zugeordnet sind. Sie heilen Zuordnungs- /
geraden. In der Praxis werden zwar nicht immer, aber doch vor- // -2
wiegend Leiterpaare mit parallelen Trigern und parallelen Zuord- .Z’é’
/

nungsgeraden verwendet.

Zusammenfassung: I L,
1. Wird im rechtwinkligen Koordinatensystem der Nullpunkt einer ~g/
Achsenskala verschoben, so verschiebt sich die Gerade einer ;14
linearen Funktion parallel zu sich.
2. Wird in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die MaBeinheit auf einer der
Achsen geiindert, so iindert sich die Neigung der Geraden einer linearen Funktion.
3. Neben der grafischen Darstellung in einem rechtwinkligen Koordinatensystem

gibt es noch die durch Doppelleitern oder die durch Leiterpaare.

Aufgaben

1. Stellen Sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit gleichen MaBeinheiten auf den
Achsen die folgenden Funktionen grafisch dar!
Verlagern Sie dann in einem zweiten Diagramm die Skala der jeweiligen Achse so, dal} der
angegebene Punkt in den Ursprung zu liegen kommt!

a)%,tf%y41=0 a) P,(0; —3) g) P, (0; +1)
B oaty+2=0 @) Py (—2;0) R) P, (+2;0)

9. Stellen Sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit gleichen MaBeinheiten aul den
Achsen die folgenden Funktionen grafisch dar und édndern Sie dann in einem zweiten
Diagramm die MaBeinheiten aul das angegebene Verhiltnis!

a) v—y+1=0 a) eg ey = 2:1 B) ez:ey =1:2
b) 100 —y+2=0 a) eg:ey =10:1 B) ez:ey =5:2
3. Stellen Sie folgende Funktionen grafisch durch Doppelleitern dar!
a) y=2x b)y:%a: g y=x+2 d) 22+ 3y—12=0

'S

. Stellen Sie folgende Funktionen durch Leiterpaare dar!
5 1
a) K=C+ 273 b) ==0,03-b ) y=—5=a d) z2=3y+ 1

3 [00919]
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5. Entwerfen Sie |)0|)p(”?llf‘rlllul folgende proportionale Zusammenhiinge !
a) Fir 1 AE zahlt eine LLPG 9,80 DM Vergiitung.
b) LuftdruckmaBie: 1000 mb entsprechen 750 Torr.

5 . ~ y
¢) Leistung: 1 kW entspricht 1,36 PS. 110
d) Geschwindigkeit: 3,6 l\‘— entsprechen 1!
e) 3 t Rohbraunkohle entsprechen 1t Helul\uhle L
) 1 Zoll entspricht 25,4 mm. of,
g) 1 Seemeile (sm) entspricht 1,852 km, 90
h) 1 Morgen entspricht 25,53 a.
e w
4 y
E . 0 ?,
1617 18 19 2020 22 23 2% 2526 27 28 1
2 ® 60
8 o0
1 B Qe 20 Ro  sol
m—— 9
2 12 34 5x 0 420 +30 o +50 601 401
R
o -40 4
4 4 % ot
o
3 .50 4 s Abb. 17
Abb, 15 Abb. 16

6. Lesen Sie in den Diagrammen der Abbildungen 15, 16 und 17 die Koordinaten der mar
kierten Punkte ab!

7.8) Zeichnen Sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die zur Funktion z — 2y =0-
gehirende Gerade!

b) Wiihlen Sie aul beiden Achsen doppelt so grnBe MaBeinheiten und zeichnen Sie die
Gerade erneut! Was stellen Sie fest?

¢) Verfahren Sie genauso mit der Geraden 2 — 2y + 3 = 0! Was stellen Sie diesmal fest?

IIL. Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten
11. Bestimmungsgleichungen 1. Grades mit 1 Unbekannten (Erweiterung)

Enthalten Bestimmungsgleichungen mehrere Briiche, so multipliziert man alle
Glieder mit dem aus allen vorkommenden Nennern nglldeth Hauptnenner,

23 —z 5 1
1. Beispiel: 4+17T+z_rx

M—f—ﬂz ——121 [L
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Jetzt werden dic einzelnen Glieder gekiirzt und zusammengefalit:

84 + 122 =92 — b+ 150 — 3
z=D5

Probe: Linke Seite: —:.Z‘ +1 =%

v 23 1
Rechte Seite: 3% -|-T T T _|_,___2F

5 !
Vergleich: iR

)
-
19

—5 22—7 _192-3

2. Beispiel: =3 953 bz —6
Hauptnennerbestimmung: 32 —3 = 3 (z —1)
2242 = (z+1)
GJ-Z—G:). 3-(z+1)(xz—1)
HN: 2.3-(x+1)(x—1)

Beim Multiplizieren werden diesmal sofort die einzelnen Glieder gekirzt. Dann er-
gibt sich:
2(z+1)Bz —5) —3(x —1)22 —=7) =192 —3

22 — 10z + 62 — 10 — 6a% + 212 4 62 — 21 =192 — 3

by =28
z="1
Probe: Linke Seite: %—%:%..%:%
Rechte Seite: é—glj—:i =%g— =71%
Vergleich: 16;1 =%
Aufgaben
1.a)%+%=%+% nr +__13x3:2&_%+ 0
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g_a)*j_= 2 b) 1_._.2 =-—"_

x—1 x—+ 1
1 1 2

e W P e
5 z—1 x—4
j”ﬂx—3=:r—5
z2+1_ z—5
‘(j‘:c—'lg:r—3
_ 2241 x—11 Sa—17 x4+ 3
4“\"}1*31—15__;7@-—10 R 4.v+4+3x+§_1
; 426 —17) | 9 Ta—49
Ll e T
9 5 28
B s—5 w01 =7z ="
2 9 4
Y e st ="
1 1 1 1
L .’L'+/:+8—I=7—.T+Tf-7
1 1 1 1
9 P e e o
€ -n
b+
ax — 2b
ax + 2a
Sax —4b 4
56 5

12. Gleichungssysteme mit 2 Unbekannten ; Einfiihrung und grafische Losung

1. Beispiel: Zum Abernten eines groBeren Getreidefeldes werden ein Mihdrescher
und cin Mihbinder eingesetzt. Am ersten Tag arbeiten beide gemeinsam 5 Std. und
crnten 8 ha ab. Am zweiten Tag kann der Miihdrescher nur 3 Std. eingesetzt werden,
der Binder arbeitet dafiir 6 Std. Dadurch schaffen sie 6 ha. Wie groB ist die stiindliche
Leistung jeder Maschine?

Wir wollen die Stundenleistungen der Maschinen mit Hilfe von Bestimmungs-
gleichungen ermitteln. Dabei kommen aber diesmal 2 Unbekannte vor, Ihre Zahlen-
werte wollen wir mit z und mit y bezeichnen, also:

Die stiindliche Leistung des Mihdreschers sei gi, die des Binders y —?'i . Am

td. Std.
ersten Tag schafft der

Mahdrescher 5 Std. lang je « ha, also 5 ha,

der Binder 5 Std. lang je y ha, also 5y ha.

Zusammen sind das (52 + 5y) ha, oder nach den Angaben der Aufgabe gerade 8 ha.
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Daraus erhalten wir in Zahlenwerten die Gleichung
(I) 52+ 5y =8 oder y = —z + 1,6.

Diese Gleichung hat die Form des analytischen Ausdrucks ciner Funktion 1. Grades,
wenn wir @ und y als Verdnderliche annehmen. Dann ecrhalten wir folgende Werte-
tafel:

x | 02 04 06 08 10 12 14

y | 14 1,2 1,0 08 06 04 02

Wirerkennen: Das Ernteergebnisvon 8ha y
am 1. Tag kann bei 5stiindiger Arbeitszeit |
beider Maschinen auf ganz verschiedene
Weise zustande gekommen sein, d. h. die N
Leistungen der beiden Maschinen lassen
sich daraus nicht eindeutig bestimmen. Wir
erkennen nur, daf die Lr-islung jeder Ma- S

schine kleiner als 1,6 —\IT sein mufl. In

Abbildung 18 zeigt die Gerade g die mog-
lichen einander zugeordneten Werte von x
und y. Der wegen der Beschrinkung auf
2 < 1,6 und y < 1,6 in Frage kommende ,
Teil der Geraden ist ausgezogen, der andere 1 ST
gestrichelt gekennzeichnet. X
Das Ergebnis des zweiten Arbeitstages
wird entsprechend durch den analytischen
Ausdruck einer anderen Funktion wiedergegeben:

S 112;04)

(Il) 3a+ 6y =6 oder y=—05z2+1.
Die zugehirige Wertetafel ist hier

@| 02 04 06 08 1 12 14 1,6 18

y| 09 08 07 06 05 04 03 02 01

Die Werte von z und y sind hierdurch offenbar beschrinkt aul @ < 2; y < 1; eine
eindeutige Angabe der Leistungen der beiden Maschinen ist aber auch durch diese
zweite Feststellung allein nicht méglich. In Abbildung 18 ist als grafische Dar-
stellung die Gerade g, eingezeichnet.

Fiir diese Rechnung muB eine gleichbleibende Arbeitsleistung (Durchschnithlpistunﬂ)
angenommen werden. Die Werte von z bzw. y miissen demzufolge in beiden Gleichungen
dieselben sein. Sie stellen die Durchschnittsleistungen der beiden Maschinen dar. Wir
miissen daher diejenigen Werte von z und y suchen, die beiden Gleichungen (I) und (II)
zugleich geniigen. In der grafischen Darstellung (Ahb 18) sind das die Koordinaten des
Punktes, der zugleich auf beiden Geraden liegt, d.h. des Schnittpunktes S (1,2; 0,4).
In den zwelWertetafeln ist es dasjenige Wertepaar, das in beiden zugleich vorkommt-
2=12; y=04 Das sind offenbar die gesuchten Stundenleistungen der beiden
Maschinen.
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Das bestitigt auch die Probe am Text:

1. Tag 2. Tag
Leistung  Arbeits- Bearbeitete | Leistung — Arbeits-  Bearbeitete
in ha zeit in Fliche - ha zeit in Fliche
Std. Std. in ha Std. Std. in ha
Mihdrescher . . 1,2 5 6,0 1,2 3 3,6
Mihbinder. . . 0,4 5 2,0 0,4 6 2,4
Zusammen . . . 8,0 b’.’(b
Ergebnis: Der Mihdrescher hat eine Leistung von 1,2 ShT?i’ der Mihbinder von
ha :
Y Al
04 s

2. Beispiel: (abgekiirzte Form):

In Leonhard Eulers berithmtem Buch ,,Vollstindige Anleitung zur Algebra“? findet
sich folgende Aufgabe:

Ein Maulesel und ein Esel tragen jeder etliche Pud. Der Esel beschwert sich iiber
seine Last und sagt zum Maulesel: Wenn du mir ein Pud von deiner Last giibest, so
hitte ich zweimal soviel wie du. Darauf antwortet der Maulesel: Wenn du mir ein Pud
von deiner Last giibest, so hitte ich dreimal so-

viel wie du. y
‘Wieviel Pud hat jeder getragen? 41 ()
Der Maulesel mége y Pud, der Esel  Pud tragen. (1)
Der Esel stellt fest: 3+
(I) 24+1=2(y —1) oder 2 —2y 4+ 3=0 S(24;24)
Der Maulesel sagt: 2
(II) y+1=3(z—1) oder 3z —y —4=0 _
Die Abbildung 19 zeigt die grafische Dar- 1T
stellung der beiden Funktionen mit der erfor-
derlichen Beschrinkung auf 2 >0 und y > 0. X ) X
Der gemeinsame Punkt S hat die Koordinaten %// 1] 3
T s 18 j
z=2€,y—2§. // Abb. 19
Probe:
e . 1 1 . 3 3 1
(I) Linke Seite: 2 41 =3+ Rechte Seite: 2 (2 3 1) —2.43_31
5 5 5 5 B

i 1 1
Vergl 3 — =3
ergleich 3 =3 5
! Leonhard Euler, geboren in Basel 1707, gestorben in Petersburg 1782, einer der gréBten
Mathematiker aller Zeiten, erblindete 1766 und diktierte als erste Verbflentlichung nach
dieser Erkrankung dieses hervorragende Lehrbuch seinem Diener in die Feder,
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(1) Linke Seite: 25 +1 =33 Rechte Seite: 3 (2 13- 1) —3.14-=3%
Vergleich: 3 % =3 %

Ergebnis: Der Esel trug 2 % Pud, der Maulesel 2 % Pud.

Zusammenfassung:

1. Enthiilt eine Anwendungsaufgabe zwei Unbekannte, so sind zur Losung zwei
Gleichungen erforderlich.

2. Jede fiir sich kann als analytischer Ausdruck einer Funktion aufgefaBt und grafisch
dargestellt werden. Sie bestimmt die Werte & und y demzufolge nicht eindentig;
x und y sind in diesem Falle Veriinderliche.

3. Die heiden Gleichungen zusammen bestimmen aber eindeutig ein Wertepaar @
und y; niimlich dasjenige, das beiden Gleichungen zugleich geniigt, sofern es
genau ein solehes Wertepaar gibt. Die beiden Gleichungen zusammen sind also
Bestimmungsgleichungen, @ und y die Unbekannten. Man spricht von einem
System von zwei Bestimmungsgleichungen mit zwei Unbekannten.

4. Stellt man die heiden Gleichungen eines solchen Systems grafisch als Geraden dar,
so stellen die Koordinaten ihres Schnittpunktes die Losung des Gleichungssystems
dar (grafische Losung des Gleichungssystems). Die grafische Losung ist wegen der
Zeichenungenauigkeit nur eine Niherungslisung und muB daher stets iiberpriift
werden.

Aufgaben

Die folgenden Gleichungssysteme sind grafisch zu lésen. Die Richtigkeit der Losungen ist
durch die Probe zu bestitigen.

l.a) y=—2a+1 b) y=tba—2 ) y=—2z—2
y=—2z—1 y=2z+4 y:—%:c+1

) 22— y=1 e) z—2y=—=%4 f) 50+ 3y=21
x4+ 4y=2=6 3z~ y=38 Ta —8y =25

g) 5a+3y=21 h) 4z+ 6y=5 i) 2a=38y—2
3z +5y=19 6+ 4y =5 =5y —12

2) Wenn die gegebenen Gleichungen Klammern oder Briiche enthalten, so daB es schwierig
ist, die grafische Darstellung durchzufiihren, bringt man sie erst auf die Form y = ma + n.
Verfahren Sie bei den folgenden Aufgaben in dieser Weise!

a) 3e+4=2(8y+5 b 5(a—2—3(y—1=0 ¢) 52— Ty—1=0

ba+3=30By+2) 2(@—2)—T7(y—1) =0 3:1:—4y+3_1
bx —5y+ 2
u3.t+2=5y+4 e 22 —3y):(Bz—4y)=3:5 D) (z +2):(y—1) =3:1
5 6 (x—2):(y+2) =1:38 (Bz+4): (y+1) =4:1

S5y —2z 5z — 2y
- 11
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13. Unabhiingigkeit und Widerspruchsfreiheit

Ein Gleichungssystem kann offenbar nur dann eine eindeutige Losung besitzen, wenn
sich in der grafischen Darstellung die beiden Geraden schneiden. Esist aber auch mog-
lich, daB sie zueinander parallel liegen oder zusammenfallen. Dann kénnen wir keine
Lésung des Gleichungssystems ermitteln. Wir fragen
uns, wie das System in diesen Fallen aussicht, '4

1) Parallele Geraden g, und g, (Abb. 20).
Die analytischen Ausdriicke y = m; 2 + ny und
Y = myx + ny, die g bzw. g, entsprechen, miissen :
dann denselben Richtungsfaktor (my = my) haben,
ny und nymiissen dagegen verschieden sein, In Abbil-

& 1
dung 20ist my = m, — 5 im=—1undn,= -2 oo
Die analytischen Ausdriicke heifien also

fir g : y=%z—1; fir g, :

Das entsprechende Gleichungssystem
I z—2y=2

() o — 2y =4

kann demnach keine Losung besitzen. Das ist auch folgendermaBen leicht einzusehen:
Es gibt keine Zahlenwerte @ und 2y, deren Differenz 2 — 2y einmal 2 (nach I) und
cinmal 4 (nach II) ist. Denn entweder ist nur das eine oder nur das andere maglich.
Man sagt, daB zwei solche Gleichungen einander widersprechen. Es kann vorkommen,
dal wir bei komplizierten Gleichungsformen den Widerspruch nicht sofort erkennen
kénnen.

Beispiel: Ha:(y+1)=3:1
() 5-(z — y) + 2y — 1) = 4a

Formen wir aber jede Gleichung so um, daB nur ein Glied mit @, eins mit y und cin
Glied ohne jede Unbekannte vorkommt, so wird der Widerspruch offensichtlich, Fs

ergibt sich namlich (I) z—3y=3
(1) 2 —3y =2,

Im 1. Beispicl aus Kapitel 12 hitte sich ein solcher Fall ergeben, wenn am zweiten
Tage beide Maschinen nur 3 Std. gearbeitet hiitten und dabef cin Ernteergebnis von
6 ha festgestellt worden wiire:

(I) 52 + 5y = 8 oder z+y=16
(1) 3z + 3y =6 oder zty=2

Dann wiire es unmaglich gewesen, feste Stundenleistungen der beiden Maschinen zua
ermitteln,
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2) Aufeinanderfallende Geraden gyund g, (Abb. 21). y
In diesem Fall muB m; = myund auBerdem noch n, =n, y
sein. In Abbildung 21 ist my =my = —2;n =ny =
Die analytischen Ausdriicke heiBien also

firgy: y=-2x+38

fir gop: y=—-22+8

Das Gleichungssystem

() 2z 4+ y=
(I 22+ y = E
kann keine eindeutige Losung haben, weil beide Glei- +

chungen gleich sind, also nur eine einzige Bedingung
fiir z und y vorliegt. Das reicht nicht aus, um z und y
eindeutig zu bestimmen, sondern alle (beliebig viele)
We rupaarp der entsprechenden Wertetafel kénnen als
,,Losungen angesprochen werden. (Geometrisch: Die beiden aufc-mander]leﬂend(n
Geraden haben simtliche GPrad(npunl\tv gemeinsam.) Zwei solche Gleichungen
nennt man ,,nicht unabhiingig voneinander* oder ,,voneinander abhingig. Auch hier
kann die Form der Gleichungen mitunter Unabhéngigkeit vortéuschen.

Abb. 21

Beispiel: () 2z2+y=6
(1) 3Qz+y+3)—2Q2z+y+4) =7

Erst nach dem Ausmultiplizieren, Ordnen und Zusammenfassen in Gleichung (IT) er-
kennt man, daB (11) dieselbe Gleichung wie (I) ist.

Im 1. Beispiel aus Kapitel 12 hiitte sich dieser Fall ergeben, wenn beide Maschinen
am zweiten Tag gleichlange, z. B. 3 Std., gearbeitet hiitten und dabei insgesamt 4,8 ha
abgeerntet worden wiren:

(1) o+ y=16
(II) 32 + 3y = 4,8 oder 2+ y =1,6.

Das Ergebnis des zweiten Tages wire zwar moglich gewesen, die Stundenleistungen

der beiden Maschinen hiitten aber damit nicht eindeutig bestimmt werden kiénnen.

Zusammenfassung:

-

. Die heiden Gleichungen eines Gleich ystems mii , wenn dieses eindeutig
lishar sein soll, unabhingig voneinander sein und diirfen einander nicht
widersprechen.

o

. Liegt Abhiingigkeit vor, so fallen die beiden Geraden in der grafischen Darstellung
aufeinander. Alle ihre Punkte sind gemeinsame Punkte. Die Koordinaten aller
Punkte sind Losungen des Systems.

w

. Liegt ein Widersprueh vor, so verlaufen die beiden Geraden in der grafischen
Darstellung zueinander parallel. Sie haben keinen gemeinsamen Punkt, das
Gleichungssystem hat demnach keine Losung. )























































































































































































































































































































































































































































































