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A. Die trigonometrischen Funktionen

L. Die trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel

1. Die Tangensfunktion und die Sinusfunktion

a) Einfiihrung der Tangensfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Versuche, die nachstehende Aufgabe mit den bisher behandelten mathematischen
Hilfsmitteln zu losen!

Ein Turm wirft auf eine waagerechte Ebene einen Schatten von der Linge I,
withrend die Sonne unter dem Winkel « gegen die Horizontallinie gesehen wird.
Die Turmhéhe % ist aus der Schattenlinge 7 und dem Winkel « zu bestimmen.
Die Bearbeitung technischer Probleme fithrt hiufig zu Aufgaben, in denen Zu-
sammenhiinge zwischen Streckenlingen und WinkelgroBen auftreten. Ihre
Losung ist mit Hilfe der bisher behandelten geometrischen Konstruktionen oder
durch Berechnungsverfahren moglich, deren mathematische

Grundlagen in der Trigonometrie!) entwickelt werden. 8,
Die Dreiecke ABC, A,B,C und A,B,C sind bei C' recht-
winklig und einander éhnlich (Abb. 1). B,

Entsprechende Winkel dieser Dreiecke sind gleich. Ins- g
besondere ist

% CAB= % CA,B, = % C4,B,= a.

Ferner sind die Verhéltnisse entsprechender Seiten gleich.
Das gilt z. B. fiir das Verhiltnis der dem Winkel . gegen-
iiberliegenden Kathete, der Gegenkathete, zu der ihm an-
liegenden Kathete, der Ankathete: [ AN
C b A4 4
BC _B,C__ B,C

a
—_——=—— = =—, Abb. 1
ACT A0 4,0 B

Diese Betrachtungen gelten fiir alle #hnlichen rechtwinkligen Dreiecke.
Ergebnis: Im rechtwinkligen Dreieck bestimmt ein Winkel eindeutig das Ver-
héltnis der Gegenkathete zur Ankathete.

Umgekehrt ist im rechtwinkligen Dreieck ein Winkel durch das Verhiltnis der
Gegenkathete zur Ankathete eindeutig bestimmt.

1) Trig o had Dreiacksl h
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Die bei C rechtwinkligen Dreiecke 4B,C, AB,C, —8;
AByC stimmen in der Kathete b iiberein (Abb. 2).
Der Winkel mit dem Scheitel 4 nimmt zu, wenn
man vom Dreieck 4 B,C zum Dreieck AB,C und von
diesem zum Dreieck 4 ByC iibergeht. Es gilt dann

die Ungleichung 8,
o < o < Ofge
9

Mit dem Winkel wiichst die zugehdrige Gegenkathete,
wenn sich die Ankathete nicht éndert. Da die An- a, ref
kathete b des Winkels o, (= 1; 2; 3) konstant

bleibt, wiichst mit dem Winkel auch das Verhiltnis
der Gegenkathete zur Ankathete; es ist ~

Y %3fex, >

C b 4
a a,

,bl < aTi & ,b’ - Abb. 2

Allgemein gilt: Wenn im rechtwinkligen Dreieck ein Winkel wiichst, so wichst
auch der Quotient aus Gegenkathete und Ankathete.

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Verhiltnis der Gegenkathete eines Winkels zur
Ankathete eine Funktion dieses Winkels. Umgekehrt hiingt der Winkel von
dem Verhiltnis der Gegenkathete zur Ankathete ab. Diese Abhiingigkeit 18t sich
durch keine der bisher bekannten Funktionen ausdriicken. Man fiihrt fiir sie
einen neuen Begriff und ein neues Symbol ein.

Erklirung 1: Im rechtwinkligen Dreieck nennt man den Quotienten aus der
Gegenkathete und der Ankathete eines Winkels den Tangens?) dieses Winkels,

Der Tangens wird durch das Symbol tg bezeichnet. Man schreibt
tga=4

und spricht fiir tge: Tangens von Alpha oder auch Tangens Alpha.

Die Funktion, welche die Abhiingigkeit des Quotienten ,,Gegenkathete durch
Ankathete vom Winkel ausdriickt, nennt man nach Erklirung 1 die Tangens-
funktion. Das Symbol tg wird dabei als Funktionszeichen benutzt.
Bezeichnet man den Winkel als unabhiingige Veriinderliche mit 2 und den Wert
des veriinderlichen Quotienten mit y, so erhiilt man die Funktion

y=J@)=tga.
Die Werte der Tangensfunktion lassen sich nur fiir wenige Winkel mit den Mitteln
berechnen, die wir bisher kennengelernt haben; fiir die meisten Winkel bendtigt
man dazu die Hilfsmittel der héheren Mathematik.
In der Ausgangsaufgabe ist %: tg o; durch Auflssung nach A erhilt man
h=1-tga.
Um die GroBe % zu berechnen, die sich fiir bestimmte Werte von [ und «

ergibt, wird eine Tabelle bendtigt, in der den Winkeln « die Funktionswerte tga
zugeordnet sind.

1) tangere (lat.) heiBt beriihren.
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b) Einfiihrung der Sinusfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Erklirung 2: Im rechtwinkligen Dreieck nennt man den Quotienten aus der
Gegenkathete eines Winkels und der Hypotenuse den Sinus?') dieses Winkels

(Abb. 3).
Der Sinus wird durch das Zeichen sin wiedergegeben. 5
Man schreibt
sing = =
c
und spricht fiir sin «: Sinus von Alpha oder auch Sinus c
Alpha. a

Das Seitenverhiiltnis,, Gegenkathete zu Hypotenuse‘ wiichst,

wenn der Winkel wiichst. Die Funktion, welche diese Ab-

hingigkeit ausdriickt, liBt sich ebenso wie die Tangens- D A
funktion nicht algebraisch darstellen. Man nennt sie nach
der Erklirung 2 die Sinusfunktion. Als Funktionszeichen
benutzt man das Symbol sin.

Bezeichnet man den Winkel als unabhingige Veriinderliche mit « und den Wert
des Quotienten ,,Gegenkathete durch Hypotenuse* als abhiingige Verinderliche
mit y, so erhéilt man die Funktion

y=f(r)=sinz.
Die Werte der Sinusfunktion lassen sich, abgesehen von speziellen Fiillen, eben-
sowenig wie die der Tangensfunktion in einfacher Weise berechnen.
Die Funktionswerte y= f(z)=tga und y=f(z)=sinz sind, entsprechend der
Erklirung der Funktionen am rechtwinkligen Dreieck, unbenannte Zahlen.

Abb. 3

¢) Die Sinusfunktion am Einheitskreis

Es sei ein rechtwinkliges uv-Koordinatensystem gegeben
(Abb. 4).

Ein Winkel 2 entsteht dadurch, dal man einen Strahl
um seinen Anfangspunkt O (0;0) von der positiven u-Achse
als Ausgangslage aus dreht. Als positiven Drehsinn
legt man fest, daB die positive u-Achse durch Drehung
um 90° in die positive v-Achse iibergefiithrt wird. Um O sei
der Kreis mit dem Radius r gezeichnet. Der bewegliche
Schenkel des Winkels « schneide den Kreis in P (u; v). Abb. 4

Man fillt das Lot von P auf die u-Achse; der FuBpunkt

sei Q. Das Dreieck OQP ist rechtwinklig. Nach der Erklirung 2 ist in diesem
Dreieck PQ

sinr= =
T oP T ¢

P

Q

Dabei ist der Radius 7 in derselben Einheit zu messen wie die Ordinate v.

1) sinus (lat.) heiBt Bogen, Rundung.
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Ergebnis: Das Verhiiltnis der Ordinate eines auf
der Peripherie beweglichen Punktes P zum Radius des
Kreises ist gleich dem Sinus des Winkels .

Wird um O der Kreis mit dem Radius 1 gezeichnet (Abb. 5),
den man den Einheitskreis nennt, so geht die letzte
Gleichung iiber in

sinz=—=1v
=4=v.

Ergebnis: Die Ordinate v eines auf dem Einheitskreis
beweglichen Punktes P stellt den Sinus des Winkels « Abb.5
geometrisch dar.
Wichtig ist, daB das wv-Koordinatensystem hier wie im folgenden aus zwei
Zahlengeraden mit gleicher Teilung besteht. Die Ordinate veranschaulicht also
eine Zahl in éhnlicher Weise wie bei den geometrischen Darstellungen der friiher
behandelten Funktionen. Die vorstehende Betrachtung hat zunichst nur fiir
spitze Winkel 2 Giiltigkeit, da sich fiir andere Winkel & kein rechtwinkliges Drei-
eck mehr ergibt.
Aus der Abb. 5 konnen wir ablesen, wie der Funktionswert y= sin « sich #ndert,
wenn der Winkel « sich dndert. Verfolge, ausgehend von dem in der Abblldung
dargestellten Winkel , die Anderung des Sinus,

1. wenn der Winkel  abnimmt und schlieBlich den Wert 0° erreicht,

2. wenn der Winkel z zunimmt und schlieBlich den Wert 90° erreicht!
Fiir die Winkel 0° und 90° versagt die Erklirung 2. Die Sinusfunktion ist an
diesen beiden Stellen nicht erklirt. Wir wollen sie aber auch hier sinnvoll defi-
nieren.
Aus der Abb. 5 erkennen wir, da3

die Ordinate des Punktes P gleich 0 wird, wenn der Winkel z gleich 0° wird,

die Ordinate des Punktes P gleich 1 wird, wenn der Winkel = gleich 90° wird.
Daher miissen wir notwendigerweise festsetzen:

sin 0°=0,
sin 90° = 1.

d) Die Tangensfunktion am Einheitskreis

Wir legen im Punkt 4 (1; 0) die Tangente an den Einheits-
kreis des uv-Koordinatensystems (Abb. 6). Der den Win-
kel z erzeugende Strahl schneidet die Tangente in R. Im
rechtwinkligen Dreieck OAR ist dann

Ergebnis: Der Abschnitt AR auf der Tangente im
Punkt A des Einheitskreises stellt den Tangens des
Winkels x geometrisch dar.

Diese geometrische Deutunglit die Bezeichnung Tangens
fiir das Seitenverhiltnis ,,Gegenkathete zu Ankathete
im rechtwinkligen Dreieck verstindlich werden. Abb. &
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Aus der Abb.6 entnehmen wir, wie die Tangensfunktion sich éndert, wenn der
Winkel von 0° bis 90° wiichst. Fiir die Winkel 0° und 90° selbst gilt die Erklirung 1
nicht. Wenn der Winkel @ sich dem Wert 0° niihert, schrumpft der Tangenten-
abschnitt 4 R auf den Wert 0 zusammen. Wir setzen daher fest:

tg0°=0.
Wenn der Winkel « sich dem Wert 90° nihert, wichst der Abschnitt 4 R und da-
mit die Funktion y— tg « iiber alle Grenzen. Thr Verhalten ist vergleichbar dem

der Funktion y= —, wenn 2 in dieser sich dem Wert O nihert. Fiir x = 90° ist

die Tangensfunktion nicht erklirt, das Zeichen tg verliert fiir diesen Wert
seinen Sinn.

Aufgaben
I. Die Tangensfunktion

1. Zeichne zwei rechtwinklige Dreiecke 4,8,C; und A4,B,C, mit den Winkeln o, = oty = 55° und
mit den Katheten b, = 4 cm bzw. by= 6 cm! MiB in beiden Fillen die Gegenkathete a; bzw. ay
des Winkels « und bestimme die Quotienten % und (Zg! ‘Warum sind beide gleich?

. 1 2

2. Mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre ist zu & isen, daB in rechtwinkligen Dreiecken, die in einem
Winkel, etwa o, iibereinstimmen, der Quotient aus Gegenkathete und Ankathete dieses Winkels o
unabhiingig von der Liinge der Katheten ist.

8. Zeichne rechtwinklige Dreiecke mit den Winkeln o= 10°; 20°; 30°; - - +; 80°! MiB in jedem die
Katheten a und b in der gleichen MaBeinheit und bilde jedesmal das Verhiiltnis y = a: b! Trage
die gefundenen Werte in eine Wertetafel ein! Kommt es auf die GroBe der Dreiecke an? Uber-
lege, wie man einerseits moglichst wenig Linien benotigt und andererseits die Verhiltnisse a: b
leicht vergleichen kann!

4, Der Anstieg einer geradlinigen Bahnlinie betriigt 1 : 40. Bestimme den Steigungswinkel aus dem
Steigungsdreieck! Wie kann man das Verhiltnis der Erhebung zur waagerechten Strecke in
bezug auf den Steigungswinkel ausdriicken? An Bahnstrecken stehen Pfihle mit wegweiser-
dhnlichen Armen. Auf diesen sind die Steigung und die Entfernung, fiir die sie gilt, angegeben
(vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, Seite 145, Aufgabe 37, Abb. 106).

b, Welchen Wert hat tgo (tgf) eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten
a)a=3und b=4;b) a=1 und b=1; ¢) a und b?

6. Zeichne die Winkel, fiir die der Tangens die folgenden Werte annimmt:
a) 3; b) 3; €) 2; d) 2,5; €) V3! MiB die Winkel!

II. Die Sinusfunktion

7. Zeichne mehrere rechtwinklige Dreiecke, die in einem spitzen Winkel iibereinstimmen! Be-
stimme in ihnen ds,s Verhﬁltms der Gegenkathete dieses Winkels zur Hypotenuse und vergleiche
die einzel E; i der! Wie éndert sich das Verhiltnis, wenn sich der Winkel
dndert?

8. Welchen Wert hat sin « (sin ) in einem rechtwinkligen Dreieck
a) mit der Hypotenuse 13 und den Katheten a = 5 und b = 12,

b) mit der Hypotenuse 2 und den Katheten a = 1 und b = V3,
¢) mit der Hypotenuse ¢ und den Katheten @ und b?

9. Zeichne die Winkel, fiir die der Sinus die folgenden Werte annimmt: a) }; b) %; ¢) 0,1;
d) 0,3; e) 0,5; ) 0,9! MiB die Winkel! Warum ist 1,1 als Sinuswert nicht méglich?
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III. Die Sinusfunktion und die Tangensfunktion am Einheitskreis

10. Zeichne rechtwinklige Dreiecke mit den Winkeln f= 10°; 20°; 30°; - - -; 80° und miB das Verhiiltnis
Gegenkathete
Y= Hypotenuse
Wertetafel ein!

Anleitung: Zweckmifig gibt man allen Drei gleiche Hyp und legt sie so auf-
einander, daB der Punkt B allen Dreiecken gemeinsam ist und daB die Ankatheten der
Winkel 8 auf dem gleichen von B ausgehenden Strahl liegen. Auf welcher Kurve befinden
sich die Dreieckspunkte A ? Wahlt man die Hypotenuse gleich 1 dm, so kann man y auf zwei
Dezimalstellen genau bestimmen und die dritte Dezimalstelle schitzen (Millimeterpapier!).

! Trage die Ergebnisse einschlieBlich der Werte fiir 0° und 90° in eine

11. Fiihre die Betrachtung der Sinusfunktion, die am Einheitskreis erfolgt ist, allgemein an einem
Kreis mit dem Radius 7 durch! Aus dem Ergebnis ist der Spezialfall des Einheitskreises zu
gewinnen.

12. In einem Kreis mit dem Radius 7 ist eine Sehne von der Léiinge  mit dem zugehérigen Zentri-
winkel o gezeichnet. Das Lot vom Kreismittelpunkt auf die Sehne halbiert Zentriwinkel und
Sehne.

a) Stelle die Funktion auf, welche die Beziehung zwischen halbem Zentriwinkel, halber Sehne
und Kreisradius ausdriickt!

b) Wie groB ist in einem Kreis vom Durchmesser 7 cm die Sehne zum Zentriwinkel 20°; 80°;
140°? — Benutze zur Bestimmung die Tafel aus Aufgabe 10!

2. Die Kosinusfunktion und die Kotangensfunktion

a) Einfiihrung der Kosinusfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Im rechtwinkligen Dreieck A BC stellt das Seitenverhiltnis b: ¢ den Sinus des
Winkels # dar. Man kann jedoch das Seitenverhiiltnis b: ¢ auch in Beziehung
zum Winkel o setzen. Fiir den Winkel o bedeutet b : ¢ das Verhiiltnis ,,Ankathete
zu Hypotenuse® (Abb. 7).

Erklirung 3: Im rechtwinkligen Dreieck nennt man den Quotienten aus
der Ankathete eines Winkels und der Hypotenuse den Kosinus dieses Winkels.

Der Kosinus wird durch das Symbol cos bezeichnet. Es ist

cos o = L3 3 ¢
c
Die im rechtwinkligen Dreieck durch das Ver-
hiltnis ,,Ankathete zu Hypotenuse™ erklirte °
Funktion y=f(z) eines Winkels @ heifit
Kosinusfunktion. o« #
Man schreibt 4 3 [
y=f(x)=cosz. Abb. 7

b) Einfiihrung der Kotangensfunktion im rechtwinkligen Dreieck

Als viertes Seitenverhiiltnis im rechtwinkligen Dreieck betrachten wir das Ver-
hiltnis der Ankathete eines Winkels zur Gegenkathete dieses Winkels.
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Erklirung 4: Im rechtwinkligen Dreieck nennt man den Quotienten aus der
Ankathete und der Gegenkathete eines Winkels den Kotangens dieses
Winkels (Abb. 8).

Der Kotangens wird durch das Zeichen ctg abgekiirzt.

Fiir den Winkel o ist ¢

b
ctga:;—.

Die im rechtwinkligen Dreieck durch das Ver-
hiiltnis ,,Ankathete zu Gegenkathete* erklirte
Funktion y eines Winkels # heiBt Kotangens- a
funktion; man schreibt A 8

y=f(x)=ctg x. Abb. 8

¢) Die Kosinusfunktion am Einheitskreis
Im rechtwinkligen Dreieck OQ P (Abb. 9) ist nach der Er-

i v
klirung 3 00 u
cosT=p = =1u
Ergebnis: Die Abszisse u eines auf dem Einheitskreis
beweglichen Punktes P stellt den Kosinus des Winkels z P
geometrisch dar.
Verfolge, ausgehend vom Winkel  in Abb. 9, die Anderung
des Funktionswertes cos z, 0 cosx Qv
1. wenn der Winkel bis zu 0° abnimmt, Abb. 9

2. wenn der Winkel bis zu 90° zunimmt!

Fiir die Winkel 0° und 90° ist die Funktion y= f ()= cos « nicht erklirt. Da
die Abszisse des Punktes P fiir diese Winkel 1 bzw. 0 ist, setzen wir fest

cos 0°=1,
cos 90° = 0.

Zusammenfassung: Die Funktionen cos # und sin z, die im rechtwinkligen
Dreieck erklirt sind, erscheinen im I. Quadranten des Einheitskreises als Ko-
ordinaten des Schnittpunktes zwischen dem beweglichen Schenlkel des Winkels z

und dem Kreis (Abb. 5 und 9).
v

B ctygx T
d) Die Kotangensfunktion am Einheitskreis =
Im Punkt B (0; 1) legen wir die Tangente an den Einheits-
kreis des uv-Koordinatensystems (Abb. 10). Der beweg- !
liche Schenkel des Winkels 2 schneidet die Tangente
in 7. Das Dreieck OTB ist rechtwinklig, und es ist
<% OTB= z. Aus welchem Satz folgt dies? Nach der Er-
klirung 4 ist

Q|
<

BT BT
ctg =55 == BT. Abb. 10
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Ergebnis: Der Abschnitt B7 auf der Tangente im Punkte B des Einheits-
kreises stellt den Kotangens des Winkels « geometrisch dar.

Aus Abb. 10 lesen wir die Anderung der Kotangensfunktion ab, wenn der Winkel
sich éindert. Fiir die Werte = 0° und @= 90° ist die Funktion ctg « nicht erklirt.
Fiir 2=90° wird der Tangentenabschnitt BT gleich Null. Wir setzen daher fest :

ctg 90°= 0.

Nihert sich der Winkel @ dem Wert 0°, so wiichst der Tangentenabschnitt BT
und damit die Funktion y= ctg x iiber alle Grenzen. Fiir z= 0° existiert die
Funktion y= ctg = nicht.

Aufgaben
I. Die Kosinusfunktion

1. Ermittle den Kosinus der folgenden Winkel durch Seitenmessung: a) 22,5°; b) 45°; ¢) 67,6°1

2. Konstruiere den Winkel o, fiir den cos o den Wert
) 0,2; b) 0,9; ¢) %; d) §; €) 12 hat!

8. Zeichne iiber dem Durchmesser eines Halbkreises Dreiecke, deren Spitzen auf der Peripherie
liegen! Wie éndert sich a) die Gegenkathete, b) die Ankathete eines der spitzen Winkel des
Dreiecks, wenn dieser, bei kleinen Winkeln angefangen, zunimmt? Ziehe daraus Schliisse, wie

sich der Sinus (Kosinus) mit dem Winkel &ndert!
Fiir welches rechtwinklige Dreieck ist sinoe= cosa?

4, Zeichne iiber dem Durchmesser eines Halbkreises zwei symmetrisch zueinander liegende
Dreiecke, deren Spitzen auf der Peripherie liegen! Stelle alle moglichen Funktionsbeziehungen
fiir den Sinus und den Kosinus der spitzen Winkel der beiden Dreiecke («, £, o/, £’) auf! Priife
die Z 11 g auf Vollstindigkeit!

II. Die Kotangensfunktion
5. MiB im rechtwinkligen Dreieck die Katheten und bestimme a) ctg 15°; b) ctg 75°!

6. Wie groB ist der Kotangens der folgenden Winkel: a) 20°; b) 40°; ¢) 60°; d) 80°?
Anleitung: Benutze die Ergebnisse der Aufgabe 3 auf Seite 9! — Welcher Zusammenhang
ergibt sich zwischen der Tangens- und der Kotangensfunktion?

7. Konstruiere den Winkel o, fiir den ctg o« den Wert a) 4; b) 2,5; ¢) V3; d) 0,8; €) 3 hatt

III. Die Kosinusfunktion und die Kotangensfunktion am Einheitskreis

8. Zeichne den I. Quadranten eines Einheitskreises (r= 1 Lingeneinheit, zweckmiBig 1 dm)!
Trage die Winkel 10°; 20°; - - +; 80° ein und entnimm aus der Zeichnung die Kosinuswerte der
Winkel! Kosinusfunktion und Sinusfunktion haben gleiche Funktionswerte; diese sind aber

d Winkeln zugeord ‘Welcher Z h ergibt sich daraus fiir die Funktionen
y=/f(x)=sinz und y= f(x)= cos z?

9. Zeichne die Werte der Kot: funktion am Einheitskreis fiir die Winkel 10°; 30°; 50°;
70° und miB ihre GroSe!

10. Stelle eine dreistellige Tafel der Tangens- und Kotangensfunktion zwischen 0° und 90° von 10°
zu 10° auf! Schiitze den Wert der dritten Dezimale!
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11, Anstatt die trigonometrischen Funktionen zuerst am rechtwinkligen Dreieck zu erkliren und
sie dann auf den Kreis zu iibertragen, kann man sie auch von vornherein am Kreis erkliren
(siche Abb.11) und dann auf beliebige rechtwinklige Dreiecke an-

wenden.

a) Stelle die vier Erklirungen zusammen!

b) Beweise, daB der Abschnitt 4R auf der Tangente an den Einheits-
Lreis (Abb. 6) tg z darstellt!

¢) Fiihre den entsprechenden Beweis (Abb. 10) fiir den Kotangens! v

d) Beweise, daB die fiir rechtwinklige Dreiecke anfgestellten Bezich t L 3 =
zwischen Seiten und Winkeln gelten, wenn die am Kreise erklirten }

Winkelfunktionen verwendet werden! Abb. 11

3. Der Zusammenhang der trigonometrischen Funktionen

a) Z tellung der trig trischen Funktionen

Im rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten @ und b und der Hypotenuse ¢
stellen die Seitenverhiltnisse a:b, a:c, b:e, b:a

die trigonometrischen Funktionen tg «, sin o, cosa, ctga

des Winkels « dar.

Die vier im vorstehenden erklirten Seitenverhiltnisse nennt man trigono-
metrische Funktionen. Sie heiBen auch Winkelfunktionen oder goniometrische
Funktionenl). Wegen ihres Zusammenhanges mit dem Kreis werden sie auch
als Kreisfunktionen bezeichnet.

Die Bedeutung der trigonometrischen Funktionen fiir das rechtwinklige Dreieck
gibt die folgende Zusammenstellung an:

Gegenkathete SigiEs Ankathete = Rt
Hypotenuse > Hypotenuse ’
Gegenkathete __ Tangens; Ankathete — Kotangens,

Ankathete 2 Gegenkathete gens:

Aus der Zusammenstellung entnehmen wir, daB die Seitenverhiltnisse von
Tangens und Kotangens fiir denselben Winkel @ zueinander reziprok sind. Die
Tangens- und die Kotangensfunktion eines Winkels haben reziproke Werte.
Fiir die Werte der Sinus- und der Kosinusfunktion eines Winkels gilt eine der-
artige einfache Beziehung nicht.

b) Geometrische Darstellung der trigonometrischen Funktionen

Um die Sinusfunktion y= f(z)=sin  in einem wy-Achsenkreuz geometrisch
zu veranschaulichen, hat man im =zy-Koordinatensystem als Abszissen die
Winkel , (0° < 2 < 90°), und als Ordinaten die zugehérigen Funktionswerte y
einzuzeichnen. Es ist zweckmiBig, auf der Abszissenachse als Einheit die Linge
desjenigen Bogens zu wiihlen, den der Zentriwinkel 1° auf der Peripherie des
Einheitskreises ausschneidet. Man rollt dazu den vierten Teil des Einheitskreises
auf der positiven x-Achse vom Ursprung O aus ab und teilt die so gefundene
Strecke in 90 gleiche Teile.

1 G P el

w
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Um ein Bild der Funktion zu zeichnen, reicht es praktisch aus, wenn man den
rechten Winkel im Einheitskreis in sechs gleiche Teile teilt und die zu jedem
Winkel von 15° gehdrende Bogenlinge niiherungsweise durch die Sehne ersetzt.
In Abb. 12 ist auf diese Weise die Kurve der Funktion y=sin gezeichnet.
Wie findet man zeichnerisch fiir einen gegebenen Winkel den zugehorigen
Kurvenpunkt ?

Abb. 12 zeigt, daB die Sinusfunktionim Bereich 0° < 2 < 90° eine wachsende
Funktion ist.

Die geometrische Darstellung der Funktion y= f(z)=tg erhilt man in ihn-
licher Weise wie die der Sinusfunktion (Abb. 13). Auch die Tangensfunktion ist
im Bereich 0° =< 90° eine wachsende Funktion. Der Kurvenverlauf zeigt
anschaulich, daB die Funktion fiir 2= 90° nicht existiert.

Den Verlauf der Kosinusfunktion zeigt Abb. 14, den der Kotangensfunktion
Abb. 15. Die Kosinusfunktion ist im Bereich 0° < < 90° eine fallende
Funktion. Dasselbe gilt fiir die Kotangensfunktion im Bereich 0°< z < 90°,
Diese existiert jedoch nicht fiir z= 0°.
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¢) Grundformeln fiir die Zusammenhiinge der trigonometrischen Funktionen

Dividiert man in der Zusammenstellung des Abschnitts a) die erste Gleichung
durch die zweite bzw. die zweite durch die erste, so erhilt man die Beziehungen

Gegenkathete  Sinus bz Ankathete  Kosinus
Ankathete ~ Kosinus Ve Gegenkathete ~ Sinus °

Hieraus ergeben sich fiir denselben Winkel 2z die Grundformeln
sin &

ler=0n M
und _ cosx

T = e )
Sprich diese Beziehungen in Worten aus! — Fiir welchen Winkelwert gilt die

Formel (1), fiir welchen die Formel (2) zuniichst nicht ?
Durch Multiplikation der Gleichungen (1) und (2) findet man
tgax-ctgxe = 1. (3)
Lose die Gleichung nach tg # bzw. nach ctg 2 auf! — Sprich die sich ergebenden
Beziehungen in Worten aus!
Im Dreieck OQ P (Abb. 16) ist nach dem Satz des Pythagoras
(sin )? 4 (cos x)2 =

Man schreibt vereinfacht sin® & (sprich: Sinus Quadrat )
und cos? z (sprich: Kosinus Quadrat x) an Stelle von (sin x)?
und (cos x)® und erhilt so

sin®x + cos>x =1. 4)
Sprich den durch die Gleichung (4) vermittelten Zusammen-
hang zwischen der Sinus- und der Kosinusfunktion fiir den-
selben Winkel  in Worten aus! Lose die Gleichung nach
sin # bzw. nach cos @ auf! Abb. 16

Auf Grund der Gleichungen fiir die trigonometrischen Funktionen gelten im
rechtwinkligen Dreieck die folgenden Beziehungen:
a:c=sino = cosf, a:b= tga=octgfh,
b:c= cosa= sinf, b:a=ctga= tgpB.
Da f= 90° — o ist, ergibt sich aus diesen Gleichungen, wenn man fiir den be-
liebigen Winkel « die Verinderliche = setzt, das Formelsystem
sinx = cos (90°—x), tga = etg (90°—x), 5)
cosx = sin (90°—ux), ctgx =tg (90°—=x). >
Durch die Formeln in der zweiten Zeile werden die Namen Kosinus und
Kotangens verstiindlich: complementi sinus (abgekiirzt cosinus) bedeutet Sinus
des Komplementwinkels, complementi tangens (abgekiirzt cotangens) bedeutet
Tangens des Komplementwinkels. Die Kosinus- bzw. die Kotangensfunktion nennt
man die Kofunktionen zur Sinus- bzw. zur Tangensfunktion und umgekehrt.
Die Grundformeln (5) kénnen wir folgendermaflen zusammenfassen:
Die Funktion eines Winkels ist gleich der Kofunktion seines Komplementwinkels.
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Aufgaben
I. Berechnung spezieller Funktionswerte der trigonometrischen Funktionen

Aus dem Einheitskreis kann man die Funktionswerte der trigonometrischen Funktionen ent-
nehmen. Bei diesem zeichnerischen Verfahren sind der Genauigkeit jedoch Grenzen gesetzt. Im
folgenden sollen zu einigen bestimmten Winkeln die genauen Funktionswerte berechnet werden.
1. Berechne die Werte der vier tri ischen Funkti fiir die Winkel 30°; 45° und 60°!
Anleitung: Benutze das gleichseitige bzw. das gleichschenkli htwinklige Dreieck!
2. Stelle die in der Aufgabe 1 berechneten Funktionswerte nebst den Werten fiir 0° und 90° in
Tabellenform zusammen!

II. Geometrische D llung der trig ischen Funkti

8. Zeichne die Kurven der Sinus- und der Kosinusfunktion in ein und dasselbe zy-Achsenkreuz!
Spiegele die Kurven an der Parallelen zur y-Achse durch den Punkt z= 45°! Zeichne dazu ent-
weder a) nur das Funktionsbild einer der beiden Funktionen oder b) beide Funktionen lediglich
im Bereich von 0° bis 45° und vervollstindige die Zeichnungen durch Spiegelung!

4. Bestimme durch Interpolation an der Sinus- bzw. Kosinuskurve
a) sin 5°; b) sin 78%; ¢) cos 25°; d) cos 62°!

5. Entnimm aus der geometrischen Darstellung
a) der Funktion y= sin z den Winkel, dessen Sinus den Wert 0,35 (0,70),
b) der Funktion y= cos  den Winkel, dessen Kosinus den Wert 0,40 (0,125) hat!

6. Zeichne die Kurven der Tangens- und Kotangensfunktion in dasselbe zy-Achsenkreuz! Unter-

suche die Symmetrieei; haften der Funktionskurven! Welche Vereinfachungen ergeben
sich daraus fiir die Anlage einer gemeinsamen Tafel der Tangens- und Kotangensfunktion?

7. Beschreibe und vergleiche den Verlauf der Sinus- und der Tangensfunktion im Bereich von 0°
bis 90°! Untersuche, wieviel Punkte die beiden Funktionskurven gemeinsam haben!
8. Bestimme durch Interpolation an der Tangens- bzw. Kotangenskurve
a) tg 73°; b) tg 11°; ¢) ctg 39°; d) ctg 66°!
9. Entnimm aus der geometrischen Darstellung
a) der Funktion y = tg # den Winkel, dessen Tangens den Wert 1,50 (0,50),
b) der Funktion y = ctg  den Winkel, dessen Kotangens den Wert 2,10 (0,83) hat!

II1. Grundformeln fiir die Zi hiinge tri, ischer Funkti

10. Gegeben sind die folgenden Werte der Sinusfunktion:
8) sina=}; b) sinf= 4 ¢) siny= 3.
Welche Werte haben die and tri| ischen Funkti der Winkel «, 8 bzw. y?
11. Gegeben sind die folgenden Werte der Kotangensfunktion:
a) ctgoe = 3; b) ctg f=1; ¢) ctgy =}
Berechne die Werte der and tri i
12, Leite aus den nachstehenden Werten der Sinus- und der Tangensfunktion die entsprechenden
Werte der Kofunktionen ab!

z 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

hen Funkti von o, f§ baw. p!

y=/[(zx)=sinz| 0 0,174 0342 0,5 0,643 0,766 0,866 0,940 0,985 1

y=/(@)=tgz | 0 0,76 0364 0,677 0,839 1,192 1,732 2,747 5671 —
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ise di 35 S
18. Beweise die Formeln a) 1+ tg?z = T und b) 1+ ctg?z= sinzz! 7 "
14. Bestimme aus den Funktionen 1. y =sinz; 2. y=rcosz; 3. y=tgz; 3
4. y=ctg z jeweils die drei anderen trigonometrischen Funktionen
a) auf rechnerischem, b) auf geometrischem Wege! V- sin%
Anleitung zu b): Benutze dhnliche Dreiecke (Abb. 17)! ﬁ‘
¥ ~
15. Berechne die Werte der drei anderen trigonometrischen Funktionen ! 2
mit Benutzung der Tabelle aus Aufgabe 14 fiir

8) sine=19; b) cosf=3 12+ V3; ¢) tgy =3; @) ctgd=2— V31
16. Vercinfache die nachstehenden Ausdriicke:

a) cosz-tgz; b) %::l
17. Sprich den Inhalt folgender Formeln in Worten aus:
z o i 2
sin z = 2sin 3 0085
cos & = cos? % — sin? %—!
Welchen Zusammenhang vermitteln diese Beziehungen?

a) Beweise die Formeln geometrisch!
Anleitung: In Abb.18a und b ist zunichst zu
zeigen, warum einzelne Strecken die angeschriebene Bedeutung haben. Danach sind die
Formeln aus den Abbild abzulei Beachte #hnliche Dreiecke!

Abb. 18a Abb. 18b

b) Lése die Formeln nach sin ; bzw. cos 7; auf!

18. Stelle den Tangens (Kotangens) eines Winkels z durch trigonometrische Funktionen des halben
Winkels dar!

19. Stelle den Tangens (Kotangens) des halben Winkels durch trigonometrische Funktionen des
vollen Winkels z dar!

20. Benutze die Formeln der Aufgaben 17 und 19, um die Werte der vier trigonometrischen Funk-
tionen fiir die Winkel 15° und 22,5° zu berechnen!
Vergleiche, soweit moglich, die Ergebnissefriiherer
M mit den L h Werten (Auf-
gaben 1 und 5 von Seite 12)!

21, Berechne die trigonometrischen Funktionen der
folgenden Winkel: a) 18°; b) 36°; ¢) 72°; d)54°!
Anleitung: Gehe von dem Bestimmungsdreieck
des regelmiiBigen Zehnecks aus!

22, Gerit zum Bestimmen der Werte der trigono-
metrischen Funktionen (Abb. 19).

Mit einem Deckblatt (Vollkreis mit Durch )
stellt man den Winkel z auf dem Grundblatt
(Quadrat mit Quadrant) ein. Auf den Quadrat-
seiten liest man sin z, cos z, tg = (0° bis 45°) und
ctg x (45° bis 90°) unmittelbar ab. Fiithre den
Beweis! Wie findet man die Tangenswerte fiir
Winkel zwischen 45° und 90° und die K
werte fiir Winkel zwischen 0° und 45°?

2 [00916-5]
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4. Das Rechnen mit den trigonometrischen Funktionen

Dreiecksaufgaben kann man rein geometrisch auf der Grundlage der Kongruenz-
séitze und unter Benutzung der geometrischen Orter durch Konstruktion mit Lineal
und Zirkel 16sen. Ein Gelindedreieck, von dem drei Stiicke in der Natur gemessen,
die iibrigen zu ermitteln sind, zeichnet man bei diesem Verfahren in einem be-
stimmten MaBstab verkleinert und entnimmt die gesuchten GriBen maBstib-
lich der Zeichnung.

In der Praxis bevorzugt man jedoch die trigonometrische Methode, weil sie
genauer ist als jedes zeichnerische Verfahren und durch Benutzung von Hilfs-
mitteln (Tafeln, Rechenschemata) weitgehend mechanisiert werden kann.

Die Werte der trigonometrischen Funktionen findet man in Tafeln. Im folgenden
wird stets auf ,,Schiilkes Tafeln* Bezug genommen.

Wie man eine Tafel der trigonometrischen Funktionen aufstellt, d. h., wie man
die Funktionswerte fiir beliebige Winkel 2 berechnet, wird in der Oberschule nicht
behandelt. Die Werte der trigonometrischen Funktionen sind im allgemeinen
Irrationalzahlen und ergeben sich deshalb als unendliche, nicht periodische
Dezimalbriiche. In ,,Schiilkes Tafeln‘ sind sie auf vier Stellen gerundet. Es gibt
aber auch fiir besondere Zwecke fiinf- und mehrstellige Tafeln. Die Anwendung
der trigonometrischen Methode erfordert, daB man sowohl das Aufsuchen des
Wertes y= f () einer trigonometrischen Funktion zu einem gegebenen Winkel =
als auch das Aufschlagen des Winkels « zu einem bekannten Funktionswert y in
der Tafel beherrscht.

a) Aufsuchen der Funktionswerte y =f(x)

In den Tafeln der Funktionen Sinus und Kosinus 7 >

nutzt man die Tatsache aus, da3 cos z = sin (90° — x) z sinz

ist. Der nebenstehende Auszug aus einer vierstelligen o | 0,0000 | 90°

Tafel gibt die Sinuswerte von 0° bis 10° fiir volle Grade 1° | 0,0175 | 89°

wieder. Sie bedeuten gleichzeitig die Werte der Funktion 2° | 0,0349 | 88°

cos x fiir Winkel « zwischen 80° und 90°. 3> | 0,023 | 87°
4° 0,0698 86°

Es gehoren 5 | 00872 | 85°

6° | 0,1045 84°

die linksstehenden Winkel zur obenstehenden
7° 0,1219 83°

Funktion, & | 01302 | 82
die rechtsstehenden Winkel zur untenstehenden 9° | 0,564 | 81°
Funktion. 10° | 0,1736 | 80°
Suche in Schiilkes Tafel 8 den wiedergegebenen Auszug s z

auf! Die Tafel 8 enthilt die Werte der Funktionen
Sinus und Kosinus fiir volle und zehntel Grade. In den Zeilen stehen die Werte
fiir die Zehntel ein und desselben Grades, in den Spalten die Werte fiir dasselbe
Zehntel aufeinanderfolgender Grade. ’

Die Tafel 9 fiir Tangens und Kotangens ist entsprechend der fiir Sinus und
Kosinus eingerichtet. Sie nutzt die Beziehung ctg = tg (90° — z) aus.
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b) Aufsuchen des Winkels x

Man sucht den gegebenen Funktionswert y= f () in der Sinus-/Kosinus- bzw.
Tangens-/Kotangens-Tafel auf. Bei den Funktionen Sinus und Tangens liest
man die vollen Grade fiir den Winkelwert  in der Zeile, in welcher der Funktions-
wert steht, links ab, bei Kosinus und Kotangens dagegen rechts. Die
Zehntelgrade stehen im ersten Falle in den Spalten der Kopfleisten, im
zweiten Falle in den Spalten der FuBleisten.

Beispiele:
sin = 0,4664 tg = 0,7400 cos z = 0,2284 ctg = 10,99
z= 27,8° z= 36,5° z="76,8° z=5,2°

Das Aufsuchen der Funktionswerte y = f (x) bei gegebenem Winkel # nennt man
auch Hineingehen in die Tafel; das Ermitteln der Winkelwerte x bei ge-
gebenem Funktionswert y= f(x) dagegen Herausgehen aus der Tafel.

¢) Aufsuchen der Funktionswerte y = f(x) mit Interpolieren

Ist der Winkel mit einer Genauigkeit von Hundertstelgrad gegeben, so hat man
zu interpolieren. Fiir das Interpolieren gelten bei dezimal geteiltem Grad dieselben
Regeln wie beim Rechnen mit Logarithmen.
Beispiel: y= sin 13,27°.
Aus Tafel 8 entnimmt man sin 13,20° = 0,2284,

sin 13,30° = 0,2300.
Die Tafeldifferenz D betriigt also 16 Einheiten der 4. Dezimale und gehort zu einer
Winkeldifferenz von 10 Hundertstelgrad. Ist » die Anzahl der Hundertstelgrade
zwischen dem gegebenen Winkel (13,27°) und dem kleineren Winkel (13,20°), so
besteht fiir den mit Eigendifferenz d bezeichneten Unterschied zwischen dem ge-
suchten Funktionswert und dem des kleineren Winkels, dem Tafelwert, in linearer
Anniherung die Beziehung

n d n D

©=D° sie ergibt d=E-

In unserem Beispiel wird d = % .16 = 11,2 oder auf Ganze gerundet 11. Diese An-

zahl Einheiten der 4. Dezimale fiigt man zu 0,2284 hinzu und erhilt
y=sin13,27°= 0,2295.

Bei der Sinus- und der Tangensfunktion hat man die Eigendifferenz zum

Tafelwert zu addieren, bei der Kosinus- und der Kotangensfunktion
dagegen vom Tafelwert zu subtrahieren. Begriinde dies!

d) Aufsuchen des Winkels 2 mit Interpolieren

Steht der gegebene Funktionswert nicht in der Tafel, so hat man beim Aufsuchen
des Winkels zu interpolieren.

Beispiel: ctg 2= 0,0550.

Der gegebene Funktionswert liegt zwischen den Werten 0,0559 und 0,0542, zu
denen die Winkel 86,80° und 86,90° gehéren (Tafel 9). Die Tafeldifferenz D dieser

2%
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’
Funktionswerte betriigt hier 17 Einheiten ihrer 4. Dezimale und gehort zu einer
Winkeldifferenz von 10 Hundertstelgrad. Wird als Eigendifferenz d der Unter-
schied zwischen dem gegebenen Funktionswert und dem Funktionswert des
kleineren Winkels gebildet, so besteht fiir die Anzahl » der zu ihm gehérenden

Hundertstelgrade in linearer Anniherung die Beziehung % = % ; sie ergibt
n=d: 10 In unserem Beispiel ist d gleich 9 Einheiten der 4. Dezimale. Daraus
ergibt sich n=9:1,7~ 5,3 oder auf Ganze gerundet 5. Die berechnete Anzahl
der Hundertstelgrade addiert man zu 86,80° und erhiilt als Ergebnis 2= 86,85°.

e) Die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen

Die meisten Funktionswerte der trigonometrischen Funktionen in den Tafeln
sind Niherungswerte auf vier geltende Ziffern. Multiplikationen und Divisionen
mit ihnen werden umsténdlich. Um die Rechnung zu erleichtern, verwenden wir
die Logarithmen der Winkelfunktionswerte, die in derselben Weise tabelliert sind
wie die Funktionswerte selbst. Tafel 4 enthilt die Logarithmen der Sinus-
und der Kosinusfunktion, Tafel 5 die Logarithmen der Tangens- und
der Kotangensfunktion in Abhingigkeit vom Winkel x. Die Funktions-
werte y = f () selbst bezeichnet man in Funktionstafeln —zum Unterschied von
ihren Loganthmen — gewohnlich als die natiirlichen Werte der trigono-
metrischen Funktionen.
Die Tafeln der Logarithmen der tngonometrlschen Funktionen sind in gleicher
‘Weise zu handhaben wie die Tafeln der natiirlichen Werte der trigonometrischen
Funktionen. In der Tafel ist aus drucktechnischen Griinden zu allen Logarithmen
mit negativer Kennzahl 10 addiert. Deshalb hat man beim Aufschlagen der
Logarithmen von der Form 9.+ese; 8.¢s0¢; 7.¢ee+; usw. die Zahl 10 zu subtrahieren
und erhilt 0.eeee—1; Q.e0ee—2; e -—3 usw. Umgekehrt ist zu einem ge-
gebenen Log&nthmus mit nega.twer Kennza.hl vor dem ]:lmemgehen in die Tafel
die Zahl 10 zu addieren.
Beispiel: 1g sin 23,3° = 9.5972 — 10

=0.5972— 1.
Infolge der dezimalen Teilung des Grades ist die Interpolation dieselbe wie
beim Rechnen mit Logarithmen.
Aus Tafel 6 entnimmt man den Logarithmus-Sinus und den Logarithmus-
Tangens fiir kleine Winkel mit einer Genauigkeit von Hundertstelgrad unmittel-
bar, durch Interpolation mit einer Genauigkeit von Tausendstelgrad.

Aufgaben

a) Ubungen im Tafelrechnen

I. Aufsuchen der Funkiti te y = f(z); Hineingehen in die Funktionstafel

1. Suche fiir die folgenden Winkel die Werte der Sinus- und der Kosinusfunktion auf:
a) 12° b) 84° ¢ 38,1°  d) 218  €) 56 1) 71,7°
g 40,9°  h) 69,00 i) 81,2 k) 64 1) 53,5  m) 11,81

2, Bis zu welchem Winkel stimmen die Werte der Sinus- und der Tangensfunktion
) auf vier Dezimalen, b) auf drei Dezimalen miteinander {iberein?
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8. Suche fiir die folgenden Winkel die Werte der Tangens- und der Kotangensfunktion auf:
a) 21° b) 58° ¢) 05  d)88,0° ) 56,1° f) 43,9°
£) 688 h) 44° i) 156° k) 55  1)323  m) 52,41

II. Aufsuchen des Winkels x; Her hen aus der Funkti fel

4. Schlage den Winkel 2 auf, dessen Sinus den Wert y hat!

a) y=0,2756 b) y=0,6157 ¢) y=0,8820  d) y=0,4787

€) y=0,200 1) y=0,5105 g) y=0,045¢  h) y=0,9921

0) y=01547 k) y=0,6858 1) y=0,7325  m) y=0,972¢
5. Schlage den Winkel x auf, dessen Kosinus den in Aufgabe 4 a) bis m) angegebenen Wert y hat!
6. Schlage den Winkel z auf, dessen Tangens den Wert y hat!

a) y=0,0699  b) y=0,2679  ¢) y= 1,483 d) y=0,9725
€) y=0,1495 ) y=0,4536  g) y= 1,865 h) y=0,3115
i) y=2592 k) y=3420 ) y=5730  m) y=0,00524

7. Schlage den Winkel z auf, dessen Kotangens den in Aufgabe 6a) bis m) angegebenen Wert y hat!

III. Aufsuchen der Funkti te y = f (x) mit Interpolieren

Falls der Winkel z in sexagesimaler Teilung, d.h. in Grad, Minuten und Sekunden, gegeben
ist, rechne vor der Benutzung der Tafeln die Minuten (/) und Sekunden (") in dezimale Teile
eines Grades um! Fiir die Umwandlung von m’ bzw. s” in Grad gelten folgende Formeln:

o i '
= v (L
60/ = 1 60 “(eo)
1\° 1y°
r—(L w1
! _(60) 4 (3600)
P L\ " _‘~)°
L _<60)' = —(3600 '
Beispiel: 17° 13’ 25” sind in Grad und Dezimalgrad zu verwandeln (auf 2 Dezimalstellen).
13 =3 ~ 0217 2-"—(£‘°~0007°
=60 TPt °_3600)~' §

Ergebnis: 17° 13 25" ~ 17,22°,
Zur Umrechnung kann man Tafel 1 benutzen. — Es gibt auch Tafeln der trigonometrischen Funk-
tionen, denen die sexagesimale Teilung des Winkels zugrunde gelegt ist.
8. Verwandle die imale Teilung folgender Winkel in die dezimale (auf 2 Dezimalstellen):
a) 16° 18’ b) 38° 24/ ) 79° 39 @) 24° 25" ) 62°7
f) 20° 30’ 30”7 g) 54° 3 48”7  h) 78° 52 337 i) 0° 5 137 k) 18° 0 43”1

9. Rechne folgende Winkelangaben in Grad, Minuten und Sekunden um:

a) 27,1° b) 14,9° ¢) 28,5° d) 34,12° e) 50,08°

f) 68,47° g) 73,57 h) 7,93° i) 40,28° k) 12,11°1
10, Suche die Werte der Sinus- und der Kosinusfunktion fiir die folgenden Winkel auf:

a) 22,75° b) 68,24° Ye) 34,77° d) 79,67° e) 57,18°

f) 87,87° g) 15,21° h) 45,86° i) 60,31° K) 5,02

1) 78,43° m) 89,07° n) 13° 40/ 0) 41° 24/ p) 4° 29’ 58”

q) 30° 42 337 1) 52° 4/ 177 §) 80° 20/ 417 ) 44° 42/ 40"  u) 5° 44/ 20”1
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11. Suche die Werte der Tangens- und der K

1) 40,05° b) 23,75°
1) 57,21° g) 68,23°
) 4,16° m) 79,99°

“q) 7° 22 17"

))\3" 45 15"

funktion fiir die folgenden Winkel auf:
) 77,88° a) 3,94 ¢) 17,65°
h) 84,31° i) 25,33° k) 32,07°
m) 22° 30/ 0) 57° 44/ D) 44° 50’ 40”

's) 34° 58’ T/

t) 71° 34’ 26”  u) 11° 18" 251

12. Berechne im Bereich 89,00° < z < 89,10° die Werte der Tangensfunktion fiir Hundertstel-
grad durch lineare Interpolation (Tafel 9)! — Vergleiche die Ergebnisse mit den Werten
der Tangensfunktion in der untenstehenden Tabelle! Diese sind einer genaueren Tafel ent-
nommen. — Bilde die Differenzen zwischen den interpolierten und den in der Tabelle stehenden
Funktionswerten! Beurteile die Moglichkeit, bei der Tangensfunktion linear zu interpolieren!
Beachte auch die Ausfiihrungen in Schiilkes Tafeln, S. 2!

£ ‘ 89,00° ,01° ,02° ,03° ,04° ,05° ,06° ,07° ,08° ,09° ,10°

tg \ 57,29 57,87 58,46 59,06 59,68 60,31 60,95 61,60 62,27 62,96 63,66
18. Suche die folgenden Funktionswerte auf:

a) tg 87,88° b) tg 89,05° ¢) ctg 1,33° d) ctg 2,87° e) ctg 0,92°1

An Stelle der Einteilung des rechten Winkels in 90 Teile (Altgrad) wird auch die in 100 Teile
(Neugrad) gebraucht. 1 Neugrad (1) ist also der 100. Teil des rechten Winkels.

Zur Umrechnung dienen die folgenden Beziehungen:

Neugrad in Altgrad
1008 = 90°
9\e
g=|—
1e=(5)
9 ©
ng= 0 n
Beispiele:

34,268 = 0,9 - 34,26° ~ 30,83°
14, Verwandle in Altgrad:
a) 738 b) 908 ¢) 168 d) 24,5¢

16. Verwandle in Neugrad:
a) 60° b) 88° ¢) 12° d) 47,5°

Altgrad in Neugrad

90° = 1008
10\g

© —[(—

¥ ‘<9>
10

0 ——.g8

a 9 a

10
86,58° = 9" 86,588 = 96,208

€) 28,7¢ 1) 37,88 g) 04,13¢ h) 49,982 i) 56,758!

€) 26,6° ) 84,3° g) 72,15° h) 58,48° i) 33,04°1

16. Suche die Werte der vier trigonometrischen Funktionen der folgenden Winkel auf:

a) 358 b) 948 ¢) 5,58

d) 38,42¢e!

Benutze, soweit méglich, die Tafel 22!

IV. Aufsuchen des Winkels x mit Interpolieren

17. Schlage den Winkel « auf, dessen Sinus den Wert y hat!

a) y=0,6407 \) y=0,4711
€) y= 10,6070 f) y= 0,00807
i) y=0,2376 k) y= 10,5681

¢) y=0,8308
g) y=0,9713
N) y=0,7779

d) y=0,6300
h) y=0,0813
m) y= 0,0480
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18. Schlage den Winkel z auf, dessen Kosinus den Wert y hat!
8) y=0,1700 ‘\) —03473 ‘) y=09872  d) y—0,0037
€) y=0,0323 ) y=10,9999  g) y=0,2022 h) y= 10,8975
) y=03602 k) y=07350 1) y=10,4285  m) y=0,5087

Rechne die gefund Winkel in se imal geteilte Altgrad um!
19. Schlage den Winkel z auf, dessen Tangens den Wert y hat!
Va) y=0320 W) y=06425  ‘¢) y—= 1,022 d) y= 8,190
€) y= 10,7420 ) y=10,6000 g) y= 1,712 h) y= 25,00
i) y=0,00536 k) y= 2,000 ) y=0,5000 m) y= 1,610
20. Schlage den Winkel = auf, dessen Kotangens den Wert y hat!
Ma) y=0,2510 y=04758 ) y= 1321  d) y=1,085
€) y=0,9980 1) y=10,0020  g) y= 11,50 h) y= 4,932
) y=00280 k) y=0,6070 ) y= 1,006 m) y=0,5000
V. Die Logarithmen der tri, ischen Funkti
21, Suche die Logaritk der vier tri ischen Funktionen der in den Aufgaben 1, 3

und 8 bis 11 verzeichneten Winkel auf!

22, Schlage fiir die folgenden Winkel die Logarithmen der Sinus- und der Tangensfunktion auf:
a) 0,00° b)) 0,002°  ¢) 2,418° ) 4,935° €) 3,076° 1) 1,234°1

23, Suche fiir die folgenden Winkel die L ith der Kosinus- und der Kotangensfunktion auf:
a) 85,238°  b) 88,931°  c¢) 87,045°  d) 89,304° ) 86,753°  f) 89,165°1

24, Schlage in den entsprechenden Tafeln auf:

a) Igsin 19,5° b) lgsin 31,67° ¢) Igsin 17°42’ d) Igsin 93,58

e) Ig cos 73,92° f) Ig cos 37,57° g) lgcos 45°22/47” h) Ig cos 24,78

i) lgtg 21,28° k) Ig tg 50,68° 1) 1Igtg 87,55° m) Igtg 47° 33"
_n) Ig ctg 38,95° 0) Ig ctg 45,08° p) lgctg 2° 57 127 q) lg ctg 1,548!

25. Stelle die Funktionen 8) y=Igsinz; b) y=Igcosz; ¢) y=Igtgz; d) y=Ig ctgz
geometrisch dar!
Benutze dazu die Tafelwerte fiir x = 15°; 30°; 45°; 60°; 75°! — Beschreibe den Verlauf jeder
Funktion! Wie verlaufen die Funktionen in der Umgebung von 2= 0° und = 90°? Gib an,
fiir welche Winkel sich jede Funktion am stiirksten, fiir welche am schwiichsten éindert! Vergleiche
die Ergebnisse mit den Differenzen aufeinanderfolgender Logarithmen! — Untersuche die
Logarithmus-Tangens-Kurve und die Logarithmus-Kotangens-Kurve auf Symmetrie!

26. Welche Beziehungen bestehen zwischen
a)lgtgzundlgetg 2, b)Ilgsinz, lgcos z und lgtgz, ¢) Igsinz, Igcosz und Ig ctg 2?
Berechne mit Hilfe dieser Gleich in einigen selbstgewiihlten Beispielen den Funkti
wert des Logarithmus-Tangens und L ith -K g aus den Funkti ten fiir
Logarithmus-Sinus und Logarithmus-Kosinus! — Gibt es eine entsprechende Beziehung auch
zwischen Ig sin = und Ig cos z?

27. Schlage den Winkel z auf, dessen Logarithmus-Sinus den Wert y hat!
2) y=06093—1  b) y=03775—1 € y=05MT—1  d) y=00135—1
€) y=09438—1 1) y=0.1437—1 g) y=07963—1  h) y=0.8101—1
i) y=04783—1 k) y—0.8583—1 ) y=07460—2 m) y—0.4920—3
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28, Schlage den Winkel z auf, dessen Logarithmus-Kosinus den Wert y hat!

a) y = 0.5341 —1 b) y =0.7230 — 1 ¢) y = 0.9802—1 d) y =0.2700— 1

€) y = 0.9900—1 f) y=0.2356—1 B y=06400—1  h) y—0.9995—1

i) y=06000—1 k) y=04840—1 ) y=0821—2 m)y=04459—2

Rechne die gefundenen Winkel in die sexagesimale Teilung um!

29, Schlage den Winkel = auf, dessen Logarithmus-Tangens den Wert y hat!

a) y = 0.1387 b) y = 0.8003 ¢) y=06486—1  d) y=1.0044

€) y=0.8345—1 1) y=01479—1 g) y = 0.1599 h) y = 0.6490—1

1) y—08036—1 k) y=10200 ) y=02833—3 m) y=0.8960—2
80. Schlage den Winkel z auf, dessen Logarithmus-Kotangens den Wert y hat!

a) y = 0.9848 —1 b) y = 06120 —1 ¢) y = 0.2509 d) y = 0.3688

€) y = 0.1888 f) y = 0.9800 g) y = 0.2880 h) y = 0.6971—1

i) y = 1.6250 k) y = 0.1064 — 1 ) y=03090—2 m) y=0.8203—2

Rechne die gefundenen Winkel in Neugrad um!

b) Anwendungen aus der Geometrie
81. In einem rechtwinkligen Dreieck (Abb. 20) sind gegeben
a) die beiden Katheten: a=12,7¢cm und b=4,9cm;
a=54,8m und b= T74,54m;

b) eine Kathete und die Hypotenuse: @a=420m  und c= 645 m;
b=14,54cm und c¢= 29,08 cm;

¢) die Hypotenuse und ein Winkel: ¢c=120m und a=35,60°;
¢= 10,50 cm und f = 40,30°;
d) eine Kathete und der ihr gegeniiberliegende Winkel: a= 63 mm und o= 40,30°;
b= 80,70 m und = 62,30°.
Berechne die iibrigen Stiicke und den Flicheninhalt des recht-
winkligen Dreiecks!

8% Inecinemrechtwinkligen Dreieck (Abb. 20) sind gegeben
2 c =18,50m, p=4,20m; b) ¢ =18,50m, k= 4,30m;
¢) hy=g=3,5cm; d) h,=22,42m, b =25,30m;
€) p =18,18m, g¢—3,88m.

Berechne die Seiten, die Winkel und den Flicheninhalt des

rechtwinkligen Dreiecks! Konstruiere das rechtwinklige Dreieck
aus den gegebenen Stiicken!

36, In einem gleichschenkligen Dreieck (Abb. 21) sind gegeben
# c=125m, h,=8m; b)a=370m, c=250m;
€) ¢ =19,64cm, y=55,40°; d) c=7592dm, a=52,62°;
) h,=4,786m, y= 32,10°.

Berechne die Seiten, die Winkel und den Flicheninhalt des

gleichschenkligen Dreiecks! Konstruiere das Dreieck aus den
gegebenen Stiicken!
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84. Ein Rechteck wird durch eine Diagonale in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt.

a) Berechne im Rechteck mit den Seiten a= 5,5m und b= 4,2 m die Winkel, welche die
Diagonalen mit den Rechteckseiten bilden, und den von beiden Diagonalen eingeschlossenen
Winkel!

b) Von einem Rechteck ist die Diagonale e= 6,56 m und der von beiden Diagonalen ein-
geschlossene Winkel &= 55° gegeben. Wie groB sind die Seiten des Rechtecks?

85. Ein Rhombus wird durch die beiden Diagonalen in vier rechtwinklige Dreiecke zerlegt.
Von einem Rhombus sind die Seite a = 12,5 cm und der Winkel & = 45° gegeben. Berechne
die beiden Diagonalen des Rhombus und seinen Flicheninhalt!

86. Das Bestimmungsdreieck eines regelmaBigen n-Ecks ist ein gleichschenkliges Dreieck

4R

mit dem Winkel y = e der Spitze.

a) Einem Kreis vom Radius 7= 1 dm ist ein regelmiBiges n-Eck einbeschrieben. Wie groB
sind seine Seite s,, sein Umfang u, und seine Fliche f, fir n=3; 4; 5; 6; T; 8; 9; 107

b) Die Seite eines regelmiBigen n-Ecks sei s,= 27 cm. Bestimme die Radien des ein-
beschriebenen und des umbeschriebenen Kreises fiir n=3; 4; 5; ...; 10!

¢) Einem Kreis vom Radius 7= 1dm ist ein regelmiiBiges n-Eck umbeschrieben. Wie gro
sind seine Seite S, sein Umfang U, und seine Fliche F,, fiir n=3; 4; 5; ...; 10?

d) Stelle in einem rechtwinkligen Achsenl mit der Ind hse n als Abszi hse die
GroBen s, und 8, u, und Uy, f, und F, aus Aufgabe a) und c) in Abhiingigkeit von n
geometrisch dar!

87. a) Berechne die zu einem beliebigen Zentriwinkel o« gehorige
Sehne s, den zugehérigen Kreisbogen b und die Pfeilhohe A
(Abstand der Bogenmitte von der Sehne) eines Einheits-
kreises (r= 1, Abb. 22) als Funktionen des Zentriwinkels
und stelle diese Funktionen geometrisch dar!

b) Wie lauten die analytischen Darstellungen fiir die Funk-
tionen s («); b(x) und k(x) in einem Kreis mit dem
Radius r? .

¢) Wie kann man die in technischen Tabellenbiichern ent-
haltenen Tafeln fiir die Werte s, b und % der Aufgabe a) Abb. 22
berechnen?

5

88. Die Fliche eines Kreissegments iiber der Sehne s, das von dem K_reisbogen;begrenzt wird,
berechnet man als Diff aus dem Kreissektor zum Bogen % und dem gleichschenkligen
Dreieck iiber der Sehne s als Basis, dessen Spitze im Kreismittelpunkt liegt.

a) Wie groB ist die Fliche des Kreissegments zum Zentriwinkel o = 54° in einem Kreis mit
dem Radius r=1m?

b) Berechne die Pfeilhohe & des Segments in Aufgabe a)!

©) Von einem Segment sind die Sehne s = 5,40 m (Spannweite s) und die Pfeilhohe k= 0,50 m

(B hohe k) gegelb B hne die Fliche des Krei ts und den zugehori; Zentri-
winkel!
d) Stelle 1. den Sektor zum Bogen)a eines Einheitskreises,
2. den Flicheninhalt des gleichschenkligen Dreiecks iiber der Sehne s als Basis, dessen

Spitze im Mittelpunkt des Einheitskreises liegt,
3. das Kreissegment iiber der Sehne s, das von dem Kreisbogen b begrenzt wird,
als Funktionen des Zentriwinkels o analytisch und geometrisch dar!
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¢) Anwendungen aus der Physik
%
89. Am #uberen Ende eines Tragarms mit Zugstange hiingt eine
Last Q= 400 kp (Abb. 23).
a) Bestimme geometrisch in maBstéblicher Zeichnung GroBe und
Richtung der auf den Tragarm und auf die Zugstange wirken- m
den Teilkriifte fiir die Neigungswinkel o = 30°; 45°; 60° der
Zugstange gegen den Tragarm!
b) Berechne trigonometrisch die GréBe der Teilkrafte fiir die
angegebenen Neigungswinkel! Q=400kp

40. Am Ende eines Tragarmes mit Stiitze hingt eine Last von Abb. 23

400 kp (Abb. 24),

8) Bestimme geometrisch in maBstablicher Zeichnung GréBe und
Richtung der auf den Tragarm und auf die Stiitze wirkenden
Teilkrifte fiir die Neigungswinkel o = 30°; 45°; 60° der Stiitze
gegen den Tragarm!

b) Berechne die GroBe der Teilkrifte fiir die angegebenen

Neigungswinkel !
Abb, 24
41. Eine Kiste von 96 kp Gewicht soll auf einer unter 25° gegen
die Hori lebene i Hol pe hochgezogen werden.
a) Besti: tri isch und g isch die Abhiingigkeit des Hangabtriebs H und des
Normaldrucks N vom Neigungswinkel o der Rampe!
b) Berechne unter Beriicksichtigung der Gleitreibung die GroBe der erforderlichen Zugkraft!

Die Reibungszahl fiir Holz auf Holz ist im Mittel = 0,18.

¢€) Berechne den Neigungswinkel o der Rampe, bei welchem der Hangabtrieb H gleich der
Reibung R wird (Reibungswinkel g)!

d) Zeige, daB der Tangens des Reibungswinkels o gleich der Reibungszahl y ist!

Das Reflexionsgesetz

42. Zwei Beobachter peilen von einem Schiff aus das Leuchtf eines Leuch ms an.
Der eine Beobachter sicht das Leuchtfeuer unter dem Hohenwinkel o=3,81°. Aus dem
hen Jahrbuch i er die Hohe des Leuchtfeuers zu & = 86 m iiber Normalnull.
Der andere beobachtet unabhingig davon das Leuchtfeuer gleichfalls unter dem Héhenwinkel
= 3,81° und das Spiegelbild des Leuchtfeuers im Wasser unter dem Tiefenwinkel B=4,58°
Beide Beobachter berechnen die Entfernung des Schiffes vom Leuchtturm.
Die A hohe beider Beobachter iiber dem M piegel betriigt 8 m.

48. Der Lichtzeiger eines Spiegelgaly: e steht bei stroml Instrument senkrecht auf
der Ebene einer 1 m vom Spiegel entfernten, in Zentimeter geteilten Skala von 2m Gesamt-
linge.

a) Einem Strom von 1 - 10~ ¢4 entspricht ein Ausschlag von 8 em auf der Skala. Um welchen

Winkel hat sich 1. der Lichtzeiger; 2. der Gal iegel gedreht?
b) Bestimme die Zei hlige auf der Skala fiir 2- 107 94; 3- 107 64; ... und eiche die
Skala in Ampere unter der Vor g, daB die Winkel hlige des Drehspiegels der

Stromstiirke proportional sind !

€) Wie groB sind die den Stromstiirken entsprechenden Ausschlige, wenn die Skala d=2m
vom Spiegel entfernt ist?
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Lichtbrechung

Fallen Lichtstrahlen unter dem Winkel & aus Luft in ein optisch dichteres Mittel ein, so werden
sie von ihrer urspriinglichen Richtung zum Einfallslot hin derart gebrochen, dal das Verhéltnis
des Sinus des Einfallswinkels & zum Sinus des Brechungswinkels f gleich der Brechungszahl n
des optischen Mittels gegeniiber Luft ist.

. sine
sinff e
Bei umgekehrtem Strahlengang ist die Brechungszahl n’ = %

44, Fin Lichtstrahl fillt unter dem Einfallswinkel « = 15°; 30°; 45°; 60°; 75°; 90° aus Luft in
Wasser. Die Brechungszahl fiir den Ubergang von Luft in Wasser ist n = g‘
a) Berechne die zugehérigen Brechungswinkel g
b) Stelle die einander zugeordneten Werte von Einfalls- und Brechungswinkel in einer Tafel
zusammen !
45. Beim Durchgang durch eine planparallele Platte wird ein Lichtstrahl parallel verschoben.
a) Wie groB ist die Parallelverschiebung, die ein Lichtstrahl durch eine planparallele Glasplatte
von d= 10 cm Dicke bei einem Einfallswinkel o = 60° erfiihrt, (n = 3)?
b) Bestimme den Gang des Lichtstrahls geometrisch!
©) Stelle die Verschiebung des Lichtstrahls als Funktion des Einfallswinkels o geometrisch dart
46. Auf ein Glasprisma, (Brechungszahl n = %), dessen brechende Flichen einen Winkel &= 60°
bilden, fillt ein Lichtstrahl unter dem Einfallswinkel «, = 45° ein (Abb. 25).
2) Bestimme geometrisch den Gang des Lichtstrahls!
b) Bestimme trigonometrisch die Gesamt-
ablenkung & des Lichtstrahls!

47. Unter dem Grenzwinkel der totalen
Reflexion versteht man denjenigen spitzen
Einfallswinkel im optisch dichteren Mittel,
fiir den der Brechungswinkel im optisch
diinneren Mittel 90° wird. Wie groB ist der
Grenzwinkel der totalen Reflexion fiir den
Ubergang von
a) Wasser in Luft (n’' = s
b) Glas in Luft (o' =%)?

Brechungsgesetz:

Abb. 25

d) Anwendungen aus der Technik

18, Wie groB ist in dem Gewindeprofil des metrischen Gewindes
DIN 13 der Flankenwinkel o, wenn ¢ = 0,8660 % ist (Abb. 26)?

49. Die Achsen zweier Kegelriider stehen aufeinander senkrecht
(Abb. 27). Thre groBen Durchmesser sind D)= 150 mm
(900 mm) und D, =120 mm\QB mm), Die Linge der inein-
andergreifenden Zihne ist s = 30 mm (150 mm).

a) Welche Neigungswinkel o und B bilden die Mantellinien
der beiden Kegelstiimpfe mit ihren Grundflichen?

b)) Wie groB sind die kleinen Durchmesser d; und dy der beiden
Kegelrider?

€) Wie hoch sind die beiden Kegelrader?

d) Stelle die Kegelrider in einer maBstiblichen Zeichnung
dar und lose die Aufgabe geometrisch! Abb, 27. Kegelriider (schematisch)
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50, Kegelzapfen (konische Zapfen oder

3

-
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..Kegel”, technische Bezeich-
nungen fir den Kegelstumpf)
kénnen auf einer Drehmaschine
durch Schriigstellen des Oberteils
am  verschiebbaren ~Werkzeug-
schlitten — durch Schriigstellen
des sogenannten Lingssupports
der Drehmaschine — hergestellt
werden (Abb. 28; zur Verein- Ahb. 28
fachung wurde der Antrieb weg-
gelassen, ebenso in Abb. 29).

In der Technik beim Kegeldrehen (eigentlich Kegelstum pfdrchen) gebriuchliche Bezeich-
nungen sind:

grofler Kegeldurch Dj; kleiner Kegeldurch d; Kegellinge ! (simtlich in mm);
Kegelwi mkelm Drehwinkel des Supports =B

Kegel ; = Df— (Kegel 1:z bedeutet: Auf dxle Lunge_:: [mm] verjiingt sich der Kegel
im Durchmesser uml [mm]); Neigung des Kegels;— 57

a) Berechne den Einstellwinkel am Werkzeugschlitten der Drehmaschine, wenn der Kegel-
winkel « betragen soll!

h) Wie gro muf der Einstellwinkel am Werkzeugschlitten sein, wenn 1) = 80 mm (30 mm;
100 mm), d = 60 mm (20 mm; 60 mm) und /= 100 mm (120 mm; 90 mm) werden soll?

g Wie grol muB man den kieinen Durchmesser d eines /= 45 mm langen konischen Zapfens
wiihlen, wenn D= 25 mm und die Neigung des Zapfens !‘, = J} betragen soll?

Kegel kénnen auf Drehmaschinen
auch durch seitliches Verstellen der Kornerspitze des Spindelstockes
Kornerspitze des Reitstocks um ein
Stiick s hergestellt werden (Abb.29).

Kﬁr/(er:pirze des Reitstockes:

a) Wie groB wird der Kegel 1— wenn T
die Reitstockspitze der Dreh-
maschine um s mm verschoben
wird?

b) Driicke die Verschiebung s der Rei kspitze als Funktion des Kegelwinkels o aus
(vgl. Abb. 29)!

Abb. 29

¢) Wie liBt sich die Verjiingung —dcs Kegelzapfens als Funktion des Kegelwinkels ¢ dar-
stellen?

d) Es soll ein Kegel mit den MaBen D = 65 mm, [ = 245 mm und ‘ = 1 o gedreht werden. Wie
groB werden d und «? Um welches Stiick s mull die K&rnersp)tze des Reitstocks auf
der Drehmaschine seitlich verstellt werden?

2. Kugellager. Um einen Kreiszylinder vom Durchmesser D= 50 mm sollen n = 20 Kugeln

so angeordnet werden, daB sie sich gegenseitig beriihren.

a) Wie groB muB der Kugeldurchmesser gewiihlt werden, wenn die Kugeln den Kreiszylinder
von auflen beriihren sollen? .

b) Wie groB mub der Kugeldurchmesser gewéihlt werden, wenn die Kugeln einen Hohlzylinder
vom Durchmesser d von innen beriihren sollen?

¢€) Berechne den Durchmesser der Kugeln, wenn der Abstand zweier aufeinanderfolgender
Kugeln im Kugelkifig « = 5 mm betragen soll!

d) Stelle die einzelnen Kugellager in maBstiiblichen Schnittzeichnungen dar!
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53. Ein Riementrieb besteht aus zwei Riemenscheiben
mit den Durchmessern D= 50 cm und d = 20 cm
bei einem Abstand a = 350 cm zwischen treibender
und getriebener Welle (Abb. 30).

X) Berechne die Linge des Treibriemens bei offenem
Riemen!

b) Welche Niiherungsformel kann man fiir die Treib-
riemenlinge angeben, wenn die Neigung des Treib-
riemens gegen die Verbindungslinie der beiden
Wellen so klein ist, daB die zum Winkel « ge-
hérende Bogenlinge durch seinen Sinuswert und
cos o durch 1 ersetzt werden kann?

¢) Vergleiche die nach a) und b) berechneten
Riemenlingen miteinander!

54. a) Berechne die Riemenliinge nach den Angaben in

Aufgabe 53 fiir gekreuzten Riemen (Abb. 31)!

b) Wie lautet die Nitherungsformel fiir gekreuzten
Riemen?

¢) Zeige, dafi sich nach der unter a) abgeleiteten
Formel die Riemenlinge gekreuzter Treibriemen

bei A ‘hsl der Ri heiben nicht  Abb.31. Riementrieb mit gekreuztem Riemen
#ndert, wenn der Abstand a zwischen treibender
und getriebener Welle und die Summe der Durch der Ri heib D+ d,

(Summe der Radien der Riemenscheiben, R+ r), unveriindert bleiben!

55. Eine Schraube ist selbsthemmend, wenn die parallel zur schiefen Ebene wirkende Reibungs-
kraft R gleich oder grofler als der Hangabtrieb H ist.

Wie hoch darf die Ganghohe A einer Stahlschraube von D= 52 mm Durchmesser im Hochst-

fall sein, damit die Schraube selbsthemmend ist? Der Reibungswinkel von Stahl auf Stahl (bei

Olfettung) ist o = 8,50°.

56. Ein zylinderformiger liegender Dampfkessel ist 1800 mm lang und besitzt einen lichten Durch-
messer D = 1500 mm. Der Kessel ist als Binflammrohrkessel mit glattem Flammrohr von
700 mm Durchmesser ausgefithrt. Die Wasserstandslinie des Kessels liegt bei 1000 mm.

2) Zeichne einen Querschnitt des Kessels und trage die Wasserstandslinie ein!

b) Driicke fiir den gezeick Q hnitt die Sehnenli die B linge und die Fliche
des Kreissegments als Funktionen des Zentriwinkels aus, welcher einer Wasserstandshéhe &
in diesem Querschnitt zugeordnet ist, und stelle die Funktionen geometrisch dar!

¢) Driicke die Verdampfungsfliche des Kessels (m?) als Funktion des Zentriwinkels aus und
stelle die Funktion geometrisch dar!

d) Berechne fiir die angegeb Zahl te die Verd f fliche (m?) und den Wasser-
inhalt des Dampfkessels (m?)!

€) Berechne fiir die Wasserstandshhen 1000 mm; 1100 mm; 1200 mm; 1300 mm; 1400 mm
die zugehorigen Verdampf fliichen (m?) und W inhalte (m®) und stelle diese als Funk-

dshih

tionen der W g isch dar!

e) Anwendungen aus verschiedenen Gebieten

57. Unter welchem Winkel steigt eine geradlinige Strafe gleichmiBig 810m
an, wenn zwei MeBpunkte 4 und B auf jhr um 810m von-
einander entfernt liegen (in der StraBenmitte gemessen) und 4

einen Hohenunterschied von 40,80 m gegeneinander aufweisen?
Zeichne einen maBstiblichen Gelindeschnitt durch die Strafen-
mitte und lose die Aufgabe auch trigonometrisch (vgl. Abb. 32)! Abb. 32

3

40,8m N>
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58. Ein 23 m hoher Gi einer Hoch leitung wirft in der Horizontalebene einen
16,76 m langen Schatten. Unter welchem Winkel fallen im Zeitpunkt der Beobachtung die
Sonnenstrahlen ein?

Lose die Aufgabe a) trij trisch, b) isch durch eine maBstibliche Zeichnung!

59. 9) Berechne den Radius des Breitenkreises, auf welchem der Schulort liegt!

b) Welche (lineare) Bahngeschwindigkeit besitzt der’ Schulort infolge der Erdumdrehung?

¢) Wie grof ist die Entfernung zwischen dem Schulort und einem auf demselben Breitenkreis
liegenden Ort, dessen Meridian sich von dem des Schulorts um 1° unterscheidet?

d) Lose die Aufgabe &) auch geometrisch durch eine maBstibliche Zeichnung!
Die Erde ist niherungsweise als Kugel anzusehen; R= 6370 km.

60. Welche Breitenausdehnung besitzt ein Korper, der einem Beobachter in der Entfernung d unter
dem Sehwinkel 1° erscheint?
8)d=1m; B) d=10m; ¢ d=100m; d) d=1km; €) d=10km.

61. Die Entfernung Sonne—Erde betrigt im Mittel 149 - 10° km; die Entfernung Erde—Mond
384 - 10° km. Der scheinbare Durchmesser der Sonne ist rund 32/, der des Mondes rund 31’.
Berechne den wahren Durchmesser der Sonne und des Mondes!

62. Unter der Horizontalparallaxe eines Gestirns versteht man den Sehwinkel, unter welchem
der Erdradius einem Beobachter vom Gestirn aus erschei wiirde. Berechne die Hori 1-
parallaxe des Mondes unter Benutzung der in Aufgabe 61 gegebenen Entfernungen (Erd-
radius R = 6370 km)!

63. Ein elektrischer Leitungsmast wirft bei einer Sonnenhéhe von 52,7° in der Horizontalebene
einen 16,76 m langen Schatten.

a) Wie groB ist die Hohe des Leitungsmastes iiber der Erde?
b) Lése die Aufgabe auch geometrisch!

64. Um die Hohe einer Wolkendecke zu bestimmen, wird diese von dem Scheinwerfer einer meteoro-
logischen Station lotrecht angestrahlt, so daB die Spitze des Lichtkegels an der Wolkendecke
einen scharf begrenzten Lichtfleck erzeugt. Der Llchtﬂeck wird durch da,s Fernrohr eines in

300 m horizontaler Entfernung vom Scheinwerfer Th gepeilt und am
Hohenkreis des Theodoliten ein Hohenwmkel o= "0, 4" abgelesen. Wie hoch ist die Wolken-
decke? Lise die Aufgabe a) trig i b) g isch!

65. Von einem Standpunkt P aus sicht man einen Turm unter dem Sehwinkel o= 29,82°. Der
Standpunkt P ist horizontal um d = 240 m vom Turm entfernt und liegt um A= 19,40 m
hoher als der FuB des Turmes. Wie hoch ist der Turm?

Lése die Aufgabe a) tri isch, b) g isch!

66. Bestimme im Mittel die Miichtigkeit eines Kohlenflozes aus der durchbohrten Teufe ¢ = 10,50 m
und dem sogenannten Einfalls-
winkel = 63,4° (Abb. 33)!

67. In einem Braunkohlentagebau
soll der Hohenunterschied zwi-
schen dem ersten und dem
zweiten Planum!) bestimmt
werden (Abb.34). Gemessen
wurde der Neigungswinkel
p=48°, die flache Linge des
Flozes betrigt = 25,70 m. Abb. 33 Abb. 34

1) Plan;lm (lat.), das, kiinstlich hergestellte ebene Fliche, auch im Bauwesen.
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II. Die trigonometrischen Funktionen beliebiger Winkel

5. Erweiterung des Erklidrungsbereiches

a) Erklirung der trigonometrischen Funktionen durch
die Koordinaten eines Kreispunktes P (u; v)

Die Erklirungen der trigonometrischen Funktionen
am rechtwinkligen Dreieck gelten nur fiir spitze
Winkel. Fiir stumpfe und iiberstumpfe Winkel sind
die Funktionen sin z, cos «, tg « und ctg x zuniichst
nicht erkliart. Es bedarf besonderer Festsetzungen, was
unter diesen Funktionen fiir Winkel zwischen 90° und
360° verstanden werden soll. Die Beziehungen, die fiir
Winkel im 1. Quadranten eines Kreises abgeleitet
wurden, sind brauchbar, um die trigonometrischen
Funktionen der Winkel in allen Quadranten zu
erkliren.

Erklirung 5: Unter dem Sinus eines Winkels @
zwischen 0° und 360° versteht man das Ver-
hiiltnis der Ordinate v des auf der Peripherie
laufenden Punktes P zum Radius r des Kreises
um O (Abb. 35).

sinm=§, (0° < = < 360°).

Erklirung 6: Unter dem Kosinus eines Win-
kels & zwischen 0° und 360° versteht man das
Verhiiltnis der Abszisse u des auf der Peri-
pherie laufenden Punktes P zum Radius r des
Kreises um O (Abb. 36).

cosm:%, (0°< z < 360°%).

Erklirung 7: Unter dem Tangens eines Win-
kels & zwischen 0° und 360°, ausgenommen die
Werte @ =90° und a=270°, versteht man
das Verhiltnis der Ordinate » zur Ab-
szisse w des auf der Peripherie laufenden
Punktes P (Abb. 37a,b).

tgr =", (0°<a<360% x4 90° z 270°).

u

Warum sind die Winkel @ = 90° und z = 270° aus-
genommen ?

B,
s

Abb. 35

Abb. 37a
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Erklirung 8: Unter dem Kotangens eines Winkels 2 zwischen 0° und
360°, ausgenommen die Werte & = 0°, = 180° und 2 = 360°, versteht man
das Verhiltnis der Abszisse w zur Ordinate » des auf der Peri-

pherie laufenden Punktes P (Abb. 38 a, b).

ctge =2
gL =""»

genommen ?

Der Radius r hat als absolute GréBe kein Vorzeichen,
aber » und v nehmen je nach dem Quadranten das
positive oder negative Vorzeichen an. Die Vorzeichen
von % und v bestimmen damit das Vorzeichen der
Funktion fiir die Winkel dieses Quadranten. In der
untenstehenden Tafel sind die Vorzeichen der trigono-
metrischen Funktionen in den einzelnen Quadranten
zusammengestellt. — Leite die Vorzeichen aus den

(0° < x< 360°, z = 180°).
Warum sind die Winkel 0°, 180° und 360° aus-

Erklirungen der trigonometrischen Funktionen ab!

Vorzeichen der trigonometrischen Funktionen

| = | m IL | IV. Quadrant
sin ‘ + 2R = —
cos = = == +
tg + — =+ ==
ctg o+ + =

Die Erklirungen 5 bis 8 erweitern die Begriffe der
trigonometrischen Funktionen auf beliebige Winkel-

werte « unter 360°.

Abb. 38b

b) Veranschaulichung der trigonometrischen Funktionen am Einheitskreis
Im Einheitskreis (r= 1) stellt die Ordinate des laufenden Punktes P den Sinus,

die Abszisse den Kosinus des Winkels @ dar (Abb. 39).

Tangens und Kotangens veranschaulicht man am Einheitskreis als Abschnitte
auf den Tangenten in A4 bzw. B (Abb.40a und b). Liegt der Winkel z im

Abb. 39

Abb. 40a

tgx

N

Abb. 40b











































































































































































































































































































































































