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1. Lehre von den Funktionen

Beim Motocross-Rennen jagt der Fahrer seine Maschine iiber eine kleine Boden-
erhebung. Mit einem Satz iiberspringt sie eine kurze Strecke unmittelbar hinter der
Erhebung. Beim Aufsetzen wird der Stof durch die Teleskopfederung aufgefangen.
Betrachtet man einen Punkt des Fahrzeugs vom Zeitpunkt des Aufsetzens an, so
vollfiihrt er eine Schwingung, die sich dadurch auszeichnet, dafl ihre Amplitude von
Periode zu Periode abnimmt. Eine derartige Schwingung nennt man geddmpft.
Geht die Fahrt auf ebenem Boden weiter, hort die lotrechte Schwingung des Fahr-
zeugs bald auf.

Trigt man die Elongation als Funktion der Zeit auf, so erhillt man das Bild einer
Funktion, die sich mit Hilfe der Sinusfunktion und der Exponentialfunktion dar-
stellen laBt.

Mit der Untersuchung derartiger und anderer Funktionen befassen wir uns nunmehr
innerhalb der Lehre von den Funktionen.



1.1. Algebraische Funktionen

1.1.1. Aufgaben zur Wiederholung und Einfiihrung

1. Gegeben sei der analytische Ausdruck einer linearen Funktion F(z,y) =22+ 3y =0
(implizite Form). Bilden Sie die beiden zugehorigen expliziten Darstellungen y = f(z)
und z = g(y)! Fertigen Sie zu den zueinander inversen Funktionen y = f(x) und = = g(y)
Wertetafeln an, indem Sie die jeweils unabhiingige Veriinderliche alle ganzen Zahlen von
—6 bis 46 durchlaufen lassen! Vergleichen Sie die beiden Wertetafeln!
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. Gegeben sei die lineare Funktion F(x,y) =22 + 3y + 6 = 0. Wie heifien die beiden
zueinander inversen Funktionen y = f(z) und 2 = g(y), die Sie durch Auflésen von
F(x,y) = 0 nach y bzw. nach x gewinnen? Zeichnen und vergleichen Sie fiir y = f(x)
und fiir 2 = g(y) die Funktionsbilder!

a) Es wird ein z y-System und ein y 2-System benutzt.

Anleitung: Die zuerst genannte Koordinate, die der jeweils unabhiingigen Verinderlichen
entspricht, ist auf der waagerecht verlaufenden Achse abzutragen.

b) Beide grafischen Darstellungen werden in dasselbe x y-System eingetragen.

®

x
a) Stellen Sie fiir die Funktionen y = f(z) = — > +2undz =g(y) = — 2y + 4 Werte-

tafeln auf! Zu welcher Vermutung iiber den Zusammenhang dieser beiden Funktionen
gelangen Sie ?

b) Erhirten Sie diese Vermutung mit Hilfe einer grafischen Darstellung im 2 y-Koordinaten-
system!

¢) Beweisen Sie durch Umformung der analytischen Ausdriicke, da Thre Vermutung
richtig ist!

Lo

Untersuchen Sie den Verlauf der Bildkurven fiir folgende Funktionen!
y=flx)=2a mit 0 <2< oo
Y=fyfa) =2 mit —co<r =0

5. Ermitteln Sie, welche der folgenden Funkti " teigend, welche 2
fallend sind!
a) y=fix) = 22*4+3 mit 0=z

b) y=flx) = 22*+3 mitaz=0
€) y=fya) = <222+3 mit0=z
d) y=fyx) = —222+3 mitz=<0

6. Bilden Sie zu den in den Aufgaben 4 und 5 genannten sechs Funktionen die jeweiligen
inversen Funktionen! Vergleichen Sie die Bilder sowie die Definitionsbereiche und Werte-
vorriite dieser Paare von zueinander inversen Funktionen!
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7. Gegeben sei die Funktion y = f(x) = — J—2 mit — 8 <« < — 1. Bilden Sie die zu-

gehorige inverse Funktion 2 = g(y)! Fertigen Sie das Bild des Funktionenpaares y = f(x)

und 2 = g(y) im 2 y-System an! Bestimmen Sie Verlauf, Wertevorrite und Definitions-
bereiche der beiden zueinander inversen Funktionen!

8. Vertauschen Sie in der Funktion 2 = g(y), die Sie beim Losen der Aufgabe 7 gewonnen
haben, z und y! Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = g(z) mit anderer Farbe in das
gleiche Koordinatensystem ein, in das Sie bereits die Bilder von y = f(z) und = = g(y)
eingetragen haben! Welche Beziehung besteht zwischen den Bildern der Funktionen ?



1.1.2. Bereits hekannte Begriffe aus der Lehre von den Funktionen

Eine in einem Intervall definierte stetige Funktion y = f(x) heiBt in diesem Inter-
vall monoton steigend, wenn fiir zwei beliebige Zahlen 2, und «, aus dem betrachteten
Intervall

mit @ < @, stets f(x;) = f(a,)

gilt. Das Intervall kann dabei abgeschlossen, offen oder halboffen gewihlt werden.
Es kann also sein:

a = x = b oder kiirzer |a, b] (abgeschlossenes Intervall);
a <~ x < b oder kiirzer (a,b) (offenes Intervall);

a = x < b oder kiirzer |a, b) (halboffenes Intervall);

a <~ a = b oder kiirzer (a, bl (halboffenes Intervall).

Analog dazu heifit eine in einem beliebigen Intervall definierte stetige Funktion
y = f(x) in diesem Intervall monoton fallend, wenn mit @, < x, stets f(z;) = f(x,)
gilt, wobei @, und z, beliebige Zahlen aus dem betrachteten Intervall sind.
Monoton steigende bzw. fallende Funktionen heilen streng monoton steigend bzw.
fallend, wenn mit @, < x, stets f(x;) << f(x,) baw. f(x;) > f(x,) gilt. Streng monoton
steigende und streng monoton fallende Funktionen heilen zusammen auch streng
einsinnige Funktionen.

Jede in einem Intervall [a, b] streng einsinnige Funktion y = f(x), die keinen zwischen
f(@) und f(b) liegenden Wert auslift, ist in diesem Intervall stetig. Jede solche Funk-
tion besitzt im Intervall [f(a), f(b) ] eine zu ihr inverse Funktion 2 =g(y). Es entspricht
niamlich zunichst jedem y aus [f(a), f(b)] mindestens ein Wert z aus [a, b], fiir den
f(x) = y ist, da nach Voraussetzung f(x) zwischen f(a) und f(b) keinen Wert auslaBt.
Andererseits entspricht jedem y aus [f(a), f(b)] hochstens ein Wert x aus [a, b]. Denn
sind némlich 2, und 2, verschiedene Werte aus [a, b], so ist wegen der strengen
Einsinnigkeit von y = f(x) sicher f(z,) = f(,), so daB also ; und @, nicht derselbe
Wert y entsprechen kann.

Ohne Beweis wird mitgeteilt, dal dann @ = g(y) in [f(a), f(b)] stetig ist.

. Uberlegen Sie, dafi die inverse Funktion einer streng monoton steigenden Funk-
tion wieder streng monoton steigend, die inverse Funktion einer streng monoton
fallenden Funktion wieder streng monoton fallend ist!

Hat man ein halboffenes oder offenes
Intervall, z.B. (a, b] mita < b, so werden v I I I i
zunichst abgeschlossene Teilintervalle i ’ y=31-x+1
[@ + h,b] mit 0 << k<< (b — a) betrachtet. 3 ™ T7 =4 ]

Auf solche Intervalle sind die vorher- \
gehenden Uberlegungen anwendbar, und BE v
man kommt so zu dhnlichen Aussagen 1 ¥
iiber Existenz und Stetigkeit einer in- A -
versen Funktion. T T T T2 T2

Die zueinander inversen Funktionen 171 J [ |
y = f(z) und z = g(y) haben im z y-
System das gleiche Bild, jedoch ist fir —awb. 11,

X=2y-2
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y = f(x) die unabhingige Veranderliche auf der Abszissenachse, fiir x = g(y) hin-
gegen auf der Ordinatenachse aufgetragen. DemgemiB wird an ein und demselben
Bild die jeweils zugeordnete abhingige Verinderliche auf verschiedenen Achsen ab-
gelesen (vgl. Abb. 1.1.).

Fir die zueinander inversen Funktionen y = f(») und % = g(y) sind Definitions-
bereich und Wertevorrat miteinander vertauscht. Fiir die streng monoton steigende
Funktion y = f(z) und ihre ebenfalls streng monoton steigende inverse Funktion
z = g(y) gilt also im Falle eines abgeschlossenen Intervalls:

y = () z = g(y)
Definitionsbereich: a <2 <bd c=y=d
Wertevorrat: c=fla)=y=fb)=d a=gc)<zx=gd) =hb.

B seispier1:
Die im Intervall [—4, —2] streng monoton fallende Funktion y = f(z) = 22+2
besitzt als zu ihr inverse Funktion 2 = g(y) die ebenfalls streng monoton
fallende Funktion # = — }y — 2. Fir diese beiden Funktionen gilt:
y = f(x) z = g(y)
Definitionsbereich: —4 <2< —2 6=y=<18
Wertevorrat: 18=f(—4)=y=f—2)=6 —2=g(6)=x=g(18)=—4.

In Abbildung 1.2. ist auller Vi
y=f@)=2*+2mit —4<a<—2 [-i1=%
bzw.
z=gly)=—Yy—2mit6=<y <18 [T 57
noch die Funktion y = g(z) = — }/z—2 Tt
mit 6 <z < 18 eingezeichnet. Wahlt [
man das & y-System fest, so gelangt T 7%
man zu zwei voneinander verschiede-
nen Bildern der inversen Funktion von \ =
y = f(«), je nachdem, ob man die unab- ; A LN
hingige Variable mit  oder y bezeich- 1

net, also die inverse Funktion in der - 2
Form « = g(y) oder y = g(x) schreibt. )

Die Bilder von z = g(y) und y = g(x) [T 1. ° t * ;
liegen achsialsymmetrisch zum Bild
der Funktion y = z, wie es in der
Abbildung 1.2. gezeichnet ist.

1.1.3. Ableitung zueinander inverser Funktionen
Im Beispiel 1 wurden die zueinander inversen Funktionen

y=fl)=2a2+2 mit —4<2< -2 und 18=y=6
und x=g(y)=—}/yT2 mit 6 <y <18 und —2=2=-—4
betrachtet. Die Funktion y = f(z) kann man im gesamten Definitionsbereich dif-
ferenzieren. IThre Ableitung heiBt in [—4, —2] bekanntlich ¥’ = f/(z) = 2 2.
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Die Ableitung der inversen Funktion = g(y) kann man mit den bisherigen Mitteln
jedoch noch nicht nach einer bestimmten Regel bilden. Daher soll die Ableitung
von z = g(y) durch Bilden des Differenzenquotienten, Umformen des Differenzen-
quotienten und Grenziibergang hergeleitet werden.

Da die unabhingige Verinderliche in diesem Fall y ist, bildet man:

W+ —gw) _ —Vm+BH—2-(—Vn—-2 _Yru—2-Yunt+h-2

%o+ 5 — % k k
_ Yo —2 Vo + 5 —2) (Voo =2+ Jlwo + 5 —2)
By —2+Vwo+ 8 —2)
W=tk -2
k(g — 2+ V(v + k) — 2)
9(Yo + k) — g(y) _ =1

Wt =v  Yp-2+fwth-—2

LafBt man k gegen Null streben, so ergibt sich:

¢ k) — g(yo) . -1 -1
i = lim rg(‘% +F) — 900 = lim ————— e —— e
7o) = B T H e k=0 —2+Ygo+H) —2 2}y —2

Dabei wurde stillschweigend benutzt, dafl lim V(yo + k) —2 = |y, — 2 ist. Fiir ein
k=0

beliebiges yo = 2 aus dem Definitionsbereich der Funktion z = g(y) = — [/y_f_l
gilt also: .
, =1 1 _ 1 .
9'(vo) Ten-2 2(-frn-2 29w
oder kiirzer:

1
=90 =5, "

g |
Fiir 2+g(y) kann wegen z = g(y) auch geschrieben werden: "

Es fallt hierbei auf, daB die Ableitung der inversen Funktion zu y = f(z) = 2% 4- 2
dem reziproken Wert von y’ = f'(x) gleich ist. Es gilt daher fiir das Funktionenpaar

I y=f@)=2*+2 mit —4<z< —2,
) z=gly)=—)y—2 mit 6=y=18

die Bezichung f'(z) - ¢’(y) = 1 fiir jedes Wertepaar aus den betreffenden Intervallen,
wenn 2 und y vermodge der Bedingungen (I) oder (II) zusammenhéngen.

Man kann sich auf geometrischem Wege klarmachen, daB fiir zueinander inverse
streng einsinnige stetige Funktionen y = f(z) und = g(y) sicher dann f'(z) - ¢’(y) =1
gilt, wenn f(x) differenzierbar und f'(z) = 0 fiir alle z aus dem jeweiligen Definitions-
bereich ist.



In Abbildung 1.3. ist an das Bild v
einer stetigen ‘streng einsinnigen
Funktion im Punkt Py (x,;y,) die
Tangente gelegt. Ferner ist eine k=Fla)=flx)
durch Py (xy; yo) und Py (2,; y,) ver-
lanfende Sekante eingezeichnet. Die
Tangente schneidet die Abszissen-
achse unter dem Winkel «, die Or-
dinatenachse unter dem Winkel f.
Da die Kurve im z y-System sowohl
das Bild der Funktion y = f(z) als
auch das Bild der dazu inversen
Funktion @ = g(y) ist, die un-
abhingige Verinderliche aber im
ersten Fall auf der Abszissenachse,
im zweiten auf der Ordinatenachse aufgetragen ist, findet man durch Uberlegung,
daB gilt:

f'(z,) = tan «; g'(yo) = tan f .
Wie aus dem rechtwinkligen Dreieck OS7' sofort abgelesen werden kann. sind a
und # Komplementwinkel: « -+ § = 90°.
Es kann daher statt tan f auch tan (90° — a) = cot « geschrieben werden. Fiir
jeden spitzen und fiir jeden stumpfen Winkel gilt ferner tan « - cot a = 1. Also gilt

fiir streng monoton steigende, zueinander inverse Funktionen y = f(z und = = ¢(y)
die Differentiationsregel:

O f@-g'@=1,

vorausgesetzt, dall y = f(x) fiir alle  aus dem jeweiligen Definitionsbereich differen-
zierbar und y’' = f'(x) dort stets verschieden von Null ist.

h=gly1)-90%)

5 X
Abb. 1.3,

. Fiihren Sie die entsprechenden Uberlegungen fiir streng monoton fallende zu-
einander inverse Funktionen durch!

Fiir den folgenden analytischen Beweis der Umkehrregel f/(x)-¢’(y) = 1 ist zu be-
achten, daf gilt:

@) b= (w4 k) — 2y = — 2 =g(5) — 9We) = 9y + k) — 9(¥0);
B) k= +k) —yo=1u1 — Y= @) — f(xe) = flzg + k) — f(x,) -
Diese Beziehungen sind aus Abbildung 1.3. ebenfalls ablesbar.

Man bildet zunichst unabhingig voneinander die Differenzenquotienten fiir beide
zueinander inverse Funktionen:

@) Hzo +’;L) — (&) ; (5) 9y + klz —9(w) .

Da jede von Null verschiedene Zahl @ gleich dem reziproken Wert ihres reziproken
Wertes ist, also a = + gilt, kann man beispielsweise den Differenzenquotienten (5)
3



auf zweifache Weise ausdriicken und damit die in der zu beweisenden Umkehrregel
auftretende Konstante 1 in die Rechnung einfiihren:

9o + k) —g(yo) _ 1
© ’c .

9(%0 + k) — 9(%0)

(Der Quotient im Nenner des rechtsstehenden Ausdrucks ist wegen der strengen Ein-
sinnigkeit von Null verschieden.)
Um die Beziehungen zwischen den beiden zueinander inversen Funktionen nunmehr
herzustellen, ersetzt man geméf (3) auf derrechten Seite von (6) k durch f(z, + k) — f(x,)
und gemaB (2) die Differenz g(y, + k) — g(y,) durch &:

) 9 (%0 + k) —9() _ 1
(o + k) — %o f@o +h) — f(=o)
h

Wegen der Stetigkeit der zueinander inversen Funktionen y = f(z) und & = g(y)
strebt mit & — 0 zugleich f(z, + %) gegen f(x,). Anders ausgedriickt: mit 7 — 0
gilt zugleich auch f(x, + k) — f(z) = k — 0. Daher kann der Grenziibergang wie
folgt vollzogen werden:
: k) — 9(y0) . 1
lim YW + 0 _ lim '
b k i T + 1) — flag)
h

Wegen f'(x,) == 0 gilt:
T S
h—o @+ 0 —fx)) — flzo)
h
Daher existiert auch

k) —
9o + k) 900 _ o

lim
k-0

yo) ’

und es ist
1
9'(¥o) = Pl
oder
g ) - flw) =1.
Da , und y, beliebige Stellen aus dem Definitionsbereich von f(z) bzw. g(y) be-
deuten, kann allgemein geschrieben werden:

1 g -r@=1.

Sehr einpriigsam a8t sich diese wichtige Differentiationsregel mit der von LNtz
geschaffenen Symbolik niederschreiben:

dlg(y)] dlf(x)] _dr dy

dy dr  dy dx

8)

Wie zweckmiBig die Verwendung der Umkehrregel ist, soll an Hand des Bei-
spiels 1 gezeigt werden. Darin sind (in dort genau angegebenen Intervallen)
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y=fl) =242 und z = g(y) = — }/‘1; — 2 als zueinander inverse Funktionen
betrachtet worden. Die Ableitung von y = f(x) ist Y = f(x) =2 x. Also bestimmt
man mit Hilfe der Umkehrregel :
remgmtal 1
T TIW T T gy 2y -2
Aufgaben

1. Bilden Sie die Ableitungen der in den Aufgaben 1 bis 3 von Seite 4 genannten zueinander
inversen linearen Funktionen ohne und mit Hilfe der Regel f'(z)-g'(y) = 1!

19

2
. Bilden Sie zur Funktion y = f(z) = TIE +2 mit 2 = 2 < 4 die inverse Funktion = g(y)!

Legen Sie den Definitionsbereich von x = g(y) fest! Bilden Sie die Ableitungen y’ = ()
und 2’ = ¢’(y) in den jeweils durch die Definitionst iche b ab hl
Intervallen ohne und mit Hilfe der Regel f/(z)-¢'(y) = 1!

Hinweis: Bilden Sie die Ableitung 2’ = ¢’(y) auf die gleiche Weise, wie auf Seite 7 die
Ableitung von z = —;/]/— 2 gefunden wurde!

1.1.4. Ableitung der Wurzelfunktionen
Mit Hilfe der Umkehrregel ist man in der Lage, die Differentiationsregel fiir die all-

gemeine Wurzelfunktion zu gewinnen. Die Funktionen y = falz) = ']‘/; sind fiir alle
natiirlichen Zahlen » = 2 im offenen Intervall 0 < z < co streng monoton steigende
stetige Funktionen, deren Wertevorrite jeweils alle von Null verschiedenen positiven
reellen Zahlen umfassen. Dementsprechend existiert fiir jede dieser n Wurzelfunk-
tionen eine inverse Funktion, die ebenfalls stetig und streng monoton steigend ist.

Bekanntlich ist die zu y = f,(z) = ’]I/x (n=2,3,4,...) inverse Funktion die
Potenzfunktion z = g,(y) = y".

Die Definitionsbereiche und Wertevorrite aller Potenzfunktionen z — Inly) = Y™
(n=2,3,4,...) bestehen ebenso wie die der zu ihnen inversen Wurzelfunktionen
jeweils aus allen von Null verschiedenen positiven reellen Zahlen.

Beispielsweise ist zu y = f,(x) = Va:_ mit 0 << 2 < oc und 0 < y < co die Potenz-
funktion # = g,(y) = #* mit 0 < y < co und 0 < 2 < co die inverse Funktion.
Nach den hier getroffenen Voraussetzungen wird bei den weiteren Erérterungen die
Angabe von Definitionsbereichen und Wertevorriten weggelassen und auch nicht
immer wieder darauf hingewiesen, daB man unter » nur natiirliche Zahlen, die
groBer oder gleich 2 sind, zu verstehen hat.
Die Ableitung jeder Potenzfunktion a = g(y) = y" ist 2’ = gy)=nyr-1.
Man kann nunmehr fiiry = f(z) = Tx die Umkehrregel anwenden :

1 1 1 1 1

Y=re=g=gu= W (1 W ;

x

k\n k—
Nach dem Wurzelgesetz (]Q) = Ja" kann schlieBlich geschrieben werden:
1

n jan-1

) y=f@)="=; y=f(x)=

10



Die Regel nimmt folgende Gestalt an, wenn statt der Wurzelschreibweise die Potenz-
schreibweise benutzt wird :

y=fl)=—r—= L= ),

n Jan—1

L [
10) y=f@)=a"; y'=[(r)=—an

In dieser Darstellungsweise ist deutlich zu erkennen, daB die Regel fiir das Dif-
ferenzieren von Wurzelfunktionen formal vollkommen mit der entsprechenden Regel
fiir Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten iibereinstimmt. Es gilt also
allgemein :

» Fiir y =f(x) = an ist y' = f'(x) = n-an—1, wobei n eine beliebige ganze oder
der reziproke Wert einer beliebigen positiven ganzen Zahl sein kann.

Es 1aBt sich leicht nachweisen, daB diese GesetzmiBigkeit nicht nur fiir positive
Werte %gilt.

. Beispiel 2:

Gesucht ist die Ableitung der Funktion y = f(z) = —1: (x == 0). Man formt
x

1
- g . "
zunéchst um: y = f(x) =2 ® =-—. Dann wendet man die Quotienten-

regel an. %8
1 1
(I R o g

w'v—uv 3 1 —1—
" = = . 33 Ty
y= »? 2 3 ’

23

, 1 -,17—1
Y =——gw 3

Dieses Beispiel legt die Vermutung nahe, dal die Regel fiir das Differenzieren von
Potenz- und Wurzelfunktionen auch fiir alle Funktionen gilt, deren Exponenten
reziproke Werte negativer ganzer Zahlen sind.

. Beweisen Sie, dafp diese Vermutung richtig ist!

Im folgenden wird die Potenzschreibweise bevorzugt. Nur zum SchluB der Unter-
suchungen kehrt man, wenn es sich als zweckméBig erweist, zur Wurzelschreib-
weise zuriick. Beispielsweise laft sich das oben gewonnene Ergebnis wie folgt
umformen:

: 1 3~
yz_?x 3=ﬁ7i:__ l:ﬁi_—__zz]/

11



Aufgaben

1. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!
5 3 6 —
Ny=f@=Jo B y=i@=yz ) y=f@)=|8z Q) y=f@) = |2z
1 3 3  x
Vy=I0)=;—= Dy=f)=— y=f@=)e-Jz h)y=j@ - ;}?
}/; V; J=
2. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!
8) y = f(z) =2° b) y = f(2) =22
1 1
) y=f)=2° 4 y=j@)=z 3
3. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!
Al -1 1
8) y=fx) =z ot b) y=f)=a *. 2t
1 2 1 1
€) y=fa) =22:2t d) y=fla) =x2:2 *
Losen Sie diese Aufgaben auf verschiedene Weise!
4. Bilden Sie die jeweilige inverse Funktion zu folgenden Funktionen!
a) y=f@)=32+5 b) y=fa)=—22+1
3 1
c)y=/(1)=—§x+2 d)y:I(r)=Tx~8
Hinweis: Gewinnen Sie die ersten Ableitungen dieser Funktionen, indem Sie die jeweilige
inverse Funktion differenzieren und die Umkehrregel benutzen!
5. Bilden Sie nach Festlegung geeig Definitionsbereiche die jeweilige inverse Funktion
zu folgenden Funktionen!
= =|/E.2
a) y = f(z) = 5 J x=Fly)
[ y—
D) y=f@) =[5z -1
EN yx
) y=fx) =22 —3 N
e
-] 2 N
d = =\|/—+ = N
) y = f(2) l’,4+3 S
y=ftx)
Wie lauten die ersten Ableitungen
dieser vier Funktionenpaare ?
s A5
6. Gewinnen Sie die Umkehrregel 0/ X
f'(x) - g’(y) =1 durch geometrische
Uberlegungen mit Hilfe der Ab-
bildung 1.4.! Abb. 1.4,
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1.1.5. Ableitung von Funktionen von Funktionen

Mit Hilfe der Umkehrregel ist es in einer Reihe von Fillen moglich, das Differen-
zieren einer komplizierteren Funktion auf das Bilden der Ableitung einer einfacheren
Funktion zuriickzufiihren. Im folgenden soll nach weiteren Regeln gesucht werden,
die das Differenzieren komplizierterer Funktionen erleichtern.

B seispias:
Die Ableitung der Funktion y = f(z) = (2 2® — 3 « + 4)® ist gesucht.

Lisungsweg 1:
Man multipliziert aus und differenziert die Funktion unter Anwendung be-
kannter Regeln in der dann entstehenden Form:
y=fx) = 22— 3z 4)®
=828 — 3625 4 1022 — 171 2® + 204 2® — 144 = + 64
¥ = f(x) = 48 2% — 180 2* + 408 23 — 513 2® 4 408 x — 144 .
Das Ergebnis ist wenig iibersichtlich.

Losungsweg 2:
Man faBit y = f(z) = (22* — 3z + 4)® als eine Funktion auf, die sich als
Produkt dreier Funktionen u = ¢(), v = p(z) und w = y(z) ergibt. Dem-
gemiB verwendet man die Regel fiir das Differenzieren eines Produktes von
drei Funktionen:
(vvw) =wovw—+uvw+uvw;
y = flx) = (22— 3z + 4)
=222 —3ax+4)(22* —3x+4)(22>—3x+4);

Y =fla)=4r—3)22>2—-32+4)(22>—-3x+4)

+ (222—3x+4)dr—3)(22*—3x +4)

+ (222 — 3z + 4) (222 — 32 +4) (42 —3)
y=f(a)=3-22*—-3x+4)* (4 —3).
Dieses Ergebnis ist wesentlich ibersichtlicher als das iiber den Losungsweg 1
gewonnene.

. Weisen Sie die Identitit der beim Losungsweg 1 und beim Lisungsweg 2 ge-
wonnenen Ergebnisse nach!

Die beim Beschreiten des Losungsweges 2 gewonnenen Erkenntnisse werden durch
die folgende Schreibweise besonders deutlich:
Weil y = f(x) = (22 — 32 + 4)® als Produkt von drei gleichen Funktionen
glr) =222 — 32+ 4 aufgefalBt werden kann,
weil also y = f(z) = @() - p(x) - p(x) mit g(x) =22 — 3z 4 4 ist,
mub fiir 5’ = f'(z) nach der Regel fiir das Differenzieren von Produkten von Funk-
tionen gelten:
¥ =[) =g @) @) p@) + @) ¢ @) @) + ) - px) - ¢’ (@)
=3 [p@)P- ¢ (@) mit @) =22* -3z +4und ¢'(x) =42 —3.

. Bilden Sie die Ableitung der Funktion y = f(x) = (22® — 5 + 3)%/
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FaBt man in y = f(z) = (22% — 5« + 3)* die viermal als Faktor in der Produkt-
darstellung dieser Funktion auftretende ganze rationale Funktion dritten Grades
@(®) = 22® — 5z + 3 als innere Funktion einer Potenzfunktion vierten Grades auf,
so kann man kiirzer schreiben :

y = f(x) = [p()]* mit pr) =22 —5x 4 3.

Die Funktion y = f(x) = (22® — 5 + 3)* ist also eine Funktion einer Funktion.
Allgemein symbolisiert man Funktionen von Funktionen, auch mittelbare Funk-
tionen der unabhiingigen Veriinderlichen genannt, durch:

(1) y=fle(x)] oder y=/f(u) mit u=gx).

Fiir das Beispiel ¥ = (2 2> — 3 & + 4)% bzw. fiir die Funktion y = (223 — 52 + 3)2
schreibt man demgemif:
a) y=flp@)] = [p@)P = (22> — 3z 4 4)
oder: y = f(u) = %® mit u =@(x) =222 — 3z + 4;
b) y=fle@)] = [p@)]* = 22° — 5z + 3)t
oder: y = f(u) = u* mit u =¢(x) =223 — 524 3.
Die Verwendung der eben eingefiihrten Schreibweise 148t die Struktur der Ab-
leitungen dieser beiden Potenzfunktionen von ganzen rationalen Funktionen klar
erkennen:
ay) ¥ =Flp@)] @) =3 [p)P - ¢'(x) =3 (22® — Bz + 4)*- (42 — 3)
oder:y’ = f'(u) - ¢'(x) =3u* - w =3 (222 — 32+ 4. (4o — 3);
b1) ¥ =[lp@)]- @) =4[p@)P - ¢'(x) =4 (22% — 52 + 3)*- (622 — 5)
oder: y' = f'(u) - @'(x) =4 w =4 (22 — 5+ 3)3- (622 — 5).
Die Analyse der Struktur der Ableitungen dieser beiden Potenzfunktionen von
ganzen rationalen Funktionen fithrt zur Vermutung, daf allgemein gelten kénnte:
Fiir y = f(u) = w* (n = 2; 3;4;...) mit der ganzen rationalen Funktion » — @(x)
als innerer Funktion ist stets y' = f'(u)-¢'(x) = n-un~1.¢’(x) . Dabei bedeutet
f'(u) die erste Ableitung von f(x) nach der als unabhangige Verinderliche betrach-
teten Funktion u = ¢(z) .

. Schreiben Siey = (3 2* — 4 & + 5)* s0, dap in der allgemeinen Symbolik deutlich
sichtbar wird, welche funktionalen Zu hinge vorliegen! Weisen Sie nach,
daf3 die Ableitung in der Form

Y =2@Ba -4z 45> 1. ¢g'(x) mit ¢'(x) =62 — 4
geschrieben werden kann!

. Untersuchen Sie, ob fiir y = f(u) = u® mit w = p(z) = 3z + }/; ebenfalls gilt:
y =2u*"1. g (x)!

Das Ergebnis der zuletzt durchgefiihrten Untersuchung zeigt, daB die innere
Funktion % = @(x) einer Funktion von einer Funktion nicht immer eine ganze
rationale Funktion sein muB, wenn mit y = f(u) = »* (n =1;2;3;...) zugleich
Yy =f(u)- ¢ (&) =n-u—1.¢'(x) gelten soll. Es geniigt, daB die innere Funktion
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von y = f[p(x)] = [p(@)]* (n = 1;2;3;...) eine differenzierbare Funktion ist, fiir
deren Funktionswerte die Potenzfunktion y = [¢(x)]" definiert ist.

Unter dieser wesentlich allgemeineren Voraussetzung beweist man diese Vermutung.
Fiir Potenzfunktionen y = f[p(2z)] = [p(x)]" (n =1;2;3;...) von differenzier-
baren Funktionen u = () gilt stets:

(12) y' =nfo(x)]* 1 o' (x).

Man schreibt dabei die unabhiingige Veriinderliche & nicht immer mit. Es ist jedoch
notwendig, sich jederzeit bewultzumachen, dafl » unmittelbar und y iiber » mittel-
bar von x abhingen.

Der Beweis wird mit Hilfe der vollstindigen Induktion gefiihrt.

1. Fir n = 1 ist die Behauptung richtig, denn es ist [p(z)] = 1 - [p(2)]°- ¢'(2) .

2. Jetzt wird gezeigt, dafl aus der Richtigkeit der Behauptung fiir n = k (Induk-
tionsvoraussetzung) die Richtigkeit fir n = k 4 1 folgt, wobei man sich fiir &
jede beliebige natiirliche Zahl eingesetzt denken darf. Unter Benutzung der
Induktionsvoraussetzung [«*] = &k u¥~1 . w’ erhilt man:

[WdH]) = [wh-u] = [wFf) u+wbw =k-wb—1.w u+uk o,
[F+1] = (k 4+ 1) ko .

Damit ist die Behauptung fiir alle natiirlichen » bewiesen.

} Fiir y = f(u) = um mit differenzierbarer innerer Funktion u = ¢(x) gilt fiir jede
natiirliche Zahl n stets y' = nun—1.u’;wobei unter u® stets 1 zu verstehen ist.

Es erhebt sich die Frage, ob die gewonnene Regel in der Form y’ = f'(u) -« auch
dann gilt, wenn f(u) keine Potenzfunktion y = f(u) = " ist, sondern eine beliebige
differenzierbare Funktion, die fiir die Funktionswerte von u = ¢(x) definiert ist.
Beweis fiir die Richtigkeit dieser Vermutung:

Es seien y = f(u) und u = @(z) zwei differenzierbare Funktionen, die zusammen-
gesetzt die Funktion y = f[p(x)] bilden, wobei der Wertevorrat von u = @(z) ganz
im Definitionsbereich von y = f(u) enthalten sein muf.

Zu  z = =, gehoren:

%y = (%) und Yo = f(ug) -
Zu =z =+ h gehoren:
up = (o + k) und yn = flun) = f (wo + k) mit & = w, — %, .

Fiir den Differenzenquotienten der Funktion y = f[¢(x)] an der Stelle z = =, gilt:
Moo + W] — flpo)] _ fluo + k) — fluo) _ fluo + k) — f(uo) k

h h k h
o flug + k) — f(ug) @y + k) — @)
- k ’ h ’

wobei mit k& erweitert wurde. Der Beweis.ist nur fiir den Fall giiltig, daB fiir A 5= 0
auch stets k == 0 ist; auf den Beweis der Allgemeingiiltigkeit wird hier nicht ein-
gegangen.
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Da f(u) und g¢(z) als differenzierbar nach ihrer jeweiligen unabhingigen
Veriinderlichen vorausgesetzt sind, ist insbesondere die Funktion g(z) im Unter-
suchungsintervall auch stetig. Das bedeutet aber, daB mit ~—0 zugleich
@y + h) — @(@o) = up — uy = k— 0gilt. Daher kann der Grenziibergang wie folgt
vollzogen werden :

19 + 7] — ()]

’ = lim
d h—0 h
— lim [0+ F) = f(ug) gl + ) — ()
>0 k h
i [0 B = fe) Gy ) — ()
k=0 =0 b
Y= f(uy) - () - =

Da diese Betrachtungen fiir jede Stelle # = x, des Definitionsbereichs gelten, ist
somit der folgende Satz bewiesen :

} Ist die Funktion u = ¢(x) in einem gewissen Intervall I differenzierbar und die
Funktion y = f(u) in einem Intervall erklirt und differenzierbar, das jeden Wert
desWertevorrats von u = () enthiilt, so ist auch die mittelbare Funktion y = f[¢(x)]
in I differenzierbar, und es gilt dort:

(13) ¥ =[le@)] =/0) @' (x) mitu=e().
In Worten:

» Die Ableitung der mittelbaren Funktion ist gleich dem Produkt aus der Ableitung
der duBeren Funktion nach der inneren und der Ableitung der inneren Funktion
nach der bhiingigen Veriinderlichen @, von der die innere Funktion unmittelbar,
die iiuBere nur mittelbar abhiingt.

Benutzt man die LemBN1zsche Schreibweise, so gilt:

gy S¥_c¥.gu
dx du dx
dy du . 5 =5 5 2 i = .
In der Form R ist die Verkettung der Ableitungen, die beim Differenzieren
u x

von Funktionen von Funktionen zu bilden sind, besonders einprigsam. Man be-
zeichnet daher diese Regel auch oft als Kettenregel fiir das Differenzieren von
Funktionen von Funktionen.

Man kann die Kettenregel dhnlich wie die Produktregel, die urspriinglich auch nur
fiir zwei Funktionen als Faktoren erklirt wurde, auf eine beliebige Anzahl von
Funktionen erweitern. Wenn beispielsweise y eine Funktion von u, % eine Funktion
von v, v eine Funktion von w und w eine Funktion von z ist, so erhalten wir die
mehrfach zusammengesetzte Funktion :

y = flplylo@)}]

mit y=fu), w=¢@),. v=rypw) und w= w(x).
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Die Ableitung dieser mehrfach zusammengesetzten Funktion ist:

Yy = f) @ (v) -y (w)- @) oder

dy dy du E dw

de du' dv dw dz
Der Beweis fiir diese Verallgemeinerung ergibt sich durch wiederholte Anwendung
der einfachen Kettenregel.

. Beweisen Sie die Kettenregel fiir dreifach zusammengesetzte Funktionen!

An zwei einfachen Beispielen sollen im folgenden die geometrischen Beziehungen
bei mittelbaren Funktionen untersucht werden.

. Beispiel 4:
Gegeben sei die Funktion y = f{p(z)] = 2a+ 1)
In der Abbildung 1.5.a ist das Bild von u=g() =2z +1 gezeichnet.
Besonders hervorgehoben sind die beiden Punkte P, (% 3 4) und P (7 ,g 2
Es sind also: 2

%; xo+h=%; h=1;

uy = 4; uy + k = 6; k=2.

In der Abbildung 1.5. b ist das Bild von y = f(u) = u? gezeichnet. Besonders

hervorgehoben sind die beiden Punkte P, (4; 16) und Py (6; 36).

Es sind also:

uy = 4; uy + k= 6; k=2;
Yo = 16; Yo + 1= 36; 1=20.
In der Abbildung 1.5.c ist das Bild von y = flg(¥)] = (2« + 1)* gezeichnet.

&y =

Besonders hervorgehoben sind die beiden Punkte P, 3) l(i)un(l P, (—’ ,36)
u=2x+1
- =2 ”li‘ Y i
IERRRY sm= yeu
E y [ 1]
7 “(20+1)?
A / -
yANEE _’IA_'——_"n( %
T T
y, A |
T
T
ne e e s M
/ 1 II 7 } t 7111
31 T35 Ix] ] A f : V110
/ _I 4 6 |u 0| %— .;. X
[ [ 11
Abb. 152 Abb. 1.5 Abb. L.c.

2 (0012 56] 17



18

Es sind also:

xn=—3-; xo-l—h—? b=1;

M) = =10: 1) —ro = 3] i[o(3)

Die den Differenzenquotienten entsprechenden Steigungen der Sekanten durch
die besonders hervorgehobeuen Punktepaare sind demnach :
Au Ay 1 2

=% AT ETr ol

[—)H - PSP

Rk Az Au’

=20.

Offenbar durchlaufen mit % gleichzeitig & und I Nullfolgen.

Verfolgen Sie die Anderungen im Beispiel 4, wenn Sie statt h = 1 folgende
Zahlen wihlen: hy = % i ha=—3; hy= %j

Beispiel 5:

Gegeben ist die Funktion y = flp(z)] = ]/_ mit 0 <2 <6. In den Ab-
bildungen 1.6.a, 1.6.b und 1.6.c wurden Bilder der Funktionen u = @(x) = a2,

y = f(u) = ;/u und y = flp(z)] = ]/:4:2 gezeichnet. Dabei sind folgende Punkte-
paare besonders hervorgehoben :

a) Py (2;4) und P, (3;9);

b) Py (4:14) una P.(9;79);

c) P, (2;%) und P, (3; 3}5) "

Die eingezeichneten Sekanten haben folgende Steigungen :
Au k 5

L il s
Tl [ Aw16a |
| | Y
P u=x?
1 i
[— 208 AT
— 199 K
jod
=TT T
D (X — 4
7 | 3 5 |x 4 9 30
[TT1T avbzen Ll | [ ] |




3 3
4y 1 Yo —jr _21-16 .. J
b)ﬂ_?* 7~T—0,1,
83— 8—
— 2 — 14 ,5
o) f[w(3)]hf[<P( )]=l9ll ~0_0=50’1_ A
il
|- 208)= =t = e
Die Anwendung der Kettenregel soll an den folgen- | mh ] S0
den Beispielen, die zugleich weitere wichtige mathe- '_1 o |
matische Erkenntnisse und Formeln vermitteln, | |
erlidutert werden. ! 1
2 3 X
. Beispiel 62 Abb. 1.6.c | I [ [
Die Ableitung der Funktion y = f[g(x)] = (2  + 1)? ist zu bilden.
v=g)=22+1;  y=fa)=u;
du _ oy _o. Y _ py— 0.
=g =2; W pw)=2u;
dy _dy du

Y =W @ =2u-2=4Cz+1).

B Beispiel 7:

Die Ableitung der Funktion y = flg(z)] = ?’;-i (z > 0) ist zu bilden.

1
s 3
u = gx) = 2% y=[w)=Yu=u?;

I
du dy 1 —= 1 u®
4, — 8 = — =— 3
prat 3" z 3u’

3us

i 3 3

dy dy du _u® 21__}1" 91*2 %2
dx  du dz 3u T3 7T T3

Dieses Ergebnis kann wie folgt umgeformt werden:

a2 1 23‘/? 2 /L 2 1 5 1
=2 _lg=c.fo==-5—==.7 8,
)

iz 3 = 3 3= 3
@y_2 i1
dz 3

Die Ableitung der Funktion y = 2™ mit n =% ist also wie die Ableitung aller

Funktionen y = 2" mit ganzzahligem n oder dem reziproken Wert eines ganz-
zahligen 7 als Exponent y' = n-2"~!. Das fihrt zu der Vermutung, daB die
Regel fiir das Differenzieren von Potenz- und Wurzelfunktionen auch fiir solche
Funktionen y = f(z) = a" Giiltigkeit hat, bei denen » eine beliebige rationale Zahl ist.
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B seispic s:
Die Ableitung der Funktion y = f(x) = 2" mit einer beliebigen rationalen
Zahl n als Exponent wird gesucht.

»
Statt y = f(z) = a™ schreibt man y = f(x) = 2" = 2% mit ganzzahligem p
uqu.\ T
= » RAV]
Nach den Regeln fiir das Rechnen mit Potenzen ist z? gleich (a:") . Dem-
nach gilt: )

1
y = Ilg@)] = [p)P mit gla) = 2.

Es sind nach den Regeln fiir das Differenzieren von Potenzfunktionen (ﬁ
ponent ganzzahlig bzw. der reziproke Wert einer ganzen Zahl) und nach der
Kettenregel :

1
u = gx) =21; y = fu) = u?;

du i L 4 dy
e At . Yy w1
dx qrq b au P W
dy dy du 1 Ly
WY 2 poyp=l. 2 g
dz  du dx 2w q =
o=t A Do Ll
:1.( q) T A A
q
?
L R
dx q

Somit gilt die Regel fiir das Differenzieren von Potenzfunktionen fiir jede rationale
Zahl n.

> Die Ableitung von y = f(x) = x ist y’ = f'(xy = n - "—1, n beliebig rational,

B Beispic1 9:

Die Ableitung der Funktion y = f[p(2)] = }r* — 2* mit 0 < 2 < r soll ge-
bildet werden.
1

u=g@)=r—a;  y=fu)=u?;
1
2

du g - dy 1 -
& 2R T
dy dy du 1 L x
o/ SR AN Oy SO R ==
& m w2 v’

Wenn man die in expliziter Form gegebene Funktion y = }72 — 2? in die implizite
Form umwandelt, so erhéilt man nach dem Quadrieren:

Flay) =2+ — 2 =0.
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In dieser Form ist leicht zu erkennen, daB jeder Punkt des Bildes der Funktion
y = |/r* — 2 auf einem Kreis mit dem Radius 7 und dem Mittelpunkt im Koordi-
natenursprung liegt. Durch den oben festgelegten Definitionsbereich 0 < z < r wird
in der expliziten Darstellung allerdings nur der im ersten Quadranten gelegene
Viertelkreis analytisch erfaflt.

. Wie heiPen die expliziten Darstellungen derjenigen analytischen Ausdriicke, durch
die die iibrigen drei Viertelkreise beschricben werden? Wie lauten die Ableitungen
dieser drei Funktionen?

B Beispiel 10:

Die Ableitung der durch F(z,y) =a*+ 3> — 12 =0 mit 0 <a<r und
0 < y < r in impliziter Form gegebenen Funktion y = f(z) soll ermittelt
werden. Durch die Festlegung der Intervalle, in denen  und y sich bewegen,
erhalt man die im Beispicl 9 untersuchte Funktion. In diesem Bereich ist die
Funktion y = f(z) streng einsinnig. Daher gibt es, wie man aus dem voran-
gegangenen Abschnitt weil, ein Paar zueinander inverser Funktioneny = f@
und z — g(y), die die Gleichungen b

(15) Flz, f(x)] = 2> + [f@)P—r2=0
bzw.

(16) Flg(y),y] = 9@ +y*—r*=0
befriedigen, und zwar ist y=flp)]= V’;.z

2 und = =gly(y)] = —
Nach der Umkehrregel gilt g _ ) oa L o

dy  dy x z "
@y
dx y . dy .2
Man kann aber sowohl das Resultat — = — = als auch das Ergebnis =~ = ——
dy z dz y

noch auf eine andere Weise gewinnen. FaBt man nédmlich in F(z, y) = 0 eine der
beiden hier vollig gleichberechtigten Veriinderlichen « und y als abhéngig von der
anderen auf, was man wegen der Existenz der zueinander inversen Funktionen
Y= |/rz —2?und z = |/r2 — y* darf, dann gilt (15) bzw. (16).

In (15) handelt es sich somit um eine Funktion, deren unabhingige Verdnderliche
ist. Das Glied 2 hingt unmittelbar von z ab. Wir schreiben daher voriibergehend :
¢(x) = 22 Das Glied [f(2)]* hingt mittelbar von & ab. Wir schreiben daher voriiber-
gehend : y[f(z)] = [f(x)]. Das Glied »* ist eine Konstante.

Wir bilden nunmehr die Ableitungen nach z.

Aus g(x) = 2? folgt unmittelbar: ¢'(z) = 2 x;

aus y[f(x)] = [f(2)]? folgt nach der Kettenregel:

diy[f()]}  dlf@] _ dif@] _ o, ...
@ de = 2U@-—g =2y-y;

die Ableitung der Konstanten 72 ist gleich Null.
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Somit ist insgesamt :
AP, y)] _ dF(z, f)] _ ., _ ’
S T—F[x:f(x)]—zx+2?/'y —0.
D ; i A[F(z,y)] | . .
a aber zugleich F[z, f(x)] = 0 gilt, muB == gleich der Ableitung der rechten

Seite von F[z, f(2)] = 0, also gleich der Ableitung von Null sein. Die Ableitung der
Konstanten Null ist bekanntlich wieder Null.
Somit gilt schlieBlich insgesamt :

W:F’[&I(E)]=2’+2y'y’=o
oder fiir y == 0: y'=—§'

Diese Art, die Ableitung einer Funktion zu gewinnen, nennt man implizites Dif-
ferenzieren.

. Ermitteln Sie die Ableitung der Funktion z = g(y) = yrr—yr (0 <y <r)
durch implizites Differenzieren!
. Beispiel 11:

Die Ableitung der Funktion y = 3V (22 + 5)%- (3 — 4) ist gesucht.
Zunichst wird der Bau dieser Funktion analysiert.

Es ist:
u=g@@)=3z—4; v=y@) =22+ 5; w = y(v) = +3;
z=wu,w)=u-w y=f(z):i/;.

Insgesamt: y = flo{z[y()]- )}l
Man bildet die Ableitungen :
di
uw =g (x) =3; v =y (2) =2; %:[(u):m;;
w=ylp)]=2v-v" =4 2z + 5);

Y =wwtw-u=30"4+4Q2x+5)(3x—4)
=3R22+52+422+5) (3x—4)
=@22+5)[B2ax+5)+43Bx—4))

=2z +5) (182 —1);

2
y=lityal G808 p
V(2 +5)8- 3w — 4)

N

- 18z —1

_37»’(?z+5m7c'—4)2 :
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Zum gleichen Ergebnis gelangt man, wenn vor dem Differenzieren eine im-
plizite Darstellung der Funktion gebildet wird:
Flz,y) =y¥*—Q2z+52- Bz—4)=0;
Flof@)] =39y —4@z+5 B3z —4) —3Qz+5P=0;
2z +5)[4@Bzr—4)+32x+5)] 182 — 1
y = 3y2 s -

-
3Y(2x+5)(3x — 4

Aufgaben
In den Aufgaben 1 bis 19 bedeuten a, b, ¢, d, a;, b;, ¢;, k, m, n, p, r, s, t Konstante.

1. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

a) y = f(z) = Bz + 5 b) y = f(z) = (0,22 — 3,1

¢) y=fz) =17z +23)? d) y = f(z) = (ax + b)?

€) y=fla) = (22" — 5z + 5)° f) y=f@) = (0,52%+ 3,1z — 4
2. Bilden Sie die ersten und die zweiten Ableitungen der folgenden Funktionen!

8) y = (&) = 4z — 3)° . b) y =) = (5.2 — 8

©) y=fa) = (@z+ b d) y=fl) = (Ta* — 5o + 2

5 3 7\3

Oy=f0=(3e-Fe+g)  Dy=f@=@stsator

3. Bilden Sie die ersten und die i Ablei der folgenden Funktionen!

'S

o

=

@

a) y=fla) = (22 —522 4+ T2 — 3 b) y=f(z) =(aa®+ba?+ cx + d)*
€) y={fx)=(ax+b* d) y =fz) = (az + b)®

. Untersuchen Sie, die wievielte Ableitung folgender Funktionen eine von Null verschie-

dene Konstante ist!
a) y = f(z) = (e z + b)? b) y =f(z) = (azx 4 b)®
¢) y=f(z) = (az + b)* d) y = f(x) = (@ x4+ b)»

. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

a) y=f@) =Bz — 5" (2z+5)7° b) y=fz)=(0B8z—17)- (42 — 3,9
©) y=f@ =@z +b"(cx+d™ ) y=f@) = Raz+ 0" (@z+2H"
Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

a) y=fx) = (232 — 3,50 (3,22 + 537 (4,7 — 8,1)*

b) y=fx)=(@z+bP (cx +dF-(cx+[)*

. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

a) y=fla) =22>+ Tz -5 - 322+ 42— 6)*- (522 — 6z + 8)*

) y = (@) = (@ + & + 1P (@2 — 1P (@ — 2® 4+ & — 1)}

¢) y=flx)=(ax®+bx+cpP-(ca®+bx+a)P -(ba®+cz+ a)t

d) y=f(@) = (@22 + by + &))"+ (4 2% + by = + )™ - (a3 2% + by & 4 ¢5)"

. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!
_ - 2z + 3\2 - _[5x — T\
v =fe = (351 By =i = (35 )
7,1z — 3,2\3 ax + b\

= = d = =
©) y= 1@ (4,31_5’6) ) v=1@) (”H)
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9.

10.

11.

13.

14,

15.

16.

24

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

= 212+51~12 o - ax®+bx+tec
—<?+7512—3) b)y;f(r)_(dz"+ea:2+/z+g

J’

a) y = f(z)

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

- _(2:t—3)(3.1:~|—4)2 _ 31:+o(4a:—1)
“)y_/m_[ P D) ¥ = fe) = LGTS(M-H)

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen !

z2—12 [224a+1
2) y = f(x) = L+1 [‘WJ

22 —1)2. (31+a] [(1—5) 2z + 5))4

b)y=’(x)=[(4'x'+’3) Gz—1p Br—4p

Bilden Sie die ersten drei Ableitungen der folgenden Funktionen!

3_ 5 7 -
) y = f(z) = ya? b) y = f(z) = ja? ©) y=fz) = |
Bilden Sie die ersten und zweiten Ableitungen der folgenden Funktionen!

} ) y =) =

) y=f@— 1 b) y=fx) =1 o
Ja® Jat

ya?
Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

8) y=fx) =2z — 1 b) y=f@) =)oz —4

c)J=r<x)~Vw+b O y=f@) =yBe+2) (s 9
e) y = f(x) (@x +b) (ca + d) B y:/(x):Vz’—Q

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

n)y=/(z)=1/i‘:i Dy=e = |22£3

©) y = fx) = V;i:;;s ) y=f@) = V;zl%}:;;
O y=i@= V%’g%’;ﬁ 5 D U—1i0=/@

Bxlden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

) y=f@) = (= — Jz)? B) y= /@) = (2 - =)

) y=/@) =2z +=)7) 0y =/<z>=(§ﬁ)g

) y=fz) = (jj‘;:%_ﬁ? D y=fz) = [’%}%



17. Bilden Sie die ersten und zweiten Ableitungen der folgenden Funktionen!

1 x 1
= s b = p) = —— = = =3
a) y = f(x) s ) y = f(x) = ) y = f(x) i
Q) y=f@) = I:ﬂ €) y=f(x) = g
1 az 1
s P ST - R ) S ) g =)= — =
g) ¥ = f(x) e ) y =) fia—a D) y=/@ -

18. Bilden Sie die ersten und zweiten Ableitungen der folgenden Funktionen!

e
Vl -yr
Q) y=f@=)e—1x dm:me‘

xr — ]:c

W) y=f@=J1+ 1z b) = f2) =

O y=tw=Votfatjots

19. Differenzieren Sie unter Beachtung der Nebenbedingungen implizit die folgenden Funk-

tionen!
2

a) F(z,y)= iz +¥ _1=0 (y>0) (Ellipse)

a b2

a2y
b) Fla,y)=——7—1=0 (y>0) (Hyperbel)

a b )
¢) Fla,y)=y*—2p2z=0 (y> 0) (Parabel)
4) Fla,y)=2a"—ay*=0 (y>0) (Neilsche Parabel)
e) Fla,y)= @+ PP —2a (@2 —y*) =0 (x> 0,y> 0) (Lemniskate)
1) Fla,y)=(z—af @+ y’) =0 22=0 (y>0) (Konchoide)

2 2 2

g) Flz,y) =23 +y3—a®=0 (x> 0,y> 0) (Astroide)

20, Erliutern Sie folgende Formel zur niherungsweisen Berechnung von Funktionswerten!
[y + h) ~ f(7o) + b - (%)
Benutzen Sie diese Formel zur ndherungsweisen Bestimmung folgender Wurzeln!
a) 13700 b) /5020 ¢) 16325 Q) ysa32
¢) 10,0456 1) 0,005 £) 10,0003 h) /0,900
21. Bestimmen Sie folgende Wurzeln nitherungsweise!
nim  win  ofw  0ioE o (oo
Hinweis: 29 = 27 4 2 = 27 (l + %)
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29,

23.

24,

26.

30.

31.

26

Kontrollieren Sie mit Hilfe der in Aufgabe 20 angegebenen Niherungsformel die Richtig-
keit folgender Niiherungsformeln!

a) }/1+xwl+% b) Vi~zml—~-§7
L ! z x
c) ~1l—— d)
}/1 +x 2 2
& z
e) (l+x)3w1+? HDA+2)"~1+nx (n rational)
Zeichnen und diskutieren Sie die Bilder folgender Funktionen!

1 - 1 -
ﬂ)?l=/(z)=zl/z(4—x) und y=y(z)=—?]/z(4—a:)
b)y=/(x)=ac;/2.’3—a:2 und  y=g(z) = —1V25—12
) y=f@)=Jr @ —16) und y=g() = -z @ - 16)

3
Hy=j@)=2—)1—= ) y=fx)=1+2(1—2)%
Aus der Menge aller Dreiecke mit gegebenem Flicheninhalt und gegebener Grundseite ist

das mit dem kleinsten Umfang zu bestimmen.

Beweisen Sie, daBl von allen Dreiccken mit ciner gegebenen Grundseite g und gegebenem

Umfang 2 s das gleichschenklige den grofiten Flicheninhalt besitzt!

Hinweis: Der Flicheninhalt eines Dreiecks kann aus den drei Seiten @, b und ¢ nach der
Formel von HERON bestimmt werden : '

A=}s(s—a)(s—b)(s—c) (@+b+c=2s).

In einen Halbkreis soll ein Rechteck mit moglichst groBem Flicheninhalt so einbeschrieben
werden, daB eine Rechteckscite auf dem den Halbkreis begr den Kreisdurchm
liegt. In welchem Verhiltnis miissen die Rechteckseiten zueinander stehen ?

Unter den Rechtecken, die einem gegebenen Kreis mit dem Radius r einbeschrieben werden
konnen, ist dasjenige mit dem groBten Flicheninhalt zu ermitteln.

2
Um ein Rechteck mit den Seiten 2 ¢ und 2 d soll diejenige Ellipse —:: + %2— =1 umbe-

schrieben werden, deren Fliicheninhalt méglichst klein ist, wenn die Ellipsenachsen parallel
zu den Rechteckseiten verlaufen.

Hinweis: Den Flicheninhalt der Ellipse berechnet man nach der Formel 4 — 7 a-b.

P 4

2 2
In die Ellipsei2 + %; =1 soll ein symmetrisch zur Ellipsenhauptachse 2 a gel
a

gleichschenkliges Dreieck so einbeschrieben werden, daB sein Flicheninhalt méglichst groB
wird. Wo schneidet die Basis des gleichschenkligen Dreiecks die Hauptachse der Ellipse ?

Wie muBl das Verhltnis 7: & sein, wenn fiir einen geraden Kreiskegel a) bei gegebenem
Flicheninhalt des Kegelmantels das Kegelvolumen moéglichst groB wird, b) bei gegebenem
Kegelvolumen der Flicheninhalt des Mantels moglichst klein wird ?

Aus einer Kreisscheibe von vorgegebenem Radius wird nach Herausschneiden eines Sektors
ein Kegel (Filter) geformt. Wie groB ist der Zentriwinkel des herausgeschnittenen Sektors
zu wihlen, wenn das Fassungsvermogen maximal sein soll ?



2.

33.

34,

35.

37

39.

8
Ein Wanderer geht vom Ort 4 zum Ort B, indem er

zuerst von A bis P auf der Strafe entlang geht, dann |
von P bis B iiber eine Wiese liuft. Die Teilstrecken I
AP und PB werden der Einfachheit halber als gerad- i 1
linig angenommen. Auf der StraBe kann der Wanderer 2 % G
doppelt so schnell gehen wie auf der Wiese. Durch das b >
seitliche Abbiegen von der StraBe kiirzt er aber den gy 17,

jesamtweg ab; vgl. Abbildung 1.7. An welcher Stelle P

muf der Wanderer die StraBe verlassen, wenn er moglichst schnell von 4 nach B gelangen
will und der Ort B von der StraBe den Abstand BC = a, die Strecke von 4 bis C die
Linge b hat ?

Es sind zwei Punkte 4 und B und eine mit ihnen in einer Ebene liegende Gerade g gegeben,
die die Verbindungsstrecke A B der beiden gegebenen Punkte nicht schneidet, aber auch
nicht zu ihr parallel ist. Es ist die kiirzeste Verbindung von 4 iiber einen Punkt P der
Geraden g nach B zu finden.

Es sind zwei Punkte 4 und B und eine mit ihnen in einer Ebene liegende Gerade g ge-
geben, die die Verbindungsstrecke AB der beiden gegebenen Punkte schneidet. Unter
allen Punkten P auf g ist derjenige zu bestimmen, iiber den man am schnellsten von A
nach B gelangt. Dabei soll der variable Punkt P ein Punkt auf g und die Geschwindigkeit
beim Durchlaufen der Teilstrecke 4P gleich u, die Geschwindigkeit beim Durchlaufen der
Teilstrecke PB aber gleich v sein.

Von einem Punkt 4 ausgehend, trifft ein Lich hl auf den Spiegel S und wird dort nach
B reflektiert. Das Licht schligt dabei stets denjenigen Weg ein, auf dem es in kiirzester
Zeit von A iiber S nach B gelangt. Welche Beziehung besteht zwischen dem Einfallswinkel

und dem Reflexionswinkel am Spiegel ?

Von einem Punkt 4 ausgehend, trifft ein Lichtstrahl auf die Grenzfliche F zwischen zwei
lichtdurchlissigen verschiedenen Medien. Von einem Punkt P auf F verliuft das Licht
weiter nach B, einem Punkt in dem Medium, dem A nicht angehort. Das Licht schligt
dabei stets denjenigen Weg ein, auf dem es in kiirzester Zeit von 4 iiber P nach B gelangt.
Wo liegt P auf F? Unter welchem Winkel durchstoft der Lichtstrahl F in P, wenn die
Geschwindigkeit von 4 bis P gleich u ist? Wie verliuft der Lichtstrahl von P nach B,
wenn die Geschwindigkeit nunmehr gleich » ist ?

Vergleichen Sie die h tische Behandlung der Aufgaben 32 bis 36 untereinander!

Zwei Punkte 4 und B einer geradlinig verlaufenden Strafie sind « = 650 m voneinander
entfernt. Ein Neubau € hat den Abstand BC = b = 180 m von der StraBe. Der Neubau
soll GasanschluB8 bekommen. Die Baukosten betragen lings der Strafie 72 MDN je Meter,
seitlich der StraBe jedoch 85 MDN je Meter. An welcher Stelle mufl beim Bau von der Strafie
geradlinig abgezweigt werden, damit die Baukosten moglichst gering bleiben ? Dieses aus
der Praxis stammende Problem soll von Thnen mathematisch formuliert und gelost werden.

5. Beim Kanalbau wiihlt man meist Querschnitte, die die Gestalt gleichschenkliger Trapeze

haben. Dabei sind sowohl der Flicheninhalt des Kanalquerschnitts als auch die Kanal-
tiefe durch den Verwendungszweck (SchiffsgroBen und -typen) festgelegt. Da das Isolieren
der vom Wasser benetzten Flichen besonders kostspielig ist, versucht man den Bau so zu
gestalten, daB die Seitenflichen einen moglichst giinstigen Winkel mit der Kanalsohle
bilden. Wie grof} ist dieser Winkel ?

Aus drei Holzbrettern von je 25 cm Breite soll eine Wasserrinne mit trapezformigem
Querschnitt und moglichst groBem Fassungsvermogen gebaut werden. Wie ist die Rinne
zu gestalten ?
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1.1.6. Integration von Wurzelfunktionen

. Erliutern Sie den Zusammenhang zwischen Differential- und I niegralrechnung!
Der Zusammenhang zwischen den Stammfunktionen

F(x) = [ f(z) da
und ihren Ableitungen

F(x) = f(x)

ermoglicht es, die im vorangegangenen Unterricht erarbeiteten Erkenntnisse iiber
das Differenzieren der Wurzelfunktionen und der Funktionen von Funktionen fiir
den weiteren Ausbau der Integralrechnung nutzbar zu machen.

an+1

Die Funktion F(z) = ] (n== — 1) ist eine Stammfunktion zu f(z) = a”.

@  Beweisen Sie, dap F(x) Stammfunktion von f(x) ist!
Es gilt also:
an+1

J'T..(l.z'=m+r (n==—1).

Dabei kann 7 jede beliebige von —1 verschiedene rationale Zahl sein.
. Beispiel 12:

- i 2 & 2
[/xdx= zzdx=§x2+0=§ zﬁ—i—C.

B Beispiel 13:

2
f%’;zdx=fx§dz= 3 x3 4 C=%m i'x‘z—l— c.

B Beispier 14:

. Machen Sie die Probe, indem Sie die Ergebnisse der Integrationen in den Bei-
spielen 12 bis 15 differenzieren!
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1.1.7. Integration mittelbarer Funktionen

Mit Hilfe der Regel fiir das Differenzieren von Funktionen von Funktionen gewinnt
man auf folgendem Wege eine sehr wichtige Integrationsregel.
Die Stammfunktion F(z) sei eine mittelbare Funktion:

F(x) = Flg(u)] = G(u) mit 2= g(u).
Die Ableitung von F(z) sei mit F'(x) = f(x), die Ableitung von G(u) werde mit
G'(u) = g(u) bezeichnet. Da F(x) und G(u) Stammfunktionen sein sollen, kann auch
geschrieben werden :

F(x) = [f(x)dz und G(u)= [g(u)du.
Nach der Kettenregel ist

glw) = G () = Flp)] - g'(u) = F'(@) - ¢/ () = @) - ¢'(w) .
Statt g(u) darf also gesetzt werden: g(u) = flg(u)] - ¢'(u) .
Wegen der vorausgesetzten Gleichheit von F(x) und ((u) gilt aber auch

[g(w)du = [ f(z) de und damit
17) [fle()] @ (u)du=[f(x)dr mitx=c(u).
Da « = ¢(u) gesetzt wurde, kann fiir die Ableitung 2’ = ¢’(«) auch geschrieben
werden :

Iy dlp(u) .

dv _ dig( ]:q;(u).

du~  du

Schr einprigsam liBt sich diese wichtige Integrationsregel mit der LEmsNizschen
Symbolik wie folgt schreiben :

(17a) J [(x) de = J.i[q:t(u)] £z, du.

du
Diese Regel heiBt Substitutionsregel, weil sie zeigt, wie die Verinderliche « durch eine

andere Veriinderliche ersetzt, substituiert, wird. Die Substitutionsregel der Integral-
rechnung kann von beiden Seiten gelesen werden.

. Lesen Sie die Regel [ flp(u)] ¢’ (w)du = [ f(x) dw von links nach rechts wnd
von rechts nach links! Erliutern Sie die jeweiligen Zusammenhéinge!

Die Substitutionsmethode wird in der Integralrechnung stets dann angewendet,
wenn mit ihrer Hilfe ein kompliziert auszuwertendes Integral auf ein leichter aus-
zuwerlendes zuriickgefithrt werden kann.

Unter den vielfiltigen Méglichkeiten fiir die Substitution von Hilfsverdnderlichen
sind die linearen Substitutionen besonders wichtig.

. Beispiel 163
[f@)de = [ 3z + 5)2dw.

Die Funktion f(z) ist eine mittelbare Funktion. Setzt man die innere Funk-
tion wie iblich gleich u, so ist

[ @) dz = [ flp)] de = [ [p(@)Pde = Jurdermit uw=g) =3z +5.
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Die Funktion u = @(x) =32 + 5 besitzt als lineare Funktion die inverse
Funktion :

& =yw) =5 (u—5).

Die Ableitung der Funktion z = yp(u) ist &’ = y(u) = % s
Nach der Substitutionsregel ist also:

fu’dx:fua-%du mit u=¢@&) =3z+5.

1
Der konstante Faktor T kann vor das Integral gezogen werden :

3
Macht man schlieBlich die Substitution u = p(2) = 3z + 5 riickgingig, so
erhélt man:

[(3x—|—5)zda:=%-(3x+5)3+0.

Selbstverstandlich hétte man das Integral [ (32 -+ 5)2dz auch ohne Anwendung
der Substitutionsmethode l6sen konnen :

f(3z+5)2dz=f(912+3Ox+25)dx=3x3+15x2+259:+ Gy

1 1 1w 1
2. _ 2 — = =_—.u3
fu 3du_3fudu 3+C' 9u+0.

. Beweisen Sie, daf diese auf verschied, Wegen g Ergebnisse iiberein-
stimmen !

. Beispiel 17:
[Hz)de = [J42 —3dx.
Man substituiert linear:
u=g@) =42—3; @ =y =1+ 3); ¥ =y = .
Also ist:

— 1 P L & 3
f}/4z—3dz=f(4x—3)2dz=/u2~%du=ivfu2rlu,=i~§u2 +C
1 L 1 .
=g u-ul +C=F(4x—3)-|/4x—3+0.

Dieses Integral héitte man mit den bisher erworbenen Kenntnissen ohne Anwendung
der Substitutionsmethode nicht auswerten kénnen. Daher wird hier nur durch
Differenzieren iiberpriift.

3
F(z)=%(4z-—3)-}/4z—3+0=%(4x—3)?+0
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F'(x) il

3
- E(4:,-_3)2 .4

(Kettenregel!)

1
Flo)= 1@z —3)2=/Tz -3 = @)
Da die Ableitung der durch Integration gewonnenen Funktion F(x) gleich der zu

integrierenden Funktion f(z) ist, wurde das vorgelegte Integral f Viz —3dx
richtig ausgewertet.

B Beispiel 18:

fi(x)dx—f f(ax-l—b)’dz mit r=— 2=
az-l—b)"' n

(n und m von Null verschiedene positive ganze Zahlen, r == — 1).

Substitution :

=g¢@@) =az+b; z=y@) = (u—b), @ =y(u) = (a#O)
1 1 r+1 1 B G

ff(z)dx=fu'-;du=;-:+1+C=;-n_ cl@x b n -0,

dz 1 n 1
F——— =;‘n—_m~,,——~___+ C.
f](ax—}-b)"‘ J(ax 4 bym—n

Zur Probe differenziert man:

i 1 o =n
F(x)_;‘n_m V(ax—l—b)'"—n @ 'n= sz +b)Tw 40
F’(x)=%-n_'nm-( m; n) (az +b)" w g (Kettenregel!)

—m+n—n _m 1
F»(x)=i.’L.(ax+b) P S S—
= J(az +bym
Aufgaben

In den Aufgaben 1 bis 5 sind @ und b Konstanten.

1. a) [(z+ 1)3de
d) [(2z+ 2)dz

2. a) [2z—b5Pdx
a) [(8 —baPdx

dz
3. a) f—(2x T

b) [2z+ 1)2de
e) [(B+axpde
b) (62— 1)pde
e) J(a+ba)Pde

dx
" f Bz — 3)*

e) J(z+ 2)Pde
) /B —axPde

c) [(9—Tax)dx
1) [(@a+ ba)tde

dz
9 f(a 5o
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4.8) [Yo+lde b) [)2z+1dx

) f wz + bdzx e)fi2x+5dz
) ff(2—3x)wx h)f?‘ax+b.ix
dx
5. e b
an)f}/:‘):z:—5 )fVo—3x

dx
) f,__T )f pr——
|42 + 5 |(4x+5)

6. Berechnen Sie den Inhalt folgender Flichenstiicke!

c) f}/az—l—ld:c
i)fh?xw)zdz

e
i) f]'(b —azx)?dx

j}/ax+b

y2z—5

a) Die Fliche, die von den Bildern der Funktionen f(z) = =2 und g(z) = 1/; eingeschlossen

wird.

1
b) Die Fliche, die von den Bildern der Funktionen f(z) = 2® und g(z) = %3 im ersten

Quadranten eingeschlossen wird.

1

¢) Die Fliche, die von den Bildern der Funktionen f(z) = 2 und g(z) = aﬁeiugesch]ossen

wird.

1.1.8. Zur Ubung und Wiederholung

1. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

W= 1) = - @+-3)

b y=f =51 (2 +5)

¢) y=f(z)= EV(O,S + a)® (x> —0,5)

Dy=f) =2 G-nfF—% €<8
e) y=fl&)=2)—3 += (x> 3)
D y=fig=—HC_FA (z<§)
9
2. Ermitteln Sie die folgenden Integrale!
2 3
dx dx
i f B+ o8 Y { ©—ar
=2 -3
p— dx
d 8—zd. e f ——
) [Y8-ada )12 i e
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3. Zeigen Sie, daB die Parabel y = ﬁ (a == 0) das Rechteck mit den Ecken Py(0; 0), P,(z,; 0),
a

P,(0; y;) und Py(z,; y;), wobei Py auf der Parabel liegt, in zwei Teile zerlegt, deren Flichen-
inhalte sich wie 1:2 verhalten!

4. Die Geschwindigkeit » eines frei fallenden Kérpers (Anfangsgeschwindigkeit v, = 0) ist
v = g+ t, worin g etwa 9,81 ms~? betrigt und ¢ die in Sekunden ausgedriickte Zeit seit Fall-
beginn bedeutet. Wie groB ist der in 1; 3; 8; ¢ Sekunden durcheilte Weg ?

5. a) Wie groB ist die Fliche, die von den Koordinatenachsen, der Geraden z, = 6 und dem
Bild der Funktion y = f() = 2 2® + 52 — 3 « 4 4 begrenzt wird ?
b) Wie lautet das entsprechende Ergebnis fiir die Funktion

3
y=fz) =Y a;at mit =z ==k,
i=0

wobei ay> 0,a, >0, f(x) £=0 fiir 0 < 2 < , angenommen seien ?
¢) Zeigen Sie, dal das in b) gewonnene Resultat dem gleich ist, das man bei Anwendung

der Sopsoxnschen Regel FZi = % (%o + 1 + 4 yy) erhilt!
Hinweis: Es gilt hier y, = f(2o) = f(0), 33 = /(z)) = [(k), Ym — /(%’“) - ’(%)
6. Bestimmen Sie die Rauminhalte folgender Rotationskorper!
a) Von der Geraden 2 x — y — 5 = 0 rotiert der zwischen den Koordinatenachsen gelegene
Abschnitt um die 2-Achse (Kegeldrehen);
b) von der Hyperbel 9 z* — 16 y* — 144 = 0 rotiert der unterhalb der a-Achse gelegene
Teil im Intervall 4 < & < 8 um die y-Achse (Kiihlturm);

¢) einin Scheitellage befindlicher Kreis rotiert im Intervall 0 < 2 < h mit & < d (d be-
deutet den Kreisdurchmesser) um den Kreisdurchmesser, der auf einer Koordinaten-
achse liegt (Kugelabschnitt);

d) von der Parabel y = a® + a (a> 0) rotiert das im Intervall — 1 <z <1 gelegene
Stiick um seine Symmetrieachse (zentrifugierte Fliissigkeit).

1.2. Winkelfunktionen und zyklometrische
Funktionen

1.2.1. Additionstheoreme fiir Winkelfunktionen

. Zeichnen Sie die grafischen Darstellungen der Funkti y = sin x und
y = cos &, wobei x im Bogenmaf} gemessen wird, in ein rechtwinkliges kar-
tesisches Koordinatensystem!

Aus dem Unterricht in der Trigonometrie und der Vektorrechnung sind die fol-
genden fiir alle Werte von  und y giiltigen Beziehungen zwischen den Winkelfunk-
tionen bekannt:

(1) sin(x 4+ 27) =sinx,

(2) cos(x+2m) =cosx,

(3) sin (—x) = —sinx,
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(4)  cos(—x) =cosx,
(5) sin®x 4 cosPx =1,
T

(6) ecos x = sin (?—w),

(7)  sin(x 4 y) =sinx- cosy + siny - cosx
(Additionstheorem fiir den Sinus),

(8) cos (x + y) = cosx - cos y — sin x - sin Ul
(Additionstheorem fiir den Kosinus).

Die Beziehungen (1) und (2) besagen, daB die Sinus- und die Kosinusfunktion die
Periode 27 haben. Die Beziehung (3) besagt, daB y = sin « eine ungerade, die
Beziehung (4), daB y = cos « eine gerade Funktion ist.

Die Beziehungen (5) und (6) verkniipfen den Sinus und den Kosinus miteinander,
withrend die Additionstheoreme (7) und (8) die Winkelfunktionen verschiedener
Argumente zueinander in Beziehung setzen.

Mit Hilfe der Bezichungen

sinx [F
tanx = — und cot = —=
- cos sin @

ergeben sich aus (7) und (8) die beiden Additionstheoreme fiir den Tangens und
den Kotangens:

tan .z + tan y
1—tanx - tany

(9) tan(x+4+y) = und

cotx - coty—1

(10) cot (:B + _1]) = cote + coty

sowie aus (3), (4) und (6) die Beziehungen:
tan (—a) =tan 2z und cot (— x) = cotz, cot x = tan (g -

Aus (9) und (10) ergeben sich schlieBlich :

z)und tanz-.cota=1.

tan (x 4 7) = tan und cot (v + ) = cot .

. Beweisen Sie diese Beziehungen!
Aus den Additionstheoremen fiir den Sinus und den Kosinus ergeben sich fiir den
Spezialfall @ = y die beiden wichtigen Relationen :
sin (x 4 &) =sinz - cosz + sinz- cosz,
(11) sin2a = 2.sinx cosx ’
und
cos (x + &) =cosz-cosz — sinz - sin
(12) cos2x = eos*x —sin*x .
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Diese konnen z. B. zur Berechnung des Sinus und des Kosinus des ,,doppelten
Winkels* (2 2) dienen, wenn die entsprechenden Werte fiir den ,einfachen Win-
kel“ () bekannt sind.

Unter Benutzung von (5) kann man (12) auch in der Form
cos22 =2cos?xr —1=1—2sin’z

schreiben, woraus man die oft niitzlichen Beziehungen
2costz=1+4cos2x und 2sinfz=1—cos2a

erhilt.

Die letzten Gleichungen werden hiufig in der Form
(13) ﬂsin’;= 1—cosx und
(14) 2c052§= 14 cosx

geschrieben und kénnen so zur Berechnung des Sinus und des Kosinus fiir den
,,halben Winkel % dienen, falls die entsprechenden Werte fiir den ,,ganzen
Winkel** (z) bekannt sind.

. Beispiel 1: Wie groB ist sin15° = sin—;% ?

Nach (13) ist 2 sin? 15° =1 — cos 30° =1 — i) V§> also sin?15° =2;4V:§ .

Da sin 15° sicher positiv ist, erhdlt man schlieflich sin 15° = i)VZ— V3 .

. Beispiel 2: Wie groB ist sin 18° = sin {8 2.

Nach (13)ist 2sin? 18° = 1 — cos 36°, und nach (14) ist 2 cos? 36° =1 + cos 72°.
Auf Grund von (6) ist aber cos 72° = sin 18°. Somit erhilt man:

(15) 2sin?18° =1 — cos 36°,

(16) 2 cos?36° = 1 + sin 18°.

Subtrahiert man die erste Zeile von der zweiten, so ergibt sich
2 (cos? 36° — sin? 18°) = cos 36° +- sin 18°

und hieraus durch Division durch den sicher von Null verschiedenen Wert
auf der rechten Seite

(17) 2 (cos 36° — sin 18°) = 1.
Rechnet man aus (15) cos 36° aus, so erhélt man:

cos 36° =1 — 2sin218° .
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Setzt man diesen Wert in (17) ein, so ergibt sich:
2(1 —sin18° —25sin®18°) =1 oder 4sin218° 1 2sin 18° — 1 =0,

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir sin 18°, und man erhilt unter Be-
achtung der Tatsache, daB sin 18° positiv ist:

sin 18°=Vi4_—1

. Fiihren Sie diese Rechnung aus!

. Beispiel 3: Es ist cos 144° zu berechnen.
Nach (14) ist 2 cos272° = 1 + cos 144° und nach Beispiel 2 ist

cos 72° = sin 18° = @ v

Daher ist - -
o ;/5_1)’_ —2.5=25+1 | 124516 _ 1541
cos 144 ~2<T 1=2 =% 1= N 4
Aufgaben

1. Berechnen Sie a) cos 36°; b) sin 22,501

2. Berechnen Sie ) cos 18°; b) cos 15°; ¢) sin 9°; d) cos 9°!

8. Unter Benutzung der Additionstheoreme sind folgende Werte zu berechnen!
sin 39° = sin (30° 4 9°) ; cos 48° = cos (30° + 18°) ; sin 3° = sin (18° — 15°)
Hinweis: Beachten Sie auch die Beziehungen (3) und (4)!

Goniometrische Gleichungen treten z.B. auf, wenn in einer geometrischen Figur
aus gegebenen Strecken und Winkeln ein Winkel berechnet werden soll. Zwei Typen
einfacher goniometrischer Bestimmungsgleichungen sind :

(I) asinez+beose4+e=0 (@b, c beliebige gegebene reelle Zahlen);

(II) asin (mx 4 o) — b sin (nx 4 B)+e=0

(@, b, ¢, &, B beliebige gegebene reelle Zahlen ; m, n beliebige gegebene ganze
Zahlen). :

Nicht jede goniometrische Gleichung hat cine Losung. So hat z.B. die Gleichung
cos x =z keine Losung, da stets gilt: —1 < cos « = 1,z aber grofer als 1 ist.
Unter den goniometrischen Gleichungen, die eine Losung besitzen, gibt es solche,
die nur eine einzige, andere, die unendlich viele haben. So hat z.B. jede der Glei-
chungen (I), die iiberhaupt eine Losung x, hat, wegen der Periodizitéit von sin z
und cos « auch die Losungen z;, = %o + 2 k7, k ganzzahlig.
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Die Gleichung sin®z + sin? # = 0 hat die einzige Losung x, = 0. Sie ist nur fiir
sin x = sin z # = 0 erfiillt. Fiir eine beliebige Losung x, muB also gelten:
Ty =mm, m ganzzahlig,
und gleichzeitig
Zy="mn, n ganzzahlig.
Wiire n == 0, so ergibe sich n = m z, also m == 0 und daher 7 = % das ist unmog-

lich, da 7 irrational ist.

- Beispiel 4:
(18) 4sinz 4 6cosz=3.
Unter der Annahme, da8 (18) eine Losung x = w, besitzt, folgt aus (18)
(19) 6coszy=3 —4sinz,.
Um eine der beiden Winkelfunktionen zu eliminieren, wird die Beziehung (5)

benutzt und daher zuvor (19) durch Quadrieren umgeformt. Man erhilt so
aus (19) zundchst

36 cos?xzy = 9 — 24 sin x, + 16 sin2 z,
und weiter
36 (1 — sin?z)) = 9 — 24 sin x, 4 16 sin? 2, oder
52sin?x, — 24sinxy — 27 =0.
Setzt man sin x, = z,, so muB z, der quadratischen Gleichung
27
B Em— 0

geniigen, so daB entweder

2
%

3 /36 + 351 6+ 387 6 3)43
(20) 2":z1=ﬁ+1"/>4~13r= 2(‘5'/7_: 26V oder
6 — 343
o= 2= 36

sein muB.

Um festzustellen, ob jeder Winkel ,, fiir den sin 2, = 2, oder sin zy = 2, ist,
auch die Gleichung (18) befriedigt, wird zunichst cos , berechnet.

Esgilt coszo=+ /1 —2? oder cosay, = — 1 — z?
bzw. coswy = + /1 — 2% oder coszy = — Y1 —z?.
Aus (20) ergibt sich:

, 26— (6+3)43)?° 253—36y43 [9—2ys3]
I=m= 26° =7 2% | 26
bzw.

9 +2y8B
e
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und folglich

9 —2y43 9 — ol
COS &y = —,'— oder coswy= — _TV_— Bzw,
9+2y43 94 2Y13
€8 Ty = _"2GV— oder cosay= — —2'6}/- X

Setzt man diese Werte in (18) ein, so erhiilt man fiir die linke Seite von (18)

6+ 3y43 9— 6+3)43 9—2)43
4 ——5r — +6.— oder 4.—26——&_26—
bzw.

6 — 3743 9+2y43 6 —3y43 9+2)43

= 7'+6'T oder 4'T_6'T'

Man erkennt so, daB diejenigen und nur diejenigen Werte z, Losungen von (18)
sind, fiir die entweder

: 6+ 343 e 9 —2)a3
sin zy = “—ZGL— und gleichzeitig cos z, = TV
oder

. 6 —3Y43 R 9+ 2143
sin z, = 26'/— und gleichzeitig cos z, = —%£
ist.

Unter Benutzung von Tafelwerten ergeben sich daher die folgenden Niaherun gs-
werte fiir die Losungen 2, = 2; und 2, = w,:

sin @, = z; ~ 0,9874 sin @, = 2, = — 0,5259

cosz; < 0 cosx, >0

2 ~99,1° 4+ k.360° w, ~ — 31,7° + £k .360° .

Das hier erliuterte Verfahren fithrt bei allen Gleichungen der Form (I) zum Ziel.
Ein anderes vorteilhaftes Verfahren zur Losung goniometrischer Geichungen des
Typs (I) ist das im folgenden Beispiel verwendete.

B Beispiel 5:
(21) 6sina +8cosx=1.

Wenn diese Gleichung eine Losung & = , hat, so muB 6 sin @, 4 8 cos 2, = 1
sein. Dividiert man beide Seiten dieser Gleichung durch ;/6z + 8 =10, so
entsteht die mit (21) gleichbedeutende Gleichung
3 . 4 1
(22) 5 sin @, + 5 ST =15-
i \
Wegen (%) + (%)2 = 1 gibt es einer Winkel «, fiir den

cos o = % und sina = %giltl, so daB (22) in

1 Vgl. auch das entsprechende Verfahren bei der der H’ einer Geraden.
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