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Erliut.erungen zur Arbeit mit diesem Buch

Das farbige Griffregister auf dem Auflenrand der Seiten dient dem bequemen und
schnellen Auffinden der Kapitel. Auf dem Vorsatz findest du hierzu eine Uber-
sicht iiber die einzelnen Kapitel. Der Lehrteil gliedert sich in die Kapitel A
bis E, der Aufgabenteil in die Kapitel a bis e. Dabei enthilt zum Beispiel das
Kapitel b die Aufgaben fiir das Kapitel B im Lehrteil.

Jedes Kapitel ist durch Zwischeniiberschriften und durch eine fortlaufende Nume-
rierung mit schwarzen halbfetten Ziffern in Lerneinheiten untergliedert.
Innerhalb der Lerneinheiten werden die Beispiele, Ubungen und Definitionen
durch folgende blaue Marken gekennzeichnet:

B  Beispiele

& Ubungen

» Definitionen und Sitze

Dabei werden mit vollen Dreiecken solche Definitionen und Sitze gekennzeichnet,
die du dir fest einprigen muflt.

Die Numerierung der Lerneinheiten wird jeweils durch ein Kapitel fortlaufend
gefiithrt. Zu Beginn eines jeden Kapitels beginnt dann die Numerierung von
Neuem. Hinweise auf Lerneinheiten werden im laufenden Text mit dem Buch-
staben des betreffenden Kapitels angegeb

Zum Beispiel :

Abschnitt C 23 ist die Lerneinheit 23 des Kapitels C.

Auf den Seiten 188 und 189 findest du eine Ubersicht iiber die Gebiete aus der
Mathematik, die in der 6. Klasse im Unterricht behandelt werden.
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Zur Wiederholung
1

Wenn wir von 0 ausgehend fortlaufend die Zahl 1 addieren, so erhalten wir die
natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, 3, ...

Die Zahlen 2,50 oder 4,35 sind beispielsweise keine natiirlichen Zahlen.

Von den vier Grundrechenoperationen sind im Bereich der natiirlichen Zahlen
nur die Additionund die Multiplikation uneingeschrinkt ausfiihrbar. Das bedeutet :
Welche natiirlichen Zahlen wir als Summanden (Faktoren) auch immer wiihlen,
immer gibt es eine natiirliche Zahl, die die Summe (das Produkt) dieser Zahlen
ist.

Die Subtraktion ist im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht uneingeschrinkt
ausfithrbar. Die Subtraktion ist die Umkehrung der Addition. Beim Subtrahieren
miissen wir zu einer gegebenen Summe und einem gegebenen Summanden den
zweiten Summanden bestimmen.

I Gegeben scien die Summe 17 und die Zahl 9 als einer ihrer Summanden. Gesucht
ist der zweite Summand.
94 x =17 Dafiir schreiben wir auch: x=17—9
94 8=17 x=28
Fiir die Zahlen in diesem Beispiel gilt: 9 < 17.

I Gegeben seien die Summe 12 und der Summand 15. Gesucht ist der zweite
Summand.
15 + x = 12 Dafiir schreiben wir auch: x =12 — 15
Es gibt keine natiirliche Zahl, die diese Gleichung erfiillt. Fiir die Zahlen in
diesem Beispiel gilt: 15 > 12,



Mit Hilfe der Addition kénnen wir ganz allgemein sagen, ob eine natiirliche
Zahl a kleiner als eine natiirliche Zahl b ist.

DEFINITION: Die Zahl a heiBt kleiner als die Zahl b, wenn wir eine natiirliche
Zahl x = 0 finden kénnen, so daB

at+x=">

gilt.(Es gibt dann auch nur eine einzige solche Zahl a.)

Wir schreiben: a < b (gelesen: a ist kleiner als b).

Statt @ 4 x = b schreiben wir in diesem Fall auch * = b — a.

Es ist iiblich, fiir @ < b auch b > a zu schreiben. (Gelesen: b ist groBer als a)

SATZ: Die Subtraktion ist ausfithrbar, wenn der Subtrahend kleiner als der
Minuend ist oder wenn der Subtrahend gleich dem Minuenden ist.
Die Subtraktion ist nicht ausfiihrbar, wenn der Subtrahend griBer alsder Minuendist.

x=b— a ist losbar, wenn a < b oder a = b gilt.
x = b— a ist nicht lésbhar, wenn a > b gilt. Aufgaben a 1 bis 9

2

Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation. Beim Dividieren miissen wir
zu einem gegebenen Produkt und einem gegebenen Faktor den zweiten Faktor
bestimmen.

Gegeben seien das Produkt 35 und die Zahl 7 als einer seiner Faktoren. Gesucht
ist der zweite Faktor.

7-2=35 Dafiir schreiben wir auch: x=135:7

7-5=35 x= 5

Die Division 35 : 7 ist ausfithrbar, weil der Dividend 35 ein Vielfaches (nimlich
das 5fache) des Divisors 7 ist.

Gegeben seien das Produkt 9 und der Faktor 9. Gesucht ist der zweite Faktor.
9.2x=9 oder x=9:9

9.1=9 x=1

Die Division 9:9 ist ausfithrbar. Auch hier wollen wir den Dividenden 9 ein
,,Viel“faches (das 1fache) des Divisors 9 nennen.

Gegeben seien das Produkt 0 und der Faktor 12. Gesucht ist der zweite Faktor.
12-2=0 oder x=0:12

12-0=0 x=0

In diesem Beispiel ist der Dividend das Ofache des Divisors. Wir wollen auch
noch das Ofache einer Zahl als ,,Viel“faches bezeichnen.

Die folgenden Uberlegungen zeigen, warum die Division durch Null in keinem
Fall méglich ist.

In der Gleichung 0 - x = a sei @ von Null verschieden. Dann gibt es keine Zahl x,
die diese Gleichung erfiillt. Das heiflt, es ist @ nicht Vielfaches von 0. Daher gibt
es keine Zahl x = a: 0, also ist @: 0 sinnlos.

6



In der Gleichung 0. x = a sei a = 0. Die Gleichung 0- x= 0 ist gleichwertig
mit x = 0: 0. In diesem Falle erfiillen alle natiirlichen Zahlen beide Gleichungen.
Es gibt also kein eindeuatig bestimmtes Ergebnis der Division 0 : 0.

b SATZ: Die Division ist ausfithrbar, wenn der Dividend ein Vielfaches des Divisors
ist. Die Division durch Null ist sinnlos.

Die Forderung, daB der Divisor ungleich Null sein soll, ist notwendig, da es
sonst entweder keinen Quotienten oder unendlich viele Quotienten gibt.
B x=15:0 ist gleichwertig mit 0- x = 15.
Hier gibt es keine Zahl x, die die letzte Gleichung erfiillt.
B x=0:0 ist gleichwertig mit 0- x=0.
In diesem Fall erfiillen alle natiirlichen Zahlen die letzte Gleichung.
Aufgaben a 10

Die Teilbarkeitsbeziehung
3

Mit Hilfe der Addition haben wir die Kleinerbezichung (> A 1) definiert. Auf
dhnliche Weise kénnen wir mit Hilfe der Multiplikation eine Beziehung zwischen
natiirlichen Zahlen a und b definieren, die etwas iiber die Teilbarkeit aussagt.
Dabei wollen wir zunichst annehmen, daB die Zahlen a und b beide von Null ver-
schieden sind.

P DEFINITION: Die natiirliche Zahl a heiBt Teiler der natiirlichen Zahl b, wenn es
eine natiirliche Zahl x gibt, so daB gilt:
a.-x=D>.
Ist a ein Teiler von b, so schreibt man dafiir kurz: a|b
(gelesen: ,,a ist Teiler von b‘ oder ,,a teilt b* oder ,,b ist durch a teilbar‘).
Die Zahl x ist dann ebenfalls ein Teiler von b.

Wenn wir feststellen wollen, ob eine gegebene Zahl a Teiler einer gegebenen Zahl b
ist, so untersuchen wir die zu a- x = b gleichwertige Gleichung x = b: a. Wir
stellen also fest, ob die Division b: a ausfiihrbar ist.
. Es ist zu ermitteln, ob 12 Teiler von 204 ist, d. h., ob 12 | 204 gilt.
Wir rechnen: 204:12 =17
84
)
Es gibt also eine Zahl x, fiir die x = 204:12 oder 12 - x = 204 gilt, nimlich
x=17. Damit haben wir festgestellt, daBB 12 ein Teiler von 204 ist.
B Esist zu ermitteln, ob 13 | 85 gilt.
Wir rechnen: 85: 13 = 6 (nicht lésbar)
7
Die Division 85: 13 ist nicht ausfithrbar. Es gibt also keine natiirliche Zahl x,
fiir die gilt: 13 - x = 85. Daher ist 13 nicht Teiler von 85.
Die folgenden beiden Beispiele sind Spezialfalle.
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Es gibt eine natiirliche Zahl x, so daB gilt 3 - x = 3, ndmlich x =1 :
3:1 =3, also gilt 3 | 3.
Es gibt eine natiirliche Zahl x, so daB gilt 1 - x = 8, néamlich x = §:
1.8=28, also gilt 1| 8.

SATZ: Fiir jede natiirliche Zahl a 5= 0 gilt:
a|a (denn a.]1 =a) und 1|a (denn 1.a = a)

‘Wenn wir von den Teilern einer Zahl sprechen, wollen wir von jetzt an diese Zahl
selbst und die Zahl 1 stets mit zu den Teilern rechnen.
Aufgaben a 11 bis 28
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DEFINITION: Zahlen, die den Teiler 2 besitzen, heien gerade Zahlen.

Ist die Zahl b gerade, so liBt sie sich also in der Form 2 - x darstellen. Fiir die
Zahl 0 gilt: 2 - 0 = 0. Also ist die Null eine gerade Zahl.

Der Satz A 5 besagt, daB jede natiirliche Zahl a == 0 wenigstens sich selbst und
die Zahl 1 als Teiler besitzt. Es gibt aber natiirliche Zahlen, die dariiber hinaus
noch weitere Zahlen als Teiler besitzen.

Die Zahl 12 hat die Teiler 1;2;3;4;6; 12.

Andererseits gibt es Zahlen, die nur durch 1 und durch sich selbst teilbar sind.
Die Zahl 13 hat nur die Teiler 1 und 13.

DEFINITION: Jede natiirliche Zahl, die gréfier als 1 ist und die nur durch 1 und
durch sich selbst teilbar ist, heiit Primzahl.

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

112 (3|4(5|6|7|8|9|10
2ttty 2 23 246 | 3 | 25

M2 (13 (1% |15 [76]17 78|19 |20
%ﬁtz/iche gg 27 | 35 2§4 f‘ g Zi-g
Fithre die Tabelle im Bild A 1 bis 50 fort! al

Unter den Teilern einer Zahl treten stets auch Primzahlen auf. Diese Teiler wer-
den Primteiler der betreffenden Zahl genannt. Da die Zahl 1 keine Primzahl ist,
kann der Teiler 1 auch nicht als Primteiler bezeichnet werden.

Die Zahl 30 hat die Teiler 1; 2; 3; 5; 6; 10; 15; 30.

Davon sind 2; 3; 5 Primteiler.

Die Zahl 13, eine Primzahl, hat die Teiler 1 und 13.

Davon ist nur 13 Primteiler.
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Wenn wir in der Beziehung a | b die Zahl b gleich Null setzen; so nimmt die
Gleichung in der Definition A 4 die Form a - x = 0 an.

B  Dic Zahl 16 ist ein Teiler von 0. Es gibt niamlich eine natiirliche Zahl x, so daB
gilt 16 - x = 0. Es ist die Zahl x = (; denn 16 - o = 0, also gilt 16| 0.

D SATZ: Fiir jede natiirliche Zahl a (a 5 0) gilt:
a|0 (denn a-0=0)

Aufgaben a 29 bis 40

Teilbarkeitsregeln
6

Die Teilbarkeitsregeln di dem schnellen Auffinden der Teiler von Zahlen.
Besonders bei groBeren Zahlen erméglichen die Teilbarkeitsregeln ein sehr ratio-
nelles Arbeiten.

Teilbarkeit durch 10

Alle durch 10 teilbaren Zahlen lassen sich in der Form 10 - x = b darstellen.
® Erginze die folgende Tabelle!

x 1 2 3 4 5 6 7 8 20

b |10 20 éiys 200




Die Zahlen in der Spalte b wollen wir die Zehnfachen der Zahlen 1,2,3...
nennen. Wie fiir diese Beispiele gilt fiir alle natiirlichen Zahlen der folgende Satz.

SATZ: Alle Zahlen, deren Ziffern auf 0 enden, sind durch 10 teilbar. Alle anderen
Zahlen sind nicht durch 10 teilbar.

Stelle fest, welche Zahlen durch 100, 1000 usw. teilbar sind!

Teilbarkeit durch 5

Alle durch 5 teilbaren Zahlen lassen sich in der Form 5 - x — b darstellen.
Bilde die Fiinffachen der Zahlen 1 bis 20!

So wie in diesen Beispielen gilt fur alle natiirlichen Zahlen:

SATZ: Alle Zahlen, deren Ziffern auf 0 oder 5 enden, sind durch 5 teilbar. Alle
anderen Zahlen sind nicht durch 5 teilbar.

Teilbarkeit durch 2

SATZ: Alle geraden Zahlen sind durch 2 teilbar. Alle anderen Zahlen sind nicht
durch 2 teilbar.

Die geraden Zahlen sind die Zahlen 0; 2; 4; 6; 8 und alle Zahlen, deren Ziffern
auf 0; 2; 4; 6 oder 8 enden.

Teilbarkeit durch 4
Bilde die Vierfachen der Zahlen 1 bis 25!

Die Ziffern der durch 4 teilbaren Zahlen enden auf 0; 2; 4; 6 oder 8. Es sind aber
nicht alle geraden Zahlen durch 4 teilbar. So ist z. B. 36 durch 4 teilbar, aber nicht
26 und 86. Ebenso ist 20 durch 4 teilbar, aber nicht 70 und 90.

Jedes Vielfache von 100 ist durch 4 teilbar. Es ist niimlich 4 ein Teiler von 100,
und damit, wie sich zeigen liBt, auch ein Teiler von jedem Vielfachen von 100.
Wir brauchen bei einer Zahl, die groBer als 100 ist, nur die aus denletzten beiden
Grundziffern dargestellte Zahl zu beriicksichtigen.!

Die Zahl 87 748 ist durch 4 teilbar, weil 87 700 als Vielfaches von 100 und auch 48
durch 4 teilbar sind.

Die Zahl 87 778 ist nicht durch 4 teilbar, weil zwar 87 700 durch 4 teilbar ist, nicht
aber 78

SATZ: Alle Zahlen, bei denen die letzten beiden Grundziffern eine durch 4 teilbare
Zahl darstellen, sind durch 4 teilbar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 4 teilbar.

Teilbarkeit durch 8

Jedes Vielfache von 1000 ist durch 8 teilbar, weil 8 ein Teiler von 1 000 ist. Bei Zahlen,
die groBer als 1000 sind, brauchen wir nur festzustellen, ob die letzten drei Grundziffern
eine durch 8 teilbare Zahl darstellen.

! Sind némlich die Summanden einer Summe teilbar, so ist auch die Summe durch diese
Zahl teilbar.



Die Zahl 6 748 512 ist durch 8 teilbar, weil 512 durch 8 teilbar ist.
Die Zahl 6 748 532 ist nicht durch 8 teilbar, weil 532 nicht durch 8 teilbar ist.
SATZ: Alle Zahlen, bei denen die leizten drei Grundziffern eine durch 8 teilbare

Zahl darstellen, sind durch 8 teilbar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 8 teil-
bar.

7

Bei der Untersuchung der Teilbarkeit einer Zahl durch 9 und durch 3 gehen wir
einen anderen Weg.

Teilbarkeit durch 9

Bei der Division durch 9 mit Rest lassen 10=9- 1+1
die Zahlen 10; 100; 1 000; 10 000 usw. den 100=9. 11 41
Rest 1: 1000=9- 111+1

10000=9-1111+41

Dividieren wir nun Vielfache von 10;100; 30=9- 3+3
1000 usw. mit Rest durch 9, so bleiben 700=9- 77+17

die gleichen Vielfachen von 1 als Rest: 5000=9-555+5

Es soll festgestellt werden, ob die Zahl 7146 7146 = 7000 + 100 = 40 + 6

durch 9 teilbar ist, 7000=9-717T+7
Um diese Frage zu beantworten, zerlegen wir 100=9- 11 +1
die gegebene Zahl folgendermaflen : 40=9- 4+4

6=9- 0+6

Nun bilden wir auf beiden Seiten die Summen und erhalten:

7146 =9-792 +18.

Die Summe 18 der Reste ist eine durch 9 teilbare Zahl. Ebenso ist 9 - 792 durch 9
teilbar, wie es die Form 9. x dieses Produktes zeigt. Damit ist aber auch die
Summe 9 - 792 + 18 = 7 146 durch 9 teilbar.

Wie in diesem Beispiel hingt die Teilbarkeit einer beliebigen Zahl durch 9 nur
davon ab, ob die Summe der Reste durch 9 teilbar ist. Diese Reste werden aber
auch von den Grundziffern der gegebenen Zahl dargestellt, ihre Summe nennen
‘wir Quersumme. Die Quersumme von 7 146 ist also

T+1+4+6=18.

SATZ: Alle Zahlen, deren Quersumme durch 9 teilbar ist, sind durch 9 teilbar.
Alle anderen Zahlen sind nicht durch 9 teilbar.

11
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Teilbarkeit durch 3

Ebenso wie bei der Division mit Rest durch 9 lassen die Zahlen 10: 1005 1 000
usw. auch bei der Division mit Rest durch 3 den Rest 1.

Durch die gleiche Uberlegung, wie sie im letzten Beispiel durchgefithrt wurde,
finden wir eine Regel fiir die Teilbarkeit einer Zahl durch 3.

SATZ: Alle Zahlen, deren Quer durch 3 teilbar ist, sind durch 3 teilbar.
Alle anderen Zahlen sind nicht durch 3 teilbar.

Aufgaben a 41 bis 50

Zerlegung natiirlicher Zahlen in Primfaktoren

12

Wenn wir eine Zahl in Faktoren zerlegen, die simtlich Primzahlen sind, so spre-
chen wir von der Zerlegung in Primfaktoren.

Bei der Zerlegung in Primfaktoren beginnen wir am besten mit dem kleinsten
Primteiler dieser Zahl.

A2

Zerlegung in Primfaktoren

Es soll die Zahl 315 in Primfaktoren zerlegt werden.

Da 315 ungerade ist, enthilt 315 nicht den Teiler 2. An der Quersumme 9 er-
kennen wir aber, daBB 315 durch 3 teilbar ist. Die Zahl 3 ist also in diesem Fall
der kleinste Primteiler.

315=3-. 105

~3.3.35
(AN

=3.3.5.7

315=8.3.5.7

Bei der Zerlegung in Primfaktoren kénnen gleiche Primzahlen auch mehrmals
als Faktoren auftreten. Ein Produkt mit gleichen Faktoren kénnen wir in ab-
gekiirzter Form schreiben.



2.2.2 =23 (gelesen: zwei hoch drei); 3-3-3 -3 = 3! (gelesen: drei hoch vier)

In dieser Form geschriebene Produkte heilen Potenzen. Die kleine hochgesetzte
Zahl heiBt Exponent. Die untenstehende Zahl hei3t Basis. Der Exponent gibt an,
wie oft die Basis als Faktor zu setzen ist.

In der Potenzschreibweise konnen wir die Primfaktorenzerlegungen kiirzer
schreiben.

A5=3.5.7; 12=2%.3°

9

Durch die Zerlegung einer Zahl in Primfaktoren kann man auch feststellen,
welche weiteren Teiler diese Zahl hat, indem man auf alle méglichen Arten die
Primfaktoren zusammenfaBt.

Es sollen die Teiler der Zahl 72 ermittelt werden (Bild A 3).
A3

Ermittlung der Teiler

Die iibrigen, noch méglichen Zusammenfassungen ergeben keine neuen Teiler.
AuBler den gefundenen Teilern hat 72 natiirlich noch die Teiler 1 und 72.

Mit Hilfe der Primfaktorenzerlegung kénnen wir jetzt noch weitere Teilbarkeits-
regeln fiir natiirliche Zahlen aufstellen. Die Zerlegung der Zahl 72 in Primfak-
toren erbrachte mit den Primfaktoren 2 und 3 den Teiler 6. Ebenso ist die Zahl 72
2. B. durch 8 teilbar, weil sie den Primfaktor 2 dreimal enthiilt.

Umgekehrt ist 72 durch 2 und durch 3 teilbar, weil 72 durch 6 teilbar ist und des-
wegen die Primfaktoren 2 und 3 enthilt. Allgemein gilt fiir jede Zahl, daB} sie
durch 6 teilbar ist, wenn sie durch 2 und durch 3 teilbar ist. Mit Hilfe der Teil-
barkeitsregeln fiir 2 und 3 gewinnen wir eine Regel fiir die Teilbarkeit durch 6.

SATZ: Alle Zahlen, die gerade sind und deren Quersumme durch 3 teilbar ist,
sind durch 6 teilbar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 6 teilbar.

Aufgaben a 51 bis 59

13




Das kleinste gemeinsame Vielfache natiirlicher Zahlen

10

Die Zahl 72 ist Vielfaches der Zahl 6; denn es gilt:

72=12-6.

Die Zahl 72 ist aber auch Vielfaches der Zahl 8, denn es gilt:

72=9-8.

Wir sagen, da8 72 ein gemeinsames Vielfaches von 6 und von 8 ist. AuBer der
Zahl 72 gibt es noch weitere gemeinsame Vielfache der Zahlen 6 und 8, z. B. 96;
240; 245 120.

Gib weitere gemeinsame Vielfache von 6 und von 8 an! Wieviel gemeinsame Viel-
fache dieser Zahlen gibt es?

Unter allen gemeinsamen Vielfachen der Zahlen 6 und 8 gibt es ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches, nimlich die Zahl 24. Es gibt zwar noch kleinere Viel-
fache von 6 und auch kleinere Vielfache von 8, aber keine kleineren gemeinsamen
Vielfachen.

Vielfache von 6 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Vielfache von 8 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Vielfache von 6 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Vielfache von 8 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Da die 0 Vielfaches (nimlich das Ofache) von jeder Zahl ist, ist 0 auch ge-
meinsames Vielfaches von 6 und 8. Die Zahl 0 ist also stets gemeinsames Viel-
faches zweier beliebiger Zahlen. Daher wollen wir bei der Bildung gemeinsamer
Vielfacher die 0 nicht beriicksichtigen.

Wir kénnen auch gemeinsame Vielfache von mehr als zwei Zahlen bilden.

Es sollen gemeinsame Vielfache von 4, 9 und 10 ermittelt werden:

180= 45-4=20-9=18-10

360= 90-4=140-9=36-10

720=180-4=80-9=172-10

Auch hier gibt es beliebig viele gemeinsame Vielfache; denn jedes Vielfache von
180 ist wieder gemeinsames Vielfaches von 4, 9 und 10.

Fiir die Zahlen 4, 9 und 10 ist 180 das kleinste von allen gemeinsamen Vielfachen.

DEFINITION: Das kleinste gemeinsame Vielfache (k. g.V.) gegebener natiir-
licher Zahlen ist die kleinste von Null verschiedene Zahl, die durch alle gegebenen
Zahlen teilbar ist.

Das Produkt gegebener Zahlen ist stets ein gemeinsames Vielfaches dieser Zahlen,
aber meistens nicht das kleinste gemeinsame Vielfache.



Der

1

Bei groBeren Zahlen ermitteln wir das k. g. V. auf folgende Weise:

1. Wir zerlegen die gegebenen Zahlen in Primfaktoren.

6=2-3

8=28

Da die Zahl 8 im k. g. V. als Faktor enthalten sein muB, miissen wir 2% fiir die Bildung
des k. g. V. auswiihlen. Weiterhin muf3 aber auch die Zahl 6 im k. g. V. als Faktor ent-
halten sein, d. h., das k. g. V. mul} die Faktoren 2 und 3 enthalten. Der Faktor 2 ist aber
schon in der bereits ausgewiihlten Potenz 2% vorhanden, so daB wir zur Bildung des k. g. V.
nur noch den Faktor 3 zu beriicksichtigen brauchen.

2. Wir suchen von den Potenzen mit gleicher Basis jeweils die mit dem grofiten
Exponenten heraus. Primfaktoren, die nur einfach und nicht als Potenzen auf-
treten, werden jeweils einmal ausgewiihlt.
6=2-3
8=23
k.g.V.: 28.3=24
Es soll das k. g. V. von 840; 126 und 225 ermittelt werden.
Zerlegung in Primfaktoren:
840=2.2.2-3-5-7=2%.3 -5.7
126=2-3-3-7 =2:3 7
225=3-3-5-5 = 3. 50

k.g. V.:  2%.32.5%. 7= 12 600

Die Zahl 12 600 ist ein gemeinsames Vielfaches der gegebenen Zahlen. Es ist
aber auch das kleinste gemeinsame Vielfache. Wiirden wir auch nur einen
Primfaktor fortlassen, so wire die gefundene Zahl nicht mehr ein gemeinsames
Vielfaches der gegebenen Zahlen. Streichen wir etwa aus der Zahl 12 600 einen
Faktor 2, so ist die Potenz 23 und damit die Zahl 840 nicht mehr als Faktor in
der gefundenen Zahl enthalten.

Aufgaben a 60 bis 65

gréBte gemeinsame Teiler natiirlicher Zahlen

12

Eine natiirliche Zahl kann Teiler von zwei natiirlichen Zahlen sein.

4 ist Teiler von 20, denn 20 = 4 - 5, also 4 | 20.

4 ist Teiler von 32, denn 32 = 4. 8, also 4 | 32.

AuBer den Zahlen 20 und 32 gibt es natiirlich noch andere Zahlen, die den Teiler 4
besitzen, z. B. 4, 16, 80, 104.

Die Zahl 7 ist Teiler von 21, 35, 63, 147, 4 T11.

Eine natiirliche Zahl, die Teiler von zwei oder mehreren Zahlen ist, heifit ge-
meinsamer Teiler dieser Zahlen.




Da die Zahl 1 Teiler einer jed en Zahl ist, ist sie auch stets gemeinsamer Teiler
zweier beliebiger Zahlen. Wir wollen sie deshalb bei der Aufzihlung gemeinsamer
Teiler nicht auffiihren.

Natiirliche Zahlen, die auler 1 keinen gemeinsamen Teiler haben, heiBen zu-

einander teilerfremd. Aufgaben a 66 bis 70

Beim Kiirzen von Briichen miissen wir solche Zahlen finden, durch die Zihler
und Nenner teilbar sind. Diese Zahlen miissen also gemeinsame Teiler von Zéhler
und Nenner sein.

Der Bruch f—‘: soll gekiirat werden. Dazu suchen wir alle gemeinsamen Teiler
von 56 und 84.

Teiler von 56: 1; 2 4; 75 8; 14; 28; 56
Teiler von 84: 1; 2; 3; 4 6; 7, 12; 14; 21: 28; 42; 84
Gemeinsame ’feilar: 2; 4; 15 14; 28

Damit haben wir die Zahlen gefunden, durch die wir % kiirzen kénnen.

56 0 . 28 56 4 . 4
i kiirzen durch 2: = &+ kiirzen durch 14: +
56 v 14 56 g 2
37 kiirzen durch 4: <1 kiirzen durch 28: -
56 1 .. 8
3¢ kiirzen durch 7:

Unter allen gemeinsamen Teilern von 56 und 84 ist die Zahl 28 der grofte.

DEFINITION: Der griBte gemeinsame Teiler (g.g.T.) gegebener natiirlicher
Zahlen ist die groBte Zahl, die alle gegebenen Zahlen teilt.

Wenn wir einen Bruch so weit wie méglich kiirzen wollen, um im Zihler und Nen-
ner mglichst kleine Zahlen zu erhalten, miissen wir den gegebenen Bruch durch
den g. g. T. von Zahler und Nenner kiirzen. Im gekiirzten Bruch sind dann Zahler
und Nenner zueinander teilerfremd.

Zur Bestimmung des g. g. T. gegebener Zahlen brauchen wir nicht wie im letzten
Beispiel alle gemeinsamen Teiler dieser Zahlen aufzusuchen. Ahnlich wie bei
der Berechnung des k. g. V. kénnen wir nimlich auch den g. g. T. mit Hilfe der
Primfaktorenzerlegung finden.

Es soll der g. g. T. der Zahlen 56 700 und 27 720 ermittelt werden.

Wir zerlegen die beiden gegebenen Zahlen in Primfaktoren :

56 700 = 22.3%.5%. 7

27720=2%.3*.5-7.11.

Da jeder gemeinsame Teiler in beiden Zahlen als Faktor enthalten ist, kénnen
in einem gemeinsamen Teiler nur solche Faktoren auftreten, die ihrerseits in
beiden Zahlen enthalten sind. Zur Bildung eines gemeinsamen Teilers diirfen
wir also nur solche Faktoren heraussuchen, die in beiden Zahlen vorkommen.
Die Zahlen 11 und 25 kénnen daher z. B. nicht als Faktoren in einem gemeinsamen
Teiler auftreten.



Da ‘wir von allen gemeinsamen Teilern den gréBten finden wollen, wihlen wir

die folgenden gemeinsamen Faktoren aus:

2% (22 ist die hochste Potenz mit der Basis 2, die in beiden Zahlen auftritt;
23 tritt in 56 700 nicht auf),

32 (3% ist die hochste Potenz mit der Basis 3, die in beiden Zahlen auftritt;
34 tritt in 27 720 nicht auf),

5 (5 ist in beiden Zahlen enthalten; die Potenz 5? ist in 27 720 nicht ent-
halten),

7 (7 ist in beiden Zahlen enthalten; die Potenz 72 oder eine gréBere kommt in
keiner der beiden Zahlen vor).

Das Produkt 2%-3%.5.7=1260 ist also der g.g.T. von 56 700 und 27 720.

Einen groBeren gemeinsamen Teiler kann es nach unseren Uberlegungen nicht

geben.

Nach dem gleichen Verfahren bestimmt man auch den g.g.T. von mehr als
zwei Zahlen.
[l Es soll der g. g. T. von 14 700, 28 665 und 1 911 ermittelt werden.
1. Wir zerlegen die gegebenen Zahlen in Primfaktoren;
14700=22-3 -52. 7%
28 665 = 3.5 .72-13
1911 = 3 - 7213
2. Wir suchen von den Primfaktoren, die in allen Zahlen als Potenz auftreten,
jeweils die kleinste Potenz aus. Treten Primfaktoren, die in allen Zahlen vor-
kommen, wenigstens einmal nicht als Potenz auf, so werden diese Primfaktoren

ausgewihlt.
14700 =22.3 .5%2. 7%
28665 = 32.5 .7%.13
1911 = 3. 7213
g.g T.: 3. 7= 147 Aufgaben a 71 und 72
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B. Die gebrochenen Zahlen
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Zur Wiederholung

1

Wir wollen im folgenden nur solche Briiche betrachten, deren Zihler und
Nenner von 0 verschieden sind.

Man kiirzt einen Bruch, indem man Zihler und Nenner durch einen gemeinsamen
Teiler dividiert. Sind Zihler und Nenner eines Bruches teilerfremd, so lifit sich
dieser Bruch nicht kiirzen.

Man erweitert einen Bruch, indem man Zihler und Nenner mit derselben von
0 und 1 verschiedenen natiirlichen Zahl multipliziert. Einen Bruch kann man
stets erweitern.

24 = a8

o durch 3 gekiirzt ergibt -

6 . @ o 30

& mit 5 erweitert- ergibt -

18 & 2 ; )

<7 durch 3 gekiirzt und mit 2 erweitert ergibt |-

Wenn wir feststellen wollen, ob zwei gegebene Briiche durch Kiirzen oder Er-
weitern auseinander hervorgehen, miissen wir Kiirzungs- bzw. Erweiterungs-
zahlen finden. Dabei kann es wie im letzten Beispiel vorkommen, daB wir zwei

Zahlen finden miissen, d. h., wir miissen beim Ubergang von dem einen zum

anderen Bruch kiirzen und erweitern.
Aufgaben b 1 bis 10

Kiirzen wir einen Bruch durch den g. g. T. von Zihler und Nenner, so erhalten
wir einen Bruch, dessen Zihler und Nenner teilerfremd sind. Briicheé, die durch

2+ 19




20

Kiirzen oder Erweitern auseinander hervorgegangen sind, fithren dabei auf
denselben Bruch.

Bruch no8 s o3 LI
90 ° 30 T 2 T T

s:; von Zihler 6 ; 2 2 . 10 9 . 6

und Nenner

gekiirzter Bruch & 5 4 8. 8 Bl o 2
15 * 5 z 3 2 3

Aufgaben b Il bis I3

2

Es gibt eine einfachere Methode, nach der wir feststellen konnen, ob zwei
Briiche durch Kiirzen oder Erweitern auseinander hervorgehen.

In der linken der beiden folgenden Tabellen sind nur solche Briiche % und %
aufgefiihrt, die jeweils durch Kiirzen oder Erweitern auseinander hervorgehen.
Durch Vergleichen der beiden letzten Spalten stellen wir fest, daB fiir solche
Briiche die Gleichung

a-d=b-c

gilt. Im Gegensatz dazu sind in der rechten Tabelle nur solche Briiche eingetragen,
die nicht durch Kiirzen oder Erweitern auseinander hervorgehen. Fiir diese
Briiche gilt

a-d£b- ¢

—:— —:— a-d bec % —: a.d b-c
2 4 2 4

3 = |2 20 2 4 14 12
9 6 5 5 ~
2 £ 18 18 Ly 3, 40 35
5 20 18 9

& 2 | 20 an L & 36 45

Wie in diesem Beispiel kénnen wir ganz allgemein feststellen:

SATZ: Wenn fiir Briiche % und % (a, b, c, d ungleich Null)
a-d=b-.c

gilt, so gehen sie durch Erweitern oder Kiirzen auseinander hervor.
Wenn fiir Briiche % und :.—l (a, b, ¢, d ungleich Null)

a.d=+b-.c

gilt, so gehen sie nicht durch Erweitern oder Kiirzen auseinander hervor.



[ ) Stelle fest, ob die Briiche in den folgenden Paaren jeweils durch Kiirzen oder
Erweitern auseinander hervorgehen!

ofii]l wIEE ol oEd

Gebrochene Zahlen als Klassen von Briichen
3

Wir kénnen auf einem Strahl die Folge der natiirlichen Zahlen beliebig weit dar-
stellen, wenn wir den MaBstab geniigend klein und die Zeichenfliche geniigend
groBl wiihlen. Jeder natiirlichen Zahl kann also auf einem Strahl genau ein Punkt
zugeordnet werden (Bild B 1).

B1
Der Zahlenstrah |

AT R | o e e

Wir wollen jetzt Briiche auf ecinem Strahl darstellen. Dazu tragen wir vom
Anfangspunkt des Strahls aus eine Strecke mit beliebiger Linge ab (Ein-
heitsstrecke). An den erhaltenen Endpunkt dieser Strecke schreiben wir den
Bruch %

Von dem Endpunkt ausgehend, tragen wir Strecken mit derselben Linge fort-
laufend ab und schreiben an die erhaltenen Punkte der Reihe nach die Briiche
? 5 ’:1!‘* -:— usw. (Bild B2). Durch Abtragen von Bruchteilen der Einheitsstrecke
finden wir entsprechend die Punkte, die beliebigen anderen Briichen zugeordnet
sind. Dadurch wird jedem Bruch ein Punkt des Strahls zugcordnet.

|

I I
2 3 4
T

Y =
<l

T 1 B2
U bl 1 Il | | i | 1L | |
1.7 3 1 3 w2 3z bu 5
432 & 1 2 01 T B 177 1 B3

Im Bild B 3 sind nur solche Briiche dargestellt, bei denen Zihler und Nenner
teilerfremd sind.

Das Bild B 4 zeigt, welche Punkte des Strahls Briichen zugeordnet werden miis-
sen, die durch Erweitern aus Briichen des Bildes B 3 hervorgehen. Wir erkennen

21
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Die Briiche werden Punkten des Zahlenstrahls zugeordnet
] T
: 4
- % % ;
e 2. 3 %
4 Tiinien { Fan %
3 4
% % o8 5 %
1 z B2 4 g
& 6 I 6 6 6 6
i1 7 3 4 5 i e &
g ] 8 8 g %
1 2] 3 o 5 L e lj
) F] g 9 g 9 9
RS BIFEPEn s R SR e A R b
Jil 0 0 0 10 i 0 ] %_
1 4 5 7 | ol m
A ‘1% 7% 7 S 7 % 2 % 2 | 2| 7 %

B4

an unserer Darstellung, dal jedem Bruch nur ein Punkt zugeordnet ist. Umge-
kehrt sind aber jedem Punkt des Strahls, dem ein Bruch zugeordnet ist, sogar be-
liebig viele Briiche zugeordnet.

Alle Briiche, die ein und demselben Punkt zugeordnet sind, gehen durch Kiirzen
oder Erweitern auseinander hervor. Solche Briiche wollen wir jeweils zu einer
Klasse zusammenfassen (Bild B 5).




Mit Hilfe des Satzes B 1 koénnen wir folgenden Satz formulieren:

SATZ: Zwei Briiche % und % (a, b, ¢, d ungleich Null) liegen in einer Klasse,
wenn a+d = b . cgilt.

Zwei Briiche —Z— und % liegen nicht in einer Klasse, wenn a« d &= b .« ¢ gilt.

DEFINITION: Alle Briiche, denen ein und derselbe Punkt auf einem Strahl zu-
geordnet ist, die also durch Kiirzen oder Erweitern auseinander hervorgehen, bilden
eine Klasse. Jede solche Klasse heiBt gebrochene Zahl.

Zur Bezeichnung einer gebrochenen Zahl kann jeder Bruch aus der entsprechenden
Klasse benutzt werden. So bezeichnen z. B. die verschiedenen Briiche —; und %
dieselbe gebrochene Zahl, also dieselbe Klasse von Briichen. Wir kénnen des-

halb schreiben:
12

3 3

Hiufig wird zur Bezeichnung einer gebrochenen Zahl derjenige Bruch benutat,
dessen Zihler und Nenner teilerfremd sind.

Das Kiirzen oder Erweitern eines Bruches bedeutet, dal man von diesem Bruch
zu einem anderen Bruch aus derselben Klasse iibergeht, d. h. eine andere Be-
zeichnung derselben gebrochenen Zahl wihlt.

Durch die Zusammenfassung der Briiche zu Klassen sind nun bei der Darstellung
an einem Strahl die Punkte nicht mehr einzelnen Briichen, sondern gebrochenen
Zahlen zugeordnet. Einen solchen Strahl nennen wir jetzt wieder Zahlenstrahl

(Bild B 6).

N’&“IN
e kS

|l p———
<SS
wio fp=———

Aufgaben b 14 bis 17

4

Bestimmte gebrochene Zahlen lassen sich durch Briiche darstellen, deren Nenner
gleich 10 oder gleich einer Zehnerpotenz sind.

Solche Briiche nennen wir kurz Zehnerbriiche.

Briiche, deren Nenner nur die Primfaktoren 2; 5 oder Potenzen dieser Zahlen
enthalten, lassen sich zu Zehnerbriichen erweitern. Wir wollen dazu sagen, daB
sie sich in Zehnerbriiche umwandeln lassen.

23
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1_ 5 _ 50 _ 500 3 375 _ 3750
2~ 10 100 1000° B 1000 _ 10000
T 14 _ 140 1400 7 28 _ 280 2800
5 10 700 1000° 25 100 1000 10000

Falls im Nenner eines Bruches auBer den Primfaktoren 2 und 5 noch andere
Primfaktoren auftreten, konnen wir diesen Bruch nur dann in einen Zehnerbruch
umwandeln, wenn diese Primfaktoren auch im Zihler enthalten sind. Durch diese
Faktoren kénnen wir vor der Umwandlung kiirzen.

42 4 3 _ 1 _ 2
35 107 15 5 10
M _1__ 15 13 _3 _ 30
44 T4 T 1000 2 17 10

Briiche mit den Nennern 10, 100, 1000 usw. kénnen wir als Dezimalbriiche
schreiben. Dadurch erhalten wir fiir gebrochene Zahlen, die sich durch solche
Briiche darstellen lassen, weitere Bezeichnungen.

1 14

3= 0,5=0,50 = 0,500 35 =04
+ = 0,375 = 0,3750 =22
+=1,4=1,40 = 1,400 a=11
N7 72

25 = 0,28 = 0,280 = 0,2800 =30

;—; = 0,275 = 0,2750 = 0,27500 % =15

Wenn es nicht anders erforderlich ist, benutzen wir auch bei der Dezimalbruch-
darstellung den am weitesten gekiirzten Dezimalbruch. Wir lassen also hinter
dem Komma alle Nullen fort, die auf die letzte von Null verschiedene Ziffer folgen.
In Zukunft nennen wir die Stellen hinter dem Komma Dezimalstellen.

Zur Unterscheidung von den Dezimalbriichen nennen wir die bisher benutzten
Briiche auch gemeine Briiche.

Sind gebrochene Zahlen durch Dezimalbriiche dargestellt, so kénnen wir diese
Dezimalbriiche in gemeine Briiche umwandeln.

7 125 1
07 =% 0,125 = ;o =2
75 3 388 97
05 =qg =3  38=15=1
12,17 = 'le,, Aufgaben b 18 bis 23
ZUSAMMENFASSUNG:

Eine gebrochene Zahl ist eine Klasse von Briichen, die durch Kiirzen oder
Erweitern auseinander hervorgehen.
Fiir je zwei Briiche % und % (a, b, ¢, d ungleich Null) aus einer Klasse gilt

a-d=b-c. Eine gebrochene Zahl kann durch jeden Bruch der Klasse be-
zeichnet werden. Enthilt die Klasse Zehnerbriiche, so lassen sich auch
Dezimalbriiche zur Bezeichnung verwenden.



Der Hauptnenner
5

Zwei gegebene gebrochene Zahlen (—i— und 41) sollen nun durch Briiche mit glei-
chem Nenner dargestellt werden. Die gegebenen Klassen im Bild B 7 enthalten
auch Briiche, die jeweils gleiche Nenner haben.

Die Darstellungen BTy und % koénnen wir dadurch erhalten, daBl wir é mit 4

und - mit 3 erweitern. Dariiber hinaus gibt es noch weitere Darstellungen dieser
Zahlen mit gleichem Nenner:
60

16 30 24
z. B.: und il

7 27 36
Es ist immer moglich, gegebene gebrochene Zahlen durch Briiche mit gleichem
Nenner darzustellen.
Es gibt sogar beliebig viele Darstellungen dieser gebrochenen Zahlen durch
Briiche mit gemeinsamen Nennern. Unter diesen Nennern gibt es jeweils einen
kleinsten. Das ist das k. g. V. der Nenner der gegebenen Briiche. Das Bild B 8
veranschaulicht diesen Sachverhalt fiir drei gegebene Briiche.

45 32

und 365 W und

B8

3
]
2
7
8
%

b DEFINITION: Briiche mit gleichen Nennern heillen gleichnamig. Das k. g. V. der
Nenner gegebener Briiche heiBt der Hauptnenner dieser Briiche.

Will man Briiche gleichnamig machen, so ist es meist zweckmiBig, sie auf den
Hauptnenner, d. h. auf den kleinsten gemeinsamen Nenner zu bringen.

Aufgaben b 24 bis 29

25



Die Ordnung der gebrochenen Zahlen

26

6

Wir kénnen schon Briiche mit gleichen Nennern oder mit gleichen Zihlern ver-

gleichen.

Ebenso werden die durch diese Briiche dargestellten gebrochenen Zahlen ver-

glichen.

Die gebrochene Zahl %

—; < ; (gelesen: ein Viertel ist kleiner als drei Viertel, kiirzer: ein Viertel kleiner

drei Viertel)

Die gebrochene Zahl % ist kleiner als die gebrochene Zahl %

v<%

Wenn wir zwei gebroch Zahlen vergleichen wollen, die durch Briiche mit

verschiedenen Zihlern und Nennern dargestellt sind, so bringen wir die ge-

gebenen Briiche auf den Hauptnenner.

T

Diese gebrochenen Zahlen sind voneinander verschieden; denn die Briiche —':
11

ist kleiner als die gebrochene Zahl %‘

11 :
Es sollen — und 4 verglichen werden.

und -, die sie bezeichnen, liegen in verschiedenen Klassen. Es gilt nimlich
5-1447-11.

Der Hauptnenner beider Briiche ist 14.

Wir gehen also in der Klasse des ersten Bruches zu dem Bruch mit dem Nenner | 4

iiber (Bild B 9).

" ) 1
Nun vergleichen wir - und < und stellen fest:

10 11
ST
i $ .41
Damit gilt auch: = < -
Es sollen —- und <> verglichen werden
36 5% 8 i
Diese gebrochenen Zahlen sind wieder voneinander verschieden; denn es gilt

1754 = 36 - 25. Der Hauptnenner ist 108 (Bild B 10).

Der Vergleich von les und 15—0: ergibt:

51 50 17 25
Tog - Tog> Als0 auch &> .



Wir hitten fiir den Vergleich auch andere gemeinsame Nenner wihlen kénnen.
Es ist aber zweckmiBig, jeweils den kleinsten gemeinsamen Nenner, also den
Hauptnenner, zu benutzen.

Fiihre den Vergleich in den letzten beiden Beispielen mit Hilfe anderer gemein-
samer Nenner durch!

Gebrochene Zahlen lassen sich auch ohne Bestimmung des Hauptnenners ver-
gleichen.

% % —:—-é% a-d [b.c a-dSb.c
7 5 1.8 21 20

7 < o545 > 5 42 40 42 > 40
5 9 5 9 85 _ 17

e > T<T7—’dam<m 85 117 85 < 117
24 36 24 36 12 12

% = % =390 da =mT=T1 936 936 936 = 936

Wie in dieser Tabelle gilt allgemein der Satz:

chnu-d<b-c,sogill%<%-

o

Wenna.d >b.c,sogil % >g a, b, ¢, d ungleich Null

Loa c
Wennu-d:b-c,sogﬂl'3-=—d—-

7

Jeder gebrochenen Zahl ist auf dem Zahlenstrahl genau ein Punkt zugeordnet.
Von zwei Punkten. die verschiedenen gebmchenen Zahlen zugeordnet sind, liegt
derjenige weiter links auf dem Zahlenstrahl, der der kleineren der beiden Zahlen
zugeordnet ist. Wir sagen dafiir kiirzer:

Von zwei verschied gebroch Zahlen liegt die kleinere auf dem Zahlen-
stiahl links von der groBeren.

Ebenso liegt von zwei verschiedenen natiirlichen Zahlen die kleinere auf dem
Zahlenstrahl links von der groBeren. Die unmittelbar rechts von einer natiir-
lichen Zahl a liegende Zahl a + 1 heifit der unmittelbare Nachfolger von a. So hat
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jede natiirliche Zahl einen unmittelbaren Nachfolger. Zwischen einer natiirlichen
Zahl und ihrem unmittelbaren Nachfolger liegt keine weitere natiirliche Zahl.
Dagegen gibt es keine gebrochene Zahl, die einen unmittelbaren Nachfolger
hat.

Die Zahl l—z hat keinen unmittelbaren Nachfolger. So kann z. B. l—: nicht un-
mittelbarer Nachfolger von TZ) sein; denn wir kénnen Zahlen ermitteln, die
zwischen l—; und 1—71 liegen. Wir erweitern

7 8

7o und 5
mit 2 auf

14 16
55 bzw. 55+

Wir erkennen, daf} % zwischen l-; und % liegt (Bild B I1).

B 11 7 8 0

S
S=y
=

7
@
T T
28 30 32
40 4 W

Auf diese Weise kénnen wir fiir jede belichige gebrochene Zahl, die grofer als %

<= F

ist, nachweisen, daB sie nicht unmittelbarer Nachfolger von ﬁ ist. Das bedeutet,
7

daB 5 keine gebrochene Zahl als unmittelbaren Nachfolger hat.
Aufgaben b 30 bis 52

Bisher haben wir nur solche Briiche betrachtet und zu Klassen zusammengefafB3t,
deren Zihler und Nenner von Null verschieden sind.

Ebenso lassen sich alle Briiche bilden und zu einer Klasse zusammenfassen, deren
Zihler gleich Null und deren Nenner ungleich Null sind. Fiir solche Briiche

% und % gilt nimlich stets genau wie in Satz B 1 auf Seite 20:
0-d=b-0,d.h.0=0.
Diese Klasse ist wieder eine gebrochene Zahl. Vergleichen wir diese Zahl mit

irgendeiner anderen gebrochenen Zahl % , (also x 5= 0), so gilt:

0 x . i
r<7,denn 0-y<b-x.



Sie ist also die kleinste gebrochene Zahl.
0 _ 1

T<T,dem0-1 <1-7;  §< 4, denn0-5<9.7

<+ denn0.2<2.3; 2 b denn 09000 <31

Da Briiche mit dem Ziihler 0 auch eine gebrochene Zahl darstellen, wollen wir
von jetzt an nur noch fordern, daB die Nenner ungleich Null sind.

Wir vergleichen einen Zahlenstrahl, auf dem die natiirlichen Zahlen veranschau-
licht sind, mit einem Zahlenstrahl, der die gebrochenen Zahlen veranschaulicht.

Jeder gebrochenen Zahl, die sich durch einen Bruch mit dem Nenner 1 dar-
stellen 1aBt, entspricht eine natiirliche Zahl und umgekehrt. Dabei ist der ge-

brochenen Zahl —lll die natiirliche Zahl a zugeordnet. Diese gebrochenen Zahlen

verhalten sich beim Vergleichen wie die ihnen zugeordneten natiirlichen Zahlen

(Bild B12).

0 1 2 3 4 & 6 7 8 § W w @ B
4b+6 =10
L 1 L L L
00 12 3 45 6 7 & § W n 2
1737 7 T97 Ta T 7 7 7 w7 7 VN
4 2 2 4 T8,

Auf entsprechende Weise wird der Klasse, in der % liegt, die natiirliche Zahl 0
zugeordnet.

0o _ s 2 3 4 8 6.0 7.5

gebrochene Zahlen TET T<T TL5 T2>7 S

natiirliche Zahlen 0<5 2<3 4<8 6>0 17>5
Wenn wir gebroch Zahlen vergleichen, kénnen wir deshalb von jetzt an

4 5 F 1 - 0 1 .
z. B. 4 statt T, 2 < statt - <5 oder 0 < 1o statt + < 55 schreiben.

SATZ: Beim Vergleichen verhalten sich gebrochene Zahlen, die sich durch Briiche
mit dem Nenner 1 darstellen lassen, wie die ihnen zugeordneten natiirlichen Zah-
len. Sie konnen daher gegenseitig ersetzt werden (Bild B 13).

B13

o
S 5
i

~ -
o 4
<
~ -
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Gebrochene Zahlen, die sich durch echte Briiche darstellen lassen, heilen echt
gebrochene Zahlen. Gebrochene Zahlen, die sich durch unechte Briiche darstellen
lassen, heiflen unecht gebrochene Zahlen.

Echt gebrochene Zahlen sind kleiner als 1. Unecht gebrochene Zahlen sind gré-
Ber als 1 oder gleich 1.

Gebrochene Zahlen in Dezimalbruchdarstellung vergleichen wir, indem wir die
Dezimalbriiche zuniichst gleichnamig machen und sie dann ohne Beriicksichtigung
des Kommas wie natiirliche Zahlen vergleichen.

12,4 und 13,38 sind zu vergleichen. 7,08 und 7,3
Gleichnamig machen: 12,40 und 13,38 | 7,08 und 7,30 (gleichnamig)
Esgilt 12,40 < 13,38, d.h. o0 < 239 | Eg gilt 7,08 < 7,30, d.h. e < 20,

100 100 *
denn 1240 < 1338. denn 708 < 730.
Also 12,4 < 13,38. Also 7,08 < 7,3.
' Aufgaben b 53 bis 55
ZUSAMMENFASSUNG:

Gebrochene Zahlen 1.» und i konnen verglichen werden,
a) indem man sie durch glelchmmge Briiche darstellt und diese vergleicht.

Dabei werden Dezimalbriiche ohne Beriicksich igung des K wie
natiirliche Zahl vr._; hen;

b) indem man die Produkte a - d und b - ¢ vergleicht.

Von zwei verschied broch Zahlen liegt auf dem Zahlenstrahl

die kleinere links von der grbﬁeren

Gebrochene Zahlen haben keinen unmittelbaren Nachfolger.

Alle gebrochenen Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 dar-
stellen lassen, ko beim Vergleick durch natiirliche Zahlen ersetzt
werden. Die Zahl 0 ist die kleinste gebrochene Zahl.

Addition gebrochener Zahlen
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Die Addition gebrochener Zahlen ist eine andere Rechenoperation als die Addi-
tion natiirlicher Zahlen. Durch die folgende Definition wird sie jedoch auf die
Addition natiirlicher Zahlen zuriickgefiihrt.

DEFINITION: Gebrochene Zahlen werden addiert, indem man sie durch
gleichnamige Briiche darstellt und nur deren Zihler addiert. Den gemeinsamen
Nenner behiilt man bei.

a c a c .
845 ="E (b ungleich Null)
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Das Bild B 14 veranschaulicht dieses Beispiel.

Beim schriftlichen Rechnen wollen wir Haupt- und Nebenrechnung iibersichtlich
anordnen.

3 5 27 ;
Die gebrochenen Zahlen —- und < sollen addiert werden.

36 40
B Rt 50y 28 208 36=2.2.3.3=22.3 10
36 40 360 360 360
40=2.2.2.5=2. 5 | 9
2°.3%.5 = 360

Hinter dem senkrechten Strich in der Nebenrechnung stehen die zu den Nennern
gehorenden Erweiterungszahlen.

Die Addition gebrochener Zahlen ist stets ausfiihrbar, da wir stets die Briiche
gleichnamig machen und die im Zihler stehenden natiirlichen Zahlen addieren
konnen.

Fiir natiirliche Zahlen gilt

das Kommutationsgesetz at+b=">b+a

und das Assoziationsgesetz a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢

der Addition.

547=12 ; T4+5=12 || 54+7=7+5

5+ (T+9)= G+7)+9=
=54+ 16 =21 | = 12 +9=

Diese beiden Sitze iibertragen sich auf die Addition gebrochener Zahlen.

21 H 54(7+9=06+7+9

5 715 14 15414 14415 14 15 _ 1
TS ta T T ntw=ut

@@

Kommutationsgesetz der Addition gebrochener Zahlen

SATZ: In einer Summe von zwei gebrochenen Zahlen sind die Summanden ver-
tauschbar.

a e a .

3 + 701_ S + > (b, d ungleich Null)

_ 3 54+7_3+(6+7_(B+59+7_3+5
Jm g BT R R B by

@
|-
m‘-x
=
+
o]
+
e|

+(5+
Assoziationsgesetz der Addition gebrochener Zahlen
a e .
SATZ: 5+ (g + )= (5 +7)+F (®dfungleich Nul)
31




Der Satz 9 besagt, daB es nicht darauf ankommt, welche der beiden Additionen
zuerst ausgefiihrt wird. Wir kénnen daher die Klammern fortlassen und schreiben :
a c e
staty
Auch in einer mehrgliedrigen Summe gebrochener Zahlen ist die Reihenfolge der
Summanden beliebig.

Aufgaben b 56 bis 62

11

Gebrochene Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellen lassen,
verhalten sich bei der Addition wie die ihnen zugeordneten natiirlichen Zahlen
(Bild B 15).

B 15
0 1 2 3 4 5 ] 7 8 3 0 7 2
V -1 [ ] ?
[ | | ER
| |
! | \
0 1 2 3 4. g g 7 4. 4 n n 3
7 1 1 1 7 1 1 7 1 7 7 7 A
Tiss]
gebrochene Zahlen %-}—f—:% %fsz=.’T| %+¥:ﬁ
natiirliche Zahlen 1+6=17 9+12=21 15 4+ 27 =42

SATZ: Bei der Addition verhalten sich gebrochene Zahlen, die sich durch Briiche
mit dem Nenner 1 darstellen lassen, wie die ihnen zugeordneten natiirlichen Zah-
len. Sie konnen daher gegenseitig ersetzt werden (Bild B 16).

0

i, |
o o
4 b3 )

L
=
6

i
wl §
ISER

L 1
T 1
1 1} 2 33

S

B 16

Unechte gebrochene Zahlen kann man als sogenannte gemischte Zahlen schreiben.

% = l: + é :; + »; =54 % = 5% (gelesen: Fiinf zwei Drittel)

Durch gemischte Zahlen vermeidet man unnétig groBe Zihler. AuBerdem kann
man gebrochene Zahlen in dieser Schreibweise leichter vergleichen. So erkennt
955
3

man sofort, daBl z. B. 14% zwischen 14 und 15 liegt. In der Darstellung
derselben Zahl erkennt man dies nicht ohne weiteres.!

! Die gemischten Zahlen sind keine neue Art von Zahlen. Es handelt sich vielmehr um eine
andere Bezeichnung gebrochener Zahlen.
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B 1 1 6Le4s _ 18 1 9
Ty fy=—1m ~m Mg+ 155 =17+ g+ 15+
2ol =415+ 4
- 774 36
=324+ 5
113
=324+
1 9 113
175 4152 —3218
Das nichste Beispiel zeigt eine verkiirzte Schreibweise.
Aufgabe : 7% + 5;—: Uberschlug: 8+6=14
Hauptrechnung : Nebenrechnung :
13 19 39 + 38 -
7F+531‘:12+T 4=2. 1 3
_—— % 2= 3.7 2
= a7 2.3.1=42
=135

T8 458 —133

Briiche, deren Nenner gleich Null sind, stellen keine gebrochenen Zahlen dar.
Wiirde z. B. % eine gebrochene Zahl darstellen, so miite man auch die Sum-
me % + % berechnen kénnen. Dazu miiten wir die Erweiterung von Briichen

"mit Null zulassen, da wir diese Briiche nicht anders gleichnamig machen kénn-
ten. Der ,,;Hauptnenner* wiire nimlich Null. Wenn wir aber mit Null erweitern
diirften, konnten wir alle Briiche auf die Form % bringen. Dann wiirden alle
Briiche in derselben Klasse wie der Bruch -:- liegen. Es giibe also nur eine ein-
zige gebrochene Zahl. Das ist aber sinnlos und steht auch im Widerspruch

zu unserer praktischen Erfahrung.
Aufgaben b 63 bis 80

12

Wenn wir gebrochene Zahlen in Dezimalbruchdarstellung addieren wollen,

hen wir die Dezimalbriiche ichst gleichnamig. Dann schreiben wir die
Summanden so untereinander, daB8 Stellen mit dem gleichen Stell ert jeweils
untereinander stehen. Das bedeutet, daB Komma unter Komma stehen mu. Wir
addieren stellenweise wie bei den natiirlichen Zahlen. Im Ergebnis setzen wir das

Komma zwischen dieselben Stellen wie in den Summanden.
2,123 + 64,81 + 312 - 46,18 + 8,12 + 0,731

Gleichnamig 2,123 Da Nullen beim 2,123

untereinander 64.810 Addieren keinen 64 .81
geschrieben: 312.000 EinfluB auf die 312

46.180 Teilsummen haben, 46.18
8.120 konnen wir auch 8,12

-+ 0,731 schreiben: + 0.731

433,964 433 .961

(0006 01 g




Manchmal sollen gemeine Briiche und Dezimalbriiche addiert werden.

2+ 3,87+ 5 + 0,004

Hier kénnen wir alle auftretenden 0,400 kiirzer: 0,4
gemeinen Briiche in Dezimalbriiche 3,870 3,87
verwandeln. 1,125 1,125
+ 0,004 + 0,004
5,399 5,399

134+ +3+28
In diesem Beispiel konnen wir nicht alle gemeinen Briiche in Dezimalbriiche ver-
wandeln. Der Bruch % liegt nimlich in einer Klasse, in der keine Zehnerbriiche

enthalten sind.
Deshalb verwandeln wir umgekehrt die Dezimalbriiche in gemeine Briiche.

134

134+ +1+28="T0+1+5+5
”402+7n+24+54_sso
— T 3 T 30

13,4 + % =g % +28= 5_3“ Aufgaben b 81 bis 96

ZUSAMMENFASSUNG:

Um gebmehene Zahlen zu addieren, stellt man sie durch gleichnamige
Briiche dar und addiert deren Zihler. Der gemeinsame Nenner wird beibe-
Gebrochene Zahlen, die durch Dezimalbriiche dargestellt sind, werden

unter Beriicksichti der Stellenwerte (Komma unter Komma) wie
natiirliche Zahlen addlert.
Die Addition gebrochener Zahlen ist } ativ und

Gebrochene Zahlen, die durch Briiche mit dem Nenner 1 dmtellbar sind,
konnen auch bei der Addition durch natiirliche Zahlen ersetzt werden.

Subtraktion gebrochener Zahlen

34
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Die Subtraktion im Bereich der gebrochenen Zahlen ist die Umkehrung der Addi-

tion in diesem Bereich. Die Bestimmung der Zahl = o fiir die = + {; = % gilt,
Yy

fithrt auf die Differenz

i— = ':‘ — ; (b, d, y ungleich Null).
Auch hier gibt es wie im Bereich der natiirlichen Zahlen nur dann eine solche

Zahl , wenn der Subtrahend T  nicht groBer als der Minuend — ist.
































































































































































































































































































































































































































































































