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Hinweise zur Arbeit mit diesem Buch

Das Buch ist in vier Kapitel A, B, C und D gegliedert und
diese weiter in Lehrbuchabschnitte, die mit blau gedruckten
Uberschriften eingeleitet werden.

Jedes Kapitel ist in Lerneinheiten, abgekiirzt LE, eingeteilt, die

jeweils durch ein Kapitel durchnumeriert sind.

Eine Titelzeile iiber jeder Seite gibt dariiber Auskunft, zu
welchem Kapitel, zu welchem Lehrbuchabschnitt und zu
welcher Lerneinheit diese Seite gehort.

“. In den Lerneinheiten werden die Beispiele, Auftrige und

Merksitze durch folgende Marken am linken Rand des Textes
gekennzeichnet: Rt

M Beispicl; o Auftrag; P Merkstoff.

Beispicle, Auftrige und Merkstoffe sind jeweils durch ein

_ Kapitel durchnumeriert.

Verweise auf Abbildungen oder andere Textstellen beginnen
mit einem schraggestellten Pfeil. So bedeutet zum Beispiel (7
Auftrag B 8, S. ) »vgl. Auftrag 8 im Kapitel B auf
Seite o
Wenn sich bei einer Aufgabennummer ein senkrechter Pfeil
befindet, zum Beispiel ,,5. 1%, so bedeutet dieser Pfeil, daB
weiter oben ein Aufgabentext zu beachten ist, der fiir mehrere
Aufgaben gilt. Aufgaben, die zusitzlich durch einen Stern

. gekennzeichnet sind, zeichnen sich durch einen erhdhten
Schwierigkeitsgrad aus.
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A  Teilbarkeit natirlicher Zahlen

Ein wiirfelfsrmiges Stick Zucker hat eine durchschnittliche Kantenldnge von 15 mm.
Zur Verpackung sollen quaderférmige Schachteln hergestellt werden. Deren Kanten-
ldngen sollen héchstens 50 mm, 80 mm und 110 mm betragen und diesen Werten mdg-
lichst nahe kommen. Wie lang missen die Innenkanten einer Schachtel sein, wenn sie
durch Zuckerstiicke lickenlos ausgefiillt sein soll? Kénnte man diese Schachtel auch
durch Wiirfelzucker bei einer durchschnittlichen Kantenldnge von 10 mm liickenlos aus-
fillen?

Aufgaben dieser Art filhren uns auf Vielfache und Teiler natiirlicher Zahlen. Mit ihnen
werden wir uns in diesem Stoffgebiet etwas eingehender beschdftigen. Wenn dabei von
Zahlen die Rede ist, so sollen stets natirliche Zahlen gemeint sein.

Zyur Wiederholung

1. Nenne den Nachfolger (Vorgénger) von
17; 331; 2000; 2 055; 99; 1000; O; 738641; n; k+ 5, x—1; 2-m; 3-k!

2. Welche natiirlichen Zahlen haben keinen Nachfolger (Vorgdnger)?

3. Vergleiche der GréBe nach! Begriinde, ohne auszurechnen!

a) 217;127 d) 138 4 526; 526 + 138 g) 578-17;18- 578
b) 330; 330 + 1 e) 733 + 211; 735 + 211 h) 37 - 45; 45-37
€) 299; 300 — 1 f) 618 —12; 619 — 13 i) 660 :12; 540:12
4.\ Lése folgende Gleichungen!
Schreibe jeweils x als Summe oder Differenz der beiden anderen vorkommenden
Zahlen!

a)90 +x=100 W)738+x=638 g)38—x=31 k)x—77=0
b)yx+12=12 e x+14=73 hyx—17=12  I) 56 — x =57
)BT +x=123 \f) x+x=150 i) 174—x=174 m)x—77=77

5. Rechne méglichst vorteilhaft! Welche Gesetze nutzt du dabei?
a) 138 + (16 + 12) d) (77-2)-5 g)32-4 k)7-23+13-23
b) 396 + 175 + 4 e) 18- (9-5) h) 8- 81 1) 3517 +17-5

c) 153 + 18 + 22 f) 13-4-25 i) 29-7 m) 46-19 — 44-19
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6. Ermittle alle natirlichen Zahlen x, fir die gilt:
a) 5-x =120, c) 6-x =750, e) 13- x = 6 500, g) 6 x = 44,
b) x-5=0, d)y1-x=27, f) 135- x =135, h) x: x = 25!

Schreibe jeweils x als Quotient!

7.  Lose folgende Gleichungen! Schreibe x als Produkt oder Quotient der beiden
anderen vorkommenden Zahlen!
a)72:x=9 ) 7152: x =1 e)x:7=8 g)0:x=5
b) x:12 =10 d) x:17 =0 f) 28:x=8 h)128:x =8

8. Schreibe als Potenz!
a)2-2-2 b)5-5 Q3:3-3-3 d)a-a-a-a-a-a-a
e) Vervollstandige!
Fir das Produkt a-a- ... a aus n gleichen Faktoren schreibt man
Die Zahla heit ______, die ZahlnheiBt ___ der Potenz 2

9. Berechne folgende Potenzen oder Produkte mit Potenzen!

a) 2% b) 3¢ ©) 5° d)22-3 e) 3-5° f) 22.32
10.  Lose folgende Gleichungen!

a) 106 = x ). x* = 1000 e) 10 = 100 g) & =16

b) x4 = 81 d) x2=25 f) =32 h)2-3 =18

11.  Ermittle die Summen!
a)7-10°+6-102 4+ 5-10 + 4 ) 5:1044+4-1024+3-10+ 1

b) 1054+ 10°4+ 10 d) 6-10° 4+ 2-102 4 5-10 4 12
12. Schreibe als Summen von Vielfachen von Zehnerpotenzen!
a) 55709 b) 30 901 + 4 070 c) 12 345 + 76 543

13. Welche der Zahlen 12; 27; 33; 0; 68; 1; 49; 64; 60; 77 sind a) gerade, b) ungerade
Zahlen? Begriinde!

Teilbarkeitssdtze

1 Vielfache und Teiler

Wir wissen: Mit 3 - 6 = 18 gilt zugleich 18:6 = 3 und 18:3 = 6.

Dies kann man auch so aussprechen:

18 ist das Dreifache von 6, 18 ist das Sechsfache von 3,
6 ist der dritte Teil von 18, 3 ist der sechste Teil von 18.
Allgemeiner sagt man auch:

18 ist ein Vielfaches von 6, 18 ist ein Vielfaches von 3,

6 ist ein Teiler von 18, 3 ist ein Teiler von 18,

18 ist durch 6 teilbar, 18 ist durch 3 teilbar.
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so daB3
a=b-nist.

»1 a ist ein Vielfaches
von b.
Es gibt eine
b ist ein Teiler von a. bedeutet — natbrliche Zahln,

a ist durch b teilbar.

Fir b ist ein Teiler von a schreibt man auch: b | a. Fir b ist kein Teiler von a schreibt
man hdufig: bta.

m 1 6|30 ist eine wahre Aussage; denn es gibt eine Zahl n (ndmlich n = 5), so daB§
6+ n =30 ist.
6147 ist ebenfalls eine wahre Aussage; denn es gibt keine Zahl n, so daB 6 - n = 47
ist. (Esist6 7 <47 < 6-8)

Beachte: Im Gegensatz zur Umgangssprache sind das Nullfache und das Einsfache einer
Zahl auch Vielfache dieser Zahl. Da das Nullfache jeder Zahl Null ist, ist Null Vielfaches
jeder natirlichen Zahl, und jede natiirliche Zahl ist Teiler von Null.

Im Beispiel A1 wird von Aussagen gesprochen. In der Mathematik sind Aussagen solche
Formulierungen, die entweder wahr oder falsch sind.

m 2 Beispiele fir Aussagen sind:

a) 24 ist durch 6 teilbar. d) Es gibt eine Zahl n, fir die n[17

b) 7|50 gilt.

c) Fir alle natirlichen Zahlen a und e) Die Summe von drei aufeinander-
b gilt: folgenden Zahlen ist stets unge-
a-b=b-a rade.

Die Formulierung ,,a ist durch 3 teilbar* ist keine Aussage, da sie weder wahr noch falsch
ist. Erst wenn man fir a eine Zahl einsetzt, erhélt man eine Aussage: ,,12 ist durch 3 teil-
bar¢ ist wahr; ,,13 ist durch 3 teilbar** ist falsch.

Ob eine Aussage wahr oder falsch ist, muB man beweisen. Im Beispiel A 1 sind die beiden
Aussagen 6 | 30 und 6147 bereits bewiesen worden.

® 1 Peter behauptet: ,,180 ist durch alle einstelligen Zahlen teilbar.** Er begriindet so:
1180, denn 1-180 = 180;
2(180, denn 2+ 90 = 180;
3/180, denn 3+ 60 = 180; und so weiter. Hat er recht?

Peter macht nicht eine Aussage Uber einen einzigen Teiler der Zahl 180, sondern Uber
viele Teiler. Man kann eine solche Aussage iber viele Zahlen dadurch als falsch nach-
weisen, daB man von ihnen eine einzige angibt, fir die diese Aussage falsch ist. (Man
spricht dann von einem Gegenbeispiel.)
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Die Wahrheit einer Aussage iber viele Zahlen kann man nicht beweisen, indem man
die Aussage fiir einige Beispiele als wahr nachweist. Wie man solche Aussagen beweist,
lernen wir in Lerneinheit A 6 kennen.

® 2 Welche Aussagen aus Beispiel 2 sind falsch? Begriinde!

Aufgaben

8.*

2

a) Berechne das Dreifache von 7 (4; 15; 20; 25; 70; 82)!
b) Berechne ein Drittel von 21 (54; 31; 3; 27; 0; 39)!
c) Berechne das Einsfache von 37 (1; 0; 19; 25)!

Ergédnze mindlich!

a) 84 ist das Zweifache von ... f) 4istder ... Teil von 12.

b) 7 ist ein Achtel von ... g) Von 25 ist 5 der ... Teil.

c) Von ... ist 54 die Halfte. h) 0 ist ein Finftel von ...

d) 11 ist ein Elftel von ... i) 18376 ist das Einsfache von ...
e) Von ... ist 1 ein Achtel. k) Das .. .fache von 20 ist 100.

a) Gib drei Vielfache von 8 (13, 1, 25, 4) an, die kleiner als 100 sind!
b) Ermittle zwei Teiler von 20 (14, 8, 11, 6)!

Welche Aussﬁgen sind wahr, welche falsch? Begriinde!
a) 32 ist die Hdlfte von 64. c) 32 ist ein Drittel von 96.
b) 18 ist ein Finftel von 95. d) 8 ist ein Siebentel von 54.

Welche Aussagen sind wahr, welche falsch? Begriinde!
a) 39 istdurch 13teilbar. b)17istdurch 17 tgilbar. c)2|42 d)9|17 e)13|0
f)17 |34 g)16(8 h)*0|0

Schreibe von den folgenden Zahlen diejenigen auf, die Vielfache van 4 (5, 6, 7, 8, 9)
sind! 40; 19; 8; 9; 12; 0; 4; 10; 18; 5; 34; 14; 20; 2; 32; 15

Welche Formulierungen sind Aussagen?

a) 21 ist durch 21 teilbar. e) Es gibt eine Zahl b, so daB

b) 49 ist Vielfaches von 6. 4-b =20 ist.

c)3-b=12 f) Die Hauptstadt der DDR hat neun
d) t ist Teiler von 15. Stadtbezirke.

g) An welchem FluB liegt Halle?

Setze 4 und 10 fiir x ein! Schreibe alle wahren Aussagen auf, die du so erhaltst!
a) x ist durch 4 teilbar.  b) 5 ist Teiler von x 4+ 1. ¢) 30 ist durch x teilbar.

Beschreibung von Vielfachen mit Hilfe von Variablen

Wir haben bereits festgelegt:
Eine natirliche Zahl heiBt gerade, wenn sie durch 2 teilbar ist.
Eine natirliche Zahl heiBt ungerade, wenn sie nicht durch 2 teilbar ist.
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® 3 a)14;10; 56; 2; 0; 108 sind gerade Zahlen. Schreibe jede von ihnen als Produkt
aus zwei Faktoren! Dabei sollen alle Produkte in einem Faktor iibereinstimmen.
(Dieser Faktor soll aber nicht 1 sein.)
b) Setze in 2 - n fir n die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 1000 ein und rechne! Was fiir Zahlen
entstehen?

Wenn eine Zahl gerade ist, so kann sie in der Form 2 - n geschrieben werden. Wenn man
in 2 n fiir n Zahlen einsetzt, so erhdlt man stets gerade Zahlen.

Jede ungerade Zahl ist Nachfolger einer geraden Zahl und kann daher in der Form
2+ n+ 1 geschrieben werden. Umgekehrt erhdlt man stets eine ungerade Zahl, wenn
man in 2 n 4 1 fir n Zahlen einsetzt.

e 4 a) Welche ungeraden Zahlen erhdlt man, wenn in 2+ n + 1 fir n eingesetzt wer-
den:7;5;28;1;0; 542
b) Welches n muB man in 2 n + 1 einsetzen, um die Zahlen 1; 3; 5;7; 9; 2001 zu

erhalten?
Jede gerade Zahl 1&Bt sich veranschau- Eine Veranschaulichung allein durch
lichen durch eine Menge von Paaren Paare ist fir ungerade Zahlen nicht még-
( Bild A 1). lich ( Bild A 2).
—~ I~~~ ~ S~
( ( ( " ) ( ) ) ( )
N N N
‘ m OO
) \} \\,’) u \_) U

Bild A1 Bild A2

e 5 Ubertrage die Tabellen in dein Heft und vervollstindige sie!

a) n |A|3|5|20|11|7 byo | 7] |2 | |
7o T 1 T ] |10 [35]20 [100]0 [25]5
Welche Teiler haben alle ergdnz- Alle Zahlen der unteren Zeile sind
ten Zahlen gemeinsam? ’ Vielfache einer Zahl, die gréBer als

1 ist. Nenne sie!
c) Lies und vervollstdndige zu Aussagen!
Setzt man in ... Zahlen fir n ein, so erhdlt man Vielfache von .. .. Jede durch
.. teilbare Zahl 1&Bt sich in der Form ... schreiben.

Avufgaben

1. a) Zeichne den Teil des Zahlenstrahls, der die Zahlen 9 bis 19 enthdlt! Unter-
streiche dann die geraden Zahlen blau, die ungeraden rot! Was stellst du fest?
b) Nenne alle geraden Zahlen zwischen 111 und 123!
c) Nenne alle ungeraden Zahlen zwischen 752 und 756!
d) Nenne zwei ungerade Zahlen, deren Differenz 16 (9) ist!
e) Nenne zwei gerade Zahlen, deren Differenz 11 (28) ist!
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7 Im Bild A 3 soll N, alle geraden und N, alle ungera-
den Zahlen enthalten.

a) Worin liegen1;5;8;11;12;17; 28; 84;100; 127?
b) Nenne drei weitere Zahlen aus Ny und drei
Zahlen aus N,!
c) Nenne eine Zahl, die weder in N; noch in N, liegt! Bild A3
d) Nenne eine Zahl, die in Ng und in N, liegt!

3. Ordne die Zahlen 17; 22; 35; 2; 0; 7;11; 26 in die unteren Zeilen der Tabellen ein!
Vervollstandige die Tabellen! Welche gemeinsame Eigenschaft haben jeweils die
Zahlen in der unteren Zeile? Begriinde!

S S
I N I
I L 1 4 |
JERE] I N

4*  Bei den folgenden Zahlen sind Grundziffern durch » ersetzt. Gib trotzdem an,
welche Zahlen gerade sind!
a=2-5«lx+1; b =2 4x7x; c=75+3-2
d=>4-bubx 4+ 1; e=2 % +1; f= 3ubn-2

5. Welche der Zahlen a bis d sind ungerade Zahlen?

(k, m, n sollen irgendwelche natiirliche Zahlen sein.)
a=2-k+1; b=2-k; c=m-2; d=142'm
6. Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und vervollstindige sie einschlieB-
lich der Tabellenképfe!
a) x |g-x b) k |3~k c)n | d) |
5 5 9 | s 6 |2
18 24 10 60 9 36
11 36 15 16
24 7 120 60
Gib jeweils einen gemeinsamen Teiler der Zahlen in der zweiten Spalte an! (Er
soll nicht gleich 1 sein.)

7. Zeichne drei Tabellen nach folgendem Muster und ordne, wenn méglich, die Zah-
len 20; 33; 18; 23; 60; 49; 27; 39; 25; 100; 35 und 32 in die rechten Spalten der
Tabellen ein! Vervollstindige dabei auch die linken Spalten! (Einige Zahlen wur-
den als Beispiel schon eingeordnet.)

a)n |2~n b) n |3~n n 'S-n
| 20 | 33 | 20
8. In welcher Form |&Bt sich jede Zahl schreiben, wenn sie durch a) 8, b) 17, c) 5,

d) 2, e) 10 teilbar ist?
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3  Teilbarkeit eines Produktes

Wir wissen, daB das Produkt 24 - 15 durch seine Faktoren 24 und 15 teilbar ist. Ohne das
Produkt zu berechnen, kénnen wir aber auch feststellen, daB es durch 6 und durch §
teilbar ist, denn:

2% = 6-4 15 = 3-5
also  24-15=(6-4)-15 also 24-15= 2 (3-5)
= 6-(4-15) =(2-3)-5

Das Produkt 24 - 15 ist also auch durch solche Zahlen teilbar, die Teiler der Faktoren
sind. Allgemein gilt:

»2 Wenn bei ei Produkt mindest ein Faktor durch c teilbar ist, so
ist auch das Produkt durch c teilbar. ;
Kurz: Wenn ¢ |a oder ¢ |b,soc|a*b.

Das Umgekehrte gilt jedoch nicht:

10| 24 - 15, aber 10+ 24 und 10 +15.

Es gilt also nicht: Wenn ¢ |a- b, so c|a oder c|b.

Mit Hilfe des Merksatzes A 2 kann man die Teilbarkeit einer gréBeren Zahl iiberprifen,
indem man sie in geeignete Faktoren zerlegt und deren Teilbarkeit Uberprift.

® 3 Die Zahl 210 ist durch 3 teilbar,
denn 210 = 21 - 10, und 21 ist durch 3 teilbar.

Aufgaben
1. Begriinde, daB das Produkt a - b durch c teilbar ist, ohne es auszurechnen!
a-b |24'13 |24'13 |36'14 |36~14 |3$~49 |35'56
c e 13 [ 7 12 [ 7 1 4
2. Gib Teiler des Produkts a)6:7, b)5-16, ¢c)6-14, d)35-66, e)55-26
an, ohne es zu berechnen!

3. Welche Aussagen sind wahr, welche falsch? Begriinde!
a) 10 - n ist stets durch 2 teilbar.
b) 15 - n ist stets durch 4 teilbar.

4, Prisfe durch Zerlegen in geeignete Faktoren, ob
a) 4200 durch 6, b) 56 000 durch 7, c) 2700 durch 4,
d) 27 000 durch 4, e) 6900 durch 25, ) 30 000 durch 25 teilbar ist!

5.  Von zwei Zahlen x und y sei bekannt:
x ist durch 4 teilbar; y ist durch 15 teilbar.
Durch welche Zahlen ist das Produkt x - y gewiB teilbar?

6.* " Welche Aussage ist wahr, welche falsch? Begriinde!
a) Wenn x und y gerade Zahlen sind, so gilt: 4 [ x - y.
b) Wenn x und y ungerade Zahlen sind, so gilt: 3 | x - y.
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Ralf kauft 8 Farbstifte. Er weiB zwar,
daB alle den gleichen Preis haben,
kennt diesen aber nicht. Insgesamt soll
er 2,85 M bezahlen. ,,Das kann nicht
stimmen*, meint er zur Verkduferin
und begriindet: ,,Den Preis miBte man
durch 2 teilen kénnen.* Hat er recht?

Fir eine Klassenfahrt hat jeder Teil-
nehmer 20 M zu bezahlen. Entscheide,
ob man den Gesamtbetrag a) nur aus
Finfmarksticken, b) nur aus Zehn-
markscheinen, €) nur aus Zwanzig-
markscheinen, d) nur aus Finfzig- Bild A 4
markscheinen zusammensetzen kann!

Zerlege 24 so in zwei Faktoren, daB a) beide gerade sind, b) genau einer gerade
ist, c) keiner gerade ist!

Zerlege 36 so in zwei Faktoren, daB a) beide durch 4 teilbar sind, b) genau einer
durch 4 teilbar ist, c) keiner durch 4 teilbar ist!

Mengen von Teilern und Vielfachen

Bei den folgenden Aussagen wird ,,Menge* in unterschiedlicher Bedeutung ver-
wendet. Vergleiche!

a) Die Menge der geraden Zahlen enthdlt die Zahl 38.

b) Unser Alphabet ist eine Menge von 26 Buchstaben.

c) Auf dem Sportplatz sind eine Menge Zuschaver.

d) Im Eimer ist eine Menge Wasser.

In der Mathematik verwendet man das Wort Menge, wenn man unterscheidbare Objekte
zusammenfaBt. Man benutzt es nicht an Stelle von viel.

m 4

Beispiele fir Mengen sind:

Die Menge T,, der Teiler von 12;

Die Menge T, der Teiler von 6;

Die Menge Z der zweistelligen Zahlen, die durch 80 teilbar sind;
Die Menge V, der Vielfachen von 6.

Man nennt diejenigen Objekte, die zu einer Menge gehéren, die Elemente dieser Menge.
Wir sagen zum Beispiel: 3 ist ein Element der Menge T,,, und schreiben dafiir: 3eT,,.

o7

Nenne einige Elemente der Mengen T,,, T,, Z und V!

Die Mengen T,,, T, und Z kann man auch durch Aufzéhlen ihrer Elemente angeben. Dazu
verwendet man geschweifte Klammern. Es kommt dabei nicht auf die Reihenfolge an, in
der man die Elemente aufschreibt.
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w5 T,=1{1;2;3;4;6;12) = (3;2; 6; 1; 4; 12)
To =1{1:2;3;6)=1{2;6;3;1}
Z ={80

Die Menge Z enthdlt nur ein einziges Element. Die Menge V; enthdlt dagegen unendlich
viele Elemente; sie 1Bt sich nicht durch Aufzdhlung ihrer Elemente angeben.
Zwischen den Mengen T,, und T, besteht ein Zusammenhang. Jedes Element von T, ist
auch Element von T,,. Umgekehrt gibt es in T,, Zahlen, die nicht zu T, gehdren.

Wir sagen: T, ist eine Teilmenge von T,,. Wir schreiben: T, C T,,. Das Mengendia-
gramm im Bild A 5 veranschaulicht diese Beziehung.

T

Aufgaben Bild AS

1. Bei welchen Aussagen wird Menge im Sinne einer Zusammenfassung unterscheid-
barer Objekte verwendet?
a) Képenick gehért zur Menge der Stadtbezirke Berlins.
b) In der Menge der Vielfachen von 7 ist 28 enthalten.
c) Fred hatte in der letzten Woche eine Menge Arger.
d) Ute nimmt statt Milch die gleiche Menge Wasser.

2, M, sei die Menge der Teiler von 16. M, sei die Menge der Vielfachen von 4, die klei-
ner als 19 sind. M, sei die Menge der durch 10 teilbaren Zahlen zwischen 12 und 29.
a) Gib diese Mengen in der Schreibweise M= { ... } an!
b) Welche Aussagen sind wahr? 16 e M,, 18 e M,, 20 M,, 12e M,, 12e M,, 10 M,

3. Gib die Menge der zweistelligen Zahlen z an, fir die gilt:
a)z|100, b)z |36, <c)25|z, d)11|z!

4. Es sei k die Menge der Punkte des Kreises und g die
Menge der Punkte der Geraden im Bild A 6. Welche
Aussagen sind wahr?
a)Pek, Qek,Rek,Sek, Tek
b)Peg, Qeg,Reg,Seg, Teg

Bild A6

5. Priife, welche Aussagen wahr sind!
a) {6;18;30) — {6;12;18;24;30} <) (2;3;5) c (3;5;2)
b) {75; 60; 45} c {14;30;45;60;75} d) {3;5;6;7}  {1;2;3;4;5;6;7;8;9)

6. Veranschauliche die Teilmengenbeziehungen aus Aufgabe 5 durch Mengendia-
gramme!
/5 Welche Aussagen sind wahr?

a) Die Menge der Vielfachen von 8 ist eine Teilmenge der Menge der Vielfachen
von 4.
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b) Die Menge aller zweistelligen Zahlen ist Teilmenge der Menge aller drei-
stelligen Zahlen.

c)* Die Menge aller geraden Zahlen ist Teilmenge der Menge aller Vielfachen
von 3.

8.  Essei N die Menge der natirlichen, Ny die Menge der geraden, N, die Menge der
ungeraden Zahlen. Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?
Begriinde!
a)N,CN B)NC N, ¢ N,CN d)N,CNg
Veranschauliche die wahren Aussagen in einem einzigen Mengendiagramm!

9. Gib von {34; 35; 36; 37} a) drei Teilmengen mit unterschiedlicher Anzahl von
Elementen, b) alle Teilmengen mit drei Elementen an!

10.* a) Gib eine Menge mit méglichst wenig Elementen an, von der sowohl {2; 3; 4}
als auch {4; 5; 6} Teilmengen sind!
b) Gib eine Menge mit méglichst vielen Elementen an, die Teilmenge von
{1;2;3;4;5)und von {3; 4;5; 6;7}ist!

11. ) Nenne acht Wérter, deren Buchstaben eine Teilmenge der Buchstabenmenge
des Wortes BUCHREGAL bilden!
b)* Nenne ein Wort, fir dessen Buchstabenmenge sowohl {D, E, R} als auch
{D, 1, E} Teilmengen sind!
©)* Nenne ein Wort, dessen Buchstabenmenge Teilmenge sowohl von {T, E, I, L}
als auch von {V, I, E, L} ist!

12.  a) Es sei V; die Menge der Vielfachen von 5 und V,, die Menge der Vielfachen von
10. Welche Beziehung besteht zwischen V; und V,,?
b)* Was gilt fir V, und V,, wenn a | b gilt?

5  Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen

Alle Teiler einer Zahl kann man in Form eines ,,Teilersterns*
Ubersichtlich aufschreiben ( Bild A7). Um keinen Teiler

zum Beispiel von 20 zu Ubersehen, ermittelt man alle Paare @

von Zahlen, deren Produkt 20 ist.

® 8 Schreibe alle Teiler der Zahlen a) 21, b) 23, c) 25, 20 b
d) 28, e) 1 Ubersichtlich auf! Gib jeweils auch die Bild A7

Anzahl der Teiler an!
Die Zahl 1 hat genau einen Teiler, némlich 1 selbst. Jede andere natiirliche Zahl hat
mindestens zwei Teiler, ndmlich 1 und sich selbst. Es gibt Zahlen mit genau zwei und
solche mit mehr als zwei Teilern. Null hat sogar unendlich viele Teiler.

w6 a)12=1:12 b)3=1-3 1=1-1 d)0=0:0
=2-6 =0-1
=34 =0-2=...
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Jede natiirliche Zahl |adBt sich als Produktvon Teilern schreiben. Wenn alle Faktoren des
Produktes gréBer als 1 sind, dann kann die Zahl selbst nicht als Faktor auftreten. In
einem solchen Fall spricht man von einer Zerlegung der Zahl. Also ist 1 - 12 keine Zer-
legung von 12, wohl aber 2+ 6 und 3 - 4.

Gegebene Zahl: ,—12—|
2-6

Zerlegung in zwei Faktoren:

Weitergehende Zerlegung: |—-2 w2 3——'

Jede zerlegbare Zahl 1dBt sich in ein Produkt solcher Zahlen zerlegen, die sich nicht
weiter zerlegen lassen. Solche Zahlen kénnen als ,;Bausteine* fiir die anderen Zahlen
angesehen werden. Sie sind gréBer als 1 und haben nur 1 und sich selbst als Teiler. Wir
legen fir diese Zahlen einen gemeinsamen Namen fest: Primzahlen. Eine solche Fest-
legung nennt man eine Definition.

»3 DEFINITION: Primzahlen heiBen diejenigen natiirlichen Zahlen, die
gréBer als 1 und nur durch 1 und durch sich selbst teilbar sind.

Alle Gbrigen natirlichen Zahlen (auBer 0 und 1) heiBen Zusammengesetzte
Zahlen.

Man muB Definitionen von Aussagen unterscheiden. Aussagen sind entweder wahr oder
falsch. Definitionen sind dagegen Verabredungen, Festlegungen, Namensgebungen.
Wir kennen bereits Definitionen. Zum Beispiel wurde durch » 1 die Teilbarkeit natiir-
licher Zahlen definiert. Auch die Kleiner-Beziehung l&Bt sich definieren:

a heiBt kleiner als b (a < b), wenn es eine Zahl x = 0 gibt, so daBa + x = b gilt.

® 9 a) Gib alle Primzahlen bis 15 an! b) Gib alle zusammengesetzten Zahlen bis 15 an'!
Schreibe sie als Produkte von Primzahlen!

Schreibt man eine zusammengesetzte Zahl als Produkt von Primzahlen, so spricht man
von einer Zerlegung in Primfaktoren.

n’ 0)72=K8\ b)72=2-$,56\
72=3:3-2-4 72=2-2-18
N
72=3:3:2:2:2 72=12-2-2-9
72=12-2-2-3-3

Haufig kann man Primfaktorenzerlegungen durch Verwenden von Potenzen kirzer
schreiben, zum Beispiel 72 = 23 - 32,
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Aufgaben

1. Gib alle Teiler der folgenden Zahlen Gbersichtlich an!

a) 15 b) 16 c) 35 d) 19

2, Gib die Anzahl der Teiler von a) 9, b) 13, ) 30 an!

3. a) Udo meint:,,Je gréBer eine Zahl ist, desto mehr Teiler hat sie.* Ist seine Aussage
wahr?

b) llka behauptet: ,,Jede Zahl, die gréBer als 1 ist, hat eine gerade Anzahl von
Teilern.* Ist ihre Aussage wahr?
4. Welche Aussage ist wahr, welche falsch? Begrinde!
a) 1 hat genau einen Teiler.
b) Jede Zahl, die gréBer als 1 ist, hat mindestens zwei. Teiler.
c) Jede Zahl hat einen Teiler.
d) Jede Zahl hat genau einen Teiler.
5. Ermittle alle Primzahlen von 15 bis 40!
6. Welche der folgenden Zahlen sind Primzahlen?
a)7;9;17; 21; 27; 49;75; 138 b) 19; 29; 39; 43; 56; 73, 77; 81
7. a) Gib alle geraden Primzahlen an!
b) Gib alle durch 11 teilbaren Primzahlen an!
c) Nenne alle durch 15 teilbaren Primzahlen!

8.  Zerlege in Primfaktoren!

a) 44 b)46 )75 d)60 e) 49 f) 100 g) 140 h) 306 i) 96 k) 256

9. Ermittle alle Teiler von n, die kleiner als n sind! (Dabei soll n nicht berechnet

werden.)
ayn=3-7-1 byn=3-7-7 €)n=3-3-5-5

10.* Welche der Zahlen @) 2- 11, b) 22- 3+ 11, )32 - 11 sind Teiler von z = 2- 34+ 11?

11.  Die Zahlenwerte der Seitenldngen eines Rechtecks seien natirliche Zahlen. Kann

der Zahlenwert a) des Umfangs, b) des Fldcheninhalts eine Primzahl sein?

12, a) Axel sagt: ,,Primzahlen heiBen diejenigen natirlichen Zahlen, die hochstens
zwei Teiler haben.* Warum kann das keine Definition fir ,,Primzahl‘* sein?
Versuche, daraus eine geeignete Definition herzustellen!

b) Beate sagt: ,,Primzahlen heiBen die Zahlen 2; 3; 5; 7; 11; 13 und so weiter.*
Warum ist dies keine brauchbare Definition?
6 Teilbarkeit von Summen und Differenzen

Wir wissen bereits: Die Teilbarkeit der Zahl 2436 durch 3 kann man feststellen, indem
man sie in geeignete Faktoren zerlegt, zum Beispiel in 12 - 203. Da 12 durch 3 teilbar ist,
ist es auch 2436. Dabei stitzt man sich auf die wahre Aussage:
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Wenn bei einem Produkt mindestens ein Faktor durch 3 teilbar ist, so ist auch das Produkt
durch 3 teilbar.

Oft ist es aber leichter, eine Zahl nicht in Faktoren, sondern in Summanden zu zerlegen.
Das fishrt auf die Frage, ob eine entsprechende Aussage auch fiirr Summen gilt.

@ 10 a) Ersetze in der Aussage oben Produkt und Faktor durch Summe und Summand!
Welche Aussage erhiltst du?
b) Ubertrage die Tabelle in dein Heft und vervollstindige sie! Uberprife, ob die
von dir formulierte Aussage wahr ist!

a |b |3la]3[b]3]a+b

21 7 | ja nein
14 |18
9 |27

Aus Auftrag A 10 1aBt sich vermuten, daB die Aussage

Wenn zwei Zahlen a und b durch 3 teilbar sind, dann ist ihre Summe a + b durch 3
teilbar
wahr ist.

Wir haben bereits erkannt, daB die Wahrheit einer solchen Aussage nicht durch Angeben
einzelner Beispiele nachzuweisen ist. Wir wollen nun zeigen, daB die Aussage fiir alle
durch 3 teilbaren Zahlen a und b gilt; wir wollen sie beweisen.
Es wird vorausgesetzt: a und b sind durch 3 teilbar.
Es wird behauptet: a+ b ist durch 3teilbar.
Wir Uberlegen:
1. Die Voraussetzung a und b sind durch 3 teilbar bedeutet:
Es gibt Zahlen x und y, so daB gilt: a =3 x und b =3y ( Bild A 8).
2. Die Behauptung a + b ist durch 3 teilbar bedeutet:
Es gibt eine Zahl z, so daB gilt: a + b =3 z.

X y xty
000000]| [OOOOO Q000000000
3|000000| [OOOO0|3 3]000000|00000|3
000000 ]| |[OOO0OO 00000000000
a=3x b=3y at+b =3 (x+y)

Bild A8 Bild A9

3. Wir zeigen jetzt, daB aus der Voraussetzung die Behauptung folgt. Dazu bilden wir die
Summe a + b und formen sie um:
a+b=3:-x4+3y
=3 (c+y)
=3-z (/BildAY)
Damit haben wir unsere Vermutung bewiesen.
Wir wollen nun Voraussetzung, Behauptung und Beweis kurz und ubersichtlich
aufschreiben.

2 (0006 06)
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=8 Wenn3|aund3|b,so3|a+b.

Voraussetzung: 3 |a; 3 |b

Behauptung: 3|a+ b

Beweis: 3la;3|b (Voraussetzung)
a=3-x;b=3-y (Teilerdefinition)
a+b=3-x+3-y
a+b=3-(x+y) (Distributivgesetz)
a+b=3-z (x+y=12z2z€eN)
3la+b (Teilerdefinition)

o 11 Beweise wie im Beispiel A 8:
a) Wenn7 |[aund7|b,so7|a+ b,
b) Wennn|aundn|b,son|a+b! n+0

Eine wichtige wahre Aussage nennt man in der Mathematik Satz.

» 4 SATZ: Wenn zwei Zahlen a und b durch n teilbar sind, so ist auch ihre
Summe a + b durch n teilbar.

Umgekehrt gilt jedoch nicht:

Wenn die Summe zweier Zahlen durch n teilbar ist, so sind die Zahlen selbst durch n teilbar.
Zum Beispiel gilt fur 17 4 13 = 30 zwar 3|30, nicht aber 317 und 3 |13.

Wir wissen bereits aus Auftrag A 10: Wenn von zwei Zahlen a und b nur eine durch n
teilbar ist, so muB nicht @ 4+ b durch n teilbar sein. Tatsdchlich gilt sogar stets:

5 SATZ:Wennn|aundntb,sonta + b.

Auf einen Beweis dieses Satzes wollen wir verzichten. Auch kiinftig werden wir nicht alle
Sdtze beweisen.

e 12 Formuliere zu den Sdtzen 4 und 5 entsprechende Sdtze fiir die Teilbarkeit der
Differenz zweier Zahlen!

Die neuen Sdtze ermdglichen uns, die Teilbarkeit gréBerer Zahlen zu untersuchen.
=9 a)7721, denn 721 =700 + 21 und 7|700 und 7 | 21.
b) 74725, denn 725 = 700 + 25 und 7 | 700 und 7125.

€) 7/693, denn 693 =700 — 7 und 7 [700 und 7 |7.
d) 74695, denn 695 =700 — 5 und 7700 und 7t5.

Aufgaben

1. Nenne Teiler der Summen, ohne diese zu berechnen!
a) 15 4+ 21 b) 9 + 12 c) 10415 d) 20 + 36 e) 24 4 36
2. Uberpriife, ob x + y durch n teilbar ist! Begriinde!
a)x=0600,y=78,n=14 byx= 78 y=3,n=6
x= U, y=22n=17 d) x=7200,y=5,n=8
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3. Uberprife die folgenden Aussagen! Begriinde!
a) 5|65+ 70 c) 4210 + 38 e) 9900 — 80
b) 3|270 + 25 d) 7 /560 — 35 f) 6]420 — 54
4. Welche der Zahlen 603; 214; 96; 5. Welche der Zahlen 1428; 63006;
3072; 4205 sind durch 3 teilbar? 2828; 70777; 4915 sind durch 7
Begriinde! teilbar? Begriinde!
6. Setze in 36 + n eine solche Zahl fir n ein, daB die Summe a) durch 12, b) nicht
durch 6, c) durch 7 teilbar ist!
7.  Gib ein Zahlenpaar (x, y) an, fir das gilt:
a)5(x,5/yund5|x+y, b) 5/x,5|yund 5tx 4y,
c) 50x, Styund5|x+y, d)5|x, 5tyund 5¢x+y,
e) 5tx,5tyund5|x+y, f) Stx,5tyund 5tx 4 y!
8. Uberpriife die folgenden Aussagen! Begriinde!
a) 24 + 48 + 36 ist durch 6 teilbar. b) 81 + 9 + 17 ist durch 9 teilbar.
9.  Stelle fest, ob z durch n teilbar ist!
a)z=693,n=7 b)z=1882,n=9 €)z=3%4n=6
10.  Ersetze « in 42480 durch eine solche Ziffer, daB eine a) durch 7, b) durch 6 teilbare
Zahl entsteht!
11.  Berechne mindlich!

a)177:3  b)252:9 ) 445:5  d)891:3 ) 343:7

12.* Ergdnze die Tabelle! Formuliere jeweils eine Aussage dazu! Beweise sie! (Bei a — b

7

sei b nicht gréBer als a.)

a | b | a+b | a—b
gerade gerade
gerade ungerade

Zerlege 24 so in zwei Summanden, daB a) beide gerade sind, b) nur ein Summand
gerade ist, c) kein Summand gerade ist!

Teilbarkeitsregeln

Das Untersuchen auf Teilbarkeit kann man sich erleichtern durch Teilbarkeitsregeln.
Wir kennen bereits Regeln fir die Teilbarkeit einer Zahl durch 2, 5 und 10. Zum Beispiel
ist 5738 durch 2 teilbar, weil 8 die letzte Grundziffer dieser Zahl ist. Statt Grundziffer sagt
man oft auch kiirzer Ziffer.

Jede Zahl, deren letzte Ziffer 0, 2, 4, 6 oder 8 ist, ist durch 2 teilbar.
Jede Zahl, deren letzte Ziffer 0 oder 5 ist, ist durch 5 teilbar.

Jede Zahl, deren letzte Ziffer 0 ist, ist durch 10 teilbar.

Alle anderen Zahlen sind nicht durch 2, 5 oder 10 teilbar.
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Diese und auch andere Regeln kann man mit Hilfe der Sdtze iiber die Teilbarkeit von
Produkten und Summen beweisen.

@ 13 Uberprife mit Hilfe der Sdtze iiber die Teilbarkeit von Produkten und Summen, ob
die Zahlen a) 7300, b) 7324, c) 7315 durch 4 teilbar sind!

Hinweis: Schreibe die Zahlen als Vielfache von 100 oder als Summen, bei der ein Sum-
mand ein Vielfaches von 100 und der andere kleiner als 100 ist!

» 6 SATZ: Jede Zahl, deren letzte beide Ziffern eine durch 4teilbare Zahl
bilden, ist durch &4teilbar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 4 teilbar.

m 10 Wir untersuchen, ob 52836 und 73439 durch 4 teilbar sind.
a) 452836, denn 4| 36 b) 4473 4 39, denn 44 39

Auch fir die Teilbarkeit durch 3 und 9 gibt es Regeln. In ihnen wird aber nichts iiber die
letzten Ziffern einer Zahl ausgesagt, sondern iber ihre Quersumme. Die Quersumme
von7251ist7 4+ 2+ 54+ 1=15.

»7 SATZ: Jede Zahl, deren Quersumme durch 3 teilbar ist, ist durch 3 teil-
bar. Alie anderen Zahlen sind nicht durch 3 teilbar.

»8 SATZ: Jede Zahl,deren Quersumme durch 9 teilbar ist, ist durch 9 teil-
" bar. Alle anderen Zahlen sind nicht durch 9 teilbar.

m 11 Wir untersuchen, ob 5346 und 3728 durch 3 und durch 9 teilbar sind.

5346 hat die Quersumme 3728 hat die Quersumme
5+43+4+6=18 34+7+2+8=20
3/18; also 3| 5 346 3+ 20; also 313728
9|18; also 9|5 346 91 20; also 913728

@ 14 Begriinde die folgende Aussage!
Wenn eine Zahl a durch 6 teilbar ist, so ist a durch 2 und durch 3 teilbar.

Wir wollen iiberlegen, ob auch das Umgekehrte gilt.
Wenn eine Zahl a durch 2 und durch 3 teilbar ist, so ist a durch 6 (durch 2 - 3) teilbar.

@ 15 Ergdnze die Tabelle! Uberpriife daran die Aussage!

a 18 27 22 42
2]la |ja
3la |ja
6la |ja

Aus den Ergebnissen des Auftrags A 15 1aBt sich vermuten:



LE7

Teilbarkeitssatze A 21

»9

SATZ: Jede Zahl, die durch 2 und durch 3 teilbar ist, ist durch 6 teilbar.
Alle anderen Zahlen sind nicht durcll 6 teilbar.

Auf einen Beweis dieses Satzes wollen wir verzichten.

m 12 Wir untersuchen, ob 5478 und 5854 durch 6 teilbar sind.

2|5 478, denn 5478 endet auf 8. 2| 5854, denn 5854 endet auf 4.
3| 5478, denn 315854, denn

S5+ 447+ 8=24und 3|24 54+ 8+ 54 4=22und3t22
Also gilt: 6 |5 478. Also gilt: 645 854.

Aufgaben

1. Welche der folgenden Zahlen sind a) durch 10, b) durch 100, c) durch 5, d) durch 2
teilbar? Begrinde!

2370; 43765; 7800; 776; 460; 37 000; 9 874; 1395

2 Gib eine vierstellige Zahl an, die sich mit den Ziffern 1, 2, 3 und 4 schreiben laBt
und
a) durch 2 teilbar ist, b) nicht durch 2 teilbar ist,

c) durch 5 teilbar ist, d) nicht durch 5 teilbar ist!
3.* a) Gib die gréBte und die kleinste funfstellige Zahl an, die sich mit den Ziffern 0,
2, 4,7 und 9 schreiben 1Bt und durch 5 teilbar ist!
b) Gib die groBte und die kleinste vierstellige Zahl an, die sich mit den Ziffern 5
und 7 schreiben 1&Bt und durch 5 teilbar ist!

4, Eine vierstellige Zahl hat a) 0 als letzte Ziffer, b) 0 als letzte und vorletzte Ziffer.
Nenne Teiler der Zahl!

5. Begriinde mit Hilfe der Sdtze Uber die Teilbarkeit von Produkten und Summen,
daB 7300 und 7375 durch 25 teilbar sind und daB 7323 nicht durch 25 teilbar ist!
Formuliere eine Teilbarkeitsregel fiir 25!

6.  Welche der folgenden Zahlen sind a) durch 4, b)* durch 25 teilbar?

5716; 3120; 9815; 2350; 4980; 25 234; 29 940; 14 475
7.  a) Gib eine finfstellige Zahl an, die sich mit den Ziffern 0, 1, 3, 5 und 6 schreiben
1aBt und durch 4 teilbar ist!
b)* Gib die gréBte und die kleinste finfstellige Zahl an, die sich mit den Ziffern 2,
3, 5,7 und 8 schreiben 1aBt und durch 4 teilbar ist!
8. a) Nenne die kleinste durch 8 teilbare Zehnerpotenz!
b) Verwende das Ergebnis von a), um fesizustellen, ob 27 320 (45776; 73 641)
durch 8 teilbar ist! -
c) Formuliere entsprechend dem Satz A 6 eine Teilbarkeitsregel fir 8!
9. Welche der folgenden Zahlen sind durch 3 teilbar?

517; 4257; 8721; 24 036; 20188; 58 761; 213 421; 539 820
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10. Welche der folgenden Zahlen sind durch 9 teilbar?
783; 3481; 8685; 11 201; 26 743; 87 444; 387 644; 564 291

11.  Gib drei funfstellige Zahlen an, die
a) durch 3 teilbar sind, b) nicht durch 3 teilbar sind,
c) durch 9 teilbar sind, d) nicht durch 9 teilbar sind!

12, Uberprife die Teilbarkeit der folgenden Zahlen durch 2; 3; 4; 5; 9 und 10 mit
Hilfe von Teilbarkeitsregeln!
a) 3678 b) 14 586 c) 67 924 d) 23 456 100

13.  Ersetze » in 72546 durch eine solche Ziffer, daB eine a) durch4, b) durch 5,
c) durch 3, d) durch 9 teilbare Zahl entsteht!

14.  Welche der folgenden Zahlen sind durch 6 teilbar?

a) 756 b) 2 847 c) 9462 d) 5344 e) 78 528

15.% Gib die kleinste und die gréBte vierstellige Zahl an, die durch 6 teilbar ist!

16.  a) Uberprife, ob es zum Satz A 9 eine entsprechende Teilbarkeitsregel fir 8 gibt!
b)* Formuliere entsprechend Satz A 9 eine Teilbarkeitsregel fir 12! Untersuche
dazu einige Beispiele!
Zusammenfassung

Aussagen sind entweder wahr oder falsch. Durch einen Beweis wird die Wahrheit
einer Aussage nachgewiesen. Wichtige wahre Aussagen heiBen Sdtze. LaBt sich fir
eine Aussage ein Gegenbeispiel angeben, so ist sie als falsch nachgewiesen.
Definitionen sind dagegen Festlegungen.

Beispiele fiir Definitionen:
» 1 Definition fiir Vielfaches, Teiler und fteilbar
» 3 Definition fiir Primzahl

Beispiele fiir Sitze:

» 2 Satz iiber die Teilbarkeit eines Produktes
» 4 Satz iiber die Teilbarkeit einer Summe

» 6 Teilbarkeitsregel fir 4

Kurzform fijr die behandelten Teilbarkeitsregeln:
10|n | wenn letzte Ziffer von n gleich 0 ist
2|n | wenn letzte Ziffer von n gleich 0, 2, 4, 6 oder 8 ist
5|n | wenn letzte Ziffer von n gleich 0 oder 5 ist
4| n | wenn die letzten zwei Ziffern eine durch 4 teilbare Zahl bilden
8|n | wenn die letzten drei Ziffern «ine durch 8 teilbare Zahl bilden

S’n wenn die Quersumme von n durch 3 teilbar ist
9|n | wenn die Quersumme von n durch 9 feilbar ist

6|n| wenn 2|n und 3|n gilt
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Gemeinsame Vielfache; gemeinsame Teiler

8 Gemeinsame Teiler

® 16 Ermittle die Primfaktorenzerlegung von 630, indem du a) mit dem Primfaktor 2,
b) mit dem Primfaktor 7, ¢) mit 10 - 63 beginnst!

Jede zusammengesetzte Zahl hat genau eine Primfaktorenzerlegung.

Wir zerlegen 198 und 385 in Primfaktoren:
198=2-3-3-11, 385=5-7-11.

@ 17 Nenne aufgrund der Primfaktorenzerlegung a) Teiler von 198, b) Teiler von 385,
c) Teiler von 198 und 385!

Die Zahl 11 ist gemeinsamer Teiler von 198 und 385. Gemeinsame Teiler kann man
auch mit Hilfe von Tabellen ermitteln.

m 13 a) Teilervon24 | 123468 12 24

Teilervon18 [ 123 6 9 18
1, 2, 3, 6 sind gemeinsame Teiler von 24 und 18.
b) Teiler von 25 |1 5 25

Teilervon 18 (123 6 9 18

1 ist der einzige gemeinsame Teiler von 25 und 18.

Der gréBte gemeinsame Teiler (g. g. T.) von 24 und 18 ist 6. Der g. g. T. von 25 und
18 ist 1.

Zwei natiirliche Zahlen, die auBer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben, heien zuein-
ander teilerfremd. Die Zahlen 25 und 18 sind zueinander teilerfremd.

Aufgaben

. Ermittle alle gemeinsamen Teiler der folgenden Zahlen!
a) 12 und 15 b) 7 und 9 c) 6 und 60 d) 45 und 75

2. Gib alle Teiler von 24 an! Suche unter ihnen diejenigen heraus, die auch Teiler von
a) 4, b) 7, c) 48, d) 36 sind!

3. Ermittle den g. g. T. der folgenden Zahlen!
a) 12 und 18 b) 45 und 60 c) 28 und 49 d) 36 und 55
e) 63 und 72 f)* 12,18 und 15 g)* 25, 26 und 130

4. Kirze folgende Briiche so weit wie méglich!
4 6 71 6 2 by £, % o 7 %
9) 55T 3% T8 ) 7 @ m @ n

5. Schreibe von den folgenden Zahlenpaaren (a; b) diejenigen heraus, bei denen a
Und b zueinander teilerfremd sind!
(8; 22), (23; 47), (41; 164), (19; 58), (42; 63), (17; 82)
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6.  a) Herr Miller will arf zwei Seiten seines Gartens aus gleich langen Holzgittern
einen Zaun setzen. Die eine Seite ist 24 m, die andere 18 m lang. Der Zahlen-
wert der Gitterldnge ist eine natirliche Zahl. Welche Léngen sind méglich?

b) Welche Lédngen sind méglich, wenn die Seiten 25 m und 18 m lang sind?

7. Im Bild A 10 bedeuten T,, die Menge der Teiler von 12, T,, die Menge der Teiler
von 28. Einige Teiler sind durch Buchstaben ersetzt.
a) Fir welche Zahlen stehen Buchstaben?
b) Schreibe die Menge T der gemeinsamen Teiler von 12 und 28 heraus!
c) Welche Beziehung besteht zwischen T und T,,?

Tra

X

Tyg Bild A10 T T, BildA11

m

8.* Das Diagramm im Bild A 11 fir Teilermengen der Zahlen m und n enthdlt nicht
alle Teiler. Man kann aber ersehen, wieviel Zahlen in jedes ,,Gebiet* gehéren.
Vervollstindige das Diagramm! Gib die Zahlen m und n an!

9 Gemeinsame Vielfache

® 18 An einer Haltestelle verkehren zwei verschiedene StraBenbahnlinien; die eine hat
einen Zugabstand von 8 Minuten, die andere von 12 Minuten. Um 6 Uhr fahren
Ziige beider Linien ab. Nach wieviel Minuten geschieht das zum ersten, zweiten,
dritten, vierten Mal wieder?

Es gibt Zahlen, die Vielfache von 8 und zugleich von 12 sind. Solche Zahlen nennt man
gemeinsame Vielfache von 8 und 12.

m 14 Vielfache von 8 I 08 16 24 32 40 48 56 64 72
Viellache von 12 | 0 12 24 36 48 60 72
Gemeinsame Vielfache von 8 und 12 sind 0, 24, 48, 72, ...

@ 19 Welche Zahl ist fir jedes Paar von Zahlen ein gemeinsames Vielfaches? Begriinde!

Unter den gemeinsamen Vielfachen von 8 und 12 ist 24 von besonderer Bedeutung, weil
alle gemeinsamen Vielfachen auch Vielfache von 24 sind. Man nennt deshalb 24 das
kleinste gemeinsame Vielfache (k. g. V.) von 8 und 12.)

') Bemerkung: Man nennt 24 das kleinste gemeinsame Vielfache von 8 und 12, obwohl 0 auch ein gemein-
sames Vielfaches dieser Zahlen ist. Null kann als k. g. V. auch auftreten, wenn mindestens eine der
beiden Zahlen Null ist. Null ist dann das einzige gemeinsame Vielfache. Diese Félle wollen wir beim
k. g. V. kiinftig ausschlieBen.
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» 10

DEFINITION: Als kleinstes gem

Vielfaches der natirlichen

Zahlen a und b (a =+ 0, b 4 0) bezeichnet man das kleinste der gemein-
samen Vielfachen von a und b, das verschieden von Null ist.

® 20 Ermittle das k. g. V. von @) 10 und 15, b) 4 und 5, c) 6 und 18!
Wie groB kann das k. g. V. zweier Zahlen héchstens sein? Wie groB muB es min-

destens sein?

Wir ermiﬁéln das k. g. V. zweier Zahlen a und b, fir die a < b gilt, 1o|gendermnBen§

dann ist a+ b das k. g. V.

Wir bilden nacheinander die Viel- m a=12,b=15
fachen von b, bis wir zu demjenigen 121415, 12130, 12445,
gelangen, das auch Vielfaches von a ist. 1260

Das k. g. V. von 12 und 15 ist 60.
Vereinfachungen
(1) Wenn a|b, dann ist b das k. g. V. m a=7b=28

7 ‘ 28

Das k. g. V. von 7 und 28 ist 28.
(2) Wenn a und b teilerfremd sind, m a=7,b=9

7 und 9 sind teilerfremd. Das
k.g.V.von7 und 9ist7 -9 = 63.

Das k. g. V. dreier Zahlen ermitteln wir schrittweise:

m 15 Gesucht ist das k. g. V. von 4; 6 und 9.

Das k. g. V. von 4 und 6 ist 12; das k. g. V. von 12 und 9 ist 36. Also:

Das k. g. V. von 4; 6 und 9 ist 36.

m 16 Gesucht ist das k. g. V. von 5; 12 und 15.
Das k. g. V. von 5 und 15 ist 15; das k. g. V. von 12 und 15 ist 60. Also:

Avufgaben

1. Berechne das k. g. V. von
a) 8; 20, b) 18;9, c) 20; 30,
f) 15; 20, g) 15;9, h) 3; 33,
1) 15;50, m) 15; 60, n) 12; 28,
q) 6;9:12, r) 7;12;21, s) 8;12;15,

Das k. g. V. von 5; 12 und 15 ist 60.

d)10;7, e 1:5,
i) 24;20, k) 27; 45,
0) 45; 35, p) 30; 50,
t) 90;15; 18!

Nenne jeweils zwei natirliche Zahlen x und y, fir die gilt:
a) 50 ist ein gemeinsames Vielfaches von x und y,
b) 60 ist ein gemeinsames Vielfaches von x und y, aber nicht das k. g. V.

c) 40 ist das k. g. V. von x und y!
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3.V, sei die Menge der Vielfachen von Ve Vio
4, V,, die Menge der Vielfachen von
10.

a) Ermittle das k. g. V. von 4 und 10!
Wo muB es im Bild ‘A 12 einge-
tragen werden?
b) Gib drei Zahlen an, die sowohl
zu V, als auch zu V,, gehéren! Bild A 12
c) Die gemeinsamen Vielfachen von 4 und 10 sind Vielfache einer anderen Zahl.
Wie heiBt sie?
4. Gib zwei natirliche Zahlen an, die a) 24, b) 15, c) 17, d) 20 als k. g. V. haben!
5. Ermittle Zahlen, die anstelle der Buchstaben stehen k&nnten'!
Zahl a bl 7112130 9] g| h il j
Zahl 6 115 | ¢ d] e| fl40 | 5] 25| 8
k.g. V. 18 [ 30 120 | d |30 )72 )20 |65 100 6
6. Welche Aussagen kdnnen nicht wahr sein? Begriinde!
a) Das k. g. V. von 70 und 280 ist 440.
b) Das k. g. V. von 135 und 28 ist 536.
) Das k. g. V. von 72 und 45 ist 360.
d) Das k. g. V. von 27 und 32 ist 1368.

7. Schreibe das k. g. V. von m und n als Produkt von Primzahlpotenzen!
aym=2-7, n=2-52.7 b)ym=2-3-13, n=232
¢cgm=3-11, n=5-13 dym=22-5-7, n=2-3-5

8.* Dask.g.V.von 8,12 und x sei 120.

a) Welche Primfaktoren muB x unbedingt enthalten?
b) Welche Primfaktoren kann x enthalten?
) Gib eine Primzahl an, die kleiner als 10 und nicht Primfaktor von x ist!

9. Eine Krankenhausstation bestellt Packungen mit je 50 Tabletten. In der Apotheke
sind nur Packungen mit je 20 Tabletten vorhanden. In welchen Fallen kann die Be-
lieferung genau in der gewiinschten Anzahl erfolgen?

10.  Claudia erzéhlt: ,,Im Ferienlager machten wir mit Bussen Ausflige. Beim ersten
Ausflug hatten wir Busse mit 24 Plétzen fir die Fahrgdste, beim zweiten mit 16 Plét-
zen. Beide Male blieb kein Platz frei, und die Zahl der Fahrgdste war stets dieselbe.
Sie lag zwischen 70 und 100.** Wieviel Fahrgdste waren an jedem Ausflug beteiligt?

11.

Auf einer Modelleisenbahnanlage mit Zweizugbetrieb verkehren ein Schnellzug
und ein Giiterzug. Der Schnellzug benstigt fiir eine Runde 15 s, der Giterzug 21 s.
Beide Ziige starten gleichzeitig am Bahnhof. Nach welcher Zeit durchfahren sie
wieder gleichzeitig den Bahnhof? Wieviel Runden haben sie dann jeweils zuriick-
gelegt? (,~ Bild A 13)
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Bild A 13

Aufgaben zur Ubung, Vertiefung und Wiederholung

1.

ax

a) Zerlege m = 45 und n = 42 in Primfaktoren!

b) Welche Zahlen sind gemeinsame Teiler von m und n?

c) Gib fir m 4+ nund m — n alle Teiler an!

d) Gib fir m - n alle Teiler an, die Primzahlen sind!

e) Nenne zwei Teiler von m - n, die weder Teiler von m noch Teiler von n sind!
f) Gib das k. g. V. von m und n an!

Stelle die Teilbarkeit der Zahlen

a) 459;798; 819; 2736 durch 3 (9; 6) fest,

b) 638; 856; 1028; 9632 durch 4 (8; 7) fest,
c)* 187; 341; 273; 442 durch 11 (13; 17) fest!

Gib alle einstelligen Zahlen n an, fir die gilt:
a)n-n+n+ 1istdurch3, b)n-n+4 n+ 3istdurch 2 teilbar!

Untersuche, ob die folgende Aussage wahr ist!
Fir jede natiirliche Zahl n ist n-n 4 n + 11 eine Primzahl.

Nenne alle Zahlen zwischen 40 und 50, die sich in der Form 2+ n + 1 schreiben
lassen! Begriinde! Welche von ihnen sind Primzahlen, welche Primzahlpotenzen?

V,, V, und V, seien die-Mengen der Vielfachen von 2, von 4 und von 6.
a) Gib je 3 Elemente von V,, V,, V, an!

b)* Was IiBt sich ber die Teilbarkeit von x 4 y und x - y sagen, wenn (1) xe V,

und yeV,, (2) xe V¥, und ye V,, (3) xe V, und y €V sind?
Gib die gréBte und kleinste finfstellige Zahl an, die
a) durch 3 teilbar ist, b) durch 9 teilbar ist!

Welche Aussage ist wahr, welche falsch? Begriinde!
Die Summe zweier ungerader Zahlen ist
a) eine ungerade Zahl, b) eine gerade Zahl.



B  Gebrochene Zahlen
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IEN V3§

Bild B 1: Silbermiinze Bild B 2: Briefmarken, die im Jahre 1868
aus dem Jahre 1869 fir den Nordd hen Postbezirk gegeben wurden

Gebrochene Zahlen werden mit Hilfe gemeiner Briiche oder mit Hilfe von Dezimal-
briichen angegeben. Wihrend friher im téglichen Leben die gemeinen Briiche eine groBe
Rolle spielten, trifft man sie heute seltener an. Die Dezimalbriiche haben die gemeinen
Briiche immer mehr verdréngt. Ganz besonders deutlich wird dieser Wandel bei der
Angabe von GréBen. Auf einer Minze aus dem Jahre 1869 finden wir die Pragung
,,2% Silbergroschen‘* (7 Bild B 1). Im Norddeutschen Postbezirk wurden im Jahre 1868
Briefmarken im Wert von 17 Groschen, % Groschen und 1? Groschen eingefiihrt (, Bild B2).
Aber auch heute werden gemeine Briiche noch verwendet. Milch wird in Flaschen oder
in Packungen mii';l und%l Inhalt verkauft. Der Rohrleger bezeichnet noch heute die
GréBe von Rohren, Muffen, Rohrverbindungen unter Anwendung des englischen Léangen-
maBes ,,ZOLL* (1 Zoll = 1" = 25,4 mm) und sagt dann ,,Das Rohr hat einen Durch-
messer von %Zoll“. Beim Fotografieren gibt man die verschiedenen Belichtungszeiten
mit Hilfe gemeiner Briiche an: %s. %s. %s, ,1—5 s :%s, 1‘1—05, ,%s. Im folgenden Kapitel
werden wir lernen, wie man mit gebrochenen Zahlen in beiden Darstellungsformen
rechnet.
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Ordnung gebrochener Zahlen

1 Briiche und gebrochene Zahlen

Zur Angabe ein und derselben GréBe oder auch ein und derselben Warenmenge kénnen
verschiedene Briiche verwendet werden. Treten dabei Zehnerbriche auf, so kann man
diese auch als Dezimalbriiche schreiben.
® 1 Welche der folgenden Angaben sind gleichwertig?
a) 0,5cm; 130 cm b) eine halbe Torte; % einer Torte
750

) Im;i mem d)05kg; vkg ) 04l; =l

Im Bild B 3 bezeichnen alle Briiche, die zu ein und demselben Punkt des Zahlenstrahls
gehoren, den Zahlenwert der Ldngen von AB, AC bzw. AD.

| |

T + T T T

4 5 D 6
BildB3

>T o

® 2 Gib fiir jede der Strecken AB, AC und AD drei weitere Briiche an!

Wir fassen nun jeweils alle Briiche, die ein und denselben Punkt des Zahlenstrahls be-
zeichnen, zu einer Menge zusammen. Jede solche Menge nennen wir eine gebrochene
Zahl.

Wir wissen, daB alle Briiche, die durch Erweitern oder Kiirzen auseinander hervorgehen,
zu ein und derselben gebrochenen Zahl gehéren. Briiche, die nicht durch Erweitern oder
Kiirzen auseinander hervorgehen, stellen verschiedene gebrochene Zahlen dar. Es kann
kein Bruch zu mehr als einer Menge gehéren, und jeder Bruch gehdrt zu einer solchen
Menge. (Man nennt in der Mathematik diese Mengen auch Klassen von Briichen.)

® 3 Welche der folgenden Briiche - und 2 gehéren zu ein und derselben gebroche-

nen Zahl?

15 2, 4 6.9 8. 12
@ +iE bt 93in Dy OniT

Bilde in jedem Fall die Produkte m - q und n - p! Was stellst du fest?

Sind die Produkte m-q und n- p gleich, so stellen die Briiche - und = die gleiche ge-
brochene Zahl dar. Gilt diese Beziehung nicht, so gehéren die Briche zu verschiedenen
gebrochenen Zahlen.

Zur Angabe einer gebrochenen Zahl kann jeder in der betreffenden Menge liegende

Bruch verwendet werden. So sagen wir zum Beispiel
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kurz: Die gebrochene Zahi & (oder auch 13 H 1‘0. 11; + 2,5 i)
15 10,25

anstelle von: Die durch den Bruch + 7 (oder 53 73 15+ 2,5 ...) gegebene gebrochene Zahl.
5 15 10 25

Wir schreiben: s =3 =7=35= ...

Manchmal sprechen wir auch von einer gebrochenen Zahl als gemeinem Bruch (bzw. als
Dezimalbruch), wenn diese gebrochene Zahl durch einen Bruch (bzw. Dezimalbruch)
gegeben ist.

Die Menge aller gebrochenen Zahlen wird mit @ bezeichnet.

Da sich die natiirlichen Zahlen als gemeine Briiche oder als Dezimalbriiche schreiben
lassen, gehéren sie zu den gebrochenen Zahlen.

=1 IJ=‘1=¥=§="'; 7=70=7,00=7000=..

> 1 Die Menge der natiirlichen Zahlen ist eine Teilmenge der Menge der
gebrochenen Zahlen. Nca,

T 1 i % 70 Bild B 4

= 7 Bild B S

Zur Darstellung gebrochener Zahlen am Zahlenstrahl k6nnen wlr aus den Mengen
im Bild B 4 je einen Bruch auswdhlen. Die gebrochenen Zahlen = 5 , usw. kénnen dabei
durch die natirlichen Zahlen 2; 3 usw. angegeben werden (~ Bild B 5).

Zwei beliebige gebrochene Zahlen konnen stets auch durch zuveinander gleichnamige

Briiche dargesfellt werden So kénnen ,z und g durch die gleichnamigen Briiche

10
7 und 3 2,‘ oder ‘8 % und § w oder 3 % und ﬁ usw.

dargestellt werden. Dabei sind die Nenner gemeinsame Vielfache von 8 und 12.

S oo o) o 95 [ER0p . 25 _

2 || 36 48 60

3o |3l 2 o5
8 6 | 24 32 40
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= 2 Stelle 2 und § 5 durch gleichnamige Briiche dar!
Wir uberlegen Gemeinsame Vielfache von 2 und 3 sind 6, 12, 18, . ..
‘7 und 13 kénnen also auch durch die gleichnamigen Briiche % und % oder % und
% usw. dargestellt werden.

m 3 Stelle % und % durch gleichnamige Briiche dar!
Wir ijberlegen: 9 ist Vielfaches von 3.
% und % kénnen durch die gleichnamigen Briiche % und ; angegeben werden.

Bei diesem Vorgehen haben wir % und % bzw. é und '3 »gleichnamig gemacht*.

Bisher standen Variable meistens fir natirliche Zahlen. Von jetzt ab wollen wir Variable

auch fiir gebrochene Zahlen verwenden. Soll fi.ir die Vurlable a eine gebrochene Zahl

eingesetzt werden, so kénnte man zum Belsplel +oder 7 5 aber auch 1,847 oder 7,00 usw.
' einsetzen. Wir kennen damit zwei Vurlublengrundberelche, ndmlich N und Q.. Es muB

jetzt also stets deutlich gesagt werden, ob eine Variable fir eine natirliche Zahl oder fir
eine gebrochene Zahl steht.

Avufgaben

1. Suche fiir die folgenden Briche zugehdrige Punkte auf dem Zahlenstrahl!

6 4 7 10 1 3 9 8 1 25
d)Bi|dBéd 3‘26’6'6'10 T 618’ B 2 %
6

b) Bild B 6b: 7 8 1 3 7 13 5

0'10' 5'10' TUFLTY T 0 7
Bei wie vielen der markierten Punkte wird nur ein Bruch eingetragen, beiwie vielen

mehrere?
-
+
o
[
N H
+
0 1
[ I
Bild B 6
A B C D E F
} " ot = —t + + —t
E) 1 2 3 L 5 6
Bild B7

2. Nenne jeweils zwei gemeine Briiche, die an den im Bild B 7 durch Buchstaben be-
zeichneten Punkten stehen kénnten!
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3 Kiirze die folgenden Briiche so weit wie mdglich!
15 88 12 7-80 iy 18:8-37
DFH Ok €)% 9) 7% DT
u 105 1 g 5370 17:3-9
b) 5 d) 55 )z h)* 5% W T
4;  Erweitere folgende Briiche so, daB ihr Nenner 48 wird!
2 6 8 ] . 101 2 1"
93 97 ©35 9z D Dz mg
9 3 9 7 1 ¥ 5
b) 7 d) 7 N3 h) z k) 5 m) 5 °) 3
5.« Gib jeweils eine natiirliche Zahl n an, so daB die Briiche durch Kiirzen auseinan-
der hervorgehen! Durch welche Zahl wurde gekirzt?
10 1 75 3 n 100 0 n
a) 3 und — d) ¢ und — g) 73 und o k) 7 und ;3
b)gundg e tundm  h)ZynglZ 1) 5 und -
) mund 2 f) % und I i) 2 und 2 m) 5 und &
8. Gib zu jedem Bruch mindestens drei weitere an, die zur gleichen gebrochenen
Zahl gehoren!
2 7 12 2
a3 b)05 o5 d)z ez S5 g) 181 h) 0,6
2 Stellen die beiden Briche jeweils die gleiche gebrochene Zahl dar? Begriinde!
ay % und 2 d) 5 und 5 g) 3 und o k) ¢ und &
12 3 11 2 8 12 7 9
b) 5 und 5 e) 3y und 5; h) 3 und 5 ) zund
c)%und% f);und% i):—:und% m)%und%
8. Welche Briiche gehdren jeweils zu ein und derselben gebrochenen Zahl?
5 0 15 50 55 3 1 12 12 % 9 18 3 12 99
DR SR I I Vi1 1w 15 DETE- S
7 2 @ 17 s 20 40 55 0 12 16 25 8 132
brsieras Dos s aw Do onon e
9. Welcher gemeine Bruch und welcher Dezimalbruch gehéren zur gleichen gebro-
chenen Zahl? Prdge dir diese Paare fest ein!
1 1 1 1 1
ZTifw 70 s 5 02:05;02501; 0,125
10. Kann die gebrochene Zahl & 11. Gib die gebrochene Zahl%durch
durch einen Bruch mit dem Nen- einen Bruch mit dem Zdhler
ner a) 6, b) 8, c) 12, d) 15, e) 17 a) 6,b) 9, c)12,d) 21, e) 1 an!
dargestellt werden?
12.  Erweitere ; 5o, daB ein Bruch'mit dem Nenner a) 63, b) 15, c) 28 entsteht!
13./ Mache gleichnamig!

u)%undﬁ d)%und; 'g)%und-a— k)%und—;—
b),% und % e) 1i5 und % h) % und 3 ) 2% und %
c)% und :—' f)%und —i i)%und% m)gund:—i




















































































































































































































































































































































































































































































