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Lineare Funktionen und Gleichungen
Potenzfunktionen (Exponent ganzzahlig)
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Erlduterungen zur Arbeit mit diesem Buch

Das Randregister auf dem AuBenrand der Seiten dient dem bequemen und schnellen
Auffinden der Kapitel. Auf dem Vorsatz finden Sie hierzu eine Ubersicht iiber die einzelnen
Kapitel. Der Lehrteil gliedert sich in die Kapitel A bis F, der Aufgabenteil in die Kapitel
a bis f. Dabei enthilt zum Beispiel das Kapitel b die Aufgaben fiir das Kapitel B im Lehr-
teil.

Jedes Kapitel ist durch stchenuberscllnﬁen und durch eine fortlaufende Numerierung
mit schwarzen halbfe Ziffern in Lerneinh un lied

Innerhalb der Lernemhelten werden die Beispiele, Ubungen und Definitionen durch
folgende Marken gek

| | Beispiele,

o Ubungen,

» Definitionen und Sitze.

Durch die Ziffern in den Marken werden auch die Ubungen, Beispiele und Siitze nume-
riert.

Simtliche Numerierungen werden jeweils durch ein Kapitel fortlaufend gefiihrt. Zu
Beginn eines jeden Kapitels beginnen dann alle Numerierungen von neuem. Hinweise
auf Lerneinheiten, Beispiele usw. werden im laufenden Text mit dem Buchstaben des
betreffenden Kapitels

Zum Beispiel :

Lerneinheit C 11 ist die Lerneinheit 11 des Kapitels C,
Beispiel D 5 ist das Beispiel 5 im Kapitel D,

Ubung A 13 ist die Ubung 13 im Kapitel A.

d B Yiedert: Nebheneinand hende Aufgab
t: D

Die Aufgaben wurden f¢ en
wie zum Beispiel die Aufgaben a 87 und a 88, behandeln ]ewells das gleiche malheman-
sche Problem und sind im all d b

vom itsgrad. Die Aufg; -
stellungen, die sich unmittelbar iiber den einzelnen Aufgaben iiber die ganze Brcnte der
jeweiligen Seite erstrecken, beziehen sich dann auf belde Aufgabengruppen

Mit kursiver Numerierung wurden i die sich auf
manchen Seiten des Aufgabenteils jeweils unten beﬁnden Bei diesen Aufgaben ist der
Schwierigkeitsgrad im all i héher als bei den normalen, nur halbfett numerier-
ten Aufgaben.




Mit einer Formel, einer Gleichung. kénnen ganz verschiedene Erscheinungen
der Wirklichkeit in wesentlichen Merkmalen erfaf3t werden. So kann man mit
Hilfe der Gleichung ¥ 1h die Volumina aller pyramiden- oder kegel-
formigen Korper berechnen, ganz gleichgiiltig, ob es sich um die berithmte
Cheopspyramide, um ein kegelformiges Drehteil oder um diesen Schiitt-
kegel handelt.
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Mengenbegriff
1

,-Dadurch, daB das Denken vom Konkreten zum Abstrakten aufsteigt, ent-
fernt es sich ... nicht von der Wahrheit, sondern es kommt ihr niher. Die Ab-
straktion der ,Materie‘, des ,Naturgesetzes‘, die Abstraktion des ,Wertes usw.,
mit einem Wort alle wissenschaftlichen ... Abstraktionen spiegeln die Natur tiefer,
getreuer, vollstindiger wider.*

LENIN:
Aus dem philosophischen Nachlaf.
Dietz Verlag, Berlin 1961, S. 89.

Diese Gedanken Lenins treffen auch auf die Mathematik zu, einer Wissenschaft,
die in hohem Grade abstrahiert.

In Natur und Technik begegnen uns kegel- und pyramidenartige Gebilde in gro-
Ber Vielfalt. Indem wir von Farbe, Material und anderen Eigenschaften absehen,
gelangen wir zu mathematischen Kérpern, die nur in unserem Denken existieren.
Wir abstrahieren nun weiter von der Anzahl der Ecken der Grundfliche, vom
Verhiltnis einer Seitenkante zur Hohe usw. und gelangen zu einer Klasse von

Kérpern, deren Volumen mit Hilfe der Formel ¥V = %A «h berechnet werden
kann.

Wir machen mit Hilfe der Gleichung V = = Ah eine Feststellung iiber die Menge
aller Pyramiden und Kegel. 3

Der mathematische Begriff Menge unterscheidet sich von der Bedeutung des
Wortes ,,Menge® in der Umgangssprache. Man spricht z. B. von einer Menge
Menschen, die auf einer Kundgebung waren, und meint, daB sehr viele Menschen
dort gewesen seien. Man spricht davon, daB sich mit einer bestimmten Menge
Wasserstoff nur eine bestimmte Menge Sauerstoff zu Wasser verbindet und
meint damit Quantititsbeziehungen zwischen den sich verbindenden Stoffen.




b In der Mathematik versteht man unter einer Menge die gedankliche Zusammen-

O

ng und wohl hied Objekte der Realitit oder des
Denkens. Diese Objekte werden El der Menge g

a) C sei die Menge der Chormitglieder einer Klasse.

b) E sei die Menge der natiirlichen Zahlen, die groBer als 7 und kleiner als 9
sind.

¢) R sei die Menge der Schiiler einer 9. Klasse, die iiber keine russischen Sprach-
kenntnisse verfiigen.

d) N sei die Menge der natiirlichen Zahlen.

€) P sei die Menge der Primzahlen.

f) Z sei die Menge aller durch 2 teilbaren natiirlichen Zahlen, die kleiner sind
als 10.

g) K sei die Menge aller Punkte einer Ebene, die von einem gegebenen Punkt P
dieser Ebene gleichen Abstand haben.

h) L sei die Menge aller méglichen Kombinationen, die man erhilt, wenn man
aus den Zahlen 1 bis 90 je fiinf Zahlen auswihlt.

Die Menge P im Beispiel 1 enthiilt die Zahl 2. Wir sagen: ,,2 ist Element von P*

und schreiben 2 € P. Die Menge P enthilt nicht die Zahl 4. Wir sagen: ,,4 ist

nicht Element von P* und schreiben 4 € P.

Die Menge Z besteht aus den Zahlen 0, 2, 4, 6, 8. Wir schreiben dafiir auch
={0,2,4,6,8}.

Die Menge E enthilt nur ein Element, die Zahl 8. Wir nennen solche Mengen

Einermengen. Wir schreiben: E = (8}.

Die Menge R enthilt im allgemeinen kein Element. Wir sagen in solchen Fiillen:

,.Die Menge ist leer* bzw. ,,Es handelt sich um die leere Menge*.

Die Menge P ist in der Menge N enthalten, denn jede Primzahl ist eine natiir«

liche Zahl. Man sagt P ist eine Teilmenge von N und schreibt: P C N.!

Bilden Sie alle Teilmengen von M = {2, 4, 6}!

Bemerkung: Die Menge M selbst wird auch als Teilmenge hi men

Um den Unterschied zu den echten Teilmengen hervorzuheben, wird sie als
hte Teil bezeichnet. Legt man nicht von vornherein fest, daf eine

echte Teilmenge X von M gemeint ist, schreibt man X C M.

Zwei Mengen, die genau dieselben Elemente enthalten, nennt man gleich.

Weisen Sie die Gleichheit der folgenden Mengen M, und M, nach! M, sei die
Menge aller durch 10 teilbaren natiirlichen Zahlen. M, sei die Menge aller natiir-
lichen Zahlen, die sowohl durch 2 als auch durch 5 teilbar sind.

Mengen, die gleich viele Elemente besitzen, lassen sich umkehrbar eindeutig
aufeinander abbilden. Das bedeutet: Jedem Element der einen Menge wird genau
ein Element der anderen Menge zugeordnet und umgekehrt jedem Element der
anderen Menge wird genau ein Element der ersten Menge zugeordnet (Bild Al).
Man kann also ohne zu ziihlen feststellen, ob zwei gegebene Mengen gleich viele
Elemente haben oder nicht.

—_—
1 Die Menge der natiirlichen Zahlen wird kiinftig stets mit ,,N* bezeichnet.
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Der

Al

Bild A 2: U; i ige Z g von S und Muttern. é

Ubertragen Sie das Bild A3 auf ein
Blatt Papier, und vergleichen Sie mittels
umkehrbar  eindeutiger ~ Zuordnung,
welche von je zwei benachbarten Mengen
mehr Elemente hat!

Aufgaben a 1 bis 4

Variablenbegriff
2

DEFINITION: Eine Variable ist ein Zeichen fiir ein beliebiges Element einer vor-
gegebenen Menge. Diese Menge wird als Variabilititsbereich dieser Variablen
bezeichnet.

Mit Hilfe von Variablen lassen sich auf der Grundlage des vorgegebenen Varia-
bilitétsbereichs Mengen bilden.

a) Die geraden natiirlichen Zahlen haben die Form 2 - n, n € N.

b) Die ungeraden natiirlichen Zahlen haben die Form 2n + 1, n € N.

¢) Die natiirlichen Zahlen, die bei Division durch 3 den Rest 2 lassen, haben die
Form3n 4 2, n€ N.



Mit Hilfe von Variablen lassen sich GesetzmiBigkeiten fiir Zahlen und Natur-
gesetze iibersichtlich darstellen.

a) Fiir alle Zahlen a, b, c gilt: a- (b +¢)=a-b+a-c.
b) Fiir den elektrischen Widerstand eines Leiters aus Kupfer gilt
1 Q mm?
R=p—,0= _
0 = 0=0,017 —

Mit Hilfe von Variablen lassen sich Problemstellungen, bei denen Bezichungen
zwischen Zahlen die entscheidende Rolle spielen, iibersichtlich fixieren und ratio-
nell lsen.

Durch a - b kann man sehr verschiedenartige Begriffshildungen erfassen.

a b a-b

Flacheninhalt
des Rechtecks

Linge der Seite
eines Rechtecks

Liinge der Seite
eines Rechtecks

durchschnittlicher Lohn

7 2 Gesamtlohn
fir einen Arbeitstag

Anzahl der Arbeitstage

durchschnittliche Ge- in der Fahrzeit

Fahrzeit

schwindigkeit eines Autos

zuriickgelegter Weg

Elektrische Stromstirke in
einem Gleichstromkreis

Elektrischer Widerstand
in diesem Kreis

Elektrische Spannung

Leistung

Zeitspanne, wiihrend der

Arbeit

diese Leistung besteht

An diesem Beispiel wird eine wesentliche Seite der Mathematik deutlich. Durch
Abstraktion vom Konkret-Gegenstindlichen der Realitit gelangt man zum
mathematisch Wesentlichen, das den verschiedensten praktischen Sachverhalten
gemeinsam ist. Dieses mathematisch Wesentliche wird mit Hilfe der mathe-
matischen Zeichen schriftlich fixiert.

Zur Bezeichnung von Summen, Differenzen, Produkten und Quotienten wurden
die Variablen (groBe und kleine lateinische und griechische Buchstaben), die
Ziffern, die Zeichen fiir die Rechenoperationen und verschiedene Arten von
Klammern aneinandergereiht. Dies geschieht wie bei der Schriftsprache, bei der
aus Buchstaben und Satzzeichen Worter und Sitze gebildet werden.

3; 547; %; 6—2)-8 a+b; b-e; (x+y)-2z; a[2x(c—d)]

Die Ziffern, die Variablen und solche Aneinanderreihungen wie im Beispiel A 5
heilen Terme.

Aufgaben a 5 bis 9



Die natiirlichen Zahlen

3

Wir fassen alle Mengen, die gleich viele Elemente wie eine gegebene Menge
besitzen, zu einer Klasse zusammen. Jede solche Klasse heiflt eine natiirliche

Zahl.

Eine dieser Klassen, niimlich die natiirliche Zahl 2, enthilt z. B. folgende Mengen:
Die Menge der Messer einer Schere,

At
die Menge der Pole einer elektri-
schen Batterie,
die Menge der Rider eines Fahr-
rades.

In dieser Klasse befinden sich auch die im Bild A4 dargestellten Mengen von
Zeichen.

Bei dieser Klassenbildung interessiert uns also an jeder Menge nur die Anzahl
ihrer Elemente.

Die Bezeichnung der Klassen, also der natiirlichen Zahlen, erfolgt durch Zahl-
worter und Zahlzeichen (Ziffern). Wir miissen immer streng zwischen dem Zeichen
und dem Bezeichneten unterscheiden.

Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen. Sie werden durch die Zeichen ,,0%,
1%, 5,2%, ,,3%, ... bezeichnet.

Ordnung: DEFINITION: Von zwei natiirlichen Zahlen a, b ist a kleiner als b
(in Zeichen a << b) genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl x mit x = 0 gibt,
fiir die gilt: @ + x = b (Bild A5). LaBt man auch die Gleichheit der beiden zu
vergleichenden Zahlen a und b zu, so schreibt man a = b.

0 1 2 3 & 5

L s . L L L

0+1=1 1+1=2 2+4+1=3 3+1=4 4+1=5

Rechenoperationen: Im Bereich der natiirlichen Zahlen sind die Addition und
die Multiplikation uneingeschrinkt ausfithrbar.
Dic Multiplikation lit sich auf die Addition zuriickfiihren.

3:5=5+5+5 Ergebnis: 3-5 =15

3 Summanden 5

Beziiglich der Addition ist 0 und beziiglich der Multiplikation ist 1 das neutrale
Element.

a)5+0=5; a+t+0=a b)5:-1=5; a-1l=a
Subtraktion und Division sind die Umkehroperationen von Addition bzw. Mul-

tiplikation, d. h., fiir alle Zahlen @, b gilt (unter der Voraussetzung, daf} die
Umkehroperation ausfiihrbar ist):

(¢+b—b=a (a—b+b=a (a-b)y:b=a (a:b)-b=a




DEFINITION: Die Zahl x, die der Gleichung a@ 4 x = b geniigt, heilit Differenz
aus b und @ und wird durch b — a bezeichnet. Die Subtraktion ist eindeutig aus-
fiihrbar genau dann, wenn a < b ist. b heiBt Minuend, a hei3t Subtrahend.

DEFINITION: Die Zahl x, die der Gleichung a - x = b geniigt, heifit Quotient
aus b und @ und wird mit b : @ bezeichnet. Die Division ist eindeutig ausfithrbar
genau dann, wenn b ein Vielfaches von a und a == 0 ist. b heiBt Dividend, a heiBt
Divisor.

@ a) Warum ist es notwendig, in dieser Definition die Einschrinkung zu machen,
daB der Divisor ungleich Null sein muf}?
b) Weisen Sie nach, daB3 30: 7 im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht gebildet
werden kann!

SATZ: Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:

Addition Multiplikation
Kommutativitit a+b=b+a a-b=b-a
Assoziativitit (@+b)+c=a+(@b+c) (a-b)y-c=a-(b-c)
Distributivitit a(b+c)=a-b+a-c

Monotonie der Addition und Multiplikation beziiglich der Ordnungs- und Gleich-

heitsrelation
Wenn gilt: so gilt:
a<b atc<b+c a-c<b-c;c>0
a=>»b at+c=b+ec a-c=b-¢c

Aufgaben a 10 bis 22

Der Zahlenbereich der gebrochenen Zahlen
4

@ Welche der Gleichungen sind im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht lsbar?
a)5:x=50 b)7-x=18 ¢)25+x=30 d)174+x=15

Um die Division unbeschrinkt ausfiihrbar zu machen, wird ein neuer Zahlen-
bereich konstruiert, der Bereich der gebrochenen Zahlen.

b DEFINITION: Ein Bruch ist ein geordnetes Paar natiirlicher Zahlen a, b,

(b 4 0), das in der Form %

Dabei heifit ¢ Zihler und b Nenner des Bruches.

geschrieben wird.

10



Die Briiche spiegeln, bezogen auf praktische Probleme, gewisse Quantititen

wider: Teile und Vielfache der Teile einer bestimmten Einheit (%— m, Z kg).

Briiche, die durch Erweitern oder Kiirzen auseinander hervorgehen, spiegeln
jeweils gleiche Quantititen wider, z. B.

1 2 3 4 n
TTET W

Es ist deshalb sinnvoll, diese als gleichwertig (dquivalent) anzusehen.

DEFINITION: Zwei Briiche % und % heiBen dquivalent genau dann, wenn sie

durch Kiirzen oder Erweitern auseinander hervorgehen'..

SATZ: Die Briiche % und id sind dquivalent genau dann, wenn gilt:a-d =5 c.

DEFINITION: Eine gebrochene Zahl ist die Klasse aller Briiche —, die mit
einem gegebenen Bruch équivalent sind.

Zur Bezeichnung der gebrochenen Zahl kann man irgendeinen Bruch der Klasse
(einen Repriisentanten) benutzen. Es ist oft zweckmiBig, denjenigen Bruch der
Klasse zu wiihlen, der sich nicht mehr kiirzen laBt.

Ordnung: DEFINITION: % < % genau dann, wenn a-d << ¢ b. Entsprechend

dieser Definition ldBt sich jeder gebrochenen Zahl genau ein Punkt des Zahlen-
strahls zuordnen (Bild A 6). Dagegen ist aber nicht jedem Punkt des Zahlenstrahls
eine gebrochene Zahl zugeordnet.

~s )
[
Nl
<l
<o b

Rech;:nopemtionen: Bei der Definition der Rechenoperationen lit man sich von
folgenden Zielen leiten:

1. Die Division soll unbeschrinkt ausfithrbar sein.

2. Subtraktion und Division sollen Umkehroperationen von Addition bzw.
Multiplikation sein.

3. Die GesetzmiBigkeiten fiir die Rechenoperationen (Kommutativitit usw.)
sollen im neuen Bereich gelten.

1Das Wort ,oder wird in der Mathematik in dem Sinme benutzt, daB auch beides zutreffen kann,

in unserem Falle also auch Erweitern und Kiirzen gleichermaBen.
,wGenau dann* ist die Kurzform fiir ,,dann und nur dann*.
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4. Die natiirlichen Zahlen sowie die Rechenoperationen mit ihnen sollen im
neuen Bereich enthalten sein.

DEFINITION: Gebrochene Zahlen werden addiert, indem man in der je-
weiligen Klasse Briiche mit gleichem Nenner sucht, diese nach der Vorschrift
a b a-+b

—_—t—=

n n n
der neue Bruch liegt.

addiert und zur entsprechenden Klasse iibergeht, in der

Es ist die Summe %—i— % zu bilden (Bild A 7).

+

A7

Wir suchen in den Klassen der beiden gebrochenen Zahlen Briiche mit einheit-
lichem Nenner und addieren diese:

9 .10 19
FE TS P

Wir gehen zur Klasse iiber, in der der neue Bruch liegt.

Weisen Sie nach, daB die Klasse %,%,%, .
der Addition im Bereich der gebrochenen Zahlen ist!

} das neutrale Element beziiglich

Analog der Definition der Addition werden die anderen Rechenoperationen
definiert.

Subtraktion _a.7£: &—b iéi

n n n n n
Multiplikation %.%= ‘;; ba0; d+0
Divisi a ¢ a d b+0;c+0;
s DA e d=+0

SATZ: Die Division ist unbeschriinkt ausfiihrbar, ausgenommen die Division
durch Null.

12



Beweis: Es seien % und % (% =+ 0) zwei gebrochene Zahlen. Dann ist auf Grund

der Definition der Division gebrochener Zahlen

a ¢ _ad_a-d
b°d b ¢ bec

Damit ist die Division gebrochener Zahlen auf die Multiplikation natiirlicher
Zahlen zuriickgefiihrt, die unbeschrinkt ausfiihrbar ist.

6

SATZ: Der Bereich der natiirlichen Zahlen ist ein Teilbereich der gebrochenen
Zabhlen.

Unter Benutzung des Zeichens ,,R*« fiir die Menge der gebrochenen Zahlen gilt:
NCR*.

Ohne einen Beweis zu fithren, machen wir uns den Satz A 5 an Beispielen klar.
Die natiirliche Zahl 3 wird der gebrochenen Zahl% zugeordnet.

Die natiirliche Zahl 25 wird der gebrochenen Zahl 2—15 zugeordnet.

Jede natiirliche Zahl @ wird der entsprechenden gebrochenen Zahl % zugeordnet.

Beim Vergleichen und beim Rechnen verhalten sich die Zahlen in dem einen
Bereich wie die ihnen zugeordneten in dem anderen.

AT<9  B)345=38

T I I
bl
T°T T T

Wenn wir in Zukunft von natiirlichen Zahlen sprechen, so betrachten wir sie

stets als Teilbereich der gebrochenen Zahlen. Aus dieser Zuordnung a<—>% er-

gibt sich, daB wir sie nach Belieben mit Hilfe der alten Bezeichnungen (a) oder
mit Hilfe der neuen (%) darstellen kénnen.

Fiir manche Rechnungen ist es vorteilhaft, die natiirlichen Zahlen in der Bruch-
schreibweise darzustellen.
41 4.1 4

932 3.2 32 6 4.3_31 4
5 15 15 5 77 73 7.3 21
Im Bereich der gebrochenen Zahlen ist jetzt auch die Division natiirlicher Zah-
len uneingeschriinkt ausfiihrbar:
3 3 1 3-1
= 3 S

4 3
Boi3=cit

4 3
3:4= R e o

13




Diese fiir natiirliche Zahlen beweisbare Tatsache wird als Vereinbarung fiir die
Schreibweise von Quotienten auf alle gebrochenen Zahlen a und b mit der Ein-

schrinkung b == 0 iibertragen: a: b= %.

ZUSAMMENFASSUNG :

Im Bereich der gebrochenen Zahlen sind Addition, Multiplikation und
Division (auBler durch Null) unbeschrinkt ausfiihrbar.

Die Subtraktion @ — b ist ausfiihrbar genau dann, wenn b < a ist.

Die natiirlichen Zahlen bilden einen Teilbereich der gebrochenen Zahlen.
Die fiir den Bereich der natiirlichen Zahlen angefiihrten Gesetze der
Rechenoperationen gelten auch im Bereich der gebrochenen Zahlen.

Aufgaben a 23 bis 43

Der Zahlenbereich der rationalen Zahlen
7

Um die Subtraktion unbeschrinkt ausfithrbar zu machen, wird ein Zahlenbereich
konstruiert, der als Teilbereich den Bereich der gebrochenen Zahlen umfaft.
Differenzen gebrochener Zahlen: Die Differenz a — b ist zuniichst nur definiert

fiir gebrochene Zahlen @ und b mit b < a. Dagegen ist z.B. 3 —5, 0 —;.
% — .g nicht definiert. Durch Differenzen @ — b ohne Einschrinkung kénnen

gewisse praktische Sachverhalte sinnvoll widergespiegelt werden.

E Bei einer Stahlwelle sei als NennmaB fiir den Durchmesser d, = 40,0 mm vor-
geseh Die tatsiichlichen Werte der Durchmesser zweier Werkstiicke seien
d, = 40,1 mm und d, = 39,8 mm. Definieren wir die Abweichung des IstmaBes
vom NennmaB als [d — d], so erhalten wir fiir die beiden genannten Fille die
Abweichungen [40,1 — 40,0] und [39,8 — 40,0].

Durch diese Differenzen wird einerseits der absolute Wert der Abweichung
(0,1 mm und 0,2 mm) zum Ausdruck gebracht, andererseits geht aus ihnen her-
vor, ob die Abweichung entweder auf einem zu kleinen MaB oder auf einem zu
groBen MaB beruht. Im ersten Fall steht die groBere Zahl an zweiter, im zwei-
ten an erster Stelle des Zahlenpaares.

Differenzen werden zum Aufbau des neuen Zahlenbereichs benutzt.

D DEFINITION: Eine Differenz ist ein geordnetes Paar gebrochener Zahlen a, b,
das in der Form [a — b] geschrieben wird.
DEFINITION: Zwei Differenzen [a — b] und [¢ — d] heiBen #quivalent genau
dann, wenn gilt: a +d =b + ¢.
Im Bild A 8 wird das auf geometrische Art veranschaulicht.

14



b at+d r
(a-b] Lo]| H 5

7 .

—— b bee C

d

A8

DEFINITION: Eine rationale Zahl ist die Klasse aller Differenzen [a — b] (a, b
sind gebrochene Zahlen), die mit einer gegebenen Differenz iiquivalent sind.

ﬂ){[3—7], [%—1—21] [0 — 4] }

b) ,[5 —5], [% —%], [15 — 1,5], [0 — 0], }

) |[6—2L [8 — 4], [?—%},[4-0}, }

Es gibt genau eine Klasse, die die Differenz [0 — 0] enthilt. Diese Klasse besitat
die Eigenschaft der Null. Deshalb erhilt diese Klasse auch das Zeichen 0. In
jeder anderen Klasse gibt es genau eine Differenz, die die gebrochene Zahl 0 an
erster oder zweiter Stelle enthilt. Diese Differenz wird zur Bezeichnung der
ganzen Klasse ausgewiihlt und ihrerseits noch kiirzer bezeichnet:

[0—g] = —g [g— 0] = +s-

Die Variable g bezeichnet hierbei eine beliebige von Null verschiedene gebrochene
Zahl.

Die Zeichen ,,—* und ,,+* bei den Bezeichnungen fiir die rationalen Zahlen
.»—g" und ,,+g* werden Vorzeichen der rationalen Zahlen genannt. Sie sind zu
unterscheiden von den Operationszeichen fiir die Subtraktion und die Addition.
Um keine Verwechslungen eintreten zu lassen, werden die Bezeichnungen fiir
die rationalen Zahlen mitunter auch folgendermaBen gewihlt: (—g) und (+g).

8

Rationale Zahlen der Form (-+g) nennen wir positiv und rationale Zahlen der
Form (—g) negativ, wobei wiederum g die Bezeichnung fiir irgendeine von Null
verschiedene gebrochene Zahl ist.

Legt man fest, daB fiir Variablen a, b, c, ... beliebige rationale Zahlen eingesetzt
werden konnen, so kann z. B. die Variable a entweder eine positive rationale
Zahl oder eine negative rationale Zahl oder die rationale Zahl 0 bedeuten.
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Rationale Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, heilen zu-
einander entgegengesetzt. Die Zahl 0 ist zu sich selbst entgegengesetzt. Ist r
irgendeine rationale Zahl, so wird die entgegengesetzte Zahl von r durch —r be-
zeichnet.

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen r gilt: — (—r) =r

a) — (+3)=—3 b)— (- %) = +% ¢) — (—4,3) = +43

DEFINITION: Der absolute Betrag einer rationalen Zahl (in Zeichen |a|) ist
eine nichtnegative rationale Zahl, die nach folgender Vorschrift gebildet wird:
Ista> 0, soist |a| = a.

Ista =0, soist |a| = 0.

Ist a << 0, so ist |a| = —a.

a)|+2 =42 b)[—32 =—(=32) =432 ¢)[0|=0

SATZ: Einander entgegengesetzte Zahlen haben den gleichen Betrag.
Ordnung: Die rationalen Zahlen werden durch folgende DEFINITION geordnet.

1. Die Zahl 0 ist kleiner als jede positive rationale Zahl und groBer als jede nega-
tive rationale Zahl.

2. Jede negative rationale Zahl ist kleiner als jede positive rationale Zahl.

3. Von je zwei positiven rationalen Zahlen ist dicjenige grofer, deren Betrag
grofer ist.

4. Von je zwei negativen rationalen Zahlen ist diejenige groBer, deren Betrag
kleiner ist.

Diese Anordnung der rationalen Zahlen lit sich auf der Zahlengeraden veran-
schaulichen (Bild A 9).

A9

Rechenoperationen: Bei der Definition der Rechenoperationen it man sich
wieder von folgenden Zielen leiten:

1. Die Subtraktion soll unbeschrinkt ausfiihrbar sein.

2. Subtraktion und Division sollen Umkehroperationen von Addition bzw.
Multiplikation sein.

3. Die GesetzmiBigkeiten fiir die Rechenoperationen (Kommutativitit usw.)
sollen im neuen Bereich gelten.

4. Die gebrochenen Zahlen sollen im neuen Bereich enthalten sein.

Ohne auf Beweise einzugehen, stellen wir hier die Ergebnisse zusammen.

Da die Rechenoperationen so definiert werden, dafl die 4. Forderung erfiillt ist,
existiert im Bereich der rationalen Zahlen ein Teilbereich, in dem genauso gerech-
net wird wie im Bereich der gebrochenen Zahlen.

16



Wir ordnen jeder gebrochenen Zahl die entsprechende rationale Zahl zu, z. B.
der gebrochenen Zahl 3,5 die rationale Zahl (-3,5). Der gebrochenen Zahl 0
wird die rationale Zahl 0 zugeordnet. Wir ordnen also dem Bereich dergebrochenen
Zahlen den Teilbereich der nichtnegativen rationalen Zahlen zu.

Nichtnegative rationale Zahlen werden also genauso addiert bzw. multipliziert
wie die zugeordneten gebrochenen Zahlen. Das trifft auch auf die Subtraktion
(falls diese im Bereich der gebrochenen Zahlen ausfiihrbar ist) und auf die Divi-
sion zu.

ook YRR
(+3)+(+3)=(+3) (e~ (+x)

Da sich die nichtnegativen Zahlen ,,rechnerisch® nicht von den gebrochenen
Zahlen unterscheiden, kann man die alten Bezeichnungen auf die nichtnegativen
rationalen Zahlen iibertragen.

Man kann vom Bereich der gebrochenen Zahlen als einem Teilbereich der ratio-
nalen Zahlen sprechen.

Da die natiirlichen Zahlen ein Teilbereich der gebrochenen Zahlen sind, diese
ihrerseits Teilbereich der rationalen Zahlen, sind folglich die natiirlichen Zahlen
auch Teilbereich der rationalen Zahlen.

Rechenregeln fiir die Addition:

Nichtnegative rationale Zahlen werden genauso addiert wie die zugeordneten
gebrochenen Zahlen.

Zwei negative rationale Zahlen werden addiert, indem wir die absoluten Betriige
addieren und dann zur entgegengesetzten Zahl iibergehen.

(=5)+(=3.2) = —(5+3.2) = —8,2

Zweci rationale Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden addiert, indem wir
den kleineren Betrag vom groferen subtrahieren. Falls der dem Betrage nach

groBere Summand negativ ist, gehen wir dann noch zur entgegengesetzten Zahl
iiber.

a) (—2) +5=5—-2=3
b) (—7) +5=—(7T—5)=—2
) (—5)+5=0

Rechenregeln fiir die Subtraktion:

Auf Grund der 2. Forderung wird die Subtraktion als Umkehroperation der
Addition definiert.

SATZ: Die Subtraktion ist im Bereich der rationalen Zahlen unbeschrinkt aus-
fiihrbar. Fiir alle rationalen Zahlen a, b gilt:

a—b=a+ (—b).

Eine rationale Zahl wird subtrahiert, indem man die entgegengesetzte Zahl
addiert.

2 [000951] i g




a)7—3=4 b) —T—3=—T+(=3)=—(1+3)
10

)T—(=3)=T+(H3)=7+3 &) —-7—(=3) = -7+ (+3)
=10 =—(1-3)=—4

10

Rechenregeln fiir die Multiplikation

Nichtnegative rationale Zahlen werden genauso multipliziert wie die zugeordne-
ten gebrochenen Zahlen.

Zwei negative rationale Zahlen werden multipliziert, indem wir die absoluten
Betriige multiplizieren.

(=3):(=5)=3-5=15

Zwei rationale Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden multipliziert, indem
wir die absoluten Betriige multiplizieren und dann zur entgegengesetzten Zahl
iibergehen.

(—3)-5=—(3:5)=—15

DEFINITION: Zwei rationale Zahlen a und b heiBen zueinander reziprok genau
dann, wenn ihr Produkt gleich 1ist:a-b = 1.

1 1
a)3 undi, denn 3 i 1
T 5 7 5 75 35
B g und o demn (— ) (—7) = +(577) =+ =1
Rechenregeln fiir die Division:
Auf Grund der 2. Forderung wird die Division als Umkehroperation der Multi-

plikation definiert. 1
Hieraus folgt, daB sich die reziproke Zahl einer Zahl a in der Form — darstellen
a !

14B8t, denn die reziproke Zahl zu a ist laut Definition Lésung der Gleichung
a-x=1.

SATZ: Die Division ist im Bereich der rationalen Zahlen (auBer durch Null)
unbeschrinkt ausfiihrbar.

Fiir alle rationalen Zahlen @, b (b &= 0) gilt: a:b=a- %

Durch eine rationale Zahl wird dividiert, indem man mit der entsprechenden
reziproken Zahl multipliziert.

W3:5=3 B) (35 (=5 = (=3 (- 3)
bl
) 3:(-5):3-(-%):-(3%) 3 (-3):5:(4)-%: —(3-%)
3 3
=77 =73
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Der Bereich der ganzen Zahlen ist der Teilbereich der rationalen Zahlen, der aus
den Zahlen ..., —4, —3, —2, —1,0, 1, 2, 3, 4, ... besteht.

Im Bereich der ganzen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion und die Multi-
plikation uneingeschrinkt ausfiihrbar.

Die Menge der rationalen Zahlen wird mit R bezeichnet, die Menge der ganzen
Zahlen mit G.

Aufgaben a 44 bis 59

Uberblick iiber den Aufbau der Zahlenbereiche

¢

&

|

Monotonie

@

11

Addieren Sie auf beiden Seiten der folgenden Ungleichungen die danebenstehen-
den Zahlen, und untersuchen Sie, ob die Ergebnisse in der gleichen Relation
stehen oder nicht!

a)3<5 l6 b)%<g ~_%
)05 < 1,2 I 34 H1>-_1 I 4
) 15> 107 l 22 f)—4<715 ‘ _%
g —6<—25 |5 B)3> 15 | —8

2% 19




Monotoniegesetz der Addition
Fiir alle rationalen Zahlen a, b, x gilt:

Wemna < b,soa+ x < b+ x(unde — x< b — x).

Man kann auf beiden Seiten einer Ungleichung die gleiche Zahl addieren bhzw.
von beiden Seiten die gleiche Zahl subtrahieren, ohne daB das Relationszeichen
in der Ungleichung geindert werden muf. Den Beweis fithren wir hier nicht.

Multiplizieren Sie beide Seiten der folgenden Ungleichungen mit den daneben-
stehenden Zahlen, und untersuchen Sie, ob die Ergebnisse in der gleichen Relation
stehen oder nicht!

- 4 1
a)3 <5 lﬁ ll)§<3 I——g
¢)3<5 | —6 H-1<0 | -3
1 1 1
05> ‘? f) —4< —2 I E

Monotoniegesetz der Multiplikation

Fiir alle rationalen Zahlen a, b, x gilt:

Wenn x>0 und a<< b, soist a-x<< b-x (und 1<£).
x x

Wenn x << Ound a < b,soista- x> b-x (und%>%).
Man kann beide Seiten einer Ungleichung mit der gleichen positiven Zahl multi-
plizieren bzw. durch die gleiche positive Zahl dividieren, ohne daB das Relations-
zeichen in der Ungleichung geindert werden muf.

Fiihrt man diese Operationen mit einer negativen Zahl aus, so muB3 das Rela-
tionszeichen < in > bzw. > in <C veriindert werden.

Den Beweis fithren wir nicht.

SATZ: Im Bereich der rationalen Zahlen liegen die Zahlen beziiglich der Ord-
nungsrelation ,,dicht®, d. h., zwischen je zwei Zahlen liegt eine! weitere Zahl.?

Beweis: Es seien @ und b (a << b) zwei rationale Zahlen. Wir behaupten, da8 das
a+t+b

arithmetische Mittel eine solche im Satz geforderte Zahl ist, die zwischen

b
a und b liegt, fiir die also gilt @ < %< b
Aus a < b folgt auf Grund des Monotoniegesetzes der Multiplikation:

a b
T %
Auf Grund des Monotoniegesetzes der Addition rationaler Zahlen

1 Im mathematischen Sprachgebrauch wird ,.ein" im Sinne von ,,mindestens ein* benutzt. Meint man ,ein und kein
weiteres®, so mub man sagen ,,genau ein'.

2 Man kann sich leicht iiberlegen, dal diese gleie tig damit ist, daB zwischen je zwei Zahlen beliebig
viele weitere Zahlen licgen.
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folgt weiter: oder auch:

a a a b a b b b
3te<3t3 TTe<zt3%

Fiir beide Ungleichungen schreiben wir:

a a _a b b b
gresgtgezty

a< atd < b.
2
at+b . . ; gen owm g .
Da 3 wieder eine rationale Zahl ist, ist die Behauptung bewiesen.

Addition und Subtraktion von Summen
12

Klammern diirfen weggelassen werden, wenn sie eine Summe einschlieBen, die
selbst als Summand auftritt, weil auf Grund der Assoziativitit der Addition das
Ergebnis von der Reihenfolge der Addition unabhiingig ist.

(a+b)+c=a+b+c at+((b+c)y=a+b+c

Werden mehr als zwei Zahlen sowohl durch Addition als auch durch Subtrak-
tion verkniipft, so kann man durch Anwendung der Regel fiir die Subtraktion
rationaler Zahlen a — b = a + (—b) die gegebene Aufgabe auf Summen zuriick-
fiihren.

(@a+b)—c=(@+b+(—c)=a+b+(—c)=a+b—c
a+b—c=a+[b+(—c)]=a+b+(—c)=a+b—c

(a+b)—c=a+b—c at+(b—c)=a+b—c

SchlieBen die Klammern den Subtrahenden einer Differenz ein, so mufl man beim
Weglassen der Klammern die Vorzeichen bei den Gliedern in der Klammer
wechseln. Hierbei wird noch die Vereinbarung getroffen, daB man ein Plus-
zeichen vor eine Zahl setzen darf.

a—(b+c)=a—b—c a—(b—c)=a—-b+c
a—(—b+c)=a+b—-c a—(—b—c)=a+b+c

Wir begriinden hier nur die erste der vier Gleichungen, nimlich

a—(b+c)=a—b—c.
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Entsprechend der Definition der Subtraktion als Umkehroperation der Addition
geniigt die Differenz @ — (b + ¢) der Gleichung

b+c¢)+x=a.
Es ist zu zeigen, daBl auch @ — b — ¢ dieser Gleichung geniigt. Auf Grund der
bisher g hten Feststellungen iiber das Weglassen von Klammern und die

Unabhiingigkeit des Ergebnisses von der Reihenfolge der Ausfithrung der Ad-
dition bzw. Subtraktion gilt:

b+ec)+@—b—c)=b+ct+a—b—c
=b—b+c—c+a
=0+4+0+4a

GbG+c)+(@a—b—c)=a

Zusammenfassend konnen wir folgende Vereinbarung fiir die Zeichen + und —
vor einer Klammer treffen:

b Wenn vor einer KI ein Pluszeichen steht, so kann die Klammer weg-
gelassen werden.
‘Wenn vor einer Kl ein Min ichen steht, so muBf man beim Auflésen der
Klammer die Plus- und Mi ichen in der Kl in die entgegeng
verindern.

Aufgaben a 60 bis 63

Ausklammern und Ausmultiplizieren
13

Zur kiirzeren Formulierung weiterer Vereinbarungen bezeichnen wir kiinftig die
Addition und die Subtraktion als Rechenoperationen erster Stufe und die Multi-
plikation und Division als Rechenoperationen zweiter Stufe.

Weiterhin wird vereinbart, daB die Operationen zweiter Stufe stirker binden
als die Operationen erster Stufe, d.h., daB zum Beispiel in @ + b-c die Mul-
tiplikation zuerst auszufithren ist. Soll von dieser Vereinbarung abgewichen
werden, so bedient man sich wieder der Klammern.

a+b-c; (a+b)c; a-b—c;a-(b—c)
Mit Hilfe des Distributionsgesetzes kénnen wir die Klammern beseitigen.
b Fiir alle rationalen Zahlen a, b, c gilt:

Ausmultiplizieren
—

a(b + ¢) = ab + ac

—
Ausklammern

Man multipliziert eine Summe mit einer Zahl, indem man jeden Summanden mit
dieser Zahl multipliziert.
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— 2a (3b — 5¢) = (—2a) - 3b —(—2a) * 5¢
= —6ab — (— 10ac)
= —6ab + 10ac

Durch mehrmaliges Anwenden des Distributionsgesetzes lassen sich auch Summen
mit mehr als zwei Summanden in dieser Weise mit einer Zahl multiplizieren.

a-retd=a[b+e+d
=a-(b+c)+a-d
= ab + ac + ad

In den folgenden Summen werden jeweils gemeinsame Faktoren ausgeklammert.

a)3-at+xa=(3+4x)a b) 3x—3=(-3)x+(—3)'1=(=3)-(x+1)
1 1

c) 4y+?xy+ay:(4+?x+a)~y

Die Terme 2ab, 5ab, Tab unterscheiden sich nur durch die Koeffizienten, die bei ab
stehen. Solche Summanden lassen sich in folgender Weise zusammenfassen:

a) 2ab + 5ab + Tab = (2 + 5 + 7) - ab = 14ab
b)57a+3b—;b+3a=(57+3)a+<3—%)b=60a—;b

Aufgaben a 64 bis 69

Multiplikation von Summen

P

B @

14

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢, d gilt:

Ausmultiplizieren

(a+b)(c+d) = ac + ad + bec + bd
- ————
Ausklammern

Man multipliziert zwei Summen miteinander, indem man jeden Summand der
einen Klammer mit jedem S d der and Kl multipliziert.

Beweis: (a + b) - (¢ + d) = a(c + d) + b(c + d)
= ac + ad + be -+ bd
Geben Sie Erliuterungen zu den Veranschaulichungen im Bild A 11!

Es ist auszumultiplizieren

a)(x+y)(c—d)=xc —xd + yc — yd
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Veranschaulichung der Jdentitdt (a+b) (c+d) =ac+ ad+be+bd
- — — o

Nach lexikographischer Anordnung! lautet das Ergebnis:
cx+ ¢y —dx — dy
b) (—4 + 3y —a) 2a + 4 — 2y) = —8a — 16 + 8y + 6ay + 12y — 6y*
—2a® — 4a + 2ay
= —12a — 16 + 20y +8ay — 6y% — 2a?
Lexikographisch geordnet: —2a® — 12a + 8ay — 6y2 + 20y — 16
Es ist auszuklammern:
a) 3a — 6am + 8bmn — 4bn = 3a(1 — 2m) — 4bn (1 — 2m)
= (1 — 2m) - (3a — 4bn)
Probe: (1 — 2m) - (3a — 4bn) = 3a — 4bn — 6am -+ 8bmn
b) 45r3s® — 39r2%s% — 75r%s 4 65rs% 4~ 33rs — 55
= 3rs(15r%s — 13rs® 4 11) — 5(15r% — 13rs% 4 11)
= (3rs — 5) (15r% — 15rs® + 11)

Man kann die Regel fiir die Multiplikation zweier Summen auf die Multiplikation
von mehr als zwei Summen iibertragen.

(4 + B) (a4 b) (« + f) = (da + Ab 4 Ba + Bb) (x + f)
= Aax + Abx + Bax + Bbx + Aaf + Abf + Baf + Bbp
Aufgaben a 70 bis 77

Die binomischen Formeln

P

15

SATZ: Fiir alle Zahlen a, b gilt:

(a + b)? = a® + 2ab + b
(a+b) (a—b) =a®— b

1 Die lexik i A d erfolgt H
a) In jedem Glied werden die vorkommenden Variablen in der Reil des Alphaby

b) Die Glieder werden nach den vorkommenden Variablen in der Reihenfolge des Alphabets geordnet.
<) Alle Glieder mit der gleichen Variablen werden nach fallenden Potenzen dieser Variablen geordnet.
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®

a) Beweisen Sie diese Formeln!

b) Weisen Sie durch ein Zahlenbeispiel nach, daB nicht fiir alle Zahlenpaare (a, b)
gilt: (a + b)® = a® + b?, und untersuchen Sie, fiir welche Zahlenpaare die
Gleichung erfiillt ist!

Die Berechnung des Quadrats einer Differenz kann auf die Formel fiir das Qua-
drat einer Summe zuriickgefithrt werden:

(—yP =[x+ (=P =2+ 22 (—y) + (—y)*=2" — 22y +*

1 b 1 \2 1 1 10
a) (?x + Sy) = (31) +2 g 5y + (5y)* = Exz + 5% + 25y2

(a +b)?=a> +2:'a 'b+0b
b) (3a — 2,5b)> = (3a)® 4 2 - 3a - (—2,5b) + (—2,5b)* = 9a® — 15ab + 6,25b*
(a+ b2 =a* +2'a- b + b
¢) (5x + 3a) (5x — 3a) = (5x)* — (3a)* = 254% — 9a®
(a+b) (a—b) = a* — b
Aufgaben a 78 bis 84

Die quadratische Ergéinzung

®

16

Formen Sie folgende Summen in Produkte aus zwei Summen um, indem Sie die
bi ischen Formeln a den!

a) p® — 2pg +¢* b) %,2 —16 c) 25 — a®

d) 2—95- - %x + 2% e) 92 4 6ax + a? f) 6422 + 16bx + b2

Terme, die sich in die Form (a + b)? bzw. (a — b)? bringen lassen, bezeichnen
wir als vollstindige Quadrate.

Manchmal ist es notwendig, Terme zu vollstindigen Quadraten zu erginzen,
man sagt, die quadratische Ergiinzung zu bilden.

Der Term a? + 6a soll so erginzt werden, dal ein vollstindiges Quadrat ent-
steht.

Wir vergleichen den vorli d

g Term mit der Struktur eines vollstindigen

Quadrats:
a2 + 6a

-
a®+2-a'b+b?=(a+ b)
03+£.2_3¢+%2=(a+3)2

Die quadratische Erganzung ist also b> = 3> =9.
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Die Pascalsche Figur

®

17

Berechnen Sie méglichst zweckmiBig (a + b)" firn = 3,n = 4,n =5, n = 6!

‘Wenn man gleichartige Summanden zusammenfaBt und lexikographisch anord-
net, dann erkennt man ein Bildungsgesetz fiir die Koeffizienten dieser Terme
in a oder b.

a+t+b 1 1

(a+ by 1 2 1

(a+ by 1 3 3 1

(a + byt 1 4 6 4 1

(a+ b)® 1 5 10 10 5 1
(a+b)° 1 6 15 20 15 6 1

Nach seinem Entdecker wird dieses Bildungsgesetz Pascarsche Figur genannt.

Aufgaben a 85 bis 102

Erweitern und Kiirzen

P

18

Vereinbarung: Wird ein Quotient mit einem Bruchstrich als Divisionszeichen
geschrieben, so bezeichnen wir diese Darstellung des Quotienten auch als Bruch,
den Dividenden als Zihler und den Divisor als Nenner des Bruches.

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, e (b & 0, e = 0) gilt:

Erweitern
——
a_ a-e
b b-e
Kiirzen
3 3 3
S S S
5 5 5 T 5y
Zy '4—}’ 4 Z4y
20ax _ 20x-a _a
)4-0bx_ 20x-2b  2b
5 S5a:1 1
)25ab—5a'56 ~ 5b



Division einer Summe durch eine Zahl
19

b SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢, x (x 5 0) gilt:

(a+b+c)yix=asx+b:xtc:x

in anderer Schreibweise :

a+b+c
%

+

a|o

a
=24
x

w|e

Eine Summe wird durch eine Zahl ‘dividiert, indem jeder Summand durch diese
Zahl dividiert wird.
3ab 12a 15a2
E] a) (3ab + 12a + 15¢%) : 3a = B0 -+ 34 + 7
_3a-b 3a-4  3a-5a
3a:1 " 3a-1 3a-1
b 4

Sa
=3I 7T I

=b +4 + 5a
b) (24xy — 21y%) : (=3y) = [24xy + (—21y*)]: (—3y)

_ 2wy —21y2
— 3y — 3y
_ 8 —Ty
—1 -1
= —8x+ Ty

@ Fiihren Sie die Proben selbst aus!
Aufgaben a 103 bis 106

Division von Summen durch Summen
20

[=] (64 4 Tx +2): (3x +2) = 20 + 1
— (622 + 4x)
3x+ 2

—(Bx+2)
0

Probe: (3x +2) - (2x + 1) = 6x2 4 3x + 4x 4 2 = 62%  Tx 4 2
27




Das Wesentliche des im Beispiel 35 gezeigten Verfahrens kann man in Form einer
Vorschrift (eines Algorithmus) ausdriicken.

a) Wir suchen ein Glied [64%] des Dividenden, das durch ein Glied [3x] des
Divisors ,,teilbar* ist!:

3x - 2x

(62%) : (3x) = 31

= 2%.

b) Wir bilden das Produkt aus dem unter a) erhaltenen Quotienten [2x] und
dem Divisor [3x + 2]:

(3x + 2) - (2x) = 6a2% + 4.
¢) Wir subtrahieren dieses Produkt vom Dividenden:
(622 + Tx + 2) — (622 + 4x) = 3x + 2.

Es sind nun zwei Fille méglich:

Fall 1: Die Differenz ist gleich Null.

Fall 2: Die Differenz ist ungleich Null (wie in unserem Beispiel).

Im Fall 1 ist die Aufgabe gelgst. Im Fall 2 kann das Verfahren im Zyklus a) bis

c) fortgesetzt werden. Nun kénnen wiederum zwei Fille eintreten:

Fall 2.1.: Nach endlich vielen Schritten ist die Differenz gleich Null (wie in
unserem Beispiel).

Fall 2.2.: Das Verfahren bricht nicht ab, weil die Differenz nie gleich Null wird.
In diesem Fall wird das Verfahren an einer Stelle abgebrochen, bei
der sichtbar wird, daB ein weiteres Anwenden des Algorithmus zu kei-
nem Ende fiihrt. In diesem Fall sprechen wir von ,,Division mit Rest*.

a) (3ab — 3a — 4b + 4): (3a — 4) (Beispiel zu Fall 2.1.)

1. Lisungsweg
|

(|3ab|—3a—4b+4):(3a—4)=b—1
—(3ab — 4b)
0—3a+0 +4
—( —3a +4) Probe:
0 (Ba—4)-(b—1)=3ab—3a —4b+ 4

2. Losungsweg

[
(3ab—3a—4b+4): (3a—4)=—1+b
—( —3a  +4)
3ab+ 0 —4b+ 0

—(Bab —4b )
0

1 Natiirlich ist im Bereich der rationalen Zahlen die Division (auBer durch Null) unbeschrinkt ausfithrbar. ,, Teilbar
bedeutet hier, daB die Variable x nicht im Nenner cines Bruches stehen soll,
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Der

b) (a® — b%) : (@ — b) = a® + ab + b (Beispiel zu Fall 2.1.)

—(a® — a%b)
a*h — b®
—(a%b — ab?)
ab® — b®
— (ab® — b®)
0

Berechnen Sie auch (a" — b"): (@ — b) fiir n = 4 und n = 5!

Beispiel zu Fall 2.2.:
2
2 3 -
(Bx2+8x+6):(3x+2)=x+ 2+ P
— (322 4 2x)
6x + 6
—(6x+4)
2
Probe: (3x +2)(x+2) +2=322+6x+2x -4 +2=3x2+8x 6
Aufgaben a 107 bis 111

g.g.T.und das k. g. V.
21

Wir suchen gemeinsame Teiler der Zahlen 56 und 84.

Es sind dies die Zahlen: 1;2; 4; 7; 14; 28.

Unter allen gemeinsamen Teilern der Zahlen 56 und 84 ist die Zahl 28 der gréfte
gemeinsame Teiler, der g. g. T.

Schneller liBt sich der grofite gemeinsame Teiler nach folgendem Algorithmus
ermitteln:

56=2-2:-2-7=23-7 Wir suchen von den Potenzen mit glei-
84—=2-2.3-7=22.3-7 cher Basis, die in allen Zerlegungen auf-
g8 Ts 92.7 — 28 treten, die mit dem kleinsten Exponen-

ten heraus.!

Wir iibertragen das Verfahren sinngemiB auf beliebige Terme.
a) Es soll der groBte gemeinsame Teiler von 12a%c¢ und 4ab% ermittelt werden.

12a%bc = 22-3-a%-b-¢
dab’c =2%-a-b*-c
g.gT.:2% a-b-c=4abc

1 Dabei betrachten wir die Primfaktoren 3 und 7 als Potenzen 3! bzw. 71,
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b) Es ist der g. g. T. von 9a* — 12ab + 4b%, 9a® — 4b* und 3a — 2b gesucht.
9a® — 12ab + 4b* = (3a — 2b)?

9a® — 4b% = (3a + 2b) (3a — 2b)
3a —2b =3a—2b
g g T.: 3a — 2b

Wir suchen gemeinsame Vielfache der Zahlen 6, 8 und 12.

Es sind dies die Zahlen: 24;48; 72; ...; 24n; ... mit n > 0 und n natiirlich.
Unter allen gemeinsamen Vielfachen der Zahlen 6, 8 und 12 ist die Zahl 24 das
kleinste gemeinsame Vielfache, das k. g. V. Schneller 1Bt sich das k. g. V. nach
folgendem Algorithmus ermitteln:

6=2-3 =2-3
8=9.2.-29—28 Wir suchen von den Potenzen mit
12 —=2-2:3=292-3 gleicher Basis jeweils die mit dem

m groBten Exponenten heraus.!

Wir iibertragen das Verfahren sinngemif} auf beliebige Terme.

a) Es soll das k. g. V. von 3a®b, 12ab* und 8abc ermittelt werden.
3a%b=3-a*-b
12ab2 =22-3-a- b2
8abc=2%-a-b-c
m - ¢ = 24a?b’%
b) Es soll das k. g. V. von a* — b% und a® + 2ab + b? ermittelt werden.
a® — b® = (a + b) (@ — b)
a® + 2ab + b = (a + b) (a + b)
k.g. V.: = (a+ b)(a+ b)(a—b)

Aufgaben a 112 bis 127

Addition und Subtraktion von Quotienten

22

Beim Aufbau des Bereichs der gebrochenen Zahlen in der Lerneinheit A4 haben
wir die Rechenoperationen mit den gebrochenen Zahlen %, % , ... kennengelernt.
Dabei bedeuteten a, b, ¢, d, ... natiirliche Zahlen.

Stehen aber im Zihler und Nenner rationale Zahlen, so muf} gezeigt werden, dafl
die fiir Briiche (geordnete Paare natiirlicher Zahlen) definierten Rechenvor-
schriften als Gesetze fiir das Rechnen mit Quotienten rationaler Zahlen gelten.
Wir gehen auf die Beweise nicht ein.

1 Auch hier gilt die FuBnote von S. 29.

30



b SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢ (¢ 5 0) gilt:

1+£=a+b_ a b a—b

c c c c c c

Quotienten werden addiert (bzw. subtrahiert), indem man sie gleichnamig macht,
die Zihler addiert (bzw. subtrahiert) und den gemeinsamen Nenner beibehiilt.

Das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner von Briichen bezeichnet man als
Hauptnenner dieser Briiche.

b 3 b+3
R PI FR T
—3 5b —3-c 5b —3c¢ + 5b
Dt T T w
N
156 20b*
Ermittlung des Hauptnenners:
156 = 3-5-b
20b% = 22-5- b2

HN: 22-3-5- b2 = 60b%
8a 3 8a - 4b 3-3 32ab — 9

156 2062 60b? 602 6052
Aufgaben a 128 bis 136

Multiplikation von Quotienten

23

b SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢, d (b &= 0, d = 0) gilt:

a c a*'c

b d b-d

Quotienten werden multipliziert, indem man die Zihler und die Nenner mitein-
ander multipliziert.

W o 5 a c
Vor dem Ausmultiplizieren werden die einzelnen Quotienten — bzw. — nach

Moglichkeit gekiirzt. b d
2x 6xy  2x-6xy 2x-2x _ 4x?
2) 3y sz 3y-z  z T s

nd
Sm “Bm "1 5m-1 1
Aufgaben a 137 bis 142
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Division von Quotienten

P

24

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢, d (b =0, c %= 0, d = 0) gilt:

o

e
|8

<.
5

Durch einen Quotienten wird dividiert, indem man mit dem Reziproken dieses
Quotienten multipliziert.

a ax a 20  a-20 P_x p x q qx
B)E'W;g atx 5-a%x  ax by __T'?_T ;_?
)x af.0_=x 1 z-1 x
)—ia=—:i—=—+—= =—

y y 1 y a y-a ay

Beweisen Sie

P._19 P 9 p P
1: ===, b) (—1): == —=, =:i(-1)=-—-=1!
a) g P ) (—1) 5 = ©) - (=1) 9
Aufgaben a 143 bis 148
Doppelbriiche
25

Verwendet man als Divisionszeichen nur den Bruchstrich, so kénnen sogenannte
Doppelbriiche entstehen.

byx:l =%
z Y
z

a b
n)?:?

n|o-|w|=

a%b
20x a®h  35ab a?h  T5x a?h - T5x a3 3a

®) 35ab ~ T0x' Tox — Z0x Foab  20x Foab 4T =3
T5x

1 a 2 a a-+2
" ts 3ty 3 _a+2 4 20a+2)
) a 4 a a4 2 a—+4 a-+4
I+ 7t3 3

Aufgaben a 149 und 150
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Vergleichen rationaler Zahlen
26

Entsprechend der Definition der Ordnungsrelation gilt fiir je zwei rationale
Zahlen a, b (a = b) genau einer der beiden Fille @ << b oder a > b.

Um von zwei gegebenen Zahlen zu entscheiden, welcher Fall zutrifft, kann man
die Differenz beider Zahlen bilden. Aus dem Monotoniegesetz folgt nimlich
unmittelbar folgende Tatsache: a << b genau dann, wenn a — b << 0.

@ a) Die Zahlen % und %sind zu vergleichen.
2 4 2 o e 2 4, " .2 4
TTE= T Die Dlﬁ‘erenz—s— -5 ist negativ, also ist §< 5

b) Die Zahlen —% und —% sind zu vergleichen.

(—i) — (—i) = —2— . Die Differenz —-é — (—i) ist positiv, also ist

3 5 15 5
2 4
B Gl &

2 4
c) =i und 5 sind zu vergleichen.

Entsprechend der Definition der Ordnungsrelation ist jede negative Zahl

2
kleiner als jede positive Zahl, also ist —§< 5

@ Stellen Sie fiir folgende Zahlenpaare [a; b] zuerst fest, welche der Relationen
a < b oder @ >> b gilt! Bilden Sie dann die Reziproken %und %, und stellen Sie

1 1 1 1
= =2 s — oilt!
fest, ob = < i oder — > i gilt!

[4:7)s [ 73 3]s =35 =20 [~ g5 — 3] (=s:20s 1 -1

Bei dieser Ubung kommt folgende GesetzmiiBigkeit zum Ausdruck:

1. Haben zwei Zahlen a, b gleiches Vorzeichen, so indert sich beim Ubergang
zu ihren Reziproken die Ordnungsrelation (aus << wird > und umgekehrt).

2. Haben zwei Zahlen a, b unterschiedliches Vorzeichen, so bleibt die Ordnungs-
relation beim Ubergang zu ihren reziproken Zahlen erhalten.

Diese GesetzmaBigkeit ldB3t sich noch in anderer Weise ausdriicken:

ﬁ) SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b (a 5 0, b = 0) gilt:

LIst a- b> 0, s0 folgt aus a << b die Ungleichung i > %.
a

1
2.Ist @ - b < 0, so folgt aus a < b die Ungleichung — < %.
a
Bei der Formulierung des Satzes wurden die folg Tatsachen ausgenutzt:
a-b >0 genau dann, wenn @ > 0 und b > 0 oder << 0 und b < 0,
a - b <0 genau dann, wenn @ > 0 und b << 0 oder @ << 0 und b > 0.

d
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Auflineare Funktionen st58t man bei der Untersuchung zahlreicher Probleme
in Natur und Technik. Hierzu gehéren zum Beispiel alle Vorgiinge, denen
Proportionalitit zugrunde liegt. Ein Kraftfahrer fihrt auf der Autobahn
haufig lange Strecken mit anniéihernd konstanter Geschwindigkeit v. In
diesem Fall ist der zuriickgelegte Weg s eine lineare Funktion der Fahr-
Zeitt: s =ot.



B. Lineare Funktionen, Gleichungen
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verfahren

Gleichungssysteme mit drei
Variablen

Der Funktionsbegriff
1

In der Praxis gibt es viele Sachverhalte, denen folgendes gemeinsam ist: Jedem
Element einer Menge X wird genau ein Element einer Menge Y zugeordnet.
Hierbei kénnen X und Y gemeinsame Elemente enthalten.

a) Die nachstehende Tabelle enthilt den Beginn einer Aufstellung, aus der die

1
Fahrpreise fiir Riickfahrkarten bei 33—3-% ErmiBigung fiir die 2. Klasse der

Deutschen Reichsbahn bei gewissen Entfernungen entnommen werden kénnen.

Entfernung in km 1bis3| 4 S 6 7 8 9 10
Preis in MDN 0,40 | 0,50 | 0,60 | 0,70 | 0,80 | 0,90 | 1,00 | 1,10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
1,20 | 1,30 | 1,40 | 1,50 | 1,60 1,80 1,90 | 2,00 | 2,20 | 2,20 |2,40 |2,40

Menge X: Entfernungen von 1 km bis 22 km (mit ganzzahliger Maf3zahl)
Menge Y: Die zugehorigen Fahrpreise in MDN
Hier gibt eine Tabelle die Zuordnung der Elemente von X zu denen von Y

an.

3*
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b) Mit Hilfe der Gleichung s = gtz (g = 9,81%) kann zu jeder in Sekunden

gemessenen Zeitspanne ¢ die in dieser Zeit beim freien Fall im Vakuum zuriick-
gelegte Wegstrecke s in Metern berechnet werden.
Menge X: Die Zeitspannen in einem bestimmten Beobachtungszeitraum
Menge Y: Gewisse Liangen
Hier gibt eine Gleichung die Zuordnung der Elemente von X zu denen von
Y an.

€) Manchmal werden in der Praxis Kurven zur graphischen Veranschaulichung
gewisser Zusammenhinge vorgegeben. So wurden z. B. durch Messungen
Durchschnittswerte ermittelt, die die Beschreibung des Laktationsverlaufs!
einer 4000-1-Kuh durch die im Bild B1 dargestellte Zeichnung erméglichen.

Milch in kg

0 60 720 80 240 300
Laktationstage B1

Auf Grund dieser graphischen Darstellung kann ein Viehziichter zu jedem
gewiinschten Zeitpunkt nach Laktationsbeginn die zugehérige Milchmenge
ablesen und Vergleiche mit den Leistungen seiner Kiihe vornehmen.

Menge X: Diese 300 Ablesetage

Menge Y': Die diesen Tagen bei der Ablesung zugeordneten Milchmengen
Hier gibt eine graphische Darstellung die Zuordnung der Elemente von X zu
denen von Y an.

Mathematisch wesentlich ist an diesen Sachverhalten folgendes:

1. Den Elementen der Menge X werden die Elemente von Y eindeutig zugeordnet,
d.h.,jedem Element der Menge X ist genau ein Element der Menge Y zugeordnet.
Die Richtung der Zuordnung wird durch Pfeile zum Ausdruck gebracht oder
durch die Reihenfolge, in der die Elemente stehen.

=N [x15 %]

In allen geordneten Paaren tritt jedes Element von X (also jedes Element an
erster Stelle des Paares) genau einmal auf. Andernfalls wiirden einem gewissen
Element von X zwei Elemente von Y zugeordnet sein.

1)

Diese wesentlichen Eigenschaften werden im Funktionsbegriff erfaBt.

1 Als Lakta‘ionsperiode bezeichnet man den Zeitraum, in dem Milch abgesondert wird. Bei der Kuh erstreckt sich
die Laktationsperiode durchschnittlich itber 300 Tage,
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DEFINITION: Eine Funktion ist eine Menge geordneter Paare [x; y], die man er-
hiilt, wenn jedem Element einer Menge X (x € X) genau ein Element einer Menge
Y(y € Y) zugeordnet wird.

Die Menge X heiit Definitionsbereich der Funktion. Die Elemente von X heifien
Argumente.

Die Menge Y heifit Wertevorrat der Funktion. Die Elemente von Y heiflen
Funktionswerte.

Es gibt mehrere Moglichkeiten der Darstellung von Funktionen. Hierzu gehsren
Wertetabellen, graphische Darstellungen, Gleichungen und Wortvorschriften.
Die einzelnen Moglichkeiten weisen Vorteile und Nachteile auf. Deshalb benutzt
man oft mehrere Darstellungsformen gleichzeitig.

Funktionen mit Gleichungen der Form y = mx
2

Das mathematisch Wesentliche der folgenden Sachverhalte liegt darin, daB die
Veriinderung des Funktionswertes proportional zur Verinderung des Arguments

erfolgt.

a) s =v-t; v = const. Der zuriickgelegte Weg ist proportional
der Zeit.

b) U=R-I; R = const. Die Spannung an den Enden eines strom-
durchflossenen Leiters ist proportional
der Stromstirke I.

¢©)R= (%) +l; A = const. Der elektrische Widerstand eines Drah-

0 = const. tes ist proportional seiner Linge.
o: spezifischer Widerstand.

Es handelt sich um drei lineare Funktionen, die siamtlich durch Gleichungen der
Form

y =m-x(m = const.)

dargestellt werden kénnen.

Statt ,,Funktionen mit Gleichungen der Form y — mx* werden wir der Ein-
fachheit wegen sagen: ,,die Funktionen y = ma*. Entsprechend sagen wir statt
»die Funktion mit der Gleichung y = 5x* kiinftig nur ,,die Funktion y = 5x*.
Natiirlich muf zwischen den folgenden Begriffen streng unterschieden werden:
Die Funktion f ist eine gewisse Menge geordneter Paare [x;y].

Die Gleichung y = f(x) ist eine Zuordnungsvorschrift, mit deren Hilfe man die
Paare ermitteln kann.

Der Funktionswert an einer Stelle x, ist eine Zahl, die mit y, oder f(x,) be-
zeichnet wird.

Die graphische Darstellung jeder der Funktionen y — mx ist eine Gerade.

Die Gerade geht durch die Punkte P(0; 0) und P(1; m), denn die Koordinaten
dieser Punkte geniigen der Funktionsgleichung: 0 = m - 0; m = m - 1. Fiir den
Fall m = 0 fillt die Gerade mit der x-Achse zusammen (Bild B2).

Durch das rechtwinklige Dreieck mit den Katheten der Linge m bzw. 1 ist die
Neigung der Geraden gegen die x-Achse festgelegt. Dabei ist zu beachten, daf3
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@(l-m)

B2

die Gerade im Fall m > 0 steigt und im Fall m < 0 fallt. Das genannte recht-
winklige Dreieck nennt man Steigungsdreieck der Geraden, der Parameter m
heiBt Anstieg der Geraden.

Man kann als Steigungsdreieck jedoch auch jedes andere rechtwinklige Drei-
eck benutzen, dessen Katheten sich wie m : 1 verhalten.

Die Ebene wird durch die Koordinatenachsen und die Geraden, die zu den
Gleichungen y = x und y = —x gehéren, in vier Teilmengen 1, 2, 3, 4 zerlegt

(Bild B3).

Untersuchen Sie, in welchen Gebieten die Bilder der Funktionen mit folgenden
Gleichungen liegen!*

1
a)y=—;—x b)y=—§x e)y=—2x d)y=28x e)y=—5x f)y=05x

Aufgaben b 1 bis 3

1 Wenn keine Einschriinkungen vorgenommen werden, sollen Definitionsbereich und Wertevorrat jeweils als unbe-
grenzt vorausgesetzt werden,
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Funktionen mit Gleichungen der Form y = mx + b
3

Setzen wir in der Gleichung y = mx + b fiir b = 0, so erhalten wir die linearen
Funktionen y = mx.

Umgekehrt erhalten wir den Funktionswert y, = mx, + b zu irgendeinem Argu-
ment x,, indem wir zu mx, die Zahl b addieren. Graphisch bedeutet das
(Bild B4) eine Verschiebung des Punktes Py(x,; mxy) um b Einheiten in der
positiven Richtung der y-Achse, wenn b>> 0 ist, und um |b| Einheiten in der
negativen Richtung der y-Achse, wenn b << 0 ist.

B4

@ Beweisen Sie, daB die Funktiony = mx -+ b die y-Achse im Punkt P(0; b) schneidet!

In der Gleichung y = mx + b sind m und b auch Variable, aber sie unterscheiden
sich in ihrer Bedeutung von den Variablen x und y.

Die sogenannten Parameter m und b sind frei wihlbar. Wir sprechen deshalb
von den Funktionen y = mx + b. Stellt man sich m und b in einem bestimmten
Zusammenhange beliebig, aber fest gewihlt vor, so spricht man von der Funktion
y=mx + b.

Wiihlen wir beispielsweise b = 2, so erhalten wir y = mx 4 2 mit nur einem
Parameter, nimlich m. Lassen wir nun m variieren, so erhalten wir die Schar
aller Geraden durch den Punkt P(0; 2) (Bild B5).
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