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1. Exponential-

und Logarithmusfunktion

Das Flaggschiff der sowjetischen Eismeerflotte ist der Eisbrecher ,,Lenin®, der mit
Kernenergie betrieben wird. Das Schiff, das eine Wasserverdringung von 16000 t
besitzt, entwickelt im freien Fahrwasser eine Geschwindigkeit von 18 kn, und selbst
bei ununterbrochener Fahrt in 2,4 m dickem Eis vermag es noch 2 Seemeilen in der
Stunde zuriickzulegen. Der Kernbrennstoff, das angereicherte Uran 235, zerfillt im
Reaktor des Eisbrechers und gibt Wirmeenergie frei. Der Zerfall eines radioaktiven
Elements vollzieht sich nach folgendem Zerfallsgesetz:

(1) n=mny-e’.

Darin bedeuten:

ny die Anzahl der zu einem (willkiirlich angenommenen) Zeitpunkt Null vorhandenen

unzerfallenen Atome;

eine wichtige Konstante, deren Wert 2,718 . ., betrigt;

A eine Materialkonstante;

t  die (verinderliche) Zeit, gemessen vom (willkiirlich angenommenen) Zeitpunkt
Null;

n  die (verinderliche) Anzahl der zur Zeit ¢ noch nicht zerfallenen Atome.

®

Durch (1) wird jedem Wert von ¢ ein Wert n zugeordnet, (1) ist also der analytische
Ausdruck einer Funktion. Funktionen, bei denen eine Verinderliche als Exponent
einer Potenz auftritt, heilen Exponentialfunktionen,
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1.1. Zur Wiederholung

Berechnen Sie 2% und (%):, wenn x nacheinander die folgenden Werte i !
a) 2 b) 5 ) 1 d) 10 e) 20 ) —1
g) —4 h) —5 i) —7 k) —10 1) —20

Berechnen Sie a) 10% und b) (T[B)"
wenn x nacheinander die Werte —10; —9;—8; ...;—1;0;1; ...; 10 annimmt!

Welche Besonderheit ergibt sich in den Aufgaben 1 und 2 bei x = 0?

Berechnen Sie 2% und (%)‘, wenn x nacheinander die folgenden Werte immt!

a) 4,5 b) 3.75 oy a 25 DR Hne 01
h) i) 0,75 K) + 1) 05 m) + n) + o) —
M-+ 0-1 9-1+ 9-F v-7 w-3 I-3
Berechnen Sie 10* und (lle)‘, wenn x nacheinander die unter Aufgabe 4.a) bis v) aufgefiihrten

Werte annimmt !

Untersuchen Sie A) (— 3)*, B) (— %)‘, C) (—10)*, wenn x nacheinander die folgenden Werte
annimmt!

a) 4 b) 3 o) 2 DR DR f) +
8 —5 b — i) —2 k) -3 ) —4
Begriinden Sie die Ergebnisse mit Hilfe der Potenz- und Wurzelrechnung!
Berechnen Sie A) 27 %, B) (%)_ *, €) 10, wenn x nacheinander die folgenden Werte i !
5 3 1 4
a) 3 b) 5 & d) 0 e) —5 f) —1 8 —%
Welche Exp en gehd zu den folgenden Potenzwerten, wenn die Basis 2 ist?
a) 8 b) 128 T 0 5 ©) nr 0z
Y ‘ N1 1 1
8) V4 b) V32 i) 512 k) — )
V8 y6d
Welche Exponenten gehéren zu den folgenden Potenzwerten, wenn die Basis 10 ist?
a) 100 b) 100 000 <) 1 Milliarde
80001 o) ey D V100 e Yol

10. a) Wie konnen Sie die Losungen der Aufgaben 8 und 9 auf ihre Richtigkeit iiberpriifen ?
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b) Bilden Sie weitere Aufgaben dieser Art!

a) Erlautern Sie an Hand eines selbstgewihlten Beispiels den Begriff ,,zueinander inverser
Funktionen®!

b) Beschreiben Sie, wie Sie zu einer gegebenen Funktion (z. B. y = x?) die inverse Funktion
bestimmen!

¢) Bestimmen Sie die zu y = x? inverse Funktion! Welcher Unterschied besteht zur Inver-
sion von y = x%?

d) Welche Eigenschaft besi die Bilder i der inverser Funktionen, die in dasselbe
Koordinatensystem gezeichnet sind ?

e) Welche GesetzmiBigkeit besteht zwischen Definitionsbereich und Wertevorrat zueinander
inverser Funktionen ?




1.2. Die Exponentialfunktionen
y=a*(a>0)

Die Exponentialfunktionen y = 2%, y = (%)', y=10% y = (%)"
Die Exponentialfunktionen

@ y=25y=(3)55y=10%y =(3)

sind Beispiele fiir die Exponentialfunktionen vom Typ

() y=a"(a>0)

wobei x die Gesamtheit aller reellen Zahlen, dagegen a eine bestimmte positive reelle
Zahl bedeuten.

. Rechnen Sie Funktionswerte fiir die in (2) angegeb Exp ialfunkti
fiir rationale x-Werte aus, und tragen Sie die erhaltenen Wertepaare als Bild-

punkte in ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem ein!
Eine Potenz a* mit @ > 0 und x rational ergibt genau einen positiven reellen Potenz-
wert, der entweder mit Hilfe der Potenz- bzw. Wurzelrechnung oder durch Intervall-
hachtel als rationaler Niherungswert mit beliebiger Genauigkeit berechnet

8
werden kann.

Fiir irrationale Werte von x lassen sich in y = a* die Funktionswerte nur niherungs-
weise berechnen, indem man statt der irrationalen Exponenten rationale Niherungs-
werte benutzt. Durch Anwendung der Intervallschachtelung liBt sich der Potenz-
wert der Potenz mit irrationalem Exponenten zwischen zwei benachbarte Potenzen
mit rationalem Exponenten einschachteln.

- Beispiel 1: Es ist 102 niiherungsweise zu berechnen,
Liésung: Aus 14 < ]/2_ <15

folgt 1014 < 10'* < 1015,
Wegen 1014 = {107 = 25,12 und 1015 = 1000 — 31,62
gilt demnach 25,12 < 10" < 31,62.

Diese Intervallschranken lassen sich aber noch wesentlich einengen:
Aus 141421 < J2 < 141422
folgt 10141421 107 < 10141422,

Wegen 10141421 — 25,9544 und 10141422 — 25,9550

gilt demnach 25,9544 < 10* < 25,9550.

1

Die beiden Potenzen unterscheiden sich um weniger als To00°

Da die rationalen Zahlen dicht liegen, liBit sich jeder irrationale Exponent so weit
durch rationale Exponenten annihern, daB die zugeordneten Potenzwerte zu einer
festen Basis sich beliebig wenig unterscheiden. Somit kann der Potenzwert einer
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Potenz mit irrationalem Exponenten mit jeder geforderten Genauigkeit niherungs-
weise berechnet werden. ;

Fiir die Exponentialfunktionen in (2) bedeutet das, daBl jedem Wert von x genau ein
y-Wert zugeordnet ist, so daB die Bilder dieser Funktionen zusammenhingende
Kurvenziige darstellen (Abb. 1.1.). Diese Bilder der Exponentialfunktionen (2)
heiBen Exponentialkurven.

8 8 I
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In Abbildung 1.2. ist die Schar der Exponentialkurven y = a* fiir a > 1 dargestellt.
AuBer y = 2% und y = 10* sind noch y = 3,2* und y = 7* eingezeichnet. Man
erkennt fiir die Exponentialfunktionen

4) a* (a 1)

und die Schar ihrer Bilder folgende gemeinsame Eigenschaften:

1. Die Funktionen y = a* (a > 1) sind eineindeutig, alle Kurven sind mit zunehmen-
den x-Werten steigend.

2. Da eine Potenz mit positiver Basis immer positiv ist, kommen die Kurven mit
kleiner werdenden x-Werten zwar immer niiher von ,,oben‘ her an die x-Achse
heran, ohne sie jedoch zu berithren oder gar zu schneiden. Man sagt, die Kurve
nihert sich asymptotisch der x-Achse. Die x-Achse ist Asymptote fiir alle Kurven
der Exponentialkurvenschar y = a* (a > 1).

3. Je groBer a, um so steiler ist der Anstieg, um so ,,schneller* schmiegen sich die
Kurven aber auch fiir negative x an die x-Achse an.

4. Aus dem Vorstehenden folgt fiir alle Exponentialfunktionen y = a* (a > 1) der
Definitionsbereich: — co << x << + oo und der
Wertevorrat: 0 <y < + oo.

5. Wegen der Festlegung a® = 1 ist allen Kurven der Schar der Punkt P (0; 1), also
der Schnittpunkt mit der y-Achse, gemeinsam. '



Das Additionstheorem a* -a* = a*+*

Fiir die Funktionswerte in der Abbildung 1.1. gilt offensichtlich die Beziehung:
Ys =1 Y2 =212 =2 baw. yy =y, "y, = 104+ 107 = 10%;

fiir die zugehorigen x-Werte dagegen die Beziehung
x3 =2 + 2, =—1+4 3 =2 baw. x:,:xl%—xz:%{—%:l.

Es soll jetzt untersucht werden, ob dieser Zusammenhang allgemeingiiltig ist.

Ist y; = av, yp = @+, y3 = @ und y; = y;*¥,, so gilt nach dem ersten Potenz-
gesetz

> (5) Ys=x1'ye=o0n-@u=an % =an

In Worten:
Bei der Exponentialfunktion y = a* (a > 0) ist das Produkt zweier Funktions-
werte gleich dem Funktionswert, der jenem x-Wert zugeordnet ist, der gleich
der Summe der beiden den zwei Funktionswerten zugeordneten x-Werte ist.

Fiir die Exponentialfunktion y = a* (a > 0) ist also charakteristisch, daB die Multi-
plikation zweier Funktionswerte gleichbedeutend mit der Addition der (im Expo-
nenten stehenden) zugeordneten x-Werte ist, d. h., das Multiplizieren von Funktions-
werten wird auf das Addieren von x-Werten zuriickgefiihrt. Diese GesetzmiBigkeit
heiBt deshalb Additionstheorem! der Exponentialfunktion.

Aufgaben

1. a) Unt hen Sie die i Eigenschaften der Exponentialfunktionen y = a* mit
0 < a < 1 und ihrer Bilder an Hand der Abbildung 1.3.!

b) Vergleichen Sie das Ergebnis von a) mit den gemeinsamen Eigenschaften von

y = a* (a > 1), die auf Seite 6 zu- Abb. 1.3.
sammengestellt wurden!

¢) Sind durch y =a* (a>1) und =
y = a* (0 < a < 1) alle Exponen-
tialfunktioneny = a* (a> 0) erfait ?

d) Inwiefern nimmt y = 1* eine Son-
derstellung ein ?
Hinweis: Begriinden Sie das mit
Hilfe der Ergebnisse der Potenzrech-
nung bzw. des Bildes von y = 1!

e) Welchegemeinsamen Eigenschaften
weisen die Exponentialfunktionen
y=a*mit0<a<lunda>lauf?

f) Welch i Eigenschaften
besitzen dagegen die Exponential-

funktionen y = a* mit a > 07

1 Bedpnpa (griech.), Lehrsatz




2. a) Welche Lage haben die Bilder der Funktionen
y=2¢ undy= (%)‘ bzw.y =10 und y = (1"0)1
zueinander (Abb. 1.1.)?
b) Zeigen Sie allgemein, daB die Bilder von y = a* (a > 0) und y = (%)x (a> 0) spiegel-
bildlich beziiglich der y-Achse sind!
1

¢) Zeigen Sie, daB die Bilder von y = a* (a > 0) und y = (7)_‘ (a > 0) bzw. von
1\x
y=a*(a>0)undy= (7) (a > 0) zusammenfallen!

d) Wie lautet der analytische Ausdruck der zu y = a* (a > 0) beziiglich der x-Achse spiegel-
bildlichen Funktion ? .

. a) Welches Bild hat die Funktion y = 0?
b) Wie unterscheidet es sich vom Bild der Funktion y = 0?

w

e

Jemand versucht bei y = a* einen Wert a < 0 zu verwenden.

a) Welche Schwierigkeiten entstehen dabei?
Hinweis: Beachten Sie die Basisvorzeichenregel fiir Potenzen!

b) Wie kann man begriinden, daf} als Bild von y = a* mit a < 0 keine zusammenhingende
Kurve entsteht?

5. Stellen Sie folgende Exponentialfunktionen grafisch dar!
5 1\x
a) y =3 b y+ (5 =0 9 y=(3)-3
Oy=5-(F ) y—08-5 =0 )y =857

& y—j 4 +2=0 h)y—25*=0
Dy=—(7 e Wy s0

Hinweis: Berechnen Sie nur fiir ganzzahlige x die zugeordneten Funktionswerte, und verbinden
Sie die erhaltenen Bildpunkte mit Hilfe eines Kurvenlineals!

1.3. Die Logarithmusfunktionen
log, x(a>0; x>0)

Der Begriff ,,Logarithmus*

In der Exponentialfunktion y = a* (a > 0) ist jedem reellen Exponenten x einer
festen positiven Basis a ein positiver reeller Potenzwert y zugeordnet. LaBt sich auch
umgekehrt jedem positiven reellen Potenzwert einer festen Basis ein reeller Exponent
zuordnen?

In den Aufgaben 8 und 9 des Abschnitts 1.1. haben wir dieses Problem schon fiir
einige spezielle Basen a und Potenzwerte ¢ untersucht. Die dort gestellten Aufgaben
lassen sich alle in der Form

6) a*=c

als Gleichungen mit einer Unbekannten, niimlich x, schreiben und durch sinnvolles
Probieren losen. Eine allgemeine Lésung von (6) ist aber weder durch Potenzieren
noch durch Radizieren méglich, da ja gerade der Exponent x unbekannt ist.
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Einen solchen (gesuchten) Exponent bezeichnet man als Logarithmus!. Allgemein
gilt unter Verwendung der in (6) benutzten Symbole folgende Definition:

’ Der Logarith x ist der Exp mit dem man die (positive) Basis a potenzieren muf,
um den Potenzwert ¢ zu erhalten.
Statt (6) schreibt man auch
(7) x log, ¢
und liest ,,x ist der Logarithmus von ¢ zur Basis a*.
Ist @ = 10, so schreibt man statt
x = log,,¢ kiirzer x = lge
und spricht von dekadischen Logarithmen.

Entsprechend 1aBt sich das Logarithmieren als die Berechnung des Exponenten er-
kliren, der bei einer gegebenen festen positiven Basis zu einem gegebenen Potenz-
wert gehort.

Die Gleichungen (6) und (7) sind nur verschiedene Schreibweisen fiir denselben Sach-
verhalt. Das bedeutet, daB sich (6) als Probe beim Logarithmieren verwenden laBt.

Beispiele:
2) x; =log, 8 =3, weil 20 =8

AT % . i 3T
3) x, = log, Jm=—5, weil 2% = =)z

“]’7;

4) x, =1g0,0001 = 1, weil 10-1 = 1 — 0,0001
. Schreiben Sie auch die Aufgaben 8 und 9 des Abschnitts 1.1. in der Form logic =,
und machen Sie zu jeder Lésung die Probe!
Die Logarithmusfunktionen y =log, x und y =Ig x
Die Rechenoperation des Logarithmierens kann auch in Zuordnungsvorschriften
auftreten, z. B. in
(8) y=log,x und y =Igx.

Solche Funktionen heilen Logarith- Abb. 1.4,
musfunktionen.
. Tragen Sie die Potenzwerte x ,F}/i | L [l[‘:’—
aus Aufgabe 5im Abschnitt 1.1. - =
und die dazu berechneten Log- Tk —
arithmen y in ein rechtwinkliges B ! I Tx
Koordinatensystem ein, undver- - . o o -
binden Sie die sich ergebenden A'//{//‘P’f—j
Bildpunkte zu zwei geschlosse- 0| f71 5 0 x
nen Linien! -1 ‘/
Die Abbildung 1.4. zeigt die Bilder -2
der Logarithmusfunktionen -3 L |
y = logy x, y = lgx sowie y = log;x. 1Ly, -
1 Moz dpbpde (griech.), Verhiltniszahl Ll [




Die Logarithmusfunktion als inverse Funktion der Exponentialfunktion

Da die Exponentialfunktionen
(9 y=ca(@a>1und0<a<l)

fiir ihren gesamten Definitionsbereich eineindeutig sind, lassen sie sich im ganzen
Definitionsbereich umkehren.

Lost man (9) nach x auf, so erhilt man unter Verwendung der Definition des Log-
arithmus [vgl. auch den Zusammenhang zwischen (6) und (7)!]

(10) x=1log,y (a>1und 0 <a<1)

und durch anschlieBende Vertauschung von x und y

(11) » log, x (@>1 und 0 < a < 1).

Fiir die zu den speziellen Exponentialfunktionen

(12) y=2* und y=10¢

inversen Funktionen erhiilt man entsprechend bei Auflssung nach x
(13) x =log,y bazw. x=Igy
und durch Vertauschung von x und y
(14) y =logyx bzw. y =Igx,

also die Logarithmusfunktionen (8).

Abb. 15, Das bedeutet:

J/_.70,( T Exp e 1E Tes and L 1
funktion mit der gleichen von 1
denen positiven Basis sind zueinander

/ yx/ invers.

@ N <

/ : Demnach erhilt man das Bild einer

i Logarithmusfunktion mit der Basis a

/| oy durch Spiegelung des Bildes der Ex-

/ ] ponentialfunktion mit der Basis a an
. der Geraden y = x.

@w & oy

T
)

N

A A N I A e In Abbildung 1.5. sind auf diese

- Weise die Bilder der Funktionen
o o i e X y =log,x bzw. y =Igx aus den
N Bildern der Funktionen y = 2% bzw.
i y = 10* gewonnen worden.

Fiir die Logarithmusfunktionen

4 v = log, x (a — 1) und ihre Bilder
5 (Abb. 1.4.) kénnen wir folgende ge-
meinsame Eigenschaften erkennen:




—

nehmenden x-Werten steigend.

. Die Funktionen y = log, x (a > 1) sind eineindeutig; alle Kurven sind mit zu-

2. Mit kleiner werdenden positiven x-Werten kommen die Kurven zwar immer niher
von ,,rechts* her an die y-Achse heran, ohne sie jedoch zu berithren oder gar zu
schneiden. Die y-Achse ist Asymptote fiir alle Kurven der Logarithmuskurven-

schar y = log, x (a > 1).

3. Je kleiner a, um so steiler ist der Anstieg fiir 1 < x < co, um so »langsamer*

schmiegen sich die Kurven aber auch fiir positive x (x < 1) an die y-Achse an.
. Daraus folgt fiir alle Logarithmusfunktionen y = log, x (a > 1)
I<x< 4+
und der Wertevorrat: —oo <<y < + oco.

-

der Definitionsbereich:

Wegen der Vertauschung von Definitionsbereich und Wertevorrat bei zueinander
inversen Funktionen war das auch zu erwarten.

o

Das Additionstheorem log, (x, - x,) = log. x, + log, x,

. Wegen log, 1 = 0 (denn a® = 1) ist der Punkt P (1;0), also der Schnittpunkt mit
der x-Achse, allen Kurven der Schar gemeinsam.

In Abbildung 1.6. ist noch einmal die logarithmische Funktion y = log, x dargestellt.
AufBlerdem sind fiir x; =4 und x, =8 die Funktionswerte y, = log,4 =2 und

J

L

- Yelogy x
5+

A log 4
g: logy 324log, 4 +log, 8

i logy4 |logy 8

I ! 1 I I ] 1 I
45 8 1 % 2 2 30 3% 3 W x|

Abb. 1.6.

|

{
4

yo = log, 8 = 3 eingetragen. Welcher Wert x; gehort zum y-Wert y; =y, + y,?
Aus Abbildung 1.6. liest man ab x; = 32 = x, * x,. Demnach gilt im vorliegenden Fall:

(15) log, (%, * xy) = log, &, + log, x,.

Die Beziehung (15) bezeichnet man als das Additionstheorem fiir die Logarithmus-
funktion y = log, x (a > 0; a 5= 1). Seine allgemeine Giiltigkeit soll jetzt bewiesen

werden. Fiir

(16) y, =loga x;5 y, = loga x53 y3 = log, x5 mit xy; = x; * x,

11



1aBt sich nach der Definition des Logarithmus zu einer festen Basis schreiben:
Xy = aM; x, = a¥; x5 = a’.
Fiir x; = x, * x, gilt dann unter Benutzung des ersten Potenzgesetzes
Xy =% Ay =aN-a¥ =antn
und in logarithmischer Schreibweise
log, (x; * x;) = log, an + 2,
Wegen log, a*1+%: =y, + y, und wegen (16) folgt daraus
log, (%, * xy) = log, x; + loga x,.
In Worten:

In der logarithmischen Funktion y =log, x (a > 0; a=1) ist der dem
Produkt zweier x-Werte zugeordnete Funktionswert gleich der Summe der
beiden Funktionswerte, die den beiden x-Werten zugeordnet sind.

Aufgaben
1. Gibt es eine zu y = 1% inverse Funktion ? Begriinden Sie Ihre Antwort mit Hilfe der Potenz-
rechnung!

2. Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = Ig x, und priifen Sie fiir einige Werte von x nach, ob
auch bei y = Ig x die Bezichung (15) gilt!

3. Schreiben Sie folgende identische Gleichungen als Potenzen!

a) log, 0,25 = —2 b) log; 0,008 = —3 ¢) log,, ﬁ ——3
= 1
d) logy 537 =—5 e) log, 2401 = 4 . f) logy; 5305 = — 4
1 B
8) logi;; 1 =0 h) l°8§ 6 i) loggr 256 =—8

4. Berechnen Sie die folgenden Logarithmen, und machen Sie die Probe!

a) log, x fiir x = 2048; 512; 128; 0,5; 0,125; —; —

320 36
b) Igx fiir x = 10 000 000 000; 100 000 000; 1 000; 15 0,1; 0,0001; 0,000 000 01
¢) log, (31) ) log; (25%) e) log, (2777) 1) loga (a7) g) logn (2 m)

5. Entwerfen Sie die Bilder der Funktionen
y=1loggx und y=log, x!

12
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2. Logarithmisches Rechnen

In der Mathematik ist man stets bemiiht, méglichst einfache und zweckmiiBige
Rechenmethoden zu ermitteln, um den Forderungen der Technik und der wissen-
schaftlichen Forschung nach schneller, sicherer und dabei doch bequemer Lésung der
stets umfangreicher werdenden Rechnungen gerecht zu werden.

Auch die logarithmischen Rechenverfahren, die eine wesentliche Hilfe bei Berech-
nungen in Verbindung mit den Rechenoperationen Multiplizieren, Dividieren, Poten-
zieren und Radizieren darstellen, wurden zu diesem Zwecke auf der Grundlage der
Logarithmengesetze entwickelt. Sie beruhen darauf, da Rechenoperationen der zwei-
ten und dritten Stufe auf die entsprechenden der ersten bzw. zweiten Stufe zuriick-
gefithrt werden. Dadurch bleibt dem Rechner mithsame Rechenarbeit erspart. Recht
deutlich wird uns das beim Rechnen mit dem weit verbreiteten logarithmischen
Rechenstab, mit dessen Hilfe Facharbeiter, Meister, Techniker, Konstrukteure, Inge-
nieure u. a. miihelos umfangreiche Uberschlagsberechnungen ausfiihren.

So wie beim Rechenstab finden auch bei den kompliziertesten Rechenhilfsmitteln,
den modernen Rechenautomaten, mathematische Erkenntnisse ihre Anwendung.

13



2.1. Zur Wiederholung

1. Welcher Z 1 besteht zwischen den Grundrechenoperationen

a) Addieren und Subtrahieren, b) Multiplizieren und Dividieren ?

Ao

‘Wie heilen die Glieder a) einer Potenz, b) eines Wurzelausdrucks ?
3. a) Berechnen Sie
10" firn = 20;10;9; ...;1;0;—1;...:—9;—10;—20!

b) Welche Beziehung besteht zwischen dem positiven ganzzahligen Exponenten einer Potenz
zur Basis 10 und der Stellenzahl des Potenzwertes ?

¢) Welche entsprechende GesetzmaBigkeit gilt fiir den Exponenten Null, welche fiir negative
ganzzahlige Exponenten ?
4. Wie kann man jeweils aus der ersten Zahl die zweite erhalten ?
a) 30,57; 30 570 b) 0,021; 21
€) 55555; 0,055555 d) 0,000042; 420 000

‘Worin stimmen jeweils die beiden Zahlen iiberein, wie unterscheiden sie sich ?

5. Erkliren Sie den Aufbau der Quadrat- und Kubikwurzeltafel (Tafel 7 und Tafel 9 der ,,Vier-
stelligen Logarithmen®), und erliutern Sie ihre Benutzung an folgenden Beispielen!
a) 24 b) V2.4 ) 105 a) 70,05 ) 189
1) 8.9 g j08 h) 70,08 i) 10,008

6. Das Runden von Zahlen erfolgt bekanntlich nach bestimmten, festgelegten Regeln:

a) Folgt auf die letzte noch anzugebende Ziffer eine 0, 1, 2, 3 oder 4, so bleibt die letzte an-
zugebende Ziffer unverindert (Abrunden).
Beispiel: 0,724013 ~ 0,72401 ~ 0,7240 ~ 0,724 ~ 0,72 ~ 0,7

b) Folgt auf die letzte noch anzugebende Ziffer eine 6, 7, 8 oder 9, so wird die letzte anzu-
gebende Ziffer um 1 erhoht (Aufrunden).
Beispiel: 0,38679 ~ 0,3868 ~ 0,387 ~ 0,39 ~ 0.4

Wenden Sie die vorstehenden Regeln fiir das Auf- und Abrunden auf folgende Zahlen an,

indem Sie wie in den obigen Beispielen schrittweise bis auf eine von Null verschiedene Ziffer
runden!

a) 7,38427  b) 0,004736 ) 58739 d) 156,84 ) 0,45832 ) 18,888 g) 9,7243

B

Fiir das Runden der Ziffer 5 gelten folgende Regeln:

a) Ist die Ziffer 5 nicht die letzte von Null verschiedene Ziffer, so wird die Ziffer vor der 5
um 1 erhdht (Aufrunden der 5).
Beispiel: 3,6501 ~ 3.7

b) Ist die Ziffer 5 jedoch durch Aufrunden entstanden, so wird sie abgerundet.
Beispiel: 8,247 ~ 8,25 ~ 8,2

¢) Ist die Ziffer 5 die letzte von Null verschiedene Ziffer oder sind nachfolgende Ziffern nicht
bekannt, so wird die Ziffer 5 so gerundet, daB die letzte Ziffer eine gerade Zahl wird (Gerade-
Zahl-Regel).
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Beispiele:
4 = 0,125 ~ 0,12 (Abrundung!), aber 3 = 0,375 & 0,38 (Aufrundung!)
6285 ~ 6280 (Abrundung!), aber 6275 ~ 6280 (Aufrundung!)
Wenden Sie die vorstehenden Regeln fiir das Runden der 5 auf folgende Zahlen an!
a) 72,853 b) 63,47 ¢) 1,35002 d) 135 ) 1,25 i) 1248  g) 655 h) 665
8. Runden Sie die folgenden Zahlen schrittweise bis auf eine Ziffer!
a) 12,3456  b) 0,0876543 ¢) 214,49 d) 724538 e) 72845 f) 0,6483
g) 11.47 h) 5,5555 i) 4,54545 k) 0,5143 1) 0,7575 m) 6,2547

2.2. Logarithmen
und Logarithmensysteme

Der Zusammenhang zwischen den Rechenoperationen der dritten Stufe, Potenzieren,
Radizieren und Logarithmieren, soll im folgenden mit Hilfe der Gleichungen

(1) 3*=81 allgemein: a® = ¢

verdeutlicht werden.

. Gleichung )
Grundrechenoperation ) gesuchtes Glied der Potenz
allgemein
Potenzieren ........... H=x ab=x Potenzwert (81 bzw. c)
. xt = 81 ab=c¢ i
Radizieren ............ _— 4}/8-i b = fi,: Basis (3 bzw. a)
« . 3* =81 a*=c
Logarithmieren ........ = = log, 81 + =loge Exponent (4 bzw. b)

Daraus folgt:

’ Das Logarithmieren ist, ebenso wie das Radizi eine Umkehrung des P i
P i Radizi und Logarithmi sind die drei Grundrechenoperationen der
dritten Stufe.

Auch beim Logarithmieren werden wie beim Radizieren gegeniiber dem Potenzieren
neue Bezeichnungen fiir die Glieder verwendet.
Potenzieren Logarithmieren
2) a*=c¢ (3) x=log, ¢
Dem Exponent x in (2) entspricht der Logarithmus x (zur Basis a) in (3).
Der Basis (der Potenz) a in (2) entspricht die Basis (des Logarithmus) a in (3).
Dem Potenzwert ¢ in (2) entspricht der Numerus! ¢ in (3).

Als Basen der Logarithmen sollen nur positive Zahlen verschieden von 1 zugelassen
sein. Wegen (2) sind dann aber auch alle Numeri positiv.

i numerus (lat.), Zahl; Plural: numeri



Die Menge aller Logarithmen zu einer festen Basis ist ein Logarithmensystem. In den Logarithmen-
systemen zu den Basen 2 und 10, aber auch zu allen anderen Basen grofer als 1, ist jedem positiven
reellen Numerus ein Logarithmus eindeutig zugeordnet und umgekehrt (eineindeutige Zuordnung).

Aufgaben
1. Lesen Sie aus den Abbildungen 1.4. und 1.6. ab, wie gro ungefihr die Logarithmen mit der
Basis 2 bzw. der Basis 10 zu den ganzzahligen positiven Numeri n (n < 10 bzw. n < 35) sind!
2. a) Warum sind 1 bzw. 0 als Basen eines Logarithmensystems ungeeignet ?
Logarithmieren Sie!
b) Ig1 ¢) log, 1 d) log;y; 1 e) log, 1
3. Gibt es Zahlen x und y, die die Gleichungen

]';= logy x und }]'/;: logy x
erfiillen ?

4. Uberlegen Sie, warum das Addieren und das Multiplizi nur je eine Umkehrung haben,
wihrend das Potenzieren zwei Umkehrungen besitzt!

5. Berechnen Sie folgende Logarithmen!

a) log, 128 b) log, 1 <) log; 0,5 d) log, 0,125 €) log, 243
1) log, 5 ® log, 3 h) log, 0,1T... i) log, 1024 K) log, &
1) log, 3125 m) log; o n) log, 0,008 o) Ig 1000 P Iz oy

Das dekadische Logarithmensystem

Von groler praktischer Bedeutung ist das Logarithmensystem mit der Basis 10, das
sogenannte dekadische Logarithmensystem. Es zeichnet sich durch besondere Eigen-
schaften aus:
a) Die dekadischen Logarithmen der Zehnerpotenzen mit ganzzahligen Exponenten
sind ganzzahlig.
1g 100 000 000 = 8, weil 10* = 100 000 000
Ig 10000 000 = 7, weil 10° = 10 000 000

Iz 100 — 2, weil 10° — 100

Ig 10 = I, weil 10! = 10
Ig 1 = 0, weil 10" = 1
Ig 0,1 =—1, weil 10 ' = 0,1
1g 0,01 =—2, weil 10 2= 0,01

150,00001  — — 5, weil 10-% — 0,00001
Allgemein: Ig 10¥ = k, weil 10° = 10* (k ganzzahlig) bzw. log, b* = Fk, weil b* = b*
(k ganzzahlig).

16



b) Die dekadischen Logarithmen aller reellen Zahlen z mit 1 <z < 10 werden
Mantissen! genannt. Die Mantissen sind reelle Zahlen, die groBer als 0, aber kleiner
alstl sind (vgl. Abb. 1.4.), lassen sich also alle in der Form 0, ... schreiben. Einige
Mantissen kann man leicht berechnen.

. Beispiele :
1a) Ig 10 =, weil 10° = | 10.
Wegen 10 = 3,162 gilt Ig 3,162 = 0.5.
1b) Ig Y105 = | , weil 10° = | 10",
Wegen J105 = 4,217 gilt Ig 4,217 = 0,625.

Berechnen Sie weitere dekadische Logarithmen, deren Numeri grifer als 1, jedoch
kleiner als 10 sind!

¢) Die dekadischen Logarithmen fiir alle Numeri n (n > 10) sind groBer als 1.
Die dekadischen Logarithmen fiir alle Numeri n (0 < n < 1) sind kleiner als 0.

d) Alle positiven reellen Numeri n (0 << n < 1; n = 10) lassen sich in ein Produkt
aus einer reellen Zahl z (1 =z < 10) und einer Zehnerpotenz mit ganzzahligem
Exponenten k zerlegen, also

n =z-10%(1 <z < 10; k ganzzahlig).
Ist lg z = m, so gilt nach dem Additionstheorem fiir logarithmische Funktionen
Ign =Ig(z- 105 =lgz 4+ lg 10 = m + k.
Der Summand m ist die aus b) bekannte Mantisse, der Summand k heit Kennzahl
des dekadischen Logarithmus von n.

Die dekadischen Logarithmen fiir alle Numerin =z - 10k mit 0 < n < 1, n =10
und 1 =<z < 10 sind Summen, deren einer Summand die z zugeordnete Man-
tisse m und deren zweiter Summand die ganzzahlige Kennzahl k ist.

. Beispiel 2:

Wegen 10 = 1,332 ist

Ig 1,332 = L = 0,125, weil 10¢ = }10 = 1,332.

1g13,32 = Ig (1,332 - 107) = 1g 1,332 - Ig 10! = 0,125 + 1 = 1,125,
weil 101125 — 101 - 100125 — 10 - Y10 = 13,32.

Ig133,2 = Ig (1,332 - 102) = Ig 1,332 - 1g 102 = 0,125 + 2 = 2,125,

weil 102125 = 102 - 10012 — 100 - J10 = 133,2.

* mantissa (lat.), Zugabe
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1g 1 332 000 = Ig (1,332 - 10%) = Ig 1,332 - Ig 105 = 0,125 + 6 = 6,125,
weil 106,125 — 108 - 109125 — 1000 000 - J10 = 1332 000.

Numeri mit derselben Ziffernfolge, die kleiner als 1 sind, haben ebenfalls
Logarithmen mit gleichen Mantissen.

1g 0,1332 = Ig (1,332 - 10-1) = Ig 1,332 -1g 10-1 = 0,125 — 1,
weil 100:125-0 — 100125.10-1 = L. /10 = 0,1332.

-
1g 0,000 1332 = Ig (1,332 - 10-%) = 1g 1,332 - Ig 10-* = 0,125 — 4,
weil 100,125-0 — 100,125 - 10-1 = L. §10 = 0,000 1332.
Die im Beispiel 2 betrachteten Numeri haben gleiche Ziffernfolgen, nédmlich 1332,
ihre Logarithmen haben gleiche Mantissen, nimlich 0,125, sie unterscheiden sich also
nur in den Kennzahlen.

e) Wegen der Eineindeutigkeit der Logarithmusfunktion y = lg x haben die Zahlen
zwischen 1 und 10 mit verschiedenen Ziffernfolgen auch verschiedene Mantissen.
Die vorstehend gewonnenen GesetzmiBigkeiten fiir die dekadischen Logarithmen
lassen sich folgendermaBlen zusammenfassen:
Die Ziffernfolge des Numerus bestimmt die Mantisse. Numeri mit gleicher Ziffern-
folge haben gleiche Mantissen, Numeri mit voneinander verschiedenen Ziffern-
folgen haben verschiedene Mantissen.
Die Stellenzahl des Numerus bestimmt die Kennzahl des Logarithmus. Ist der
Numerus gréBer als 1 und hat k Stellen vor dem Komma, so ist die Kennzahl k— 1.
Ist der positive Numerus kleiner als 1 und hat k Nullen (die Null vor dem Komma
mitgeziihlt) vor der ersten von Null verschiedenen Ziffer seiner Ziffernfolge, so ist
die Kennzahl — k.
Jedem positiven reellen Numerus ist genau ein reeller Logarithmus zugeordnet.
Umgekehrt ist jedem reellen Logarithmus genau ein positiver reeller Numerus zu-
geordnet.

Aus den angefiihrten Beispielen entsteht leicht der falsche Eindruck, daB8 die deka-
dischen Logarithmen von positiven reellen Numeri rationale Zahlen sind, weil wir
in den Beispielen auch fiir irrationale Numeri rationale Logarithmen erhalten haben.
Das hat seine Ursache darin, da3 wir bisher nur solche Numeri verwendet haben, die
als Potenz der Basis 10 mit rationalen Exponenten darstellbar sind. Das ist aber nicht
fiir alle Numeri maglich, wie schon das einfache Beispiel 10"2 beweist. Die dekadi-
schen Logarithmen positiver reeller Numeri sind also reelle Zahlen. Wenn sie irrational
sind, ist es iiblich, mit rationalen Niherungswerten zu rechnen.

. Beispiel 3: 1g 10/ % &~ 1,414, weil 10 14112 1012,

Die Tafel der Mantissen der dekadischen Logarithmen
Die dekadischen Logarithmen aller positiven reellen Zahlen lassen sich zwar mit

unseren bisherigen Kenntnissen niherungsweise berechnen, doch wiire dies iiberaus
mithsam und zeitraubend. Wir benutzen deshalb die Tafel der vierstelligen Log-
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arithmen im Tafelwerk (Tafel 1). Die Tafel enthilt die allen verschiedenen dreiziffrigen
Ziffernfolgen (und einigen vierziffrigen Ziffernfolgen) zugeordneten vierstelligen
(bzw. fiinfstelligen) Mantissen, wobei das fiir alle Mantissen gleiche 0, weggelassen
wurde. Es ist also bei jeder Mantissenbestimmung zu ergiinzen.

. Beispiele :

Die zu einer Ziffernfolge gehérende Mantisse ermittelt man auf folgende

Weise.

Ziffernfolge Mantisse

4) 1007 Zeile 1, Spalte 7 [0,] 00303

5) 960 Zeile 96, Spalte 0 [0,] 9823
Auf umgekehrtem Wege findet man die zu einer Mantisse gehérende Ziffern-
folge.

Mantisse Ziffernfolge

6) [0,] 04060 Zeile 109, Spalte 8 1098

7) [0.,] 9552 Zeile 90, Spalte 2 902

Ist der dekadische Logarithmus zu einem gegebenen Numerus zu bestimmen, so ent-
nimmt man alse nur die der Ziffernfolge zugeordnete Mantisse [ohne 0,] der Tafel.
Die Kennzahl wird dann entsprechend dem Stellenwert des Numerus ermittelt.

Beispiele :
8) 1g 2,34
Die Mantisse zum Numerus 2,34 ist 0,3692.
Ergebnis: 1g 2,34 = 0,3692
9) 1g 50 700 (Mantisse: 0,7050)
10* < 50 700 < 10°
4 < 1g 50700 < 5 (Kennzahl: | 1)
Ergebnis: 1g 50 700 = 0,7050 - 4 = 4,7050
10) 1g 0,0028 (Mantisse: 0,4472)
10-% < 0,0028 < 10—
—3 < 1g0,0028 < — 2 (Kennzahl: — 3)
Ergebnis: 1g 0,0028 = 0,4472 — 3
Bei der umgekehrten Aufgabenstellung, den Numerus aus seinem dekadischen Log-
arithmus zu ermitteln, kehren wir das obige Verfahren um.

. Beispiele:

11) Ig x = 0,7490
Der Numerus zur Mantisse 0,7490 ist 5,61.
x = 5,61 Probe: 1g 5,61 = 0,7490
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12) lg x = 4,02325 = 0,2325 | 4
Die Ziffernfolge zur Mantisse 0,02325 ist 1055.

1 <lgx<5
104 < x < 105
x = 10550 Probe: 1g 10 550 = 4,02325

13) lg x = 0,9586 _ 3 (Ziffernfolge: 909)
—3<lgx<—2
10-3 < x < 10-2
x = 0,00909 Probe: 1g 0,00909 = 0,9586 — 3

Von den 10000 méglichen verschiedenen vierstelligen Mantissen sind nur 990 in
Tafel 1 enthalten, weil es nur 990 verschiedene dreiziffrige Ziffernfolgen zu 10000 ver-
schiedenen vierstelligen Mantissen gibt. Ist zu einer nicht eingetragenen Mantisse die
zugeordnete dreiziffrige Ziffernfolge zu bestimmen, so ist dazu die nichstgelegene
Mantisse, bei ,,Mittellage** die nichst kleinere, zu benutzen.

. Beispiele :
14

) Fiir Ig x = 0,4020 benutzt man Ig x = 0,4014
[0.4014 < 0.4020 < 0,1031] x = 2,52
Differenz: 6 11
15) Fiir Ig x = 0,4023 benutzt man Ig x = 0,4031
10,4014 < 0,4023 < 0.4031] x = 2,53
Differenz: 9 8

Die Interpolation in Tafel 1

Unter bestimmten Umstiinden ist es sinnvoll, fiir eine nicht eingetragene vierstellige
Mantisse eine vierziffrige Ziffernfolge zu bestimmen. Auch der umgekehrte Fall, die
Bestimmung einer vierstelligen Mantisse zu einer gegebenen Ziffernfolge mit vier
geltenden Ziffern, ist von Bedeutung. In beiden Fillen verwendet man das Verfahren
der (linearen) Interpolation.
Fiir jede in der Tafel 1 nicht vorhandene vierziffrige Ziffernfolge gibt es (in Tafel 1)
zwei benachbarte dreiziflrige Ziffernfolgen.
¥ In Abbildung 2.1. ist als Beispiel 3516
5465 (zwischen 351 und 352) gewiihlt. Die
[ Strecke zwischen 351 und 352 ist in 10
7 o12) gleiche Teile geteilt, so daB jedem Teil-
5453 L strich eine an 351 angehingte vierte Ziffer n
(n=0,1, ..., 9) zugeordnet ist. Die zu
den beiden dreiziffrigen Ziffernfolgen ge-
hérenden Mantissen 0,5453 und 0,5465 un-
terscheiden sich um einen bestimmten

3510 i 3520 X Mantissenzuwachs 4 m (hier A m = 0,0012).
T Wird zwischen den beiden dreiziffrigen
0 Abb. 2.1, Ziffernfolgen ein linearer Mantissenzu-
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wachs angenommen, so lifit sich der zur vierten Ziffer n der ZifTernfolge gehorende
Mantissenzuwachs A m’ leicht berechnen. Nach dem Strahlensatz gilt:
Am':Am =n:10
) Am =dnn
und im Beispiel der Abbildung 2.1. (n = 6)

Am' =200 — 0,00072 ~ 0,0007.

Nunist A m = 0,0007 zu 0,5453 zu addieren, um die der Ziffernfolge 3516 zugeordnete
Mantisse m = 0,5460 zu erhalten.

Das Rechnen mit Dezimalbriichen bei der linearen Interpolation liBt sich vermeiden,
wenn man die in der Tafel ohne 0, geschriebenen Mantissen als ganze Zahlen auffaBt
und dann statt mit 4 m bzw. 4 m' mit der Tafeldifferenz D = 10000 - A m = 12 baw.
mit d = 10000 - 4 m’ rechnet. Man erhilt dann aus (4)

G) d=2"
und im Beispiel der Abbildung 2.1. also

d=2"5_12~7.

Die fiir d erhaltene gerundete ganze Zahl ist dann zu der als ganze Zahl aufgefaBten
Mantisse 5453 zu addieren.

. Beispiel 16:

Es ist 1g 65,08 zu bestimmen.
Ig 65,1 =1,8136
1g 65,0 = 1.,8129

-+ d = 6
1g 65,08 — 1,815

Soll umgekehrt zu einer gegebenen vierstelligen Mantisse eine Ziffernfolge mit vier
geltenden Ziffern bestimmt werden, so sind D und d bekannt, und (5) muB nach n
aufgelost werden.

6 n»n=11

Es ist dann n diejenige Ziffer 0, 1, ..., 9, die an die dreiziffrige Ziffernfolge, die zu
der nichst kleineren Mantisse gehort, anzuhingen ist.

Beispiel 17:

Die Ziffernfolge zu der Mantisse 1020 ist zu ermitteln.

Die Mantisse 1020 liegt zwischen den Mantissen 1004 und 1038. Die zugeord-
neten Ziffernfolgen sind 126 und 127.

Wegen D = 34 und d = 1020 — 1004 = 16 gilt n = 2% ~ 1.7~ 5,

Die erhaltene Ziffer ~ ist an die Ziffernfolge 126 anzuhingen;

also:

Der Mantisse 1020 ist die Ziffernfolge 126° zugeordnet.



Probe: 1g 48,6 = 1,6866 D=9;n=4
4
1g 48,64 = 1,6870
Aufgaben
6. a) lg 11 b) Ig 37 c) Ig 66
7. a) Ig 3,3 b) Ig 5.4 ¢) Ig 8,5
8. a) Ig 550 b) Ig 7100 ¢) g 41 000
e) Ig 0,28 f) Ig 0,0041 ) Ig 0,0003
9. a) Ig 72.3 b) Ig 0,584 ¢) Ig 0,00321
e) Ig 1,28 f) Ig 0,302 ) lg 538 000
i) 1g 0,32 k) lg 2,03 1) Ig 54,4
n) Ig 13,4 0) lg 0,000437 p) Ig 1,25
r) Ig 0,00432 ) lg 8,94 t) Ig 0,208
v) Ig 0,0000707 w) Ig 80 000 x) Ig 0,0000000045
y) lg 0,000372  z) Ig 821
10. a) Ig 3,579 b) Ig 821,3 ¢) Ig 50 340

1

=
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Probe: Zur Ziffernfolge 126 gehort die Mantisse 1004.

D=34;n=5;d=17

Damit gehort zur Ziffernfolge 1265 die Mantisse 1004 4 17 = 1021.
Die Abweichung bei der Probe um + 1 in der letzten Stelle der Mantisse ist
auf Grund der Rundung und der Linearitit der Interpolation an einer nicht-

geraden Kurve unvermeidlich.
Beispiel 18:

Es ist x in Ig x = 1,6870 zu berechnen.

Man findet zuniichst fiir die niichst kleinere Mantisse 0,6886 die Ziffernfolge 486.

Wegen D =9 undd =4 gilt n = ~

e) lg 0,5723
h) Ig 0,07543

f) Ig 0,0004807
i) 1g 0,01528

g) Iz 0,002038

1) Ig 28,28 m) Ig 310,4 n) lg 5003 000
o) Ig 0,03050  p) lg 27 450 q) g 1018

£) 1g10030  s) lg 190 500 t) Ig 20 830 000
u) Ig 001407  v) Ig 0,0001013  w) lg 30,71

x) Ig 0,002704 y) lg 0,1099 z) Ig 5038

Bei welchen der v henden Aufgal

fiir alle Aufgaben die Mantisse vierstellig!

Ermitteln Sie x aus den folgenden Gleichungen!
a) Ig x = 0,1523 b) Ig x = 2,7810

) Ig x = 1,9031 f) Ig x = 0,9004

i) lg x = 09415-1 k) lg x = 0,03019
n) lg x = 046546 o) lg x = 0,5092—2
r) Ig x = 8,6385 s) lg x = 54871

v) lg x = 7.9294 w) lg x = 0,4425-10

k) lg 0,0000001037

¢) Ig x = 0,8785-1
g) lg x =3,7372

1) Ig x = 4,6730

p) lg x = 0,3324-5
1) Ig x = 0,021601
x) lg x = 1,1553

1. Also erhilt man x = 48,64.

d~4
d) Ig 89 e) Ig 100
d) 1g 0.25 e) 1g 0,10

d) Ig 28 000 000
h) Ig 0,000000028

d) g 321 000
h) Ig 34.8
m) Ig 7,59

q g 37,7

u) Ig 0,0517

d) Ig 20,02

braucht man nicht zu interpolieren ? Schreiben Sie

d) Ig x = 0,0453-3
h) Ig x — 0,8261—4
m) lg x = 2,9818
q) lg x = 0,4900
u) lg x = 0,6964—3
y) lg x = 0,0792—4

Bei welchen Aufgaben erhalten Sie vierzifirige Ziffernfolgen, bei welchen vierstellige Zahlen ?



12. Ermitteln Sie (ohne Interpolation) x aus den folgenden Gleichungen!
a) Ig x = 3,4305 b) lg x = 0,5360 ¢) Ig x = 0,8930—3
e) g x = 1,5619 f) Ig x = 5.6005 g) Ig x = 2,3170

13. Ermitteln Sie x als vierziffrige Zahl aus den folgenden Gleichungen!
a) lgx—=08145-2 b) lgx = 2,7524 ¢) Ig x = 0,6991—5
e) Ig x = 1,0249 1) Ig x = 4,6000 g) lg x = 0,9120-1
i) lg x = 0,6563 k) lgx = 0,6489—2 1) lg x = 3,1630
n) lgx = 401368 o) lgx = 0,3680—4  p) lg x = 0,2570-2
£) lgx=00162-1 s)lgx=01137—11 1) Igx = 3,0141
v) lg x = 0,0900—4  w) lg x = 4,3691 x) Ig x = 10,6500
Bei welchen Aufgaben brauchen Sie nicht zu interpolieren ?

d) Ig x = 0,0090—4
h) lg x = 0,5031—2

d) Ig x = 0,5125
h) Ig x = 0,5085-3
m) Ig x = 5,0410
q) lg x = 1,2730
u) Ig x = 2,2399
y) lg x = 0,1580

14. Warum ist die lineare Interpolation in Tafel 1 grundsitzlich ungenau ?
Hinweis: Vergleichen Sie das Bild der Funktion y = Ig x mit der Abbildung 2.1.!

15. Ermitteln Sie durch Interpolieren in den folgenden Aufgaben x als fiinfziffrige Zahl!
a) Igx = 1,00050  b) lg x = 0,01299 ¢) Ig x = 0,03400—2
) lg x = 0,03609-1 e) lg x = 2,02301 f) Ig x = 0,04089—3

2.3. Das Rechnen mit Logarithmen
Aufgaben zur Wiederholung

identischen Gleict in Worte!

1. a) Fassen Sie den Inhalt der folgend

m
am-an = gntny £ — gm-n, (amyn = am-n
n
a

b) Wie heilen die v hend
¢) Fiir welche Zahlen a, m und n sind die vorstchcnden Potenzgesctze erkliirt ?

drei Beziel ?

d) Welche andere Schreibweise konnen Sie fiir a ™ bzw. am™ (n, m ganzzahlig) verwenden ?

L

Schreiben Sie die folgenden Produkte, Quotienten und Potenzen von Potenzen als einen
Potenz- bzw. Wurzelausdruck!

a) 135138 b) 195.1971% ¢) § L e al-at 1) ';—: 8 Gy
-’K
_3 . an 5 I
et ey W D mIee m)Ey o @y p ol
3. Berechnen Sie x aus folgenden Gleichungen!

a) lgx=Ig4+1g25
c) lgx =lg 80 —lg 20
e) lgx=1g51—Ig12
g) lgx=3-1gl2

i) log, x =4 - log, 4
1) log, x = 10 - log,~

+-1g125

n) lgx=

b) log, x = log, 8 + log, 128
d) log, x = log, 32 —log, 16
f) lg x =1g 15— 1g 450

h) lgx=5"-1g3

k) Igx = 3 -1g 0,01

m) lgx:%—-lgz

5827

o) lgx=

Welche Beziehungen konnen Sie jeweils zwischen dem gesuchten Numerus x und den gegebe-
nen Numeri bzw. zwischen dem gesuchten Numerus x und dem n-fachen des gegebenen

Numerus feststellen ?
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Logarithmengesetze

Die groBe Bedeutung der Logarithmen besteht in ihrer Verwendung als Rechenhilfs-
mittel. Produkte und Quotienten von rationalen Zahlen sowie Potenzen mit ratio-
nalen Exponenten lassen sich unter Verwendung der Logarithmen leicht berechnen.

Der Logarithmus eines Produktes

Fiir die drei identischen Gleichungen

lg 2 = 0,3010
lg 5 = 0,6990
1g 10 = 1,0000

gilt die folgende GesetzmiBigkeit :

Der Numerus in der dritten Gleichung ist gleich dem Produkt der Numeri der beiden
vorhergehenden (10 = 2 - 5).

Der Logarithmus in der dritten Gleichung ist gleich der Summe der beiden vorher-
gehenden Logarithmen (1,0000 = 0,3010 + 0,6990).

Benutzt man fiir die obigen drei Gleichungen die Potenzschreibweise, so gilt fiir das
Produkt

2+ 5 = 100.3010. 10,6990 — 00,3010 4 0,6990 — ] (1
Allgemein: Wenn
(7)  logae, = by, also a' = ¢,
und
(8) logac, = b also a' = c,,
so ist
9 ¢ c;=ab-ab:=a" "t

und in logarithmischer Schreibweise
(10) loga (¢; - ¢5) = b, by

wofiir man wegen (7) bzw. (8)

(A1) log, (¢, ¢) = loga ¢, + loga s

schreiben kann.

Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der Summe der Logarithmen der Faktoren des
Produktes.
(Die gleiche Basis dieser L

wird

8 )
Beispiel 1:
Wie grof ist das Volumen eines Prismas, dessen Grundfliche 4 = 59.4 cm?
und dessen Hohe h = 11,3 cm betrigt?
Gegeben: 4 = 59,4 cm?; h = 11,3 em. Gesucht: V (in cm?),
V=A-h
V =594-11,3 cm?
Uberschlag: V ~ 60 - 10 cm® = 600 cm?
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Die logarithmische Rechnung wird nur mit den MaBzahlen durchgefiihrt.
1g 59,4 = 1,7738
+1g 11,3 = 1,0531
lg (59,4 - 11,3) = 2,8269
IgV = 2,8269
V =671 cm?
Ergebnis: Das Volumen betrigt 671 cm?.

Die in (11) fiir den Logarithmus eines Produktes formulierte GesetzmaBigkeit gilt
auch fiir mehr als zwei Faktoren, und zwar fiir endlich viele. Fiir i Faktoren folgt

also:

(11a)loga (¢, * €5+ - .. =€) = loga¢; + logacy + ... log, ¢i,

Weisen Sie die Giiltigkeit von (11 a) fiir ein Produkt aus drei Faktoren nach, und
erliutern Sie den Nachweis fiir vier Faktoren!

- Beispiel 2:
Welche Masse hat ein Quader aus Eichenholz (¢ = 0,75 g - cm~?%) mit den Kan-
tenlingen @ = 13,2 cm, b = 4,5 cm und ¢ = 11,3 ecm?
m=V-po=a-b-c-p
m=132-45-11,3-0,75 g

Uberschlag: m ~ 10-5-10-1g =500 ¢g
Logarithmische Rechnung:
Ig13,2 =1,1206
+1g 4,5 =0,6532
+1g 11,3 = 1,0531
+1g 0,75 = 0,8751 —1
lgm = 3,7020 — 1
Ig m = 2,7020
Ergebnis: Der Eichenholzquader hat eine Masse von 504 g.

Der Logarithmus eines Quotienten

Da die Division die Umkehrung der Multiplikation und die Subtraktion die Um-
kehrung der Addition ist, kénnen wir vermuten:

(12) log, (:—‘) = loga ¢; — log, ¢5.

Beweis:
Aus log, ¢; = by, also a’s = ¢, und log, ¢, = 1., also a": = ¢,
b
CTU S
folgt T L

Dafiir kann man
(13) loga () = b, — by
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bzw. wegen b; = log, ¢, und b, = log, ¢,
(a4

schreiben. Das stimmt mit der Vermutung (12) iiberein.

log, ¢, —log, ¢,

Der L ith eines Quoti ist gleich der Diffe der L ith von Dividend
und Divisor des Quotienten.
(Die gleiche Basis dieser Logarith wird )

. Beispiel 3:

Die Pro-Kopf-Produktion an Rohbraunkohle in der Deutschen Demokratischen
Republik fiir das Jahr 1960 ist zu berechnen. Die Jahresproduktion an Roh-
braunkohle lag 1960 bei 225.5 - 10° t. Die Bevélkerung betrug im gleichen Jahr
etwa 17,24 - 108 Menschen.

. Jabresproduktion _ 2255 - 108
Pro-Kopf-Produktion = = T 1w

t je Einwohner.

Bevolkerung

Uberschlag:

Logarithmische Rechnung:
Ig 225 500 000 = 8,3532
—lg 17240 000 = 7,2365
Ig x = 1,1167
x = 13,08
Ergebnis: Die Pro-Kopf-Produktion an Rohbraunkohle betrug in der Deut-
schen Demokratischen Republik im Jahre 1960 rund 13,1 t.

. Beispiel 4:

27

Der Quotient g = 7 ist auf logarithmischem Wege zu berechnen.
y 21 .2 1
Uberschlag: =35 N5 =1=01
a) Bei Benutzung von b) Bei Benutzung von
Logarithmen zur Basis 3 Logarithmen zur Basis 10
2 -1
log; 27 =3 (denn 3% = 27) 1g27 = 14314
— log, 243 = 5 (denn 3% = 243) —1g 243 = 2,3856
21 27 -
logam — Ig T = 0,0458 —1
loggq = lgqg =0,0458—1
g =
qg = q =0,111

Fiir 1g 27 = 1,4314 wurde 2,4314 — 1 ge-
schrieben, um bei der Subtraktion ein Er-
gebnis zu erhalten, das unmittelbar in der
Tafel aufgesucht werden kann.



Der Logarithmus einer Potenz mit rationalem Exponenten

Eine Potenz mit positiven ganzen Exponenten liBt sich als Produkt gleicher Faktoren
darstellen:

(15) gi=cre-cc ... €
i Faktoren ¢
Wegen (11) gilt dann
(16) loga (¢) =loga(c-c- ... ¢) =logac +logsc + ... 4 logsec = i-log, ¢

i Faktoren i Summanden logg ¢

Diese GesetzmiBigkeit gilt aber aicht nur fiir positive ganzzahlige, sondern auch fiir
rationale Exponenten.

Fiir

(17) x =loga (c) n rational; a > 0
folgt aus der Definition des Logarithmus
(18) a*=¢c".

Lost man (18) nach ¢ auf, so erhilt man

19) ¢ =Ya* =an.
Das ist gleichbedeutend mit der Schreibweise
(20) logse==.

Auflésung nach x liefert dann
(21) x=n-log,c.

Daraus folgt wegen (17)

(22) loga(¢") = n - log, ¢ (n rational, a > 0).

Der Logarithmus einer Potenz ¢" (n rational; ¢ > 0) ist gleich dem n-fachen des Logarith-
mus der Potenzbasis c.
Da n in (22) rational ist, ergeben sich folgende Sonderfille:
a) Fiir n positiv ganzzahlig stimmt (22) mit (16) tiberein.
b) Fiir n = % mit m positiv ganzzahlig gilt demnach
1\

[ Suds m
(23) log, (,c "‘) = log, ‘ Je ) = ']" log, e

. Driicken Sie die Gleichung (23) in Worten aus!

¢) Firn = —Z— (p» q positiv, ganzzahlig) gilt demnach

(P -
(24) log, (,r?’) = luga( i'rl’} = % log, c.

. Driicken Sie die Gleichung (24) in Worten aus!
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Die Benutzung von negativen n in (22) ist beim logarithmischen Rechnen nicht
iiblich. Um negative n zu vermeiden, rechnet man in solchen Fillen mit der Basis,
die zur gegebenen reziprok ist.

28

Beispiel 5:
Wie groB ist das Volumen eines Wiirfels mit 28,5 mm Kantenlinge?
V=a3
= (28,5 mm)?
Uberschlag: V ~ (30 mm)? = 27000 mm?® = 27 ¢cm?®
Logarithmische Rechnung:
Ig 28,53 = 1,4548 - 3
Ig V = 4.3644

V = 23100 mm? .

Ergebnis: Das Volumen des Wiirfels betrigt 23,1 cm3.

Fiihren Sie die Berechnung des Wiirfels aus Beispiel 5 unter Benutzung der
Mapeinheit Dezimeter durch!

Beispiel 6:
Welche Kantenlinge hat ein Wiirfel mit dem Volumen 0,100 dm3?
a=yV

a = i’(ﬁm dm

vberschlag: a~ VO,ITdm = 0,5dm

Logarithmische Rechnung:

Ig 0,15 = (0,0000— 1) -
Ig 0,15 = (2,0000 — 3) -

Um ganzzahlige Kennzahlen zu behalten, wurde
vor der Multiplikation 1g 0,1 = 0,0000 — | in
2,0000 — 3 umgeformt.

ol |

Iga = 0,6667— 1
a = 0,464 dm

Ergebnis: Die Kantenlinge des Wiirfels betrigt 4,64 cm.
Beispiel 7:

8= )’m ist logarithmisch zu berechnen.
Uberschlug }/W | 10:);“000 l m = Tlorir’l2,5 A

Logarithmische Rechnung:
1g 0,05182 = 0,7145 — 2 Beachten Sie die Umformung des

132 = 0,2

sl=

lg x = (0,7145 — 2) - _} Logarithmus, damit die Kennzahl
Ig x = (3,7145 — 5) - 0.6 bei der Multiplikation mit 0,6 ganz-
W zahlig bleibt !
lgx = 0,2287— 1

x = 0,169



Logarithmengesetze und Potenzgesetze

Die Logarithmengesetze (11), (14) und (22) besagen, daB der Logarithmus zur Basis b

a) eines Produktes (Multiplikation) durch Addieren der Logarithmen der Faktoren
[vel. (11)];

b) eines Quotienten (Division) durch Subtrahieren der Logarithmen von Dividend
und Divisor [vgl. (16)] und

c) einer Potenz mit rationalen Exponenten (Potenzieren) durch Multiplizieren des
Logarithmus der Potenzbasis mit dem rationalen Exponenten [vgl. (22)]

erhalten wird.

Die gleichen GesetzmiBigkeiten hatten wir auch beim Rechnen mit Potenzen, also

bei den Pot tzen ken lernt. Durch das Rechnen mit Logarithmen wird

ebenso wie beim Rechnen mit Potenzen eine Rechenoperation der

3. Stufe (Potenzieren) auf eine Rechenoperation der 2. Stufe (Multiplizieren) und
der

2. Stufe (Multiplizieren, Dividieren) auf eine Rechenoperation der 1. Stufe
(Addieren, Subtrahieren)

zuriickgefithrt. Darauf beruhen die durch die Logarithmen- bzw. Potenzgesetze er-
zielten Vereinfachungen.

Beziehungen zwischen Logarithmen verschiedener Basen

Die Logarithmengesetze ermoglichen auch bei gegeb Logarithmus einer Zahl zu
einer festen Basis die Bestimmung des Logarithmus derselben Zahl zu einer anderen

festen Basis. Ist etwa
(25) logac=1b

gegeben und

(26) logac =«

gesucht, so gilt wegen (25) a® = ¢ und (26) a* = ¢

27) a*=a®

oder in logarithmischer Schreibweise bei Verwendung der Basis a
(28) log, (a*) = log, (a").

Wegen (22) folgt daraus

(29) x-logsa="b-log,a

und wegen log, @ = 1 und (25) b = log, ¢ nach Division durch log, a:

logge

Togaa

(30) x =

Wegen (26) folgt dann:
logg e

(31) logac =75
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. Beispiel 8:

x = log; 343 ist mit Hilfe der dekadischen Logarithmen zu berechnen.
¢c=343; a=10; a =17

log, 343 = _'§Ig_3;—3_ Nebenrechnung :
log, 343 — 25353 2,5353:0,8451 = 3,00
087 = st 2.5353

0

Uberschlag: ? =3

Ergebnis: log; 343 = 3

Probe: 7% = 343
Da die dekadischen Logarithmen aller Zahlen mit Hilfe der Tafel 1 ermittelt werden
konnen, erméglicht (31) die Berechnung des Logarithmus jeder positiven reellen
Zahl zu jeder beliebigen positiven Basis @ (@ == 1). Weil a hierbei stets 10 ist, wird
(31) in der Form
(32) logzec = Tl:%
benutzt.
Wird dagegen in der Gleichung
(33) b =logzx
der zugeordnete Numerus x gesucht, so erhilt man mittels der Potenzschreibweise
(34) x=a"
und mit Hilfe des Logarithmengesetzes (22) unter Benutzung von dekadischen
Logarithmen

35) lgx=0b-lga.

. Beispiel 9:

Es ist x in log, + = 5,280 zu bestimmen.

1

x — 925:200
Uberschlag: x ~ 25 = 32
Logarithmische Rechnung:
1g 25280 = 0,3010 - 5,280

1,5050
06020
024080
lgx = 1,5893
x = 38,85

. Fiihren Sie die Probe mit Hilfe von (32) selbst durch!

Aufgaben

4. Wie lauten die Logarithmengesetze (11), (14), (22) und dessen Sonderfille (23) und (24) fiir
dekadische Logarithmen ?
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5. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Produkte!
a) 3,81-17,8 b) 0,51 -23 ) 1,024 - 872 d) 0,0257 - 3410
e) 0,702 - 0,0578 f) 631-70800 g) 0,1304 - 5,288 h) 854,3-0,2871
Hinweis: Bestimmen Sie die vierte Ziffer im Produkt nur dann, wenn auch die Faktoren
vierziffrig gegeben sind!

6. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Produkte!

a) 5,28 - 7.41-9.99 b) 4,07-0,00273 - 181 ¢) 755602 - 830

d) 0,00265 - 0,341 - 0,0827 e) 5,28-0,0101 - 9,72 ) 631-0,00047 - 8,15

g) 39.,42-5,783 - 210.8 h) 7777-0,9093 - 0,002002 i) 0,8311-0,01074 - 0,08718
k) 23.,7-0,0875 - 1,05 - 0,543 1) 0,00732- 0,518 - 5,57 - 98,2

m) 124 -5,38 - 0,0277 - 0,741 - 0,000318 n) 312- 0,525 - 0,842 - 0,00717 - 15,2

Beachten Sie den Hinweis zu Aufgabe 5!

7. Vervollstindigen Sie folgende Gleichungen!

a)lg...=lg5+1g22 b) lg 777 =Igld + g ...
c) log; ... = logy 17 + log, 10 d) log, 5000 = log, ... + log, 25
e) log; 126 = log; 9 + log, ... 1) logys, 121 = logyg, ... + logyy, 11
—1g6+lg5+lg4 h) lg720 = Ig5 + g ... +1g 9
i) lg =lga+Igh k) lgm=Ig% +1g ...
l)lg...=lg'."7+lg"'? m) log, ... =log, r + log, 2r
8. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Quotienten!
a) 53100: 72.3 b) 72,3: 501 ) 2,38: 0,476
d) 0,842:83,2 e) 0,575: 0,241 i) 0,608: 0,879
5,87 72,4 o 82200 0,00708
8) s . b) Go5s03 Y ooz k) ~5m
0,0418 0,000387 0,00271 0,0572
D m) ) 01 ©) Gao00508
p) 720,8:155,4 q) 10,01:1,010 r) 50080 2,701
s) 0,2718: 44,44 t) 0,005072:1,099 u) 38,05:0,07052
v) 0,0719: 821 w) 21,84:0,0005433
9. Vervollstiindi Sie folgende Gleichungen!
a) lg ... = 1g 2000 —Ig 25 b) lgl44 =1g ... —1g5
) lgl3 =Ig26—1g... d)lgm:lg...—lg%'—
e) log; 2 = log; 20000 — log; ... 1) log, log, ...—log, z*
g) log; ... = log; 781 —log; 11 h) log, ... =log,4m—log, 2 m
10. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Potenzen!
a) 15,27 b) 0,518° c) 10294 d) 1,053
e) 0,0255 i) 0.0208¢ g) 0,999° h) 0,0007083
i) 32,48° k) 10720® 1) 95,0810 m) 78,03°
n) 103,45 0) 0,1023¢ p) 0,002073
11. Vervollstindigen Sie folgende Gleichungen!
a)lg...=3-1gb b) 1g3125 = ... 1g5
c) log; 3125 =5-log; ... d) log; 135 = 5-log, ...
e) log,, 243 = ... -logy; 3 1) log, . 12 - log, s
glg...=2-1g17 h)lga=z-1g...

i)lga*=...1ga
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12. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Wurzeln!

a)j5; b)yTilE o) |T ) 138 €) 10,246 1) 8714 g) §0,0207
h) j0.0351 i) y1000 k) 0,0281 1) {25800000 m) j0,0000417 n) {914 o) 1829000
p) {35070 q) y0,02905 r) 001012 s)}0.005107 1) 10,2008
13. Vervollstindigen Sie folgende Gleichungen!
a)lgd=1-lg... b) log, ... = + - log, 625
¢) log;2 = ... -log, 128 d)lg... =1 1g243
€) logg 10 = ... - log, 10000 lg...=1 lga
®lg...=1lg17 h) log, 11 =} -log, ...
14. Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Ausdriicke!
a) 13,72 b) 02417 ) 3,337 d) |0,05427 ) 1440°
f) 1440° g) 853000 h) 0,275° i) JO00518% k) 17,04F
1) 154,3% m) §0.0003042* n) §8531 o) 38,2 p) 10,5073
15. Mit jeweils drei Neunen lassen sich die folgenden Potenzen schreiben.
a) 999 b) 9°¢ ) (9% a) 90
Ordnen Sie die Potenzen der Grifle nach!
Bestimmen Sie nach Méglichkeit die ersten drei Ziffern ihres Potenzwertes!
16. Berechnen Sie mit Hilfe der dekadischen Logarithmen!
a) log; 8 b) log, 0.3 ¢) logy, 0,0213
d) log, 138 e) log, 0,1296 f) log, 10,24
g) log,; 3810 h) log, 0,0027 i) log o5 0,0625
k) log o3 38.4 1) log, 999 m) log, 17700
n) log; 520,8 o) log; 0,371 p) logg 28,3
q) log, 0,0132 r) log, 15 s) log, 2,2
t) log, 0,477
17. Berechnen Sie x in den folgenden Gleichungen!
a) log; x = 0,83 b) log; x = 0,0051 ¢) log,, x =—0,25
d) logy x = 1,77 e) logy, x 7 ) logg x = — 1,85

g) log, x = 13,2 h) log,, x = 7,82 i) logosx =4

2.4. Weitere logarithmische
Rechenhilfsmittel

Aufgaben zur Wiederholung

1.

a) Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = Ig x fiir 0 < x = 12!

b) Projizieren Sie die Bildpunkte fiir alle hli; x des Intervalls 0 < x < 12 auf die
y-Achse!

¢) Kennzeichnen Sie die so auf der y-Achse erhaltenen Punkte mit den zugeordneten Numeri
1 bis 12!

d) Welchen Abstand haben die Punkte 1 bis 12 vom Koordi prung (ausgedriickt in

Einheiten der Abszissenachse)?



2. a) Wie konnen Sie aus dem Bild der Funktion y = lg x aus Aufgabe 1a das Bild der Funk-
tion y = log, x erhalten? Konstruieren Sie das Bild von y = log, x im gleichen Koordi-
natensystem!

b) Verfahren Sie entsprechend den Aufgaben 1b und !
¢) Welchen Abstand haben die erhaltenen Punkte vom Koordinatenursprung (ausgedriickt
in Einheiten der Abszissenachse)?

3. a) Wie heiBen die Hauptteile eines Rechenstabes?
b) Welche Rechenoperationen kénnen auf dem Reck ab durchgefiihrt, welche R
operationen konnen nicht durchgefiihrt werden ?
¢) Beschreiben Sie, wie auf dem Rechenstab eine Multiplikation von zwei und von mehr als
zwei Zahlen durchgefiihrt wird! .
d) Beschreiben Sie, wie auf dem Rechenstab eine Division von zwei Zahlen durchgefiihrt wird!
e) Erliutern Sie die Skaleneinteilung Ihres Rechenstabes!

1

4. Berechnen Sie mit dem Rechenstab!

a) 14 Y405 Y400 ; 14000 ; y0.4: y0,04; 0,004
b) y0,081; J0.81; 181 )81
o) 18; j80; /800 ; {80005 180000 000 ;
10.85 j008;  j0,008;  j0,0008; 0,000 0008
d) :iEZ; im; f/m, im; },m,
V6ds jo.68;  jo.064;  }0,000006 4
e) }‘m, i3 30 5 1m; im; ?m,

33, j3as;  J0343;  jo.003 43
Erliutern Sie die auftretenden GesetzmiBigkeiten!

5. Welche Logarithmengesetze kennen Sie ? Erliutern Sie ihren Inhalt!

6. a) Welche Liingen-, Flichen- und VolumenmaBeinheiten kennen Sie ?
b) Rechnen Sie selbstgewiihlte Lingen-, Flichen- und Volumenmalle in andere Lingen-,
Flichen- und Volumenmafle um!

Logarithmische Leitern und Netze

In Abbildung 2.2. sind auf einer 1 dm langen Strecke die Mantissen aller ganzen
Zahlen zwischen 1 und 10 in Dezimeter vom Anfangspunkt aus abgetragen und
mit den zugeordneten Numeri bezeichnet worden. Eine auf solche Weise unterteilte
Strecke ist eine logarithmische Leitereinheit. Threm Anfangspunkt ist der Nume-
rus 1 [lg 1 = 0,0000], ihrem Endpunkt der Numerus 10 [lg 10 = 1,0000] zugeordnet.

Abb.22. 1 2 3 4 § 6 7 8 310

Triigt man eine logarithmische Leitereinheit in einem beliebigen, aber gleichbleiben-
den MaBstab auf einer Geraden mehrfach nebeneinander ab, so entsteht eine log-
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arithmische Leiter, bei der jeder der gleich groBen Leitereinheiten die Zahlen zwischen
zwei benachbarten Zehnerpotenzen zugeordnet sind. Die Abbildung 2.3. stellt eine
solche logarithmische Leiter dar. Als Linge fiir die logarithmische Leitereinheit
wurden 2 cm gewihlt.

0 0’ 0° 0' 0 U
001 a1 1 0 70 000  avb. 23,

Im Gegensatz zu einer linear (metrisch) geteilten Leiter sind die Strecken zwischen
zwei benachbarten ganzen Zahlen nicht gleich groB, sondern werden mit groBer
werdenden Zahlen immer kleiner. Deshalb wird bei der Feineinteilung einer logarith-
mischen Leitereinheit von dem bei metrischen Leitern iiblichen Prinzip der gleich-
miBigen dezimalen Unterteilung abgegangen. Da beispielsweise in Abbildung 2.2.
der Abstand zwischen 2 und 3 wesentlich gréBer ist als zwischen 8 und 9, wird die
logarithmische Leiter zwischen 2 und 3 feiner unterteilt als zwischen 8 und 9.
Zeichnet man ein Achsenkreuz und unterteilt eine Achse logarithmisch, die andere
dagegen linear, so erhilt man ein einfach logarithmisches Netz (Abb. 2.4.).

S

LD = N &y o N & o

Abb. 2.4, Abb. 2.5,

Ersetzt man die lineare Leiter ebenfalls durch eine logarithmische Leiter, so entsteht
ein (doppelt) logarithmisches Netz (Abb. 2.5.). Solche Logarithmenpapiere finden in
vielen Bereichen unserer Volkswirtschaft vielfiltige Verwendung.

Im Gegensatz zum Millimeterpapier besteht die Einteilung bei den Logarithmen-
papieren im allgemeinen nicht mehr aus Quadraten, sondern aus Rechtecken, die
bestimmten GesetzmiBigkeiten unterliegen. Die logarithmischen Papiere kann man
zu graphischen Darstellungen und zum ,,graphischen Rechnen‘* verwenden.

Die Abbildung 2.6. stellt die Exponentialfunktion

(36) y =10

im einfachen logarithmischen Netz dar. Als Abszissenachse wurde eine lineare und
als Ordinatenachse eine logarithmische Leiter benutzt. Auf diese Weise wird jedem
x-Wert der Wert y = Ig 10* = x zugeordnet. Fiir die metrische Einheit und fiir die

34



logarithmische Einheit wurden jeweils gleich lange Strecken gewihlt. Sind die
Leitern in diesem Verhiltnis geteilt, so sind alle Bildpunkte der Funktion y = 10*
jeweils von der x-Achse und der y-Achse gleich weit entfernt. Es ergibt sich als
Bild der Funktion y = 10* in diesem Koordinatensystem eine durch den Ursprung
gehende und unter 45° ansteigende Gerade.

o~ Abb. 2.6.
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In dem in Abbildung 2.6. benutzten Koordinatensystem sind aber auch die Bilder
derjenigen Exponentialfunktionen y = a* Geraden, deren Basen a == 10 (a > 0)
sind. Durch Aufstellen einer Wertetabelle, etwa fiir

y =2
und durch Eintragen der Bildpunkte fiir alle ganzzahligen Werte von x kann man
das leicht bestitigen.
Auch die zur Exponentialfunktion inverse logarithmische Funktion ergibt als Bild
in einem einfach logarithmisch geteilten Netz eine Gerade, wenn man die lineare
Leiter als Ordinatenachse und die logarithmische Leiter als Abszissenachse benutzt
(Abb. 2.7.), weil fiir jede der gleich groflen logarithmischen Leitereinheiten der
Ordinatenwert um 1 zunimmt.
Der Vorteil der Verwendung einfach geteilter logarithmischer Netze fiir die graphische
Darstellung der Exponentialfunktion y = a* (a > 0, a == 1) und der logarithmischen
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Funktion y = log, x (a > 0, a & 1)
liegt in derschnellen Zeichenméglich-
keit ihrer Bilder als Geraden. AuBer-
dem wird ein wesentlich groBerer
Teilbereich des gesamten Definitions-
bereiches bzw. Wertevorrates als bei
linearer Achsenteilung auf derselben
Fliche darstellbar. Andererseits be-
steht aber auch die Moglichkeit, einen
sehr kleinen Teilbereich in starker
VergroBerung sehr schnell darzustel-
len und so sehr genaue Ablesungen
vornehmen zu kénnen.

} Ein einfaches Anwendungsbeispiel
=112 geigt die Abbildung 2.8. Thr liegt fol-
10 x gender Sachverhalt zugrunde:
ARST2T Unsere volkseigenen Sparkassen ge-
wiihren bekanntlich auf jedes Sparguthaben Zinsen, und zwar bei tiglicher Kiindi-
gung 3 %, bei dreimonatiger Kiindigungsfrist 31/, %, und bei einjiahriger Kiindigungs-
frist 49, jihrlich. Bringt man ein Sparguthaben s, zur Sparkasse, so ist s, bei 49,
Verzinsung und bei keiner weiteren Einzahlung oder Abhebung (auch nichtder Zinsen )

nach 1 Jahr auf s = s, + 0,04 - 5y = 55+ 1,04,
nach 2 Jahren auf (sp* 1,04) - 1,04 = s, - 1042,
nach 3 Jahren auf 5, = (s, 1,042) - 1,04 = s, 1,047,

(37a) nach n Jahren auf s, = (so - 1,04"~1) - 1,04 = s, 1,01"

angewachsen.

Fiir 3,59, gilt entsprechend fiir das Sparguthaben nach n Jahren

(37b) s, = 8o 1,035,

und fiir 3 %, erhilt man nach n Jahren

(37¢) s, =35~ 1,03"

Die Gleichungen (37a), (37b) und (37¢) sind Exponentialfunktionen, ihre Bilder sind

also in einem Koordinatensystem mit einfach logarithmisch geteiltem Netz (n-Achse
linear, s,-Achse logarithmisch geteilt) Geraden.

Aus sp = 8+ 1,04" baw. s, = s, 1,035" bzw. s, = 1,03"
folgen wegen der logarithmisch geteilten s,-Achse die Geradengleichungen
Ig s, =1g s, + n-1g 1,04 baw.
lg s, =lgs, 4+ n-1g 1,035 bzw.
Igs, =lgsy,+n-1g1,03.
Mit Hilfe der Punktpaare (0; sy) und (n; s,) [z. B. (1; s,)] lassen sich die Geraden
schnell zeichnen. Die Abbildung 2.8. zeigt diese drei Geraden fiir s, = 10 MDN. Fiir
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Abb. 2.8,

alle anderen Werte von s, tritt lediglich eine Schiebung der Geraden des betreffenden
Zinssatzes in den neuen Ausgangspunkt s, auf.

Zeichnet man die Geraden auf eine durchsichtige Schablone mit markierter Gerade
vom Anstieg Null, so 1Bt sich mit Hilfe dieser Schablone fiir jede eingetragene
Zeit n der zu jedem s, gehorende Wert s,, aber auch zu jedem Wert s, und zu jedem
so die Zeit n und schlieBlich auch zu jedem Wert s, und zu jeder eingetragenen
Zeit n der Wert s, mit fiir Ubersichten ausreichender Genauigkeit ermitteln. In Ab-
bildung 2.8. ist fiir jeden Fall ein Beispiel eingetragen worden.

Die Darstellung in Abbildung 2.8. heifit ein Nomogramm!, und das Verfahren, das
Rechnen durch Ablesen der gesuchten Werte aus einem Nomogramm zu ersetzen,
heiBt Nomographie. In fast allen Bereichen unserer Volkswirtschaft findet es in
zunehmendem MaBle Anwendung.

Aufgaben

7. a) Zeichnen Sie eine logarithmische Leiter in einem beliebigen MaBstab und parallel zu dieser
eine zweite logarithmische Leiter in einem halb so groBen MaBstab, deren Anfangspunkt
genau senkrecht iiber dem Anfangspunkt der ersten liegt!

b) Welche Beziehungen bestehen dann zwischen den genau senkrecht iibereinanderliegenden
Zahlen auf beiden Leitern ?
8. Bestimmen Sie aus Abbildung 2.8.
a) s,, wenns, = 12MDN, n = 1,2, ..., 15 Jahre und der Zinssatz p = 39,
b) s,, wenns, = 17MDN,n=1,2, ..., 15 Jahre und p = 3.5%,
€) sy, wenn s,y = 22,20 MDN (n = 10 Jahre) und p = 49,
d) sy, wenn s; = 80 MDN (n = 5 Jahre) und p = 39,
e) n, wenn s, = 75 MDN, s, = 102,65 MDN und p = 49,
) n, wenns, = 10 MDN, s, = 11,86 MDN und p = 3,59,
betrigt!
3 vopuog (griech.), das Verteilte; yooupuc (griech.), Verzeichnis
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