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A. Fehlerrechnung und Niherungslosungen

I. Fehlerrechnung

In den Naturwissenschaften und in der Technik haben wir es mit GroBen zu tun,
die z. B. als Lingen, Massen, Krifte oder Zeiten gemessen werden oder die aus
solchen Messungen berechnet sind. Die berechneten GréSen sind dann Funktionen
der unmittelbar gemessenen Grofen.

Die Erfahrung hat gezeigt, daB bei wiederholten Messungen des gleichen Gegen-
standes die Ergebnisse der Einzelmessungen voneinander abweichen, auch wenn
alle Messungen mit der gleichen Sorgfalt, mit dem gleichen Instrument und unter
moglichst gleichen Voraussetzungen durchgefiihrt wurden. Wollen wir also eine
GroBe, die gemessen werden muB, bestimmen, so miissen wir die Gesamtheit aller
Einzelmessungen erfassen und mathematisch auswerten.

Im Lehrbuch der Physik fiir das 9. Schuljahr ist schon eine Einfiihrung in die
MeBkunde gegeben worden. Auf den Seiten 11 bis 13 ist dabei die Entstehung
von MeBfehlern und ihre Beriicksichtigung besprochen worden. Die Untersuchungen
beschrinken sich dort auf die Grundlagen, die bei der Auswertung physikalischer
Experimente unbedingt gebraucht werden. Auch im Lehrbuch der Mathematik
fiir das 11. Schuljahr ist auf den Seiten 47 bis 49 ein einzelnes Problem behandelt
worden. Wir miissen nun untersuchen, welchen EinfluB die Fehler der Ausgangs-
werte auf die Ergebnisse von Berechnungen haben.

1. Grundlegende Begriffe

Die zu messende GroBe, z. B. eine Kraft, eine Liinge, eine Zeit, bezeichnet man
als MeBgriBe.

Der Gegenstand, an dem die Messung ausgefiihrt wird, heiBt der McBgegenstand
oder. das MeBobjekt.

Den Wert, den die Messung ergibt, bezeichnen wir als MeBwert. Die Differenz
zwischen dem MeBwert und dem richtigen Wert ist der Fehler.

Welchen Wert wir als den richtigen Wert bezeichnen, werden wir im Abschnitt 2
feststellen. Der Fehler ist positiv, wenn der MeBwert groBer als der richtige
Wert ist, und negativ, wenn der MeBwert kleiner als der richtige Wert ist.

Fehler sind entweder systematischer oder zufilliger Natur.

Zu den systematischen Fehlern gehdren Fehler der benutzten MeBgerite und
die Fehler, die ihren Grund in meBbaren Umwelteinfliissen haben. MeBbare
1*



4 Fehlerrechnung

Umwelteinfliisse sind z. B. Anderungen der Temperatur, der Luftfeuchtigkeit und
des Luftdruckes. Sie haben eine bestimmte GréBe und ein bestimmtes Vor-
zeichen. Systematische Fehler lassen sich im allgemeinen mathematisch erfassen
und bei jeder Einzelmessung korrigieren.

Auch nach Ausschaltung der systematischen Fehler treten trotz sorgfiltigster
Messung und Verwendung von Prézisionsinstrumenten noch Fehler auf, die bei
wiederholten Messungen nach GroSe und Vorzeichen schwanken. Diese Fehler
bezeichnen wir als zufiillige Fehler. Sie lassen sich durch Berichtigungen nicht
ausschalten. Wir werden uns in den folgenden Abschnitten nur mit den zufilligen
Fehlern beschiftigen.

2. Mittelwert und durchschnittlicher Fehler

Da wir wissen, daB jeder MeBwert mit Ungenauigkeiten behaftet ist, verlassen wir
uns grundsitzlich nicht auf ein e Messung, sondern wir bestimmen MeBgréBen durch
einen Satz von Messungen unter moglichst gleichen Voraussetzungen. Die Zahl der
Messungen ist von der geforderten Genauigkeit abhiingig. So werden bei der
Landesvermessung und beim Feldmessen Winkelmessungen mindestens in drei
Sitzen zu je zwei Messungen, unter Umstiinden sogar in zwdélf Sitzen, und Lingen-
messungen je dreimal in zwei Richtungen durchgefiihrt. Aus diesen MeBwerten
wird das arithmetische Mittel bestimmt. Den auf diese Weise ermittelten Wert
kann man als einen besseren Wert fiir die wirkliche Gro8e des MeBobjektes an-
sehen als den durch eine Messung bestimmten Wert. Da wir die wirkliche GroBe
des MeBobjektes nicht kennen, wollen wir ihn als den ,,richtigen* Wert annehmen.

Beispiel 1:
Bei einem Streckenzug von P, nach P, werden in je 3 Messungen mit Theodolit
und MecBlatte von P, aus die Entfernungen 235,73 m, 235,69 m, 235,76 m, und von

P, aus die Entfernungen 235,68 m, 235,77 m, 235,71 m gemessen.
Der Mittelwert, das arithmetische Mittel, ist dann

= % (235,73 + 235,69 + 235,76 + 235,68 + 235,77 + 235,71) m = 235,723 m.

Bezeichnen wir die Anzahl der Messungen mit n, die einzelnen MeBwerte mit
Z), Ty, Tg, ..., Ta, 50 ist das arithmetische Mittel Z gegeben durch

= 1
a:=;(ml+wﬂ+:t“+---+m”) )

oder unter Verwendung des Summenzeichens durch

F=123u,. )

r=1
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Die unmittelbare Anwendung der Formel (1) fithrt, vor allem wenn die Zahl der
Messungen groB wird, zu groBen Zahlen. Wir vereinfachen die Rechnung, indem wir
von einem angenéherten Mittelwert Z,, der abgeschitzt wird, die Abweichungen
bestimmen und mit dem Mittelwert der Abweichungen das arithmetische Mittel Z
berechnen. Dabei wahlt man %, so, daB sich méglichst einfache Zahlen ergeben. Es
ist dann

T =Tt o+ [(21— Fa) + (53— Fo) + -+ (20— 2]

oder
=%, += > (@,-F,). @
"=l

Die Berechnung fiihren wir stets in einem Rechenschema durch.

Beispiel 2:

Mit einer FeinmeBschraube (Trommelteilung 1}y mm) wird der Durchmesser
eines Werkstiickes siebenmal gemessen.

Messung Nr. 1 2 3 ' 4

(3
o
<

MeBgroBe in mm 12,357 | 12,348 | 12,363 | 12,341 | 12,360 12,352 | 12,368

Es ist der Mittelwert zu bestimmen.

Messung MeBwert z, Angenitherter (2, —Z,)
Nr. in mm Mittelwert Z, inpu
|
1 12,357 i + 7
2 12,348 -2
3 12,363 + 13
4 12,341 12,350 -9
5 12,360 + 10
6 12,352 + 2
7 12,368 + 18
Summen +5 —11
= +39
- 1 39
7= (12,350 + 1 - o) mm
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Es geniigt nun nicht, die GréBe eines MeBobjektes nur durch den Mittelwert aller
Einzelmessungen anzugeben. Wir haben ihn zwar als den ,richtigen’ Wert be-
zeichnet. Er kann aber noch einen Fehler enthalten. Die Angabe der GroBe nur
durch den Mittelwert wiirde eine Genauigkeit vortduschen, die nicht vorhanden ist.
Wir bestimmen deshalb den durchsehnittlichen Fehler Az, das heiBt das arithme-
tische Mittel aus den Absolutbetrigen der Abweichungen vom Mittelwert. Den
durchschnittlichen Fehler bezeichnen wir auch als absoluten Fehler. Er gibt an,
wie grofl die mégliche Abweichung der wirklichen GroBe des MeBgegenstandes von
dem Mittelwert ist. Dabei muB beachtet werden, daB A% positiv oder negativ sein
kann. Die GroBe des MeBgegenstandes ist dann

=T+ Ax. (3)

Durch Z+ AZ ist ein Intervall bestimmt, von dem wir annehmen, daB in ihm
der wirkliche Wert der MeBgroBe liegt.

In Beispiel 2 betriigt der durchschnittliche Fehler
Az = j;% (1,41 7,64+ 7,4+ 146+ 4,4+ 36+ 12,4) u= +£7,3 .

Die GroBe des Werkstiickes muB also mit.z = (12,3556 4 0,0073) mm angegeben
werden.

3. Der relative Fehler

Sind nur dieabsoluten Fehler der GroBen verschiedener Mefgegenstinde gegeben,
so liBlt sich die Genauigkeit der GréBenangaben sehr schwer vergleichen. Einen
Vergleich erméglicht das Verhiltnis zwischen dem absoluten Fehler und dem
Mittelwert der Einzelmessungen (zwischen dem durchschnittlichen Fehler und
dem als richtig geltenden Wert). Wir bezeichnen dieses Verhiltnis als den relativen
Fehler. Es ist

AT

d=—
T

. (4)

Der relative Fehler betriigt in Beispiel 2

4% _ 0,0073mm _
5= T5.3556mm = 0,00059.

In der Praxis gibt man hiiufig den relativen Fehler auch in Prozenten an. Der
prozentuale Fehler ist

4% 1009, ®)

z

d% =

In Beispiel 2 ist der prozentuale Fehler 0,059 %.
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Aufgaben

1. Mit einer Schieblehre wird ein Werkstiick fiinfmal gemessen. Dabei ergeben sich die fol-
genden MeBwerte: 150,73; 150,84; 150,75; 150,64; 150,78 mm.

Es sind der Mittelwert und der durchschnittliche Fehler zu bestimmen.

2. Ein Winkel wird bei einer Vermessung durch sechs M besti Es b
sich die folgenden Werte: 77° 48’ 43”7, 77° 49’ 08", 77° 42' 00", 77° 49 38",
77° 48’ 82", 77° 49’ 54",

Es sind der Mittelwert und der durchschnittliche Fehler zu bestimmen.

8. Eine Strecke wird mit einem MeBband dreimal gemessen. Dabei werden die folgenden
Liingen festgestellt: 15,87; 15,72; 15,94 m.

Die mittlere Linge und der mittlere Fehler sind zu bestimmen.

4. Die relativen Fehler sind zu bestimmen
a) in Aufgabe 1, b) in Aufgabe 2, ¢) in Aufgabe 3.

5. Eine gerade Eisenbahnschiene mit einer Sollinge von 32 m wird mit MeBlatten und einem
GliedermaBstab fiinfmal gemessen. Es ergeben sich dabei die folgenden MeBwerte: 31,93;
+32,15; 32,07; 31,98; 31,91 m.
Der Mittelwert, der absolute und der relative durchschnittliche Fehler der MeBwerte sowie
die Abweichung von der Sollinge sind zu bestimmen.

6. Ein volkseigener Betrieb gewahrleistet fir Priif; hi zur. Unt: hung von Stahl,
Eisen und anderen Metallen auf Festigkeit die folgende G it:

1. im ersten Zehntel des MeBberelches auf 1 Tellungsmtervall
2. dariiber auf +19, des Sollwertes.
Fiir jede Priifmaschine wird vom Werkabnehmer ein Abnahmeprotokoll iiber die Anzeige-

genauigkeit mit 30 Messungen in Sitzen zu je drei Messungen angefertigt. Einem solchen
= Protokoll sind die folgenden Werte entnommen :

Istwert Istwert Istwert N Abweichung in %

Sollwert 2 kp als Einheit Mittelwert des Sollwertes
245,7 246 245 245 245,3 —0,15
478,3 479 479 479 479,0 +0,15
716,7 717 718 718
958 959 958 958

1192,7 1192 1193 1193

1435 1439 1438 1439

1670 1670 1670 1671

1910 1910 1910 1910

2152 2153 2152 2154

2387 2390 2390 2390

Berech Sie a) die fehlenden Mittelwerte,
b) die relativen Abweichungen der Mittelwerte vom zugehorigen Sollwert
auf 2 Dezimalen genau,
¢) den durchschnittlichen relativen Fehler!
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7. Ein anderes Abnahmeprotokoll enthilt die folgenden Werte :

Istwert Istwert Istwert N Abweichung in Y !
ittel °
Sollwert 6 kp als Einheit Mittelwert | ™ geg Sollwertes
479 479 479 479
958,7 959 958 959
1443,3 1443 1444 1444
1931,7 1937 1936 1936
2421 2423 2423 2423
2902 2907 2909 2908
3392 3395 3394 3395
3878 3880 3880 3880
4380 4380 4380 4380
4850 4858 4858 4859

Berechnen Sie a) die Mittelwerte in den einzelnen Zcilen,
b) die relativen Abweichungen der Mittelwerte vom Sollwert auf 2 Dezi-
malen genau,
¢) den durchschnittlichen relativen Fehler!

8. Die Dichte einer Fliissigkeit wurde zehnmal nach der gleichen Methode bestimmt. Es
ergaben sich die folgenden Werte: 0,9345; 0,9348; 0,9352; 0,9347; 0,9347; 0,9348;
0,9348; 0,9348; 0,9350; 0,9346 g/em®.

Bestimmen Sie den Mittelwert und den durchschnittlichen Fehler]

4. Der Fehler eines Rechenergebnisses

In der praktischen Mathematik wird, da MeBwerte stets ‘Fehler aufweisen,
immer nur mit soviel geltenden Ziffern wie notwendig gerechnet. Dazu ist erforder-
lich, daB die Genauigkeit des MeBwertes in irgendeiner Weise gekennzeichnet
wird und daB entbehrliche Stellen gerundet werden.

a) Rundungs- und Kiirzungsregeln
Die Rundungs- und Kiirzungsregeln von Zahlen enthilt das Normblatt DIN 1333.

1. Rundungsregeln

Die Rundungsregeln beziehen sich auf Zahlen, die in dezimaler Form gegeben
sind und die an einer bestimmten Stelle abgebrochen werden sollen.

Abrunden heiBt, daB die letzte Stelle, die noch angegeben werden soll, unver-
&ndert bleibt. Es wird abgerundet, wenn eine 0, 1, 2, 3 oder 4 folgt.

Beispiel: 8,2134~ 8,213~ 821~ 8,2~ 8.

Aufrunden heiBt, daB die letzte Stelle, die noch angegeben werden soll, um 1
erhoht wird. Es wird aufgerundet, wenn eine 6, 7, 8 oder 9 folgt.

Beispiel: 3,4579~ 3,458~ 3,46~ 3,5.
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Ist bekannt, daB eine 5 durch Rundung entstanden ist, so wird aufgerundet,
wenn die 5 durch Abrundung entstanden ist; ist sie aber durch Aufrunden ent-
standen, so wird abgerundet.

Beispiele: 6,1852~ 6,185~ 6,19
6,3146~ 6,315~ 6,31.

In allen anderen Fillen wird eine 5 in der letzten Stelle so gerundet, daB die
letzte gewiinschte Ziffer eine gerade Zahl ist.

Beispiele: - =0,0625~ 0,062

& ol

=375~ 3,8.

2. Kiirzungsregeln

In der Bruchrechnung verstehen wir unter Kiirzen des Bruches die Division des
Zihlers und des Nenners durch die gleiche Zahl, also eine Forminderung des
Bruches, bei der sein Wert nicht geindert wird. In der Fehlerrechnung hat der
Begriff Kiirzung einer Zahl einc andere Bedeutung. Alle GréBen, mit denen man
in der Fehlerrechnung arbeitet, sind Ergebnisse von Messungen, die mit Fehlern
behaftet sind. Um nicht eine Genauigkeit vorzutéuschen, die gar nicht vor-
handen ist, gibt man bei Berechnungen die Ausgangswerte nur so genau an, daB
die Unsicherheit in der letzten Stelle liegt; alle folgenden Stellen werden unter
Beriicksichtigung der Rundungsregeln gestrichen. Damit die GroBe der Unsicherheit
erkennbar ist, bestehen fiir die Schreibweise gekiirzter Werte besondere Regeln.

1. Ist die Unsicherheit in der letzten Stelle hochstens + 0,5, so wird die
Ziifer in gewdhnlichem Schriftgrad gedruckt oder geschrieben.

2, Ist die Unsicherheit in der letzten angegebenen Stelle groBer als + 0,5,
so werden die unsicheren Ziffern in Indexstellung oder in kleinerem Schrift-
grad angegeben. Steht die letzte in gewdhnlichem Schriftgrad anzugebende
Ziffer in der Stelle der Zehner oder davor, so spaltet man Zehnerpotenzen ab.

Beispiel:
Die Masse eines Elektrons ist mit 9,15, - 10-2 g anzugeben, da die Unsicherheit
0,007 - 10-% g betrigt.

In besonderen Fillen kennzeichnet man jedoch die Unsicherheit durch einen
Zahlenwert (z. B. bei Toleranzen).

Beispiel: 3,726 mm + 0,018 mm = 3,726 mm 4 18 4= (3,726 + 0,018) mm
= 3,726 mm - (1 & 0,005)= 3,726 mm - (1 + 0,5%).
Bei einer oberflichlichen Betrachtung scheinen Rundung und Kiirzung mit-

einander iibereinzustimmen. Der Unterschied zwischen beiden Begriffen ist aber
an den folgenden Beispielen leicht zu erkennen.
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Die Zahl # kann auf eine beliebige Anzahl von Stellen genau berechnet werden.
Fiir praktische Rechnungen verwendet man, je nach der geforderten Genauigkeit,
nur eine bestimmte Anzahl von Stellen, z. B. 3,14 oder 3,1416. Diese Werte sind
auf 2 bzw. 4 Stellen hinter dem Komma gerundet.

Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist ¢= (2,99790 + 0,00006) - 10%° cm - 571,
Fiir praktische Berechnungen geniigt es aber, dic Lichtgeschwindigkeit gekiirzt
mit 2,997, - 10° cm - s~ anzugeben. Hiufig wird dieser Wert dann noch auf
3-10% cm - s7! gerundet.

Das Plancksche Wirkungsquantum wurde zu k= (6,6234 + 0,0011) - 10-%7erg - 8
gemessen. Dieser Wert kann auf 6,62, - 10-% erg - s gekiirzt werden.

Beim Kiirzen wird also ein angegebener Fehler nicht beriicksichtigt.

b) Der Fehler einer Funktion

Im Lehrbuch der Mathematik fiir das 11. Schuljahr (S.47 bis49) hatten wir den
Fehler berechnet, der sich fiir den Rauminhalt eines Wiirfels ergibt, wenn die
Kantenlinge des Wiirfels mit einem bestimmten Fehler behaftet ist. Diesen Ge-
dankengang greifen wir auf, um ihn zu verallgemeinern.

Es sei die Funktion y= f(x) gegeben, wobei z eine MeBgré8e mit dem Fehler
Az ist. Der Funktionswert y besitzt dann einen Fehler 4y. Es gilt

y+Ay={(z+472).
Durch Subtraktion von y= f(x) erhalten wir den Fehler der Funktion
Ay=f(z+ 4z)— f(2).
Durch Erweitern der rechten Seite dieser Gleichung mit 4 z erhalten wir

dy= f= + A:l—f(x) Az,

Ist Az hinreichend klein, so kann man den Differenzenquotienten durch den
Differentialquotienten ersetzen, und es ergibt sich

Ay ~ f'(x) - Az, (8)
Der relative Fehler ist, wie auch schon gezeigt wurde,

ay @ .
v~ T® Az, (6)
Beispiel :

Ein Winkel ist mit ¢ = 67,37° + 0,05° gemessen. Wie gro8 ist der Fehler von
sin a?
’ y = sin (67,37 + 0,05)°

Ay~ cos 67,37° - da
~0,3848 - (£ 0,0008727) ~ +0,00034.
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Bei der numerischen Rechnung ist ¢ in das Bogenma8 umzuwandeln. Der Wert
sin 67,37°= 0,9230 besitzt also den Fehler +0,00034. Hiervon kann man sich
unmittelbar iiberzeugen, wenn man die beiden Werte sin 67,32° und sin 67,42°
der Funktionstafel entnimmt.

Der relative Fehler betriigt

0,00034

4y _
=+ 0,9230

< = 40,0004, das heiBt +0,04%.

¢) Der Fehler einer Summe
Eine Summe sei bestimmt durch die Gleichung
Y=0a,+ay+ a3+ -+ aGa,

wobei die Summanden a,, a,, ---, @, MeBgréBen mit den Fehlern Aa,, 4a,, -+, da,
seien. Die Addition fiihrt auf einen Wert y, der den Fehler 4y besitzt. Da wir
nicht wissen, welche der Fehler Aa, positiv und welche negativ sind, konnen wir
nichts dariiber aussagen, ob der Fehler eines Summanden den des Ergebnisses
vergroBert oder verkleinert, und auch nichts dariiber, welchen EinfluB ein Sub-
trahend mit seinem Fehler hat; wir kénnen nur feststellen, welchen Wert die
Summe unter Beriicksichtigung der méglichen Einzelfehler hochstens besitzt.
Es ist
y+Ady=a,+ da;+a,+ da,+ -+ a, + da,.

Durch Subtraktion von y=a;+ a,+ a3+ -+ + a, erhalten wir
Ay=Ada,+ da,+ da;+ ---+ da,.

Einige Glieder konnen in dieser Summe negativ sein, sie kénnen also den Wert
des Fehlers verkleinern. Da wir jedoch den groBtméglichen (maximalen) Fehler
bestimmen wollen, miissen wir zu den Absolutbetrigen iibergehen. Wir erhalten
also zunichst

[4y] = |day|+[Aap|+ [dag + -+ | day|.

Der groBtmogliche (m.a,ximale) Fehler ist daher
|dy| = |4a,| +|da,| +|das| + -+ + |da,]. U]

Der Wert des groBten miglichen Fehlers einer Summe ist gleich der Summe
aus den Absolutbetriigen der miglichen Fehler aller Summanden.

Dividieren wir den absoluten Fehler der Summe durch deren Wert, so erhalten
wir den relativen Fehler. Dabei sind jedoch zwei Fille zu unterscheiden.

Besteht die Summe nur aus positiven Gliedern, so gibt der relative Fehler einen
zuverlassigen Einblick in die GroBe des Fehlers.

Besitzt die Summe negative Glieder und ist ihr Gesamtbetrag klein gegeniiber
den einzelnen Gliedern, so kann der relative Fehler aulergewohnlich groBe Werte
annehmen.
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Beispiel 1:

Zwei Strecken sind mit (62,4 + 0,5) mm und mit (10,7 + 0,5) mm gemessen. Wie
groB ist der relative Fehler der Differenz?

Es ist
6, — a,=51,7mm und |4da,|+ |4a,)=1mm,
4y _ 1mm
v = E5trmm — 0019,

das heiBit, der relative Fehler betragt =+ 1,9%.

Beispiel 2:

Zwei Strecken sind mit (15,7 + 0,5) mm und mit (14,5 + 0,5) mm gemessen.
Welchen relativen Fehler besitzt die Differenz?

Es ist
6, —a,=12mm und |de,|+ |da|=1mm,
dy _ |, 1mm _
v *Toom = +0,83,

das heif3t, der relative Fehler betrigt + 83%.

d) Der Fehler eines Produktes

Es sei y=u - v das Produkt aus den MeBwerten » und » mit den voneinander
unabhiingigen MeBfehlern Au und 4v. Infolgedessen ist das Ergebnis fehlerhaft.
Es gilt

y+dy=(u+ du) (v+ 4v).
Hieraus ergibt sich
y+dy=w-v+v-dutu-Av+ 4u-Ado
und damit nach Subtraktion von y=u-v
Ay=v-Au+u-Av+ Adu - Av.

Wir wollen wieder den maximalen Fehler bestimmen und gehen deshalb zu den
Absolutbetriigen iiber (vgl. Abschnitt ¢). Damit erhalten wir

|[dy|<|v-du|+|u - dv|+|du - dv|.
Der maximale Fehler ist daher
|dy|=v- du|+|u - dv|+|dv - Au|.

In vielen Fillen ist das Produkt |4u - Av| so klein, daB es gegen die iibrigen
Glieder der Summe vernachlissigt werden kann. In den Aufgaben zu diesem Ab-
schnitt ist dies stets der Fall. Wir setzen deshalb

|dy| = |v- du| + |u - 4v|. (8)
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Bei jedem praktischen Arbeiten muB jedoch die GréBenordnung des Produktes
|du - Av| abgeschitzt werden.

Dividieren wir die Formel (8) durch |y|=|u-v|, 8o ergibt sich der relative
Fehler zu

dy| _|4u Adv
-1 5 ®)
Der Betrag des relativen Fehlers eines Produktes y=u, - u, - # - ... - %, dessen

Faktoren u,, u,, U, ..., %s die Fehler Au,, du,, du,, ..., 4 u. haben betragt

4y A Au, a4
[ = e e ] -+
y I

(8)

Diese Formel 1a8t sich rekursiv aus der Formel (8’) herleiten, wenn man jeweils
zwei Faktoren zusammenfaft.

Der relative Fehler eines Produktes ist gleich der Summe aus den relativen
Fehlern der Faktoren.

e) Der Fehler eines Quotienten

Gegeben sei der Quotient y= % zweier MeBwerte » und v, die mit den Fehlern
Aw und Av behaftet sind.

Dann ist
u+ Adu
y+dy= v+ dv ’
Es folgt
Ay= u+du _ u
T v+ dv v
oder

Ay= v-du—u-dv
Y= St dv)

Nun interessiert uns nur der maximale Fehler 4 y. Deshalb untersuchen wir, unter
welchen Bedingungen der Bruch einen maximalen Wert annimmt.

Werden bei einem Bruch Zihler und Nenner unabhéngig voneinander verindert,
80 kann man iiber die Wertinderung des Bruches keine Aussage machen, wenn
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Zahler und Nenner entweder beide vergroBert oder beide verkleinert werden. Wird
dagegen der Zihler vergroBert und der Nenner verkleinert, so wird der Wert des
Bruches sicher vergroBert. Deshalb setzen wir beim Ubergang zu den Absolut-
betriigen im Zihler das Pluszeichen und im Nenner das Minuszeichen. Damit er-
halten wir fiir den maximalen Fehler

_ v duj+|u-dy)
1491 = Srer=1ae -

Ziehen wir |v| im Nenner vor die Klammer, so erhalten wir
_ |v-du| +|u-dv|
lAyI - N ( A )
v (l1—
v
IAyI=|v-Au|+|u'Av|. 1

)

Ist [Av| klein gegen |v|, so unterscheidet sich der Ausdruck 1—4
1—

oder

av
v

o] wenig
v

von 1. Wir kénnen ihn entsprechend den Betrachtungen bei der Herleitung des

Fehlers eines Produktes vernachléssigen. Der maximale Fehler ist also

v-du|+|u-dv
|dy| = L2 dultln dol, ©

Nach Division durch |y|= l%] erhalten wir

dy| _ |v-dul+|u-dy|
vl s ul
LI g

I

lo-du| + |u-dv|
[ L od asl LA B
[w- ]

dy| _ |4u 4v ,
AR AL @

Der relative Fehler eines Quotienten ist gleich der Summe aus den rela-
tiven Fehlern des Divisors und des Dividenden.
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f) Anwendung in der Trigonometrie

In einem rechtwinkligen Dreieck seien die Hypotenuse ¢ mit dem MeBfehler 4¢
und der Winkel ¢ mit dem MeBfehler A¢ bekannt. Es ist der Fehler der
Kathete a zu bestimmen, wenn ¢= (25,00 4 0,05) cm und ¢ = (30 + 0,2)° sind.

Da a=c-sing ist, errechnen wir den Fehler fiir a unter Verwendung der
Formel (8)

|dy|=v- du|+|u- Av|.
Wir setzen u=c¢ und v=sina. Dann ist Adu= Adc. Fiir Av erhalten wir nach

Formel (6)
Avw~ cosa - da.

Fiir Aa ergibt sich dann
|da|=|sing - dc|+|c-cosa - dal.
Fiir den relativen Fehler erhalten wir

|4
a

dc
c

cosa- da
sina

¢
c

+|ctge - da.

Bei der numerischen Berechnung ist zu beachten, daB ¢ in das BogenmaB umzu.
rechnen ist.

Es ergibt sich
da 0,05 -
<=1+ |1,732 - 0,00349| = |0,002| + |0,0060]
da
= = £0,0080.

Der relative Fehler betriigt also +0,80%,.

Enthiilt eine Funktion mechrere unabhiingige Veriinderliche, so bestimman
wir nach der Formel (6) die Fehler der einzelnen Veriinderlichen und setzen
den absoluten Fehler unter Verwendung der Formeln (7), (8) bzw. (9) zu-
sammen.

Soll der relative Fehler bestimmt werden, so dividieren wir beide S«iten
des absoluten Fehlers durch die gegebene Funktion, wobei wir soweit wie
miglich vereinfachen.

Den Fehler von Winkelfunktionen beziehen wir auf das Bogenma.
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Aufgaben

Es gind, wenn in der Aufgabe nichts and gegeben ist, die absoluten und die relativen
Fehler zu berechnen.

1. Die Seite eines Quadrates ist @ = (52,52 + 0,05) mm. Berechnen Sie die Fliche und ihren
Fehler!

2. Der Durchmesser eines Kreises ist mit d = 13,43 cm, 13,37 cm, 13,39 cm gemessen. WiegroBist
8) der mittlere Durchmesser, b) der MeBfehler, ¢) der Inhalt und dessen Fehler ?

8. Die Seiten eines Dreiecks werden mit Hilfe eines Stechzirkels auf einem Transversal-MaBstab
bestimmt. Dabei findet man die Werte @ = 7,35 cm, b = 5,27 cm, ¢ = 8,64 cm. Die MeBwerte
der Seiten sind mit + 0,1 mm unsicher. Wie gro8 ist der Fehler des Umfanges ?

4. In einem Gleichstromkreis wurde die Spannung mit U = (36,53 + 0,005) Volt und die
Stromstiirke mit I = (0,056 + 0,0005) Ampere gemessen. Der Widerstand des Stromkreises
ist zu bestimmen.

8. Die Seiten eines Rechtecks sind mit 81,5 mm und 57,5 mm gemessen. Der Fehler jeder Linge
betrage + 0,2 mm. Wie gro8 sind der absolute und der relative Fehler des Flicheninhaltes?

8. Die Grundseite eines Dreiecks wurde mit 4,57 cm und die zugehérige Hohe mit 3,14 cm be.
stimmt. Der Fehler der MeBwerte betrage je + 0,2 mm. Wie groB sind der absolute und der
relative Fehler des Flicheninhaltes ?

7. An einem Trapez werden die Grundlinien mit @ = 7,45 cm und b = 5,79 cm und die Héhe
mit A = 4,25 cm gemessen. Der MeBfehler sei + 0,5 mm. Wie groB ist der Fehler des Flichen-
inhaltes?

8. Bei einem Literma8 aus Aluminium sind der Durchmesser und die Hohe je dreimal gemessen
worden. Es ergaben sich die folgenden Meflwerte:
d - 8,55 cm, 8,57 ¢cm, 8,56 cm und h = 17,43 cm, 17,36 cm, 17,35 cm.
Bestimmen Sie a) die Mittelwerte von d und A, b) die durchschnittlichen Fehler, ¢) das’
Volumen und dessen Fehler, d) den Fehler des Volumens gegeniiber dem Sollwert!
Uberlegen Sie, wieviel Stellen von z verwendet werden miissen, damit durch dessen Néahe-
rungswert der Fehler des Ergebni nur unw tlich beeinflult wird!

9. Beim A eines Zieg sind auf je zwei gegeniiberliegenden Flachen die
folgenden Mafe in cm festgestellt worden:

a b °
25,35 12,00 6,58
25,32 12,10 6,70
25,28 12,05 6,62
25,48 11,92 6,72
25,40 12,20 6,63

25,28 12,12 6,78
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Bestimmen Sie a) die Mittelwerte der Kantenlingen,
b) den durchschnittlichen Fehler der Messungen,
¢) den absoluten und den relativen Fehler des Rauminhaltes,

d) die Abweichung des Volumens vom Sollwert (Kantenlingen 25 cm,
12 cm und 6,5 cm)!

10. Bei einem Blatt DIN A 4 sind durch je drei Messungen die folgenden Werte ermittelt
worden:

a = 210,3 mm, 209,8 mm, 211,1 mm und b = 296,5 mm, 296,4 mm, 296,3 mm.

Bestimmen Sie a) die Mittelwerte der Seiten und deren Fehler,
b) die durchschnittlichen Fehler gegeniiber dem SollmaB,
¢) die Fliche und deren Fehler,
d) den Fehler gegeniiber der Sollfliche!

11. Esist im rechtwinkligen Dreieck b = ¢ - cos @. Bestimmen Sie den absoluten und den rela-
tiven Fehler der Seite b! Es sei ¢ = 203,72 m + 0,05 m, a= 37,37° + 0,05°,

12. Es ist im rechtwinkligen Dreieck tga = —%-. Besti Sie den absoluten und den

relativen Fehler von a! Es sei @ = 25,73 m + 0,05 m, b = 18,57 m + 0,05 m.

18. Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist F = abs# . Bestimmen Sie den Fehler, wenn
a = 20,00 cm + 0,02 cm, b= 10,00 cm % 0,02 cm, ¥ = 30° + 0,2° ist!
b ;ilslm_a . Bestimmen Sie den Fehler von a, wenn
b= 10,00 cm + 0,02 cm, @ = 55° + 0,2°, B = 65° + 0,2° ist!

14. Nach dem Sinussatz ist a =

16. Die Masse eines kleinen Quecksilbertropfens soll in einem Uhrglas mit einer analytischen
Waage bestimmt werden. Man erhielt die folgenden Mittelwerte:

Masse des Uhrglases ohne Hg (6102,37 + 0,05) mg
Masse des Uhrglases mit Hg (6109,21 + 0,05) mg.

Wie groB sind die Masse des Quecksilbertropfens und der relative Fehler der Wigung ?

18. Die Kapazitit eines Plattenkondensators soll berechnet werden. Die Fliche der Platten
wurde mit F' = (105,7 + 0,13) cm? und der Abstand der Platten mit(0,1 + 0,01) cm bestimmt.

Coulomb
I . . - L 10-14
Dic Dielektrizitatskonstante st &, = 8,859 - 10 VoIt em"

17. Die Kapazitat eines Kugelkondensators betrigt C = 47m¢, 1}: _’ .
Als Mittclwerte der Messungen ergabensich: B = (5,27 + 0,01) cm und r = (5,012 + 0,002) om,
Es ist der relative Fehler der Kapazitit zu bestimmen.

2 100913-2)
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II. Néherungslosungen
5. Praktische Berechnung erforderlicher Funktionswerte

In den Betrachtungen, die wir im folgenden durchfiihren werden, ist es hiufig
notwendig, Funktionswerte f(x) von ganzen rationalen Funktionen zu berechnen.
Diese Berechnung wird mitunter bereits dann umstindlich, wenn f(x) dritten
Grades ist. Wir entwickeln daher ein Schema, das die Berechnung mit Hilfe des
Rechenstabes gestattet. Dazu gehen wir von der Funktion dritten Grades

T)= a3 2%+ a,2* + a,z + q
3 2 o

(mit a3 0) als Beispiel aus. Wir ziehen den Faktor z vor die Klammer und er-
halten damit

(@)= [a32* + a, 2+ a;] 2+ a,.
Durch weitere Abtrennung des Faktors z ergibt sich
H2)=[(@3z+ a,) 2+ a,] 2+ a,.

Diese Gleichung erméglicht es uns, den Funktionswert f(z) in aufeinander-
folgenden Stufen zu berechnen:

. Den Koeffizienten ay multiplizieren wir mit z.

. Zum Produkt addieren wir den Koeffizienten a,.
. Die Summe multiplizieren wir mit z.

. Zu diesem Produkt addieren wir a,.

. Diese Summe multiplizieren wir mit z.

. Zum Produkt addieren wir a,.

[ = TR R

Diesen Rechengang stellen wir in dem folgenden Schema dar:

a; [ a, a,
1 ayx 2. ayx + 0,
3. (ayx +ay)x 4.(ayx +a,)x+ay
S.[tayx+a,)r+a]x 6.[(ayx + ay)x +a;]x+a,

Verkiirzt schreiben wir das Schema folgendermaBen:

a a, a, a,

a1 lﬂg'l‘";/‘ [{aju +a‘,|}x¢a,/x
1

a5 a;5+a; (932 +0y)x+0y [(az1+a,)x+a,)x+a,
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Entsprechend kann dieses Schema fiir ganze rationale Funktionen n-ten Grades
aufgestellt werden. Es heiBt Hornersches Schema.

Beispiel:

Es soll f(z)=2,523— 3,122+ 1,52+ 0,8 fiir x= 1,5 berechnet werden. Wir
schreiben die Koeffizienten der Funktion in eine Zeile hintereinander:

25 =31 15 0,8.

Nun multiplizieren wir 2,5'mit z=1,5. Wir erhalten 3,75 und addieren diesen
Wert zu —3,1. Das Ergebnis 0,65 multiplizieren wir wieder mit z=1,5. Das
Produkt fassen wir mit dem nichsten Koeffizienten 1,5 zusammen usw. Es ergibt
sich dann im Schema:

2,5 3,
3

f(1,5) = 4,5.

Im Rechenstab stellen wir 1,5 fest ein und lesen simtliche Produkte ab, ohne die
Zunge zu verstellen.

Sind in der Funktion ein oder mehrere Koeffizienten gleich Null, so werden die
Koeffizienten 0 in der ersten Zeile mitgeschrieben.

Beispiel:
Es ist f(2)= 52— 22*— 5z fiir z = 2 zu berechnen.

f(2)=52A+0-23— 22— 52 +0

5 0o -2 -5 0
10 20 36 62

5 10 18 31 62 #(2)= 62.

6. Das Sekantenniherungsverfahren

Gegeben sei eine Funktion y= f(x). Es soll eine Nullstelle dieser Funktion
bestimmt werden.

Zunichst untersuchen wir, ob die Funktion iiberhaupt eine Nullstelle hat. Dazu
stellen wir eine Wertetafel auf; an dieser priifen wir, ob mindestens zwei Funktions-
werte vorhanden sind, die entgegengesetzte Vorzeichen haben. Existieren zwei
solche Funktionswerte f(x;) und f(x,), so muBl noch festgestellt werden, ob die
Funktion im Intervall von z, bis z, stetig ist. Wenn das der Fall ist, so hat sie in
diesem Intervall mindestens eine Nullstelle z,.

9%
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Bei allen folgenden Betrachtungen werden nur solche Funktionen behandelt, die
hochstens Liicken oder Pole als Unstetigkeitsstellen aufweisen. Es geniigt also,
die Untersuchung auf diese Fille zu beschrinken.
y Durch die Punkte [z, ; f(z;)]und[z,; f(z,)]legen
wir die Sekante (Abb. 1); ihre Gleichung ist
’(1'2)_/(31) n— /(tl)

T3— E—:cl

wenn mit & und % die Koordinaten aller Punkte auf
der Sekante bezeichnet werden. Fiir 7, = 0 hat die
x 1 Sekante eine Nullstelle £,. Es gilt dann

P ... had..: B
R OV (G I A
Abb. 1 Da z,und & Werte im Intervall z, ... z, sind,
liegt &, niher an z;als mindestens einer der beiden

Werte 2z, und z,.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens kann man die Stelle x, mit beliebiger Ge-
nauigkeit annihern. Dabei withlt man stets die Ausgangswerte fiir die weitere Be-
rechnung so, daBl die zugehérigen Funktionswerte verschiedene Vorzeichen haben.

Beispiel:
Gegeben sei die Funktion y= f(2)= 2+ z— 5= 0.

z 0 +1 +2 +3

v —5 -3 +5 +25

Aus der Wertetafel erkennen wir, da f(1)=—3 und f(2) = +5 verschiedene
Vorzeichen haben. Da es sich bei unserem Beispiel um eine ganze rationale Funktion
handelt, kénnen Liicken und Pole nicht auftreten. Daraus folgt, daB zwischen
z,= 1 und z,= 2 eine Nullstelle liegt. Fiir &, ergibt sich

E=1— ( d) (= 3)—1+——1375

Den Wert £, = 1,375 runden wir auf &, ~ 1,4, da £, ohnehin nur ein Niherungs-
wert ist und die Verwendung des Wertes &, = 1,375 die Fortsetzung der Rechnung
erschwert.

Fiir f(1,4) ergibt sich

f(1,4) ~ —0,86.

Da f(1,4) negativ ist, wiihlen wir den positiven Wert f(x,) = 5 fiir die Berechnung
des niichsten Niherungswertes. Wir bezeichnen ihn mit &,, und es gilt

b= Ry )

(12)—
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Diese Gleichung wurde aus der Gleichung fiir &, gewonnen, indem dort fiir z,
der bessere Niaherungswert &, eingesetzt wurde. Fiir &, erhilt man

e (-086)= L4+ 558 ~ 15,

£=14—
Fiir f(1,5) ergibt sich
f(1,5)= —0,125.

Fiihrt man eine weitere Néaherung durch, so erhilt man &= 1,512 und
£(1,512) ~ —0,031. Es gilt.also

z,~ 1,512,

Das eben behandelte Verfahren heiBt Sekantenniherungsverfahren oder auch
regula falsi. Diese Bezeichnung (mittelalterliches Latein) bedeutet soviel wie
,,Regel vom Falschen (ausgehend)‘.

7. Das Tangentenniherungsverfahren

Bei einem weiteren Verfahren zur niherungsweisen Bestimmung von Nullstellen
einer Funktion wird an Stelle der Sekante die Tangente verwendet.

Es sei f(z) eine Funktion, von der bekannt ist, daB sie im Intervall 2, < 2 < z,
stetig und mindestens zweimal differenzierbar ist (vgl. die einleitenden Absitze
zum Abschnitt 6) und daB sie in diesem Intervall eine Nullstelle z, besitzt. Ferner
sei f'(z) und f”(z) im ganzen Intervall verschieden von Null, das heiBt, in diesem
Intervall existieren weder Extremwerte noch Wendepunkte Es haben also f(zy)
und f(z,) verschiedene Vorzeichen.

Die Gleichung der Tangente an die Kurve der Funktion f(z) im Punkte
[2; f(z0)] st .

'le l(xl) = (zy),

wobei mit £ und 7 die Koordinaten aller Punkte auf der Tangente bezeichnet sind.
Fiir den Schnittpunkt der Tangente mit der z-Achse ergibt sich:

f(=)
f(x)”

m=0; {=z,—

Wir miissen nun untersuchen, ob £, einen besseren Naherungswert fiir z, dar-
stellt als z,.
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Wenn f(z,) und f" (x,) beide negativ sind, so steigt die Kurve von z, bis z,, und
sie ist konkav von unten. Die Tangente liegt also oberhalb der Kurve und schneidet

demnach die z-Achse zwischen z, und z, (Abb. 2). Zum entsprechenden Ergebnis
gelangen wir, wenn f(z,) und f”(x;) beide positiv sind (Abb. 3). In diesen Fillen

i

3 /P;, ("
o % Xy X X

fx, 4

X R B2 XX
! )'\\ N}’Z’ﬁ

Abb. 2 Abb. 3

stellt £, eine bessere Niherung fiir z, dar als x,. Sind dagegen die Vorzeichen von
f(z,) und f’(z,) verschieden (Abb. 4 und 3), so liegt der Schnittpunkt nicht
zwischen z, und z,. Uber seine Brauchbarkeit als Naherungswert kann man daher
keine Aussage machen.

14 14

fix,

0 X X, X ST
! ’ ? 5 fx)
f/l?/

Abb. 4 Abb. 5

Eine entsprechende Betrachtung kann man fiir den Niherungswert z, anstellen.

Da f(z,) und f(x,) verschiedene Vorzeichen haben, stimmt das Vorzeichen eines
und nur eines dieser beiden Werte mit dem Vorzeichen von f”(z) iiberein (das sich
nach der Voraussetzung im ganzen Intervall nicht dndert). Daher ist nur einer der
beiden Werte f(z,) und f(x,) fiir die Berechnung von &, sicher brauchbar.

Es ist )
§i=x,— ,f{—::;) 2

ein besserer Niiherungswert fiir &, als der Wert &;, wenn

f(@) " (®) >0

ist.
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Wir haben diese Bedingung aus der geometrischen Veranschaulichung gewonnen.
Auf einen strengen analytischen Beweis soll wegen seines Umfanges verzichtet
werden.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens kann man die Stelle z, mit beliebiger
Genauigkeit anniihern.

Beispiel:
Wir betrachten wieder die Funktion

f(x)= 2+ 2—5.
Zwei Niherungswerte sind z,= 1 und z,= 2. Es ist

f(x)=3z"+1
und
f'(z)=6z.

Im Intervall 1 < x < 2 sind beide Ableitungen positiv, also verschieden von Null.
Wegen f”(z) > 0 wihlen wir f(2)= 5 als ersten Naherungswert. Es ist dann

5

fi=2-g

~ 1,6
und
£(1,6) ~ 0,7.

Verwenden wir fiir die Berechnung des nichsten Naherungswertes diesen Wert
so erhalten wir

i

£=16— 3_77 ~ 1,52

und
1(1,52) ~ 0,03.

Der dritte Niaherungswert ergibt sich als

0,03
£3=1,52 — 793 ™ 1,516
mit
f(1,516) ~ —0,00016.

Das eben behandelte Verfahren, das Tangentenniiherungsverfahren, wurde von
Isaak Newton entwickelt und wird nach ihm auch als Newtonsches Niiherungs-
verfahren bezeichnet.

Das Newtonsche Niherungsverfahren fiihrt schneller zu einem guten Néherungs-
wert als die regula falsi. Es hat aber gegeniiber der regula falsi den Nachteil, daB
fiir seine Anwendbarkeit mehr Einschrinkungen gemacht werden mufBiten (vgl.
dazu die einleitenden Absitze zu beiden Verfahren).

Da die Ableitungen bei ganzen rationalen Funktionen leicht zu bestimmen sind,
wird man in diesen Fillen in der Regel das Newtonsche Naherungsverfahren an-
wenden. Liegt jedoch ein Extremwert oder ein Wendepunkt im betrachteten
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Intervall, so ist es zweckmiBig, mit Hilfe der regula falsi die ersten Néherungswerte
zu bestimmen. Gelingt es, auf diese Weise ein Intervall abzugrenzen, in dem zwar
eine Nullstelle liegt, aber keine Extremwerte oder Wendepunkte mehr auf-
treten, so setzt man die Berechnung mit Hilfe des Newtonschen Niherungsver-
fahrens fort. Ist eine gebrochene rationale oder eine nichtrationale Funktion ge-
geben, so ist das Newtonsche Niherungsverfahren nur dann zweckmiBig, wenn die
Ableitungen leicht zu bestimmen sind. In der Regel wird man in diesem Fall also
die regula falsi anwenden. Dabei ist zu beachten, da man bei gebrochenen Funk-
tionen zur Bestimmung von Nullstellen zunéchst nur die Zihlerfunktion unter-
sucht und dann erst priift, ob die Nullstelle der Zahlerfunktion auch Nullstelle der
Nennerfunktion ist.

Aufgaben

1. Bestimmen Sie eine Wurzel der folgenden Gleichungen
1. nach der regula falsi,
2. nach dem Newtonschen Niherungsverfahren!

Anmerkung: Berechnen Sie alle Funktionswerte mit dem Rechenstab unter Verwend
des Hornerschen Schemas!

8) 2*—52—15=0 b) 2+32—7=0

€) 2*+22—5=0 d) 22°—42—-3=0

€ 52°—6z—7=0 1) 252°—3,12>°+1,52+08=0
g) a4—22°+322+2—10=0 h) 25+ 62+ 52+ 102—18 =0
) 28—4204+ 32 —~2+9=0 k) 25 —32%—222—5=0.

2. Bestimmen Sie einc Wurzel der folgenden Gleichungen
1. nach der regula falsi,
2. nach dem Newtonschen Naherungsverfahren!

a).cosz—z=0 -b) 2sinz—2z=0

e) ctgr—2z=0 d) tgz—z=0

€) Tsinz—z+9=0 241 —4=0.

Anleitung: Die zeichnerische Losung der Gleichung ergibt einen ersten Naherungswert fiir

eine reelle Wurzel. Vergleichen Sie zur zeichnerischen Losung der Gleichungen den Ab-
schnitt Goniometrie, Lehrbuch der Mathematik fiir das 10. Schuljahr!

8. Wie tief sinkt eine Eisenkugel von 10 cm Radius in Quecksilber ein? (Die Wichte von Eisen
ist 7,8 p/em?, von Quecksilber 13,55 p/em?).

4. Einer Halbkugel mit dem Radius # = 10 cm soll ein Zylinder einbeschrieben werden, dessen
Rauminhalt § des Halbkugelvolumens betriigt. Wie groB sind der Radius und die Hohe
des Zylinders?

8. Einer Halbkugel soll ein Kegel, dessen Spitze im Kugelmittelpunkt liegt, einbeschrieb
werden. Der Radius der Kugel betrigt = 12 cm.
Wie grof sind der Radius und die Hohe des Kegels, wenn sein Volumen 500 cm? betragen
soll?



B. Potenzreihen

I. Darstellung einer Funktion durch Potenzreihen

Von allen uns bisher bekannten Funktionen sind die rationalen Funktionen da-
durch besonders gekennzeichnet, daB ihre numerische Berechnung verhiltnis.
miBig einfach ist. Der Funktionswert y liBt sich nimlich bei gegebenem z in
endlich vielen Schritten durch Anwendung rationaler Rechenoperationen, das
heiBt durch Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division, auf die Variable z
berechnen. Bei jeder anderen Funktion ist die Berechnung der Funktionswerte in’
endlich vielen Schritten im allgemeinen nicht moglich. So braucht man zum
Beispiel zur Berechnung der nichtrationalen Funktion y= }(1+ z) (2* —4)
das Radizieren, eine Rechenvorschrift, die im allgemeinen in endlich vielen
Schritten nicht zum Ziele fiihrt.

Wir wollen nun im folgenden untersuchen, wie weit sich jede Funktion y = f(z),
insbesondere jede transzendente Funktion, durch rationale Prozesse exakt aus.
driicken oder wenigstens innerhalb einer vorgeschriebenen Genauigkeit annihern
1aBt. Ist dies mdglich, so sagt man, die Funktion y = f() 1aBt sich approximieren.

Bei ganzen rationalen Funktionen ist die Berechnung besonders einfach, deshalb
geht man bei den Untersuchungen, die wir in den Abschnitten 2a und 2b durch.
fiilhren werden, von den ganzen rationalen Funktionen aus,

1. Die Mittelwertsiitze der Differentialrechnung

Zunichst wollen wir im Abschnitt 1 einige Sitze herleiten, die wir bei den Be-
trachtungen benétigen.

Satz 1:

Ist die Funktion ¢(x) im Intervall @ <o < b stetig und differenzierbar, ist
ferner ¢(a) = ¢(b), so gibt es mindestens eine Stelle § im Innern des Intervalls
(@ < § < b), fiir die ¢'(§) =0 ist.

Beweis:

Ist @(z) eine konstante Funktion, also @(%)=c, so gilt fiir alle Werte z des
Intervalls ¢'(z)= 0. Also ist die Behauptung in diesem Ialle richtig.
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Ist dagegen die Funktion ?(2) nicht konstant (vgl. Abb. 6), so gibt es im Innern
des Intervalls mindestens eine Stelle &, an der die Funktion einen Extremwert
annimmt?!). Aus der Dxﬁerenuerbarkelt der Funktion @(z) im Intervall folgt,
daB an der Stelle £ die Ableitung ¢’ (£) existiert. An der Stelle eines Extrem-
wertes muB aber die Ableitung notwendig gleich Null sein. Also gilt

¥'(§) =0.
Damit ist der Satz, der als Satz von Rolle bezeichnet wird, bewiesen.
Satz 2:
Ist f(z) im Intervall @ < & < b stetig und differenzierbar, so gibt es im Innern
des Intervalls mindestens eine Stelle §, fiir die ﬂb;# =f(§) ist. (1)

Y

a1 =
%) |
| :

: y=¢lx)
| P !
i | 4 1

I | !

| i 1 1 i
Bl a b
L

Abb. 6 Abb. 7

Beweis:

Fiir 2 =a und z = b nimmt die Funktion f(x) die Werte f(a) bzw. f(b) an
(vgl. Abb. 7). Wir bilden nun eine Hilfsfunktion ¢(z), die die Differenz zwischen
den Ordinaten der Funktion f(z) und den Ordinaten der Sekante durch die
Punkte A4 (a; f(a)) und B(b; f(b)) fiir die gleiche Abszisse z angibt. Bezeichnet
man die Ordinate eines beliebigen Punktes auf der Sekante mit s(z), so hat nach
der Zweipunktegleichung der Geraden die Gleichung der Sekante die Form

L) - J@) _ s(z) = f(a)

“b-a z-a

Daraus folgt die Beziehung

0@) = f(@) + 11D, _g),

1) Dies folgt aus der Stetigkeit der Funktion im abgeschlossenen Intervall
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Bilden wir die Differenz, so erhalten wir
(@) = f(2) —s(2) = {(2) —f(a) —LO=L@D (; _g),

Diese Funktion ¢@(z) erfiillt hinsichtlich Stetigkeit und Differenzierbarkeit die-
selben Bedingungen wie die Funktion f(z). AuBerdem ist

9@ =p().
Also gibt es nach dem Satz von Rolle ein & mit @ < & < b derart, daB ¢'(§) =0

ist. Differenzieren wir ¢(z), so erhalten wir

¥ (2) = (z) - L0 =L@,

Wegen ¢’ (£) = 0 folgt daraus
f) - f@) _
3 —a = f(&).

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Dieser Satz wird als Mittelwertsatz der Differentialrechnung bezeichnet.

Der Beweis kann noch auf eine andere Weise gefiihrt werden: Wir bilden die Hilfsfunktion
9(z) = f(2) + Az,

wobei A eine noch zu bestimmende Konstante ist. Da f(z) differenzierbar ist, besitzt auch g(z)
diese Eigenschaft. Wir wollen nun 2 so bestimmen, da g(a) = g(b) ist. Dann gilt
f(a) + Aa=f(b) + Ab.

Daraus folgt
2= _J®) - f(a) (a)
“b-a

Mit dieser Festsetzung fiir A ist g(z) eine Funktion, die alle Voraussetzungen des Satzes von
Rolle erfiillt. Es gibt also ein & derart, daB g’ (£) = 0 ist. Die Ableitung von g(z) ergibt sich

zu
g @)=/ (x)+A

(]
Fir z = £ gilt also
‘e 0=f(%+A

Setzen wir in diese letzte Beziehung den vorher bestimmten Wert von 2 ein, so erhalten wir

-ry-LO-l@
oder

[ - @) _ o
% "a =f(®.
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Der linke Ausdruck dieser Relation, der Differenzenquotient, ist geometrisch der Anstieg der
Sekante, die durch die Punkte A[a; f(a)] und B([b; f(b)] geht. Der Ausdruck f’(£) ist der
Anstieg der Tangento im Berithrungspunkt P[£; f(£)].

Diesos Beweisverfahren mit Hilfe der Konstanten 4 werden wir beim Satz 3 anwenden.

Aus dem Mittelwertsatz folgt
fO) =@+ (®—a)f(§) mit a<&<b. (2)
Ersetzt man in (2) b — a durch % und a durch z,, so ergibt sich
flxo+B) = f(z) + k- f(&).

Wegen z, < & < z,+ h kann man fiir £ auch z, 4+ @ % schreiben, wobei # eine
Zahl zwischen 0 und 1 ist, die man bei der Anwendung des Mittelwertsatzes oft
nicht niaher bestimmen kann, die man aber — wie sich herausstellen wird — auch
nicht niher zu kennen braucht. Fiir f(z, + %) ergibt sich dann

f(xo+ k)= f(Zo) + hf (zo+ B R) mit 0 <P <1. 3

Diese Form des Mittelwertsatzes gibt eine erste Anniherung an die Funktion f(z)
in der Umgebung der Stelle z = z,.

Wenn die Ableitung /' (z) eine monotone Funktion ist, so kann man mit (3)
die Funktionswerte f(x, + k) abschitzen, wenn man den Funktionswert f(z,)
kennt. In diesem Falle liegt nimlich der groBte bzw. der kleinste Wert von f (z)
in dem einen oder anderen Endpunkt des Intervalls. Man kann also fiir & die
Werte 0 oder 1 als untere oder obere Schranke einsetzen,

1. Beispiel:
In 10 = 2,3026; wie groB ist In 10,2

h
z=10, h = 0,2; ln10,2=1nz+m.
Wir setzen & = 1, z+"0h=%=0,0196
und #=0, P92 002

Folglich gilt die Abschitzung 2,3226 > In 10,2 > 2,3222.

2. Beispiel:
e=2,718; wie groB ist e+1?
z=1, h=0,1; e?+h=e*+ b - =10,
Wir setzen &= 0: el > el+ 0,1 -el= 1,1 - ¢! = 2,9898;
P=1: e <el4 0,1 -eb; 09-ell <el; el < 0% = 3,0200;
also gilt die Abschitzung 2,9898 < el < 3,0200.
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Satz 3:
Wenn f(x) und g(x) im Intervall @ < x < b differenzierbare Funktionen
sind und g’ (x) an keiner Stelle des Intervalls @ <a < b gleich Null ist, gilt

[+h)—f(x) _[(x+3h)
g(@+h)—g(@) ~ g'(x+9h)

mit 0 <& <1.

Beweis:

Wir bilden eine Hilfsfunktion ¢(z), die der Bedingung

()= f(z)+ Ag(2)
geniigt. Dabei sei 4 ein Wert, den wir so bestimmen, daB ¢(a) = @(b) ist. Aus den
Gleichungen
pla)=f(a)+Ag(a) und @) =f(b)+Ag(b)
folgt wegen der Bedingung ¢ (a) = @ (b) die Relation
Ha)+ Ag(a)=[(b) + Ag(b).

Daraus ergibt sich fiir 2 der Wert

1= d0 =S
9(6) - g(a)”
Wenden wir dagegen auf die Funktion ¢(z) den Satz von Rolle an, so erhalten
wir wegen
¢ (2)=f(2)+ Ag'(2)
die Beziehung

¢ (&) =1+ g (5)=0.
Damit erhalten wir auf eine andere Weise fiir 4 den Wert
= _L®
A=-Te-
Das heiBt, es gilt die Gleichung

I®) = f@ _[®

o0 —g(@ " rE mite<E<b.

Es ist iiblich, in dieser Gleichung a durch zund b durch z +% mit » > 0 und folg-
lich & durch z + ¢k mit 0 <& < 1 zu ersetzen. Man erhilt dann

fz+h)-fx) _ fz+8h
g(z + h) - g(x) g (z + Oh)

Dabei ist % ein Zuwachs der Variablen x. Zum gleichen Ergebnis gelangt man,
wenn man a durch 2 + % mit 2 <0 und b durch z ersetzt.

Daniit ist die Giltigkeit des Satzes 3 fiir jedes h erwiesen. Man bezeichnet den
Satz als verallgemeinerten Mittelwertsatz.
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2. Die Taylorschen Sitze

a) Die Entwicklung einer ganzen rationalen Funktion an der Stelle x =0

Wie wir wissen (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 11. Schuljahr, Seite 7), liBit
sich jede ganze rationale Funktion n-ten Grades in der Form

y=G(2) =ay+ a; T + a,2% + ;2% + -+ + gz2" (4)

schreiben. Dabei sind die Koeffizienten a, (k= 0,1, 2,...,7 — 1) beliebige reelle
Zahlen, und es ist a, eine von Null verschiedene reelle Zahl.

Wir wollen eine Beziehung zwischen den Koeffizienten a; der Funktion einer-
seits und den Werten der Funktion sowie ihrer Ableitungen an der Stelle =0
andererseits herstellen. Zu diesem Zweck bilden wir die ersten n Ableitungen der
Funktion und erhalten

G'(x) =a,+ 2a,z+ 3a;22+ - 7m - qpat!
C'(2) =2a,+ 32 a2+ -+ n-(n—1) au2r?

GC(@)=3-2 g+ F+n-(n—1)(n—2) - a,z"?

GW(zy=n-n—-1)-n—2):+--3-2-1a,=n!"a,.

Setzen wir in diesen (n + 1) Gleichungen z = 0 und verwenden wir fiir das
Produkt 1:2:3--.- -k die Abkirzung k! (mit 0! = 1), so erhalten wir fiir die
Koeffizienten a;(k = 0, 1, 2, ..., n) die Beziehungen

G®(0) = k!a, oder ay — ,% «B(0), (k=01,2,..,1).

Fiir ¥ = 0 setzt man sinngemdB G©(x) = G(z), das heilt, die nullte Ableitung
einer Funktion wird als die Funktion selbst definiert. Somit 18t sich die ganze
rationale Funktion G (z) darstellen in der Form

y=6(2) =GO+ 56 O+ 56 O+ 56O+ -+ Z6™(0).  (5)

Wir sagen: Die Formel (5) stellt die Entwicklung der Funktion G'(z) an der Stelle
zy= 0 dar. Sie gibt also an, wie eine beliebige ganze rationale Funktion nach
steigenden Potenzen von z geordnet werden kann.

Beispiel:
y=G(2)=(z+ 1) — (2 —2)*4+ 7(z+ 2).
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Entwicklungsgang:
13 6® (z) «®(0) k! a
0 (Z+1)0°-2-20+7(x+2) -1 1 -1
1 6(z+1P+4(2-2P3+7 +45 1 +45
2 30 (z + 1)¢ — 12 (2 — z)? -18 2 -9
3 120 (z +1)3 + 24 (2 - z) +168 6 +28
4 360 (z + 1) - 24 +336 24 +14
5 720 (z +1) +720 120 +6
6 720 +720 720 +1
Es ist also

=—14 45z —92° 4 2823+ 1424 + 628+ a8,

b) Die Entwicklung einer ganzen rationalen Funktion an der Stelle x =a

Wie uns bekannt ist (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, Seite 24),
laBt sich die Funktion zweiten Grades y = a2+ bx+ ¢ umformen zu
y=a-(z — d)*+ e. Das bedeutet nichts anderes, als daB die Entwicklung nach
Potenzen von z in eine solche nach Potenzen von (z — d) iiberfiihrt worden ist.
Eine Umformung dieser Art ist fiir jede ganze rationale Funktion an jeder be-
liebigen Stelle z = a méglich. Wir fithren fiir die Funktion

GE)=co+ ¢ (x—a)+ ¢, (x—a)+ ¢z (z—a)®+ -+ ¢y (z —a)® (6)

die Substitution x—a =¢ durch. Das bedeutet geometrisch die Parallelver-
schiebung der Ordinate in den Abszissenpunkt z — a. Eine Entwicklung an der
Stelle z = a ist also gleichbedeutend mit einer Entwicklung an der Stelle & = 0.
Damit ist das Problem auf den in dem Abschnitt 2a behandelten Fall zuriick-
gefiihrt.

Wir wollen nun die noch unbekannten Koeffizienten c; der Entwicklung (6)
bestimmen. Bilden wir wieder die Ableitung G* () und setzen sodann z = a, so
erhalten wir die Beziehungen

CB(a)=kle, oder o= 6W(a), (k=0,1,2,...,).
Damit folgt aus dem Ansatz (6)
- 2 -
¢@=6@+ ¢ @+ Er 6 @+ -+ L m@). ()

Die Darstellung der Funktion G (z) in der Form (7) ist mit der Darstellung

G(x)=co+ ¢, (x—a)+ -+ ¢y (T —a)?
identisch.
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Ersetzt man a durch z,, so erhiilt man eine hiiufig verwendete Darstellung:

6(2)= 6 (zg)+ EF ¢ (z) + EZ2 6 () + o+ B Gz, (®)

Wir wollen bei unseren folgenden Uberlegungen stets , an Stelle von a verwenden.

Wir sagen in diesem Falle, die Funktion 1aBt sich an der Stelle z, = a ent-
wickeln. Fiir zp = 0 geht die Formel (8) in die Formel (5) iiber. Ersetzt man z
durch z, +%, wobei z, konstant und A variabel ist, so erhilt man schlieSlich

2 n
6@+ 1) = Gzo) + 1o O (z) + oy G (20) + o+ o G (z,). ©

Diese Entwicklung der ganzen rationalen Funktion G'(z) an der Stelle z, heiBt
die Taylorsche Formel fiir G(z). Somit sind auch die Darstellungen (8) und (5)
Taylorsche Formeln. Die Entwicklung (5) ist ein Spezialfall der Taylorschen
Formel mit #,=0 und 2= 2 und wird auch als Maclaurinsche Formel be-
zeichnet.

Jede ganze rationale Funktion einer Verinderlichen, das heiBt jedes. Polynom
in einer Verinderlichen, kann als Taylorsche Formel geschrieben werden.

Beispiel:
Die Funktion G (z) = % - x(2? — 3) ist an den Stellen z, = 0, 1, 2 zu entwickeln!

k ¢® (z) B a®O) | o | 6P| o | 6P | o
1 . 2 2 2 p)
0 | g-eE-3)| 1 0 0 3 -5l *7 =
z? -1 1 -1 -1 0 0 +3 +3
2 |2z 2 0 0 +2 +1 +4 +2
1 1
3 2 6 +2 + 3 +2 + 3 +2 +—
Somit erhélt man die folgenden Entwicklungen:
Fir 2=0: y= - =z +5
" 2 s 1 s
fir zog=1: y=—?+ (z—i)-+?(z—1),

fir zy=2: y=+% + 3(x —2)+ 2(z — 2)? +-;— (z—2)3,

fiir die man auch durch Ausrechnen nachweisen kann, daB alle drei Entwicklungen
die gleiche Funktion darstellen.
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St

¢) Approximation 1
und Schmiegungsparabeln

Die Taylorsche Formel erméglicht die
naherungsweise Bestimmung der Funk-
tionswerte an der Stelle z = x,. Ist die
Differenz z — z, geniigend klein, so geben
die hoheren Potenzen dieser Differenzen
einen verhiltnismiBig kleinen Beitrag
zum Funktionswert. Vernachlissigt man
diese Glieder, so erhélt man einen Wert,
der zwar vom exakten Funktionswert
abweicht, aber dennoch eine hinreichende
Niherung fiir diesen Funktionswert
darstellt. Man nennt diese Entwicklung
Approximation der gegebenen Funktion.
Alle Entwicklungen, die die gegebene
Funktion niherungsweise darstellen,
heiBen approximierende Funktionen der
gegebenen Funktion.

Wir wollen die Funktion

y= % z(z* —3)

an der Stelle x,= 2 entwickeln: 5

y= 2 +3(e -9+ 2z -2
1 1
+§(x_2)3- / =0 /

|
Fiir die Stelle z, = 2,1 soll y auf zwei De- 0 /
zimalen genau berechnet werden. Man /

erkennt, daB das vierte Glied %—(z - 2) /

fir z, = 2,1 kleiner als 0,001 ist, das
heiBt unter den gegebenen Bedingungen :
geniigt die Darstellung bis zur zweiten ~° ' !
Potenz. Ist z,= 2,02 und wird fiir y Abb. 8

wieder eine Genauigkeit auf zwei Dezi-

malen gefordert, so reichen zur Bestimmung des Funktionswertes schon die
ersten beiden Glieder der Darstellung aus, da das quadratische und das kubische
Glied kleiner als 0,001 sind.

3 [00913-2)
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t;‘f

=24

Abb. 9

In unserem Beispiel ergeben sich die approximierenden Funktionen zu

2 2
y(0)=i =3

2 16
yﬂ)—_-y+3(:c—2) =3x—?,

2 N N 8
Yoy = ?+3(x —2)+2(x =22 = 22-—5:+§.

Man nennt den approximierenden Ausdruck yg vom Grade k eine Approxi-
mation k-ter Ordnung zur Funktion y = G(x).

Den approximierenden Funktionen entsprechen bestimmte Kurven. In unserem
Beispiel ist:
Yoy eine Parallele zur z-Achse durch den Punkt (2; %) s

yq) eine Gerade durch den Punkt (2;%) mit dem Anstieg m = 3,
Y(zy eine Parabel, deren Achse zur y-Achse parallel ist und die den Scheitel
(+ %; — %) hat. Sie geht durch den Punkt (‘2; i)

Die Funktion selbst ist eine kubische Parabel mit den Nullstellen z, = 0; z,,, = +}/3
und den Extremstellen zg = -+ 1.
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Die Kurven der approximierenden Funktionen nullter bis zweiter Ordnung und
die Funktion selbst sind in der Abbildung 8 dargestellt. Deutlich ist zu erkennen,
daB die Approximation um so besser ist, je niher man sich bei der Stelle x,= 2
befindet und je héher die Ordnung der Approximation ist.

Man nennt die Kurven der approximierenden Funktionen die Schmiegungs-
parabeln an der Stelle «, = a fiir die durch die gegebene Funktion erklirte Kurve.
Der Schmiegungscharakter tritt noch deutlicher in der Abbildung 9 hervor, die
cinen Ausschnitt aus der Abbildung 8 gibt, in dem der MaBstab der z-Achse im
Verhiltnis 5 : 1 vergroBert ist.

Wir haben erkannt, daB eine ganze rationale Funktion durch die Taylorsche
Formel in beliebig vielen, durch die Wahl von z, bedingten Entwicklungen dar-
stellbar ist. Die Koeffizienten der Darstellung sind durch die Werte der Funktion
und ihrer Ableitungen an der Stelle o= 0 bzw. z,= a bestimmt.

d) Der Taylorsche Lehrsatz fiir eine beliebige Funktion

Wie wir bereits erkannt haben (vgl. Abschnitt 2, b), ist fiir jede ganze rationale
Funktion vom Grade (n — 1), also fiir

G(x) =ag+ ayx + -+ + apy 2T
die Entwicklung
. ko B [
G(x, + k) =G (xy) + FG (%) + -E-EG (%) + +-0 + (n—_l)!G(n—l)(xo)

maoglich.

Wir wollen jetzt untersuchen, ob und inwieweit eine dhnliche Entwicklung fiir
Funktionen mdéglich ist, die keine ganzen rationalen sind.

Es sei f(2) irgendeine Funktion, die an der Stelle z, und in einer gewissen Um-
gebung derselben mindestens n-mal differenzierbar ist. Iir » = 1 ist dann die
Funktion f(z) gewiB an der Stelle x, und in einer gewissen Umgebung derselben
definiert. Is sei & % 0 seinem Betrage nach so klein, daB z,+ % dieser Um-
gebung angehért. Wir wollen nun untersuchen, inwieweit der Funktionswert
f(zo + k) durch den Ausdruck

g 2 -1

dargestellt wird. Die folgenden Uberlegungen werden ergeben, daB diese beiden
Funktionswerte fiir beliebige Funktionen im allgemeinen nicht gleich sind, daB aber
der Unterschied unter gewissen, sehr allgemeinen Voraussetzungen seinem Betrage
nach so klein ist, da der Ausdruck (9a) als ein angeniherter Wert fiir f(z, + &)
angesehen werden kann.

Unm fiir (x, +*) einen genauen Wert mit Hilfe der Entwicklung (9a) zu erhalten,
miissen wir die Differenz zwischen beiden Funktionswerten ausgleichen, das heiBt
wir miissen sie dem Ausdruck (9a) zufiigen. Diese Differenz wird Restglied genannt
und mit R, bezeichnet. Der Index n soll dabei zum Ausdruck bringen, daBl das
Restglied nach dem n-ten Summanden hinzugefiigt wird.

3¢
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Wir behaupten nun den
Satz 4:

Ist f(x) eine im Intervall @ <@ < b stetige und n-mal differenzierbare
Funktion, so ist fiir die Funktion die Entwicklung

2 (n—1)
1@+ 1) = (@) + B @) + B 17 (@) +ooe + Bt [~ (@) + R (10)
mit "
R,.=if(n>(a:0+&h) 0<d9<1
maglich. i

Der wesentliche Inhalt dieses Satzes besteht nioht darin, daB ein Ansatz der
Form (10) iiberhaupt gemacht werden kann. Das Schwergewicht dieses Problems
liegt ausschlieBlich in den Aussagen, die iber das Restglied gemacht werden
konnen.

Beweis des Satzes 4:

Wir miissen also die in Satz & iiber R, gemachten Aussagen beweisen. Wir werden dazu
n crweiterten Mittelwertsatz auf zwei passend gewihlte Hilfsfunktionen anwenden.

Wir gehen aus von der Beziehung

Rn'f("o"‘h)—f(lo)—f%h—f“i—?)hz—u«—/((:—-1_)(117"!)&" 1, (1)

In dieser Relation ersetzen wir z, + h durch b, z, durch a und folglich % durch b — a. Dann
erhalten wir

b -

By=1® -J@ - 2@ - Lo - Lo

m=1)

J®™ 1 (). (11a)
Wir setzen nun an Stelle der Konstanten a die Verinderliche z und erhalten damit die erste
der zu betrachtenden Hilfsfunktionen, die wir mit ¢(z) bezeichnen wollen:

b- -z

b - z)?
o) =10 - f2) - T @ - S @ - L2 e gy

Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:

a) Sie ist in dem Intervall @ < z = b mindestens einmal diffcrenzierbar, da sie sich aus
Gliedern zusammensetzt, die ein Produkt aus einer ganzen rationalen Funktion in z und
einer Ableitung von f(z) von héchstens (n —1)-ter Ordnung sind. (Nach Voraussetzung
ist aber f(z) im Intervall ¢ < z < b n-mal differenzierbar.)

b) Ihre Ableitung ¢’ (z) ergibt sich zu

P =L @@ - k@ - o
¥ ———(z’n__’f_];* [ 1) () — —-(i’n’_“';';!l ) ).

1) Wir wollen uns an zwei Gliedern von ¢(z) klarmachen, wie der einfache Ausdruck fir
— 2 -
7' (z) entsteht. Nach der Produktregel ergibt sich fir — ‘bT,")_ FO)(z) - "’4—"‘)‘ 79(z) die

Avleitung zu + LoD joy(z) - (b;_l"” [0 + @ 0@ - Lo po ) -
— ) _ :
+ %jm(x) - “’4—!1)‘1‘(‘)(2).
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Wir erkennen, daB sich alle Glieder bis auf das letzte wegheben, 8o daB wir schlieBlich

¥ -- L0

erhalten.
c) Esist p(a) = R, und ¢(b) =0 9).

Als zweite Hilfsfunktion bendtigen wir eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

a) Die Funktion muB ebenfalls im Intervall ¢ < z < b differenzierbar sein. Ihre Ableitung
muB fiir @ < 2 < b stets von Null verschieden sein.

b) An der Stelle b soll die Funktion gleich Null, an der Stelle a soll sie verschieden von Null
sein.
Die Funktion
p(@)=(b-2)®
erfiillt diese Bedingungen. Fir sie ist y(a) = (b - a)* und ¥ (z) = =n(b — z)®-1. Dabei soll
n die gleiche natiirliche Zahl wie in ¢(z) sein.
Wenden wir auf beide Hilfsfunktionen den verallgemeinerten Mittelwertsatz an, 8o erhalten

wir
o) 9@ _ ¢ &)

v —v@ @ M e<i<b 3)
Es gilt also
s G- o
0- @m-n/"®
—b-ap = (b - £ 1 (13a)
oder
- 00, o
Wegen a < & < b kénnen wir
E=a+d(d-a)
setzen, wobei 0 < & < 1 ist. Dann erhalten wir
By == joa 4 96 - ). (14a)

Setzen wir nun fiirr @ und b wieder die urspriinglichen Bezeichnungen z, und z, + b ein, so
ergibt sich schlieBlich

By = 2 1oy + 9. (14b)

1) Diese Werte ergeben sich, wenn man in ¢ () fiir = @ bzw. z = b setzt.
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Es gilt also

H@o+ 1) = f(@) + 5 £ (@0) + 7 7(@0) + =+ g [® (2

+ 7'7 ™ (zo + 9k). (10a)

Die Entwicklung (10a) der Funktion f(z) heit der Taylorsche Lehrsatz fiir
die Funktion f(z). Sie enthilt die Taylorsche Formel fiir ganze rationale Funk-

tionen. Den Ausdruck Rn= 5 f(") (zo+ ®h) bezeichnet man als Restglied von
Lagrange.

Die Entwicklung

f(zo+ k)= f(xo) + 1,f(xo)+ +("_1),/'”)(3o)+R

ist immer dann méglich, wenn alle Ableitungen bis zur (n — 1)-ten an der Stelle z,
existieren. Man erhélt fiir die n ersten Summanden der rechten Seite wohl-
bestimmte Werte, jedoch kann man iiber das Restglied R, keine Aussage machen.
Aus der Formel erkennen wir, daB die n ersten Summanden der rechten Seite
einen Néherungswert fiir den Funktionswert f(z,+ k) geben (n-tc approxi-
mierende Funktion) und daB das Restglied R, die Differenz zwischen dem Funk-
tionswert f(z, + k) und diesem Niiherungswert ist. Die Bedeutung des Taylorschen
Lehrsatzes liegt darin, daB die GroBe des Restgliedes

Ra=D izt 00 (0 <0 <1)

einer 8o entwickelten Funktion f(x) unter gewissen Bedingungen abgeschitzt
werden kann. Zum Beispiel ist die Abschitzung immer dann méglich, wenn im
Intervall @ < z < b die » ersten Ableitungen existieren und die n-te Ableitung
der Funktion monoton ist. Aus der GréBenordnung des Restgliedes kann man dann
schlieBen, ob die erzielte Anniherung fiir den jeweiligen Zweck ausreicht.

Aufgaben

1. Entwickeln Sie die folgenden Funktionen an der Stelle z = 0 1

8) y= (22— 1)+ (2* ~ 22 - &)2 b) y= (22— 2) - (2* + 22 — &)
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2. Fir eine ganze rationale Funktion n-ten Grades y = G (z) sei
8) n=3; GO0) =1, @(0) =2, G (0) = % @ (0) =2
) n=4; G(0) =2, G(0) =0, @(0) = 2, G (0) = 0, GW(0) = 3;
e) n="5; G(0O)=G'(0)=G"(0) =@ (0) =0, G (0) =8, G®(0) =3

Es ist die Polynomdarstellung der Funktion anzugeben.

8. Lesen Sie aus der Polynomdarstellung

1 1 1
a)y-1—7z—?z’-z’, b)y-2:z—4:s’—1—2x',
1
o)y-z’—ﬁZ‘. 4 y=-1-2*

die Werte der Funktion und ihrer Ableitungen an der Stelle z = 0 ab!

4. Die folgenden Funktionen sind nach der Taylorschen Formel zu entwickeln:

8) y=(1+2), b) y=(1+ ), ©) y=(1+2)

d) y=(1+22)p, €) y=(1+ 22, N y-= (1+;z)5.
1 6

B y-@+ap, B) = (2432, Dy-(1+5=)

8. Geben Sie fiir die Funktion y = 1— z(2? — 3) die Entwicklung an der Stelle z = 1 an!

Wie lauten die appronmlerenden Funktlonen 0., 1. und 2. Ordnung? Stellen Sie Werte-
tabellen her und zei Sie die S parabeln!

6. Es ist die Funktion y = % (2% - 1) (22 - 7) an der Stelle

a) =0, b) z=1, ¢) z=2, d) z =3 zu entwickeln.

7. Es sind die approximierenden Funktionen zu der in Aufgabe 6 angefiihrten Funktion an
der Stelle z = 0 zu bilden. Die Schmiegungsparabeln sind zu zeichnen.

8. Entwickeln Sie fir d.le gIelche Fanktlon w1e in Aufgabe 6 die a.ppronmlel‘enden Funktionen
an der Stelle z = 2! Sie die gungsparabeln 3. Ordnung!

9. Es ist die Parabel 2. Grades y = f(z) anzugeben, die fiir = 2 den Weért y = 2 und im
Punkte (2; 2) die Steigung m = 1 hat und fiir die f/ (2) = 2 ist!



40
10.

1.

12.

18.

14.

16.

Darstellung exner Funktion durch Potenzreihen

Die folgenden ganzen rationalen Funktionen n-ten Grades sind an der Stelle z = a zu
entwickeln:

) n=8; f) =1, )= o, [ W) = a, [ M) =25 a1,
B) n=5; f3) =0, /' (3) = =1,/ @)=f""(3) = [O(3) = 0, [O1(3) = 60; a =3,
) =k f(-2) =1, f(-2) =f"(-2) = 0, [ (-2) = 3, fO(-2) = §; & = -2.

Aus den Entwlck.lungen ist die fir @ = 0 abzuleiten. Es sind die Werte der Funktion und
ihrer A gen fiir a = 0 ab

Ein gleichmiaBig beschleunigter Korper bewegt sich auf einer Geraden. Er befindet sich
zur Lelt t = 0 an der Stelle y(O) =10 cm. Seine Geschwindigkeit fiir ¢ = 0 ist

dy cm
v(0) = (w).-o Sy
seine Beschleuni zur gleichen Zeit
2
y om
b - (dt’); 0 e

Wie lautet das Weg-Zeit-Gesetz y = f(!) der Bewegung? Fertigen Sie das Weg-Zeit-
Diagramm an!

Losen Sie die gleiche Aufgabe fiir ¢ = 0; y(0) =12 m, v(0) = 8 -, b(0) = 2 — . Far
welchen Wert von ¢ ergibt sich y = 0? sec sec

Zur Zeit t = 4 sec hat ein gleichférmig beschleunigter Korper die Hohe h(4) = 80 m
erreicht. Seme Geschwmdxgkext an dieser Stelle 1st:§—h =v(4) = 40— und seine Be-
schleunigung —— b b(4) = 10 — . Es ist dic Bewegungsfunktion & = f (t) am Zeitpunkte

t = 4 zu entwickeln. Die Fun]mon ist nach Potenzen von ¢ zu ordnen. Um welche Be-
wegung handelt es sich?

Ein Korper bewegt sich in der z,y -Ebene. Die Komponenten der Bewegung parallel zu
den Koordinatenachsen sind gleichmiBig beschleunigte Bewegungen. Zur Zeit ¢t = 2 ergeben
sich die folgenden Beziehungen:

fir die z-Komponente = = g(t): g(2) =4, ¢'(2)=- 2, ¢"(2) = - 2;

fir die y-Komponente y = h(f): h(2) = 1, k' (2) = &, k" (2) = + 2.

8) Die Funktionen z = g(t), y = h(¢) sind zu bestimmen.

b) Wie lautet die Funktion y = f(z) der Bahnkurve des bewegten Korpers?
Anleitung:

Es sind die Gleichungen fiir z und y zu addieren. Daraus ist d.le GroBe (¢ —2) zu berechnen.
Das so gefundene Ergebnis ist in die erste Gleichung und die G g nach y
aufzulosen.

¢) Es ist die Bahnkurve graphisch darzustellen und die Kurve zu beschreiben.
d) Esist der Ort des bewegten Korpers zu den Zeitent = - 3, - 2,- 1,0, +1,+2,+ 3
zu bestimmen. Diese Punkte sind auf der Bahnkurve zu markieren.

Losen Sie die in Aufgabe 14 gestellte Aufgabe, wenn

fir = g(!) gilt: g(2) =4, ¢(2)=-2,9"(2)= - 2;
far y = h(t) gilt: h(2) =1, K (2) = +2, k' (2) = + 21
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Es ist durch eine Restgliedabschitzung die Richtigkeit der Formel Vy = Vo (1 + 3at) firr

die raumliche Ausdehnung bei Erwirmung eines festen Korpers nachzuweisen (vgl. Lehr-
buch der Physik, 9. Schuljahr, Seite 140).

Es sind V1,—2, ¥1,3, V0,98, ¥0,92 mit Hilfe einer Approximation 1. Ordnung zu be-
rechnen.

Dieselben Wurzeln sind mit Hilfe einer Approximation 2. Ordnung zu bestimmen.

Approximieren Sie die folgenden Funktionen an der Stelle z = 0 durch Polynome 1. bzw.
2. Grades und geben Sie das jeweilige Restglied an!

1 1
8 y=13 b)y=m~

Es sind die zu den Funktionen der Aufgabe 19 gehorenden Kurven und die Schmiegungs-
perabeln 1. und 2. Ordnung zu zeichnen.

Zeichnen Sie zu den Funktionen y = Y1 + z und y = Vl1_ die Kurven und die Schmie-
1+z

gungsparabeln 1. und 2. Ordnung im Punkte z, = 0.

Geben Sie an, fiir welches Intervall der z-Werte die Approximation 1. Ordnung im Punkte
mit der Abszisse 2, = 0 bei den nachstehenden Funktionen zuléssig ist, wenn der Fehler p%,
nicht iiberschreiten soll (p = 0,1%, 1%, 10%).

1 ViTs 1
LR Ak vt D y=-¥i+z, c)y-V1+z'
Esist bekannt, daBlim 2=2 =1 ist (Lehrbuch der Mathematik, 11. Schuljahr, Seite11),

z—
das heiBt, daB fiir kleine Werte von z die Funktion f(z) = sin z durch ¢(z) = z ersetzt
werden kann.

3
8) Bestitigen Sie die Taylorformel sin z = 2 — % cosdz (0 < <)

b) Geben Sie fiir das Restglied R, eine Abschiitzung seines absoluten Betrages!

¢) Fiir welche Werte von z ist dic Approximation 1. Ordnung brauchbar, wenn der ent-
stehende Fehler hochstens p = 0,1%; 1%; 109 betragen darf?

3 5

-g? + %l_ cos fz, (0 < & < 1), liefert eine Approxi-

Die Taylorformel sinz =z —
mation 4. Ordnung fir sin z.
a) Es ist die Darstellung abzuleiten.

b) Welches ist die Approximation 3. Ordnung und wie unterscheidet sie sich von der
Approximation 4. Ordnung?

¢) Der absolute Betrag des Restgliedes Ry ist abzuschit

d) Warum enthalten die approximierenden Funktionen fiir sin # nur ungerade Potenzen
von z?

e) Es sind die Funktion y = sin z und ihre Schmiegungsparabeln 1. und 3. Ordnung zu
zeichnen.

8) Stellen Sie die Taylorformel fiir die Funktion y = tg « an der Stelle , = 0 mit dem
Restglied 1. Ordnung auf! Approximieren Sie die Funktion durch ein Polynom 1. Ord-
nung!

b) Schitzen Sie die Grofe des Fehlers ab!

©) Bestimmen Sie das zulissige Intervall, wenn der Fehler p = 0,1%; 1%; 10% nicht
iiberschreiten soll!
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II. Grundbegriffe der Reihenlehre

3. Zahlenfolgen

Im Lehrbuch der Mathematik fiir das 10. Schuljahr wurde der Begriff der
Zahlenfolge eingefiihrt.

Eine Zahlenfolge heiit endlich, wenn sie aus einer endlichen Anzahl von
Gliedern besteht. Sie heit unendlich, wenn die Anzahl ihrer Glieder iiber jede
Grenze wiichst.

Kann man alle Glieder einer Zahlenfolge nach der gleichen Vorschrift bilden
und kann man diese Vorschrift durch einen mathematischen Ausdruck darstellen,
der die Berechnung des k-ten Gliedes in Abhéingigkeit vom Index k& unmittelbar
erméglicht, so heiBt dieser Ausdruck allgemeines Glied der Folge. Fiir die Zahlen-
folge

& ay, 0y, 0y, ...,

schreibt man kurz das Symbol {a;}. In der Regel gibt man an, welche Werte k an-
nehmen kann:

{a} mit k=1,2,..,n oder {a} (k=1,2,...,n).

Man nennt dann k% den Laufindex. Im allgemeinen durchliuft er die Folge der
natiirlichen Zahlen; in diesem Falle gibt er zugleich die Stellung des Gliedes an.
In vielen Fillen kann der Anfangswert des Laufindex k auch die Zahl 0 sein. Es
ist dann die Folge {a;} mit k=1,2,3, ... identisch mit der Folge {ay,1} mit
k=0,1,2,...

Beispiel:

Die Folge {k} mit k=1, 2, 3,... ist identisch mit der Folge {k+ 1} mit
k=0,1,2,..

Im folgenden soll k, wenn nicht anders angegeben, alle natiirlichen Zahlen
durchlaufen.

Eine Zahlenfolge
Ay, gy Qgy ooy Qiy - oy Ty oo

heiBt wachsend, wenn fiir jedes Glied a; die Beziehung
Qg < A 41

gilt. Sie heiBt fallend, wenn fiir jedes Glied a; die Beziehung
[

gilt. Wachsende Folgen und fallende Folgen bezeichnet man als monotone Folgen.
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Beispiele:
fiir wachsende Zahlenfolgen:
a) 5,9,13, 27, 38; b) {4k —1} =3,7,11,15,..;;
c) {3-2%}=6,12,24,48,...; d){3(k —6)}=—15,—-12, -9, —6, —3,0,3,...;

fiir fallende Zahlenfolgen:
e) +3,1,-5,—13; f) {1 -3k} =
R {9 -2K=17,531,-1,-3,-5..;h {J_'_,‘} -

fiir nicht monotone Zahlenfolgen:

i) +3,-5+8 —1,+13,-3; K {(— k=1, -2, 43— 4,
- 1)k
R e R TR I e
Fa(—
m (B o+ 2o o Rt

Eine Zahlenfolge hei3t absolut hsend (absolut fallend), wenn die Absolut-
betrige ihrer Glieder wachsen (fallen) Nach diesen Definitionen kénnen nicht-
monotone Folgen absolut wachsend oder absolut fallend sein oder keine dieser
beiden Eigenschaften haben.

4. Der Grenzwert einer Zahlenfolge

Bei einigen der angefiihrten Beispiele (vgl. h, 1 und m) bemerken wir, daB
mit wachsendem Index k die Differenz der Glieder stindig kleiner wird und einem

Grenzwert zustrebt. So streben die Glieder der Folge {-— gegen Null, die der
Folge { } gegen 1. Deshalb definieren wir:

Eine (endliche) Zahl g heiB3t Grenzwert der Folge {a;}, wenn sich zu jeder noch
8o kleinen positiven Zahl ¢ ein geeigneter Index » angeben 1aBt, von dem an fiir
alle weiteren Glieder a; (das heiBt also die Glieder a; mit k& = ») der Folge die
Beziehung

J a —9g l <e

gilt. Man schreibt in einem solchen Falle hm a; = g. Mit anderen Worten: Die

Beuehung | @ —g| <e fir k=v» bedeutet daB alle Glieder a der Folge von
einem b»summten Glied a, an in einer Umgebung von g liegen, die kleiner als &
ist. Das sind aber fast alle Glieder mit Ausnahme nur endlich vieler. Das &-Intervall
um g kann beliebig klein gemacht werden. Mit ¢ dndert sich wohl der Index #,
aber stets liegen nur endlich viele Glieder @; auBerhalb des &-Intervalls. Diese
Tatsache kénnen wir uns auf der Zahlengeraden geometrisch veranschaulichen.
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Eine Zahlenfolge kann nicht gegen zwei verschiedene Grenzwerte konver-
gieren. Strebte sie namlich gegen zwei Grenzwerte g und g’, so wiirden die Be-
ziehungen

|aw —g | <e fir k=v
und
|a —g' | <e fiir k=¥

gelten. Dann ligen sowohl in einer &-Umgebung von g als auch in einer e-Umngebung
von g’ unendlich viele Glieder a;. Da & > 0 beliebig klein gemacht werden kann,
1iBt es sich so bestimmen, daB kein Glicd a@;, das zur Umgebung von g gehort,
zugleich der Umgebung von g’ angehort und umgekehrt. Dann liegen aber sowohl
auBerhalb der e-Umgebung von g als auch auBerhalb der &-Umgebung von g’
unendlich viele Glieder a; der Folge. Das aber ist ein Widerspruch zur Definition
des Grenzwertes.

Eine Folge, die einen Grenzwert hat, hei3t konvergent, jede andere Folge heiBt
divergent.

Offensichtlich ist die Folge

konvergent.

Der Grenzwert einer Folge kann zur Folge selbst gehoren (vgl. Beispiel m),
muB es aber nicht (vgl. Beispiel 7).

Eine divergente Zahlenfolge heiBt bestimmt divergent, wenn ihre Glieder a,
gegen + co oder — oo streben. In jedem anderen Falle hei3t die Folge unbestimmt
divergent.

Die Bedeutung der konvergenten Zahlenfolgen liegt darin, daB man mit ihnen
neue Zahlen, ihre Grenzwerte, bilden kann. Dieser Sachverhalt ist uns bereits
bekannt. Zum Beispiel kann man die Zahl z so bestimmen, da man die wachsende

Folge der Verhiltnisse % (Umfang des einbeschriebenen Vielecks zum Durch.
messer) bzw. die fallende Folge der Verhltnisse % (Umfang des umbeschriebenen

Vielecks zum Durchmesser) bildet und feststellt, daB sie beide gegen denselben
Grenzwert konvergieren. Die gesuchte Zahl z wird damit als der gemeinsame
Grenzwert beider Folgen definiert. Ebenso wird die Zahl e, die Basis der natiir-
lichen Logarithmen, durch einen Grenzwert bestimmt. Diese neuen Zahlen sind
Grenzwerte unendlicher Zahlenfolgen. Da sich hiiufig kein allgemeines Glied an-
geben 1ift, muB man die Glieder nacheinander berechnen. Man muB nach einer
endlichen Anzahl von Gliedern die Folge abbrechen und kann deshalb nur an-
geniiherte Werte fiir die darzustellende Zahl erhalten, aber — und dasist wichtig —
Niherungswerte von beliebiger Genauigkeit.

An der Konvergenz einer Zahlenfolge und an ihrem Grenzwert éndert sich nichts,
wenn endlich viele Glieder der Folge abgeiindert werden, zum Beispiel wenn der
Folge endlich viele Glieder vorangestellt werden. Diese Tatsache zeigt deutlich,
daB der Begriff der Konvergenz und der des Grenzwertes nicht allein von den
einzelnen Gliedern der Folge, sondern vielmehr von der Gesamtheit der Glieder
der Folge als Ganzes bestimmt wird.
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5. Reihen

a) Endliche Reihen
Unter einer endlichen Reihe verstehen wir die additive Verkniipfung der Glieder
einer endlichen Zahlenfolge. Sind
ay, Gy, g, ...,
die Glieder einer solchen Folge, so ist
Gt at o+ tat+a, .
eine aus den Gliedern dieser Folge gebildete Reihe. Man schreibt dafiir auch 3 a,.

=1
Die Glieder der Folge heien dann Glieder der Reihe. Die Summe der Reihe ist
das Ergebnis der Addition aller ihrer Glieder.

b) Unendliche Reihen

Analog definieren wir den Begriff der unendlichen Reihe. Dabei muB zunichst
erklirt werden, was man unter einer Summe mit unendlich vielen Summanden
versteht. Es sei

@y, @y, g, - -0y Ay o

eine unendliche Zahlenfolge. Wir bilden die Folge ihrer Teilsummen

. 81y S3. 83y <vey Sky weny
wobei
=0 =0a;+ 8 & =0a;+ a3+ ay; iSE=0tat -t a
ist.
Existiert lim 8 und ist lim s; = 8, so nennt man s die Summe der unendlichen
k—+oo k—+o

©

Reihe 3’ a;, und die Reihe heifit konvergent. Existiert lim s; nicht, so hat die un-
kw1 — 00

endliche Reihe keine Summe, und die Reihe wird divergent genannt.

Auch bei Reihen unterscheidet man entsprechend dem Verhalten der Teil-
summenfolge bestimmte und unbestimmte Divergenz. Wihrend bei den end-
lichen Reihen die Summenbildung durch Addition der einzelnen Glieder in jedem
Falle (wenigstens theoretisch) maglich ist, trifft dies bei den unendlichen Reihen
nicht zu.

Beispiel:
S’u __+L+L+...+_1_ [FE
2 FT 1335757 2k -1) 2k +1)
Das allgemeine Glied laBt sich auch in der Form a.,=-;—(ﬁ —ﬁ)
schreiben. Dic k-te Teilsumme dieser Reihe ist dann = -
1 1 1 1
s=iatsztsat  t@moneeen
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=7{(T—?)+(?—?)“L(?—?)*'“‘“(u—_‘l-ak+1)}
i1
=7 2k+l)'
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Die Teilsummenfolge {s;} ist also konvergent, ihr Grenzwert ist s = lim s = % .
P
Die vorgelegte Reihe ist also ebenfalls konvergent und hat den Wert (die Summe)
1
8=
Die Bestimmung der Teilsummen und der Grenziibergang sind unerliBlich bei
Reihenuntersuchungen.

Wir wollen dies an unserem Beispiel zeigen Es ga.lt'
2 U= ﬁ s3ts3
Wir kénnen die Glieder dieser Reihe so umformen, da8 wir
Som (=N G- o) oo

erhalten. Losen wir die Klammern auf, so erhalten wir die Reihe

2 2 3 3 &
l=gt+g-—gt+ts-—7+-
Es ist dann die Folge der Teilsummen dieser Reihe:
a
s =1; sg—l—-i—, sa—l——-i- ; ‘=1_%+%_%; cee

Wir erkennen, daB die Glieder dieser Folge abwechselnd den Wert 1 und einen
Wert zwischen 0 und 1 annehmen. Die Folge der Teilsummen ist also unbestimmt
divergent. Da uns bekannt ist, daB die urspriinglich vorgelegte Reihe konvergiert,
miissen wir folgern, daB es falsch ist, jedes als Summe von zwei Summanden dar-

L
gestellte Glied einer Reihe 3 u; als zwei Glieder aufzufassen. Wir kehren deshalb
=1
zu der Reihe
2 2 3 3 4 k kE+1
(1-§)+(3—3)+(?*7)+’”+(ﬁ77‘§FH)+

zuriick und bilden die Folge ihrer Teilsummen:

Fiir die %-te Teilsumme ergibt sich dann:

2 2 3 k kF+1 k+1
“=0-?)+G“"ﬂ+'*(u_l‘ﬁtﬁ=‘“v

daraus folgt

. . k+1 .
s =1limsg =hm(l - ) =1—lim
,Qm" b oo 2k +1
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Aufgaben
%t‘)lfg ed?z} 5111]:]: gegeset n:let;z : ‘l;estim.men.Guedes a; sind die ersten finf Glieder der
Da-rp Ba-F 9a-2F ga-nr
e)a,-ﬁ !)a-%2 g) ap = k! b) @ =V%

1
k 3k-1 T
Da-s7g Wa-jog Da-dt

m) a; = sin ((k -1) —;—)

Bestimmen Sie aus den gegebenen Gliedern der nachstehenden Folgen ein allgemeines
Glied q (k=1,2,8,...)!

a) 1, 8, 27, 64, 125, ... b) -3, -1, +1, +3, +5, ...

3 4 5 6 1.1 11
025w T d) L-grtg -3t g
o Va; Va; Va; Va; Va; ... 19,4 -1, -6, —11, ...

Es ist anzugeben, welche der Folgen in den Aufgaben 1 und 2
a) wachsen, b) fallen, ¢) nicht monoton sind!

Fertigen Sie eine graphische Darstellung der Folgen in den Aufgaben 1 und 2 an, indem
Sie als unabhiingige Variable den Index k, als abhingige Variable das Glied a, wihlen!

Esist das Bildungsgesetz der Folgen in den Aufgaben 1 und 2 vom Index k (k =1,2,3,.
auf den Index & (¥’ = 0,1, 2,...) umzuschreiben.

Welche geometrische Bedeutung hat diese Umschreibung?

Lassen Sie in den Bildungsgesetzen der Folgen in der Aufgabe 1 den Index k statt der
natiirlichen Zahlen die nicht negativen, ganzen Zahlen durchlaufen (ohne das Bildungs-
gesetz zu éndern)! Welchen EinfluB hat diese Anderung auf die Folge und ihre eventuelle
Konvergenz?

Von den Folgen der Aufgaben 1 und 2 sind zu bestimmen
8) die konvergenten Folgen und ihre Grenzwerte,

b) die bestimmt divergenten Folgen,

¢) die unbestimmt divergenten Folgen.

Geben Sie fiir die konvergenten Folgen der Aufgabe 1 an, von welchem Index k an das
Glied a; eine hinreichende Approximation des Grenzwertes darstellt, wenn die verlangte
Genauigkeit fiir den Grenzwert mindestens

a) € =101, b) e =102, ¢) £=10"%  sein soll!
Anleitung :

Da der Grenzwert bereits bekannt ist, 1Bt sich aus der Beziehung |g — a; | < ¢ bei
bekanntem Bildung der gesuchte Index k, bestimmen.
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ind

Fir die Folgen der vorigen Aufgabe ist allg ko bei vorg
Genauigkeitsschranke als Funktion von &, das heiBt ko - k,, (e), zu bestlmmen.

Die ersten 5 Glieder der Reihen

oYL w3l 9

E=1 E=1 k
sind anzugeben.

bs
b

)

M
-

|~
T

1
%

il

1

Stellen Sie fest, welche Glieder der Reihen in Aufgabe 10 keinen Beitrag mehr zur 4. De-
zimale der Reihensumme liefern!

Es sind fiir die Reihen

ZMH) (k=1,23,.), b 1+2k(k+1) (k=1,2,3,..)

das allgemeine Glied g, der Teilsu folge zu besti und daraus der Wert der Reihe
herzuleiten.

Es sind die k-te Teilsumme der Reihe

2k +1
1+ Z(-n S (k=1,2,3,...)

und ihre Summe zu bestimmen.

Es sind die k-te Teilsumme der Reihe

< 2k +1
— 1)k+1 mi =19 .
;,=Z:( R T B k=123

und ihre Summe zu bestimmen.

Stellen Sie die Teilsummenfolgen der Reihen in den Aufgaben 12 bis 14 in Abhiingigkeit
von ihrem Index graphisch dar!

Es sind die Glieder der Teilsummenfolgen der Reihen in den Aufgaben 12 bis 14 graphisch
darzustellen.

Bestimmen Sie, von welchem Index k, ab die Glieder der Reihen in den Aufgaben 12 bis 14
keinen Beitrag mehr liefern zur

8) 2. Dezimale, b) 3. Dezimale, ¢) 4. Dezimale
des Wertes der Reihe!

Fiir die Reihen in den Aufgaben 12 bis 14 ist festzustellen; von welchem Index k, ab die
k-te Teilsumme der Reihen bis auf

a) 2 Dezimalen, b) 3 Dezimalen, ¢) 4 Dezimalen
mit dem Grenzwert der betrefifenden Reihen iibereinstimmt!
Die Ergebnisse dieser Aufgabe sind mit den Ergebnissen der Aufgabe 17 zu vergleichen
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III. Konvergenzuntersuchungen

6. Einfache Siitze iiber konvergente Reihen
Satz 5:

Wenn die Reihe 3’ u). konvergiert, so konvergiert auch die Reihe
E=1

=
uo+k§‘u,, = Y ug
=1

el
Beweis:

= »
Essei Y u=s und s die k-te Teilsumme der Reihe 3 u,. Fiir die k-te Teil-
[ E=1
summe $; der Reihe u,+ Z‘ w gilt dann s = uy+ ;. Da lim Sy = ¢ ist, gilt
lim sg= lim u,+ hm Sp_y = Ug+ ln 1 s,,,l= uy+s=5".
Evw koo
Diesen Satz kann man mehrmals hintereinander anwenden. Daraus folgt der
Satz 6:

Die Konvergenz ciner Reihe bleibt erhalten, wenn man eine endliche Anzahl
von Gliedern hinzufiigt oder wegnimmt.
Ferner gilt der

Satz 7:
®
Wenn die Reihe 3’ u; konvergent ist, so ist stets lim u; =0.
k=1 1 2

Beweis:
Es sei lim s; = s. Dann ist auch lim s;_; = s. Nun besteht die Beziehung
ks ks

Up= 8 — ;.
Daraus folgt
lim %, = lim & —hm 3,,_1— 0.
P T
D1e Giiltigkeit aer Beziehung hm u,,— 0 ist fiir die Konvergenz der Reihe
\ u; notwendig. DaB sie nicht hmrelchend ist, zeigt das folgende Beispiel:
i
Fiir die Reihe

1,11 cA
mtEtE T Tt
gilt
lim u, = lim L_=0.
kv kow VE
Es ist jedoch
1 1
1+ L
% Tyr +VL~

4 [00913-2)
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Da 1>yi2_ VL:T ;—/‘_> ~~>}—/%ist, besteht gewi die Ungleichung
1 1 1 1 1 1
R Foe> b b e =
AR AR
Mithin gilt
1
ke —=Vk.
w> ko VE

Es existiert also kein Grenzwert der Teilsummenfolge. Daraus folgt, dal die Reihe
divergent ist, obwohl die Beziehung lim u,= 0 gilt.

noo

Ist also bei einer vorgelegten Reihe diese Beziehung giiltig, so kann man daraus
noch nicht auf Konvergenz oder Divergenz schlieBen. Ist sie dagegen nicht giiltig.
so ist die Reihe sicher divergent.

Im folgenden wollen wir noch beweisen:
Saiz 8:
Wenn Zu;. und Z‘ Vg zwei Reihen mit nur posmven Gliedern sind und
stets uy, < 'vk ist, so folgt aus der Konvergenz der Reihe 12 vy, die Konvergenz

der Reihe 3 1.

Beweis:

Nach der Voraussetzung sind alle u; positiv. Ferner kann kein u; gréBer als v,
werden. Demzufolge gilt fiir die k-ten Teilsummen

O<uyy+u+ F+wm=v,+v,+ - +o.
Wegen -der Beziehung 0 < u, < v, gilt
0 <sy=wtupt -+ w gs,‘=v,+vz+~~+v,.

Da aber s, und s, mit wachsendem k& monoton zunehmen und s, wegen der
vorausgesetzten Konvergenz einem Grenzwert zustrebt, ergibt sich

0 <8, =5 < hm S, = 5.

P
Also nihert sich auch s, mit zunehmendem % wachsend einem bestimmten Grenz-
..
wert &' < s. Die Reihe >’ u, konvergiert also.
E=1
Die bei diesen Konvergenzuntersuchungen angewendete Methode nennt man

die Methode der Reihenvergleichung. Die Reihe Z‘ v, heiBt Majorante der
Reihe Z' u;. Entsprechend gilt der
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Satz 9:
Wenn Z‘ Uy, und 2 vy zwei Reihen mit nur positiven Glledern sind und stets
U = v,, lst, so folgt aus der Divergenz der Reihe 2 vy die Divergenz

der Reihe Z‘ U
=1

Der Beweis kann entsprechend gefiihrt werden. In diesem Falle ist Z‘ v; Mino-

rante der Reihe Z‘ Uy

7. Konvergenzkriterien

Wir wollen nun hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz einer Reihe her-
leiten. Derartige Bedingungen nennt man Konvergenzkriterien.

a) Quotientenkriterium
Wenn fiir eine Reihe 3’ u; mit nur positiven Glicdern von einem bestimmten
k=1
k =v an fiir alle weiteren Glieder die Bedingung

u,,
_'igq <1
Uy

erfiillt ist, so ist dic Reihe konvergent.

Beweis:
Es ist
U
Uy < ; 1lv+2S ; 1ly+3 Sq, e _15_;.__ §q;
uy Uyey Ups2 Uysn-1
Uy S QUy; Upsy = GUypsys Upey = QUprn; o5 Upen = QUyinog; eee

Upyy S QUy; Upsy S PUhy;  Upy S PUy; oo Uy = g uy;
Damit haben wir zu der Reihe

Uy + Upyy + Uppg + " Upyn + *°°
eine Majorante
U, + Uyq + u'qi 4 e 4 u'qn + e

gebildet, die eine unendliche geometrische Reihe mit |g| <1 ist. Sie konvergiert,
also konvergiert nach Satz 8 auch die Reihe

U + Upsy + Upsp F+ eoe + Upen + ooes
4‘
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Die vorgelegte Reihe 2." u; unterscheidet sich von dieser Reihe nur dadurch, da8
E=1
sie eine endliche Anzahl Glieder mehr enthilt. Nach Satz 6 ist demnach auch die

=
Reihe 3’ u; konvergent. Damit ist die Behauptung bewiesen.
=1

Die Bedingung "—;-" < g <1 ist fiir die Konvergenz einer Reihe mit positiven
n
Gliedern gewi dann erfiillt, wenn
¢ = lim ";—“ <gqg<1

n- oo

gilt.

Beweis: Setzt man ¢ = £ _2 7 , 80 ist fiir fast alle 'i;*—‘ die Beziehung
n

Untr _ ¢ <e¢
ull

erfiillt. Das heiBt, es gilt fiir fast alle '51';—*-‘ die Ungleichung
'n

q'—e<'%‘3<q'+e.
‘n

Aus der Beziehung e=qTq, ergibt sich 2¢ =¢—¢ oder ¢ +e~qg—e <gq.

)

Also ist ¢’ + £ gewiB kleiner als g, mithin gilt
qg —¢ <u—:ﬂ<q’ +e<gq.
n

Das bedeutet aber, daB fiir fast alle q-‘;"'f ! die Ungleichung

n
“—"*—‘Sq<1
u,,'_

erfiillt ist.

Es gilt also:
Eine Reihe 3’ ;. konvergiert, wenn es eine Zahl q gibt, fiir die die
=1
Beziehung
lim —ntl < q<1
-+ oo n
gilt.
Ferner gilt:
Eine Reihe >’ wuy divergiert, wenn
=1

ist.
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Bei einer solchen Reihe kénnen nédmlich die Glieder mit wachsendem n nicht
gegen Null streben; die Reihe muf} also divergieren.

Dieses Kriterium, das als Quotientenkriterium bezeichnet wird, ist fiir die Kon-
vergenz einer Reihe zwar hinreichend, aber nicht notwendig. Es kann also
konvergente Reihen geben, fiir die dieses Kriterium nicht erfiillt ist.

So kann man zum Beispiel keine allgemeingiiltige Aussage mehr machen, wenn

Un+l _ 1
Un

lim
N oo
ist. Reihen mit dieser Eigenschaft kénnen konvergent oder divergent sein.

DaB das Quotientenkriterium fiir die Konvergenz einer Reihe nur hinreichend
ist, zeigt das Beispiel

Z 2k + 1)(%- 1)

Wir wissen bereits, daB diese Reihe konvergiert, trotzdem ist fiir sie das Quotienten-
kriterium nicht erfiillt. Es gilt namlich

ey e (k1) (k1)

lim = = i s @)

kvoo Y koo
R 4
=b]?¢m.= (I _2’“’3)
Fiir die Fille, in denen dieses Kriterium versagt, gibt es schirfere Kriterien, die
wir aber nicht behandeln wollen.

10

B
I

-

19|
|
4

c

k—oo

b) Kriterium von Leibniz
Wechselt bei einer Reihe von Glied zu Glied das Vorzeichen, so heiBt die Reihe

alternierend.
Wir wollen die alternierende Reihe

S (u > 0)
k=1

untersuchen. Wir setzen voraus, daB die Glieder u; der Folge monoton gegen Null
streben. Wir erkennen aus
1= U,
s= 1wy — (U — ),
85 = — (% — 15) — (4 — ug),
daB ;
81, 83, 855 ++- = {Sar-1}
eine monoton fallende Folge ist, und aus
Sp= (U — Up),
8g=(uy — %) + (%3 — %),
5= (1 — %) + (us — ug) + (U5 — tg),
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daB
89, 84. Sy 0. = {é‘zg}

gine monoton wachsende Folge ist. Andererseits ist ¢4y — &9 = ug; > 0. Hieraus
ergibt sich, daB alle sp;.; groBer als alle 5 sind. Sie bilden €ine monoton fallende
Folge, die eine bestimmte Zahl k nicht unterschreitet. Eine solche Folge besitzt,
wie wir hier nicht zeigen wollen, immer einen Grenzwert. Wir wollen ihn mit ¢
bezeichnen. Auch fiir die monoton wachsende Folge der s, kann man nachweisen,
daB sie gegen einen Grenzwert s'’ konvergieren.

Nun ergibt sich wegen der Voraussetzung lim u; = 0 die Beziehung
k— oo

lim u, = hm (szk_l — Sox) = llm Sop1 —lim &g = ¢ —5" = 0.
k— oo k- o

Es gilt also &' = 5.

Diese Aussage folgt aus der Tatsache, daB die Glieder u; der Reihe eine monoton
gegen Null strebende Folge bilden. Aus diesen Zusammenfassungen erkennen wir,
daB die Tellsummenfo]gen Sk+1, Sk41» --. und Sg, 8,2, ... von verschiedenen Seiten
her gegen ein und denselben Grenzwert streben,

Es gilt also:

L
Eine alternierende Reihe 3’ (—1)%+1 u, ist konvergent, wenn die Glieder
k=1
der Reihe monoton gegen Null streben.
Dieses Kriterium heit Kriterium von Leibniz.

8. Absolute und bedingte Konvergenz

Wir wollen die Reihen 3 z* und Z,‘ (— )* fiir 0 < z < 1 untersuchen. Auf
=0
die Reihe Z z*¥ wenden wir zunachst das Quotientenkriterium an: Es ist stets

zvul 1
=
und mithin
. n+l
lim — = lim z==.
n— oo ! n—+00

Da 0 < z <1 vorausgesetzt wurde, konvergiert die Reihe. Die Reihe S‘ (— z)*

k=0
priifen wir nach dem Kriterium von Leibniz: Offensichtlich strebt die Folge der
Glieder z* wegen | z| < 1 gegen Null. Also ist die Reihe konvergent.

Die beiden Reihen Z (— 1)% z* und 2 z* unterscheiden sich nur durch die
Vorzeichen der Glieder, Sle sind jedoch bclde konvergent.
Definition:
Eine konvergente Reihe
Uyt Uyt Uy oee
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heit absolut konvergent, wenn auch die Reihe

X log] + Jaee| + |2aa] + -+
konvergiert.

Nach dieser Definition ist die Reihe 2’ (— 2)* fiir 0 <z <1 absolut kon-
vergent. Nunmehr wollen wir die beide;=1%,eihen EZ: (— 1)k % und ké"l % auf
ihre Konvergenz hin untersuchen.

Die Reihe 15: (— 1)k 17 konvergiert nach dem Kriterium von Leibniz.

Fir die Rethe 3 + gilt
k=1

1
. u, . n
lim 2% = lim +1 =1,
nso Un n-oo l,
n

also ist eine Entscheidung nach dem Quotientenkriterium nicht moglich. Wir
miissen deshalb auf eine andere Weise entscheiden, ob die Reihe konvergiert

oder divergiert. Zu diesem Zweck konstruieren wir eine Vergleichsreihe 3’ v,.
=1

o 1 "1 1,1
i§ =1+ + +4 ztstotgtgte
+ 4

1

1 1
+6 ..+ﬁ+ﬁ+...

-

7
1 1 1 1 1 1
w=7+7+ trt gt tgEg o

s

Fe=

!

+_.+_+...+i+l+...
Man erkennt, daB fiir jedes k die Bedmgung = v, erfiillt ist. Die Reihe Z‘ v
ist also Minorante zur Reihe Z’ Durch geeignete Zusa.mmeufassung der
¥

-l

Glieder bilden wir aus der Reihe Z‘ v, die Reihe
E=1

1+l+l+i+...

Diese Reihe divergiert sicher; denn es ist lim u, = T :1: 0. Damit divergiert
n-—+o
aber nach Satz 9 auch die Reihe 2
Definition:

Eine konvergente Reihe
U+ Uy + Uy + oo

heiBt bedingt konvergent, wenn die Reihe
feas |+ o] + |ug| + <o
divergiert.
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Nach dieser Definition ist die Reihe 5’ (— 1)k 17 nur bedingt konvergent.
13

Die Unterscheidung von absolut und bedingt konvergenten Reihen ist nicht nur
fiir die Systematik bedeutungsvoll. Man kann vielmehr zeigen, daB auf die absolut
konvergenten Reihen dieselben arithmetischen Grundgesetze anwendbar sind wie
auf endliche Summen (Polynome) und daB man infolgedessen ebenso mit ihnen
rechnen kann wie mit Polynomen. DaB dies fiir bedingt konvergente Reihen jedoch
nicht gilt, wollen wir an einem Beispiel zeigen:

Wir gehen von der bedingt konvergenten Reihe

1 1 1
1__§_+T5__T+.., =L
aus und multiplizieren die Reihe gliedweise mit dem Faktor %—:
1 1 1 1 1
Tovteg gt =gl

Wir addieren die beiden Reihen, indem wir die Addition gliedweise vornehmen:

T
Oydnen wir diese Reihe so, daB gleiche Nenner nebeneinanderstehen, so erhalten
wir
R T R R U 4
mithin
-1+t -L+=3L
Daraus wiirde L = % L folgen, was offensichtlich ein Widerspruch ist.

Da die Aussagen, von denen wir ausgegangen sind, richtig waren, muB die
Ursache dieses Widerspruches in einer fehlerhaften Verkniipfung liegen, das heift
also in einer falschen Anwendung der Additionsgesetze. Tatsiachlich kann man das
kommutative Gesetz der Addition auf bedingt konvergente Reihen nicht anwenden.

Nach diesen Untersuchungen geben wir den folgenden Satz an.

Saiz 10:

Konvergiert die Reihe
lua] + Jua] + Jug| + ooy
so konvergiert auch die Reihe
U+ U+ Uy ooe e
Beweis:
Esist
ot oy wna o Lalztn gy,

Die beiden Reihen
_ Juel 4wy

—

v+ U+ g+ eee Mt
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el . up | —
W, + wy + wy + -+ it wk-.lkl‘fk

konvergieren, denn die | u; | bilden eine konvergente Majorante zu beiden Reihen. Da sie beide
nur aus positiven Gliedern bestehen, sind sie absolut konvergent; wir konnen daher die zweite
Reihe von der ersten subtrahieren und erhalten dadurch

VWV~ Wyt g — Wy — e,

(v = wy) + (vg — wy) + (v5— w3} + o

Auch diese Reihe ist konvergent; denn es existiert

5 = o
b_l(”k - wy) "'El”k " :‘:1“1;-
Wegen

V- wp =

Ll +ue _ Jwel e _
—2— - k

konvergiert also auch die Reihe
Uy + Uy + Uy F e

Damit ist der Satz bewiesen.
Durch diese Uberlegungen erhalten wir unmittelbar den
Satz 11:
Dic Reihe
Uy Uy + Uy + oo
konvergiert absolut, wenn

[eta] _ [te41]
=|l—]|=q<1
|u,‘| Uy, 9
ist.
Aufgaben
1. Die folgenden Reihen sind auf Konvergenz hin zu untersuchen.
o o o
1 S 1 1
.) uglﬁ ? 6-1:2; ® uglm
< - 1 - 1
b) 'g; 7 D] ”gl Trm b) P
o = on o )
9 31t n 3= ) 3 n(sinae
n=1 n=1"" n=1
2. Es ist zu untersuchen, fiir welche Werte von z die folgenden Reihen konvergieren.
o = 4 o
8) > an o > = ¢ 3 mnan
n=1l n=1 n=1
& an % an s
b 3 - N X D 3 ntan

‘n=1 ne=1 n=1
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IV. Potenzreihen

9. Allgemeines iiber Potenzreihen

Unter den Reihen haben die sogenannten Potenzreihen eine besondere Bedeu-
tung. Potenzreihen sind Reihen von der Form

P(z)=ag+ a;z+ a,22+ -+ a,a¢ + - = f‘akx“.
=0

Die Koeffizienten q; sind konstante reelle Zahlen, wihrend z eine Verinderliche
ist. Bei der Konvergenzuntersuchung solcher Reihen ist fiir z jeweils ein fester
Wert z = £ anzunehmen.
Satz 12:
Jede Potenzreihe P (x) ist fiir £ = 0 konvergent.
Beweis:
Die k-te Teilsumme der Potenzreihe ist

8 (%)= ay+ a,x+ ay 22+ -+ + ap k.
Ist z = 0, so werden alle Glieder auBer dem Glied @, gleich Null, und alle Teil-
summen reduzieren sich auf den Wert a,. Also ist
P(0) = lim s,(0) = a,.
Satz 13: toe

Ist die Potenzreihe P (x) fiir = § > 0 konvergent, so ist sie fiir alle
zwischen —§ und +§, das heift fiir —§ <a < +§ konvergent (und zwar
absolut konvergent).

Beweis:

Da die Reihe P(£)=a,+ a,&+ a,£%+ -+ laut Voraussetzung konvergiert, so
streben die Glieder a;£* mit wachsendem k gegen Null, sie sind also von einem
bestimmten k =% an dem Betrage nach simtlich kleiner als eine feste Zahl Z,

das heiBt
|a &% | < Z fiir k = ».
Das allgemeine Glied der Potenzreihe
P(2)= g+ az+ a;2* + 01

1aBt sich nun folgendermaBen abschétzen:

k t
<z |2

- e

2
3 B

Die geometrische Reihe 3’ Z -
Emv

z
&

PR o
=1:Z v, ist eine Majorante der Reihe 3 a,z*.

=y

e
Wenn l% < 1ist, so ist D' v, eine konvergente geometrische Reihe, mithin
ESy
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ist auch Z‘ a;z* konvergent. Dann ist aber auch die Reihe P(z) = 2 a; z*

Lonvergent (und zwar absolut konvergent) fiir alle z, die der Bedmgu.ng
— &<z < + & geniigen.

Existiert noch ein Wert & > £, fiir den die Reihe konvergiert, so konvergiert
sie auch im Intervall — & < xr <+ &,. Das groBte Intervall, das auf solche Weise
durch Erweiterung gefunden werden kann, heiBt das Konvergenzintervall der
Potenzreihe, seine halbe Linge der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Aus dieser Herleitung folgt der

Satz 14:

Eine Potenzreihe konvergiert innerhalb ihres Konvergenzintervalls, auBer-
halb des Konvergenzintervalls divergiert sie.

Uber das Verhalten an den Grenzen des Konvergenzintervalls kann man
keine allgemeingiiltige A ge machen. Man muB das in jedem einzelnen Fall
untersuchen.

o
a,

Wenn fir eine Potenzreibe 2 a,z* der Ausdruck lim |—-

koo

stets von Null verschieden 1st so hat der Konvergenzradius r dieser Reihe den
Wert

existiert und a;

%

41

r=Ilim
koo

Wenn r = 0 ist, konvergiert die Potenzreihe nur fiic den Wert z = 0. Die Beweise

fiir diese Behauptungen wollen wir nicht fithren. Eine Potenzreihe, die nur fiir

z = 0 konvergiert, heilt eine nirgends konvergente Potenzreihe. Eine Potenz-

reihe, fiir die 7 = lim l I | _ o gilt, ist fiir alle z konvergent. Man nennt sie eine
k—oo [9k+1

bestiindig konvergente Potenzreihe.

Beispiel:
Gegeben ist die Potenzreihe
2 4 =3
L(z)=z—i+.i°—i+i—+~v-

_k+1
E k-

reihe ist also absolut konvergent fiir alle z mit —1 < z <+ 1. Fiir =1 erhalten

wir die schon bekannte bedingt konvergente Reihe

,alsoist 7 = lim % =1. Die vorgelegte Potenz-

1 1 1 1
L =t—gtg—gty—t-
fiir ¢ = —1 ergibt sich die sogenannte harmonische Reihe
L) = (=) (145 +5+T+ )

die divergent ist. Die Potenzreihe ist also konvergent fir —1 <z <+ 1.
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Da die Potenzreihen innerhalb ihrer Konvergenzintervalle absolut konvergent
sind, kann man mit diesen Reihen innerhalb ihrer Konvergenzintervalle wie mit
Polynomen rechnen. Man kann sie daher als spezielle Funktionen mit einer unab-
hingigen Variablen innerhalb dieser Intervalle gliedweise differenzieren und inte-
grieren.

10. Die Taylorsche Reihe

Wir betrachten die Taylorsche Formel fiir eine beliebige Funktion f(z). Es gilt
unter den genannten Voraussetzungen

120 + 1) = (@) + 11 (20) + g3 1 (20) + oo+ + sy 0D () + R (20 B).

Wenn /(z) Ableitungen beliebig hoher Ordnung hat und
lim Ra(%o; k) =0

n-co

im ganzen Intervall von z, bis z, + & ist, gilt

Hama+ By = (o) + i f (20) +mf (Z) o+
Beweis:
Es ist

lim [{(@) + ;£ (@) + 317 o)+ -+ gy 170 (o)
= lim [f(zo+ k) — Ra]= lim f(xo+ k) — lim R,.

Unter der Voraussetzung
lim Ry=0

n-sco

ergibt sich, da f(z,+ k) ein von n unabhingiger, wohlbestimmter Wert ist,
Lim [f(zo+ k) — Ra]= f(%o+ P).
Daraus folgt
h o h? .
@+ ) = [(®) + 13 f (@) + 571" (@) +--.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Diese unendliche Reihe heiBt Taylorsche Reihe.

Wir wollen jetzt untersuchen, unter welcher Bedingung das Restglied 24 gegen
Null konvergiert. Fiir unsere Untersuchungen wiihlen wir wieder die Lagrangesche
Form:

R, = %/(n) (Zo+ BR) 0<d<).
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LiaBt sich fiir alle n = 1, 2, 3, ... und fiir jeden Wert von ¢ im Intervall 0 < # < 1
eine Konstante ¢ angeben mit der Bedingung

11 (2o + 81)| <,

so konvergiert R, = % [™ (2o + 9h) gegen Null. Es ist dann namlich
R

[ Bal <57 n!
Wenn lim ”" c=¢- hm h— = 0 ist, gllt hm |Ry| = 0. Wir miissen also
Ao
lim A2
no

untersuchen. Dazu konstruieren wir uns eine passende Reihe, nimlich

h h|? k|®
LI LI LTS
Nach dem Quotientenkriterium ist
Upay _ R mt |
u, (1) [Rp ni1"

Fiir n —» o0 geht dieser Ausdruck gegen Null. Die Reihe konvergiert also. Demnach

n
muB auch nach Satz 7 lim %, = hm |% = 0 sein. Es gilt also auch ¢« lim l:'—I’ =
fi—+ oo fn-»00
und mithin
lim R, =0,
N

Damit erhalten wir den

Satz 15:

Das Restglied R,, der Taylorschen Formel zu einer Funktion f(x) konvergiert
gegen Null,-wenn fiir alle n und fiir alle Werte von 3 die Bedingung
If™ (x, + 9h)|<e
erfiillt ist. Die Funktion f(x) ist dann in eine Taylorsche Reihe entwickelbar.

Diese Bedingung ist hinreichend, aber nicht notwendig.

Wird die Taylorsche Reihe einer Funktion y = f(x) nach dem n-ten Glied
abgebrochen, so erhalten wir eine Approximation z-ter Ordnung der Funktion
f(x). Der durch die Approximation entstandene Fehler wird durch das Restglied
R, abgeschitzt. Die den Niherungspolynomen zugeordneten Kurven heiBen
Schmiegungsparabeln der Funktion von der Ordnung (z — 1).

Im folgenden werden wir fiir einige spezielle Funktionen untersuchen, ob sie in
eine Taylorsche Reihe entwickelt werden konnen. Wir miissen dazu fiir die jeweils
zu betrachtende Funktion f(x) priifen, ob unter den genannten Voraussetzungen
die Beziehung lim R,(zo; k) =0 gilt und ob an der Stelle z, die Ableitungen
beliebiger Ordnung existieren.
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11. Die Exponentialreihe

Die Darstellung der Exponentialfunktion y = e* durch eine Reihe nach Potenzen
von z ist besonders einfach, da die Ableitungen beliebiger Ordnung wieder die
Funktion y= e® ergeben. Es ist stets y(¥ () = ¢* und mithin y*(0) = 1 fiir jedes
endliche k. Damit ergibt sich nach dem Satz von Taylor

y=et= 14 fat 5 a4 2l t e + Ry

Wir priifen, ob das Restglied R, gegen Null konvergiert. Nach Satz 15 ist das der
Fall, wenn die Bedingung

| f™ (2o + FR) | < ¢

fir alle n=1,2,3.... und alle Werte von ¢ erfillt ist. Nun ist
f® (2 + Gh) = ¢*%h, Da fiir § die Relation 0 < & < 1 gilt, ist

€% < eZet0h < ezﬁh,
mithin gilt
Jezoh| < ¢ fiir ¢= em*h.

Wir konnen also die Exponentialfunktion y= e* als Taylorsche Reihe von der
Form
y=€e=1+= a:+;,l—x:c~+--- (1)

darstellen. Wir priifen noch mit dem Quotientenkriterium, fiir welche Werte von
z die Reihe konvergiert. Es ist

xk+1. kY
k+1)! a2k

lim
k—eo

= lim lil =0
"k Eeo koo B 1

fiir jeden beliebigen, aber fest gewiahlten Wert von z. Die Reihe (1) ist also fiir alle
z absolut konvergent.

Setzt man in dieser Reihe fiir 2 den Wert z = 1 ein, so erhilt man eine exakte
Darstellung der Zahl e:
1 1 1 1
e=1+—ﬂ+m+§!+m+”'- (2)

Bedenken wir, daB y = a* = ¢*124 ist, 80 erhalten wir fiir die Funktion y =a® (a >0)
die folgende Potenzreihenentwicklung:
Ina (ln a)’

Yy=a*= 1+Tx+

(ln a)’

2 e a

Auch diese Reihe ist fiir alle 2-Werte konvergent, da die Reihe (1) mit z auch fiir
z - In a konvergiert.
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12. Die Reihen fiir sin @ und cos x

Wir untersuchen die Ableitungen der Funktion y = sin z. Ist die Ordnung %
der Ableitung gerade, also k¥ =2m, so ist y® = (—1)™-sin z; ist dagegen k
ungerade, also k= 2m+ 1, so ist y(® = (—1)™ - cos . Fiir z= 0 sind daher alle
Ableitungen gerader Ordnung Null, wihrend die Ableitungen der ungeraden
Ordnung k= 2m+ 1 den Wert #*(0) = (— 1)™ haben. Daraus ergibt sich fiir die
Funktion y = sin z die Entwicklung

. a3 il x7 _ z2n-1
sinz=z -+ — =+ -+ (- ‘(—M_ 1)!+R,.
Dabei ist

2n+1
R, =(— Du(ziT)! cos Pz,

das heiBt f®™(§z)= (— 1)" - cos dz, da wir hier in dem Ausdruck /™ (z,+ h) fiir
z, den Wert 0 und fiir & den Wert # gewiihlt haben. Da |cos dz| < 1 fiir alle
n=1,2,3,-+- und alle & zwischen 0 und { gilt, konvergiert R, fiic n — oo gegen
Null. Die Funktion y = sin x ist also in eine Taylorsche Reihe entwickelbar:

2 & @

Y=sinZ=T— g+ m-m+— e (3)

Auch diese Reihe ist fiir alle z-Werte absolut konvergent. Ihr allgemeines Glied

2k~1
ist namlich 2 = (—1)¥-1 - (\,Z o1 Bilden wir den Quotientenu;ﬁ, soerhalten wir
SE—1)! N
"k_ﬂ_(‘ 1)k.le;¢1.(2k_1)!_ z2
we | (- DEL. 2RIk 1) 2k(2k+1)°

Daraus folgt, daB der Grenzwert dieses Quotienten mit wachsendem k fiir jeden
beliebigen, aber fest gewiihlten Wert von z gegen Null strebt. Damit ist die Kon-
vergenz der Reihe fiir alle Werte von z nachgewiesen.

In derselben Weise erhiilt man die fiir jeden endlichen z-Wert absolut kon-
vergente Reihe

x  xt =
y=cosz=1—2—!+ﬁ_m+_.... (4)

Die Entwicklung der cos-Reihe und die Restglieduntersuchung werden analog
der sin-Reihe durchgefiihrt.

Aus der Reihe (3) folgt sin(— z) = — sin z, aus der Reihe (4) cos (— ) = cos z.
Werden die Funktionen y=sin £ und y= cos z durch die Reihen (3) und (4)
definiert, so entnimmt man diesen Definitionen die Differentiationsregeln

dcosz
dz

dsinz
i=cosx bzw.
dz

= —sin 2,

da absolut konvergente Reihen in ihrem Konvergenzbereich gliedweise differenziert
werden kénnen.
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13. Die binomische Reihe
Im Lehrbuch der Mathematik fiir das 11. Schuljahr haben wir die binomische
Formel
=% n\ n-vpe _ (7 n -1 o\ n
(a+ D)» = (‘,)a b (0) ar + (l) a"lb+ (n) b

kennengelernt. Wir haben ihre Giiltigkeit fiir ganze positive Exponenten n nach-
gewiesen. Nunmehr wollen wir diese Einschrinkung fallen lassen und die Funktion

y=(a+2)f

mit beliebigen rationalen Exponenten 8 in eine Reihe entwickeln. Diese Funktion
ist beliebig oft differenzierbar fiir alle £ & —a. An der Stelle z = —a sind die
Funktion und ihre k-ten Ableitungen nicht definiert, sobald 8 — k& < 0 ist, das
heiBt, die Bedingungen fiir die Entwicklung des Taylorschen Satzes sind dann
nicht erfillt. Es gilt

B (@)=BB—1) B —2) B —[k—1]) (a+ 2%
Setzen wir z = 0, so erhalten wir
fPO)=pB-1)(B—2) - (f~[k—1]) o~
Nach Multiplikation dieser Gleichung mit %l: ergibt sich
"
210 (0) = (F) a2

Wir erkennen, daB die linke Seite dieser Gleichung die uns bekannte Form des
allgemeinen Gliedes des Taylorschen Lehrsatzes fiir 2y = 0 und k= xist. Approxi-
mieren wir die Funktion y = (a+ z)? durch ein Polynom (m — 1)-ter Ordnung, so
erhalten wir

y=(a+2)f=af+ (‘f) aP-lz+ (‘;’) aP=2 24 .o 4 (mE 1)af’—"'“ ™14 Ry,
Das Restglied Rp nach Lagrange hat die Form

o=

- 9)
3 -

3

oo m gy gm0 <O <t).

Der allgemeine Beweis, daB auch fiir diesen Fall lim R, = 0 gilt, kann mit den
zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht gefiihrt we;’(‘l—;;, da der Ausdruck
fm@z)=B@B—1) B—2 - (B—[m—1]) (a+dx)pm
mit z,= 0 und k= « nicht ohne weiteres abgeschitzt werden kann.
Die Funktion y = (a + ) 1aBt sich in die Reihe

(@+x)f=al+ (;’) @+ (f) @+ (‘;‘) PPt (5)

entwickeln. Es ist noch zu priifen, fiir welche Werte von x diese Reihe konvergiert.
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Fiir positive ganze § bricht die binomische Reihe fiir jeden Wert von z wegen
(f) =0 fiir k > f nach k= # Gliedern ab. Sie ist also endlich und somit fiir jeden
Wert von z konvergent.

Ist B nicht positiv ganz, so sind fiir z 3= 0 alle Glieder von Null verschieden und
die Reihe ist unendlich.

Wir priifen deshalb die Konvergenz mit Hilfe des Quotientenkriteriums. Es ist

U =(k 4 ) af-[k-1] gk-1

-1
d
" Uiy =(£) af-k ok,
within
Yk (f)a’-l:zk _ (f)f —_—ﬂ—k+1~i=(ﬂ+_’_1)3_
“ (kf1) (k1) zk-1 (k £)a & a % i

Upry z .
808 =5 Daraus ergibt sich,

Fiir k- oo geht ﬂ—:—lgcgen Null und demnach

daB die Reihe konvergiert, wenn

x

<1, dasheit |z|<|a]| ist.

Beispiel:
Es ist /1,2 auf 6 Dezimalen genau zu berechnen. Wir gehen von der Funktion
y=YVi+2z=(1+ :t);' aus und setzen dann z= 0,2. Es ist

1 1 1 1
1+ x)% = 1+(12)x+(§)13+(§)1’+(Z)x‘+-".

Nun ist

5 [00913-2}
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1

Wir erhalten der Reihe nach fiir die Binomialkoeffizienten (?) mit k=0,1,2,3,

.
.

k
die Werte
1 1 1 1 5 T 21 33 _ 42
*o TR 16 T 128° 236 10240 2048’ 325637

Da der Wurzclwert auf 6 Dezimalen berechnet werden soll, geben wir die

1
a.=(§)o,2' (k=0,1,2,3,-)

auf 8 Dezimalen an. Dann ist

a,= 1,00000000

a,= 0,10000000 a,= — 0,00500000
ay = 0,00050000 .= — 0,00006250
ag = 0,00000875 ag = — 0,00000131
a, = 0,00000020 ag = — 0,00000003
¥1,2 = 1,10050895 — 0,00506384 = 1,095 445 11

Der auf 6 Stellen berechnete Wurzelwert ist also J/1,2 = 1,095445.

Durch Ausrechnen 148t sich nachpriifen, daB 1,095445% um weniger als 0,3 - 10-¢
von 1,2 abweicht!

Die binomische Reihe konvergiert um so besser, je kleiner der absolute Betrag
des fiir z zu wihlenden Wertes ist. Diese Tatsache macht man sich bei der Berech-
nung von Wurzelwerten zunutze, indem man den Radikanden entsprechend um-
formt.

So 1aBt sich zum Beispiel J/2 wie folgt umformen:

wyi-yimz  —ya(i-3) -2(-3)

oder
5 /i 50 _ 1 [ _ 1 1%
b) V2= VE'E=?']/%_?(1—5—0) .

In der Abbildung 10 sind die zu den approximierenden Fu.nktionen gehorigen

Schmiegungsparabeln 0-ter bis 4-ter Ordnung der Reihe 2 zt= 1= dargestellt.

Die Abbildung zeigt, daB diese Reihe weder bei z= +1 (bestxmmte Divergenz)
noch bei z= —1 (unbestimmte Divergenz) konvergiert, wihrend sie fiir alle z
zwischen +1 und —1 konvergiert, und zwar um 8o besser, je niher der z-Wert bei
Null liegt und je héher die Ordnung der Approximation ist.
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14. Die logarithmische Reihe

Die Funktion y=Inz kann an der Stelle z=0 nicht als Potenzreihe dar-
gestellt werden, da die Funktion und ihre Ableitungen an der Stelle x = 0 nicht
erklart sind. Wir behandeln daher die Funktion y = In (14 z). Ihre Ableitungen
(=1k1. (k- 1)t

TraF
bis zu beliebiger Ordnung fiir * & —1, insbesondere ist

sind y® = mit k=1, 2, 3,---. Es existieren also alle Ableitungen

¥(0)=0, a® (0)=(—1)**1-(k-1!.

Wir untersuchen das Restglied der Approximation (n — 1)-ter Ordnung zur vor-
gegebenen Funktion. Es ist
R= SR i 0<o <L

Fiir alle n und jedes § mit 0 <& < 1ist lim R,= 0, wenn nur | x| <1 ist. Fiir

n-+o
| z| > 1 dagegen existiert lim R, nicht.

n— oo

Dic Funktion y=In (1+ z) ist also unter einschrinkenden Bedingungen als
die folgende Taylorsche Reihe darstellbar:

x xt > 13
y=In(l+x)=2-% Sz i P LR )
Sie wird als logarithmische Reihe bezeichnet.
Fiir den Konvergenzradius finden wir

3
+1

= lim
k- o

r= lim
k-

=1

l~+1|

die Reihe ist also fiir —1 <z < +1 absolut konvergent. Fiir z= +1 ergibt slch
d.le nach dem Konvergenzkriterium von Leibniz konvergente Reihe 1 — = + 5
- —+ — +--. Da die Reihe ihrer Absolutbetrige die schon als dxvergent er-
kannte harmonische Reihe ist, ist die logarithmische Reihe fiir z =+ 1 nur
bedingt konvergent. Fiir z= —1 erhalten wir die Reihe — 1 “~1—, —% — e

- (1 + % + -%— + ), die ebenfalls divergent ist. Zusammenfassend stellen wir
fest:

Die logarithmische Reihe In (1 +x) = V‘ (—1k— —1Z = lSt fiir || <1 absolut

konvergent, fiir & =+ 1 bedingt konvergent und fur r=—1und x| > 1
divergent.

Die logarithmische Reihe kann zur Berechnung der Logarithmen von Zahlen
zwischen 0 und 1 verwendet werden. Aber fiir diese Aufgabe ist sie recht unge-
eignet, wenn |z| wenig von 1 verschieden ist. In diesem Falle konvergiert die Reihe
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sehr langsam, es sind also sehr viele Glieder zur Berechnung nétig, wenn eine vor-
geschriebene Genauigkeit fir den Funktionswert erreicht werden soll. Wir
betrachten neben y=In (1 + ) die Reihe

In(l—2)=—2— > —_ -2 — «e® (7
mit dem Konvergenzbereich —1 < z < + 1. Subtrahiert man diese Reihe von
der Reihe (6) und beachtet man, daBlna —Inb =1In % ist, so erhiélt man

1+2

28 | at
1n1—_;=2(x+3+3+ )

Wir setzen 11%: =zalso z= f—;-} und erhalten damit die Reihe

wesf(E) HEHE - o

Da die Reihen (6) und (7) fir —1 <z <+ 1 absolut konvergent sind, so ist die
Reihe (8) fiir alle positiven z = 1—— absolut konvel'gent Es entspricht namlich

1-
wegen der Gleichungen z(— 1) =0, z(+ 1)= oo und dz T=ap > 0 das z-Inter-
vall -1 < 2 < + 1 dem z-Intervall 0 < z < . Die Reihe erméglicht also fiir
alle positiven Zahlen die Berechnung der Logarithmen. Allerdings ist auch diese
Reihe nicht fiir alle Werté z gleichmiBig gut konvergent. Am brauchbarsten ist
die Reihe, wenn z in der Nihe von 1 liegt. Das kann man an der folgenden Tabelle
erkennen.

z 0,02 | 0,5 0,8 1 1,2 1,5 2 11

21| _49
z+1 51

Bei der Berechnung der Logarithmen der ganzen Zahlen kann man sich auf die
Berechnung der natiirlichen Logarithmen der Primzahlen beschrinken, denn der
Logarithmus einer zusammengesetzten Zahl ist gleich der Summe der Logarithmen
ihrer Primfaktoren; soist zum Beispiel In 15=1n 3+ In 5;In 36=21In 2+ 21In 3.
Bei groeren Primzahlen konvergiert die Reihe (8) nur langsam. In solchen Fillen
versucht man die Zahl, deren Logarithmus zu bestimmen ist, durch eine geeignete
Erweiterung so umzuformen, daB zwei oder mehrere leichter zu berechnende
Logarithmen entstehen.

Beispiel :
97 100
9 97=n 220 1010041 2= 2l 24 2541 (1 ‘m)
b) Int =3
Inil= ) s 1 o Die Berechnung der

Zehnerloganthmen gesclneht durch Umrechnung der entsprechenden natiirlichen
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Logarithmen (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 11. Schuljahr, Seite 113). Bekannt~
lich ist 1g z= M In z, wobei M = h‘w = 0,43429 -+- 20,4343 ist.

15. Die Reihe fiir are tg x

Wir wenden uns einem letzten Beispiel, der Funktion y= arctgz zu und
beziehen uns nur auf die Hauptwerte dieser Funktion. Thre erste Ableitung ist
y = HL:c’ Die Bestimmung der weiteren Ableitungen wird mit wachsender
Ordnung der Ableitungen immer uniibersichtlicher. Wir werden daher einen
anderen Weg zur Entwicklung der Funktion y=arctg z an der Stelle z=0
= 148t sich mit Hilfe der bino-
mischen Reihe als Potenzreihe schreiben. Es ist

c_ 1
y_'1+z'-’

einschlagen. Die abgeleitete Funktion y =

=142 t=1—2t+ ah—ab+ — e

mit dem Konvergenzintervall -1 < z <4 1. In diesem Intervall ist die ange-
gebene Reihe absolut konvergent, und als solche kann sie gliedweise integriert
werden, sofern nur die Integrationsgrenzen dem Konvergenzbereich der zu inte-
grierenden Reihe angehéren. Die untere Grenze sei 0, die obere . Dann ergibt sich
aus der Reihe 1 — 22+ 24 — 284 — .- durch Integration die Reihe

[+ etde=[(1 -8+ 8 —+ ) dE,
0 [

mithin R .
y=aretgz=a-F+ T -+ -, 9)

Thr Konvergenzradius ist 7 =1, wie man leicht nachweisen kann. Die Reihe ist
auch ‘noch fiir z= 4 1 bedingt konvergent, denn in diesem Falle erhalten wir die

alternierende Reihe + (1 — %— + % - -;— + — +++),bei der dieabsoluten Betriige der

Glieder eine monotone Nullfolge bilden und die deshalb nach dem Leibnizschen
Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen konvergiert. Ob allerdings die fiir
z= + 1 erhaltenen bedingt konvergenten Reihen tatsiichlich die Funktionswerte

arctg (+1) = i% darstellen, geht aus unserer Ableitung der Reihe (9) nicht

hervor, da die Integration nur unter der Voraussetzung — 1 < z <+ 1 méglich
ist. Die Ubereinstimmung besteht jedoch fiir jedes z, was wir aber nicht beweisen
wollen.

Die Reihe 1 1
T Ly (10)

=1- T

1 1
+'§——'7—+

k]

wird auch Leibnizsche Reihe genannt. Zur numerischen Berechnung von 7 ist
sie wegen ihrer schlechten Konvergenz wenig geeignet. Zur Bestimmung von nur
zwei Dezimalen wiren 300 Glieder notwendig.
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Mit 2= = ]/gerglbt sich arctg ( V?) = % Damit erhalten wir die Reihe
Ed 1 1 1
F=3V -y rtsm-Tomtyowoto) @)
4

Folglich ist tg (a+ B)= tg1=l Nun ist nach dem Additionstheorem der
m Also ist

Setzt man = = a,rctg—;-+arctg%, a.tctg—;—’- =a, arctg% =f,s0ist e+ f= %

Tangensfunktion tg (e + f) =

1-tgatgh’
1.1
7’, 9 _—1 oder 1*? 1.
1 1 1
1= —
P g

+i

Wir losen diese Gleichung nach g auf und erhalten 9=5—7 2+2 . Setzen wir p=2,

80 ergibt sich ¢ = 3, das heiit, es ist = 7 =aretg ? +arctg 73-. W1r erhalten also zur
Berechnung von % die Doppelreihe

7 1 1 1 1 1 1
T=(?_ﬁ3+ﬁ_"')+(?_3~_33+W_'")' 12)
Eine weiterc Zerlegung dieser Art 1st - = are tg + are tg =+ arc fg —= Man
erhilt sie, indem man arc tg — zerlegt in arc tg — +arc tg—. Daraus ergibt sich

3r+1
T -

5 mit r = 5 und s= 8 erhiilt man dann dxe Zerlegung fir = T

Aufgaben
. oo
1. Der Konvergenzradius fiir die Potenzreihe G(x) =1 + z + 22 + 23 + ... = ' 2" ist zu be-
r=0
stimmen. Welche Funktion stellt die Reihe innerhalb ihres Konvergenzintervalls dar?
9, Es ist zu untersuchen, welche Funktion die Reihe

©
14224322+ 423+ .- =X (v+1)- 2" darstellt.
y=0

® v
8. Es ist die Reihe z+%z’+%z‘+%~z‘+m - Zl%zu differenzieren und das Er.
3=

gebnis mit der Reihe in Aufgabe 1 zu vergleichen.

ih

4. Es ist der Konverg dius der Pot
s 1 z+22+13+ b)fv'z’ 1+z+2a2+3a23
a) Zoﬁz + a1t & La?+3!2% +

zu bestimmen.
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5. Begriinden Sie, weshalb sich die Funktionen
9 f@)=lnz, B f&)= o) f(z) = },’—; a) J(@)=

1
22’

sin &

an der Stelle z = 0 nicht in eine Taylorreihe entwickeln lassen!

6. Es sind fiir die Potenzreihen
o o %3
a) —1)kzk b _qyEr 2
)};o( ek, )ng( Ve~

die Niherungspolynome bis zur 4. Ordnung zu berechnen und die zugehdrigen Schmie-
gungsparabeln zu zeichnen.

7. Erlautern Sie, weshalb die zu den Kurven in Abbildung 11 gehérenden Taylorschen Reihen
an der Stelle z, = 0 nicht mehr konvergent sein konnen!

'

H
i
H
X

8. Welche Voraussetzungen fehlen bei den Funktionen

a) f(z) =3+ V%, b) f(z)=VaE, ¢) f(2) = zVz
fir die Entwicklung einer Taylorschen Reihe an der Stelle x = 0?

Abb.11a Abb. 11b Abb. 110

9. Berechnen Sie die Binomialkoeffizienten

w(3). (5) (5)- (73)> (73) (78)- (72):
o(3)(2) ) G) () () G)
o3 (5) (3) (2) () () €

.

@ to| e

1o B e
N——

10. Die allgemeine binomische Formel ist fiir
8) (@+bp,  b) (a—b)

anzugeben.
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16.
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oeffizient

Lesen Sie aus dem bi ischen Lehrsatz Si formeln fir die Bi
ab, indem Sie fiir z die Werte +1 einsetzen!

Es gind die Funktionen

8) y=(1+2)°, By -2, 9 Y- e

) y= (1 +22)2, &) y=(1 - 27, 1) y-(1 +%z)-‘,
8 y-Vi-ar, b) y = YT+ 2%, 1) y=(-32
K y-(1_?7,)*, D y=G+at, m) y=Va+bz,

B y=o+ )t 0 y-Va-a, D y-——

3 1 2
ii-39)
an der Stelle z, = 0 zu entwickeln. Zu jeder Taylorschen Reihe sind das allgemeine Glied
und der Konvergenzradius anzugeben.

Es sind die Funktionen

8) y=e'%,  b) y=¢%, )y =e’, d)y=e?

als Taylorsche Reihen darzustellen.

Die Funktionen

D Y-t e (=Colz), ) Y=o (F- e (= Cinz)

sind in Reihen zu entwickeln (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 11. Schuljahr, Seite 125).
Es ist nachzugrﬁfen. ob die beiden Funktionen gerade oder ungerade sind und welche

Symmetrieverhiltnisse die zugehérigen Kurven aufweisen. Die Reihen sind mit der Sinus-
reihe bzw. Kosi eihe zu vergleich

Entwickeln Sie die Funktion

8) y=sin2z, b) y-sin% z, ¢) y=sinaz!

Vergleichen Sie die erhaltenen Reihen mit der Reihe fir y = sin z und leiten Sie aus dem
Vergleich eine Regel ab!

Mit Hilfe der in Aufgabe 15 abgeleiteten Regel sind die Reihen far
a) y-sin% z, b) y=sinbz, ¢) y = sin (z?)

anzugeben.

Es sind die Funktionen

8) y=cos3z, b) y-cos% z, ¢) y=cos(azx)

in eine Reihe zu entwickeln. Die so erhaltenen Reihen sind mit der Kosinusreihe zu ver-
gleichen. Aus diesem Vergleich ist eine Regel abzuleiten.
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18. Geben Sie mit Hilfe der in Aufgabe 17 abgeleiteten Regel die Reihe fiir

19.

24,

25.

26.

27,

28,

29,

a)y-cos%z, b)y-cos%—z, ¢) y=cos(z), d) y=cos(¥x)

an!

Es sind die Funktionen y =sin’z und y = % (1 - cos 2z) in eine Taylorreihe zu ent-
wickeln. Auf welche bekannte trigonometrische Formel fiihrt der Vergleich beider Reihen?

Die Funktionen y =sin2z und y =2sinz:cosz sind in eine Taylorreihe zu ent-
wickeln und miteinander zu vergleichen. Welche Formel liBt sich daraus ableiten?

Bestimmen Sie durch Multiplikation der Sinus- und Kosinusreihe die Reihe fiir
y = 2sin 2 - cos 2! Warum kann man die beiden Reihen wie endliche Polynome multipli-
zieren? Vergleichen Sie diec Reihe mit der von Aufgabe 15a!

Berechnen Sie mit Hilfe der Sinus- und Kosinusreihe die Funktionswerte fGr y auf vier
Dezimalen!

a) sin1, b)sin0,, c¢) sin0,0¢, d) sin, ©) sin-’—;—l

a) cos 0,01, b) cos1, ¢) cos1,5, d) cos %, e) cos ; .

Welche Winkel gehoren zu dicsen Entwicklungen der Aufgaben 22 und 23?

a) sin1°, b) sin4°, ¢) sin2°30’, d) sin30°, e€) sin 90°.
a) cos15’, b) cos2°, ¢) cos10° d) cos45°, e€) cos 90°.
Anmerkung: In den Aufgaben 24 und 25 ist das GradFJaB in Bogenma8 umzurechnen.
a) sin 10°, b) sin 25°, €) cos 15°, d) cos 20°.
8) sin 200°, b) sin 425°, ¢) sin (- 800°).
a) cos 5°, b) cos 7,5°, ¢) cos 12,5°.
a) cos 300°, b) cos 555°, ¢) cos (- 700°)!

Anmerkung: In den Aufgaben 27 und 29 sind die Winkel auf den ersten Quadranten
zu reduzieren.

Es sind die nafirlichen Logarithmen der Primzahlen von 2 bis 7 zu berechnen.

Die folgenden Werte sind mit Hilfe der Reihe fiir In z zu berechnen:
8) In2; bHIn12; ¢)Iln1,5 d o5 € In11; 1) In23; g) Ins1.

Bestimmen Sie die natirlichen Logarithmen von
a) 72, b) 1000, ¢) 1327, d) 1323, e) 7,5, 1) 30,87,
indem Sie die Logarithmen in eine Summe logarithmierter Primzahlen zerlegen!
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Die Reihe fiir arctg = 75

Die natiirlichen Logarithmen der Primzahlen
a) 19; b) 37; ¢) 61; d) 73; € 97; M 211; g) 197
sind durch geeignete Umformung der Logarithmanden zu bilden.

Berech Sie die Zehnerlogarithmen der Logaritk den von Aufgabe 301

In der Zi ins- und Rent h werden hiufig groBe Vielfache der Logarithmen
zu den Aufzinsungsfaktoren r = 1 + — i 00 gebraucht. Fir diese Rechnungen fihrt die

Verwendung der iblichen vierstelligen Loganthmentafeln zu cthebhchen Ungenauig-

keiten. Deshalb verwendet man fir diese R gen Logarith feln mit hoherer

Stellenzahl.

Der Prozentsatz P moge zwischen 1%, und 5% liegen. Es ist mit Hilfe einer Restglied-
bis zu Ordnung die Funktion In7=In(1+ 2)

approxumen werden muB, damit eine Genauigkeit von 6 Dezimalen fiir In 7 gewihrleistet

ist.

Es ist die ungleich gute Konvergenz der arc tg-Reihe zu untersuchen, indem firz = 1;0,1;
0,01 das Glied bestimmt wird, das bei einer vorgegebenen Genamgkelt von &= 10-4
keinen Beitrag mehr zur vierten Dezimale der Summe gibt.

Es ist # mit Hilfe der Reihe fiir
0) % (Reihe 11),  b) 7 (Reike 10)

auf 5 Dezimalen genau zu berechnen.

Es ist die Reihe fiir die Funktion y = arcsin z aus der Reihe ihrer Ableitung y' =
zu bestimmen. 1-2z

Leiten Sie aus der arcsin-Reihe eine Reihe ﬁir%ab!
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V. Zusammenstellung der wichtigsten Siitze und
Reihenentwicklungen

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

ﬂ_b)b#=i'(§) mit @ <§<b.

Ist speziell f (b) = f (a), so ergibt sich der Satz von Rolle:
0-f@ mit 0<Esb.

Der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Differentialrechnung:
f @+ h)—f (@ =i’(a) + 93 h)
g@+h —g@x g @+9h)

Die Taylorsche Formel:

’ R~ h"
G@+ 1) =G@) + 56 @) + 35 G" (@) + - + G ().

Die Maclaurinsche Formel:

G@ =GO +56 O+ ).G"(O) +- +f7';G“')(0)-

Der Taylorsche Lehrsatz:

F@+ 1) =[@) + [if @) + 31" @) + o+ + 1 () + R,

(n—1

mit 0<d <1,

mit Ry = 227 (2, + 9 B), wobei 0 < 9 <1 (Restglicd von Lagrange).
Die Taylorsche Reihe:
. h h® .,
Esist f (2o +h) =f @) + 15 @) + 35 17 @) + -+,
wenn lim R, (z,; h) = 0 gilt.
ny oo
Die Exponentialreihe:
1 1 1
et =1 +ﬁm +2—!17"+m-’l‘3+ LTI
Die Reihen fiir sin z und cos z:

w7
sinx = .1!——+. ﬁ+—---,

cosx =1 —2—x+-4—x —g-&- —
Die binomische Reihe:
@+x)8 =ab + (“{)aﬂ- T+ (B)af’ 2+ (g)a3‘313 Fores
Die logarithmische Reihe:
P
[
nz = ‘.’[(:—:_—i) +§(:+}) +;(z— 1) + ] mit 2 —-llt—z.

m(l+a) -z -Z+% 4'+—---—2(



C. Sphirische Trigonometrie

Bei den bisherigen Betrachtungen in der Trigonometrie sind wir davon aus-
gegangen, daB die Figuren in einer Ebene liegen. Wir wollen in den folgenden Ab-
schnitten die trigonometrischen Untersuchungen auf die Kugeloberfliche aus-
dehnen. Dieses Teilgebiet der Mathematik, mit dem wir uns jetzt beschiftigen
werden, heiBt sphiirische Trigonometrie. Die Bezeichnung ist von dem griechischen
Wort sphaira (Kugel) abgeleitet.

I Grundbegriffe der Kugelgeometrie

1. GroBkreise und Kleinkreise, kiirzeste Entfernung zweier Punkte

Wird einé Kugel von einer Ebene geschnitten, so entsteht als Schnittfigur ein
Kreis. Die GroBe des Schnittkreises ist voin Abstande a der Ebene vom Mittel-
punkt der Kugel abhiingig. Es ergeben sich dic folgenden Méglichkeiten:

1.a=0 Der Mittelpunkt des Schnittkreises fiillt mit dem Mittelpunkt der
Kugel zusammen. Der Radius des Schnittkreises ist gleich dem Radius
der Kugel. Es ist offensichtlich, daB es keinen Schnittkreis mit
groBerem Radius geben kann. Man bezeichnet deshalb diesen Schnitt-
kreis als GroBlreis.

2. 0<a <r Der Radius des Schnittkreises ist ¢ = J/72 — a?. (Dies kann mit Hilfe
einer Zeichnung leicht hergeleitet werden.) Esist also in diesem Fallep
stets kleiner als r. Man bezeichnet deshalb diese Schnittkreise als

Kleinkreise.

3.a=r Die Ebene beriihrt die Kugel. Der Schnittkreis entartet zu einem
Punkt.

boa>r Die Ebene schneidet die Kugel nicht. Es entsteht also kein Schnitt-
kreis.

In der Ebene ist die Strecke die kiirzeste Verbindung zweier Punkte. Da es auf
der Kugeloberfliche keine Geraden gibt, tritt hier an die Stelle der Strecke der
kleinere Bogen eines GroBkreises durch die beiden Punkte. Dieser Bogen ist auf
der Kugeloberfliche die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten.
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Es soll hier nur bewiesen werden, daB der kleinere Bogen des GroBkreises unter allen mog-
lichen Kreisbogen auf der Kugeloberfliche die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist. Um
zu beweisen, daB er die kiirzeste Verbindung unter allen iiberhaupt méglichen Kurven ist,
muB man Hilfsmittel heranziehen, die iiber den Lehrstoff der Oberschule hinausgehen.

In der Abbildung 12a sind drei Kreise durch die Punkte 4 und B der Kugeloberfliche gelegt.
Die Abbildung 12b zeigt die Umlegung dieser Krcise in eine Ebene. Die drei Kreise haben
die Sehne 4B = s gemeinsam. Die Liinge b des Bogens wird durch die Formel b =&-r
bestimmt. Der Winkel a kann aus sin; = :— Zu a-= 2arcsin21 berechnet werden.

) e 2r r
Dann gilt also b = 27 aresin —.

Fir arcsin z gilt die Reihendarstellung
arcsinx-z+%~ +.e mit |zi§1,

es ist also

wobei

!
‘%‘] =<1 vorausgesetzt werden muB. Diese Voraussetzung ist tatsichlich erfiillt,

es gilt sogar 0< “ir =1, denn s und 7 sind stets positiv, und 2r kann nicht kleiner als &
werden. -
Man erhiilt damit

s 1 8 1.3 58
”'2’[27+?'m—;)—a+r4"'m'+“']

oder

e Yo s T

Da s konstant ist, werden mit wachsendem r vom zweiten Glied an alle Glieder dieser Reihe
und damit auch ihre Summe immer kleiner. Das bedeutet aber, da3 der Bogen b um so kleiner
wird, je groBer der Radius 7 wird.
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Nach Definition ist auf der Kugeloberfliche der GroBkreis unter allen méglichen Kreisen
derjenige mit dem groBten Radius, also ist der kleincre Bogen des GroBkreises unter allen
moglichen Kreisbogen die kiirzeste Verbindung zwischen 4 und B.

Den kleineren Bogen des GroBkreises durch zwei Punkte auf der Kugeloberfliche
bezeichnen wir als geodiitische Linie. (Allgemein wird die kiirzeste Verbindung
zweier Punkte auf jeder gekriimmten Fliche als geodétische Linie bezeichnet.)

Die Linge der geoditischen Linie kann man auf zwei Arten messen: 1. mit einem
LingenmaB auf dem kleineren Bogen des GroBkreises; 2. als Winkel, den die beiden
Radien zu den Endpunkten der geoditischen Linie bilden. Im ersten Falle ist die
Liinge der geodiitischen Linie auBler von der Lage der Punkte auch vom Kugel-
radius abhiingig, im zweiten Falle dagegen nicht. Zur besseren Unterscheidung
bezeichnen wir die Linge der geoditischen
Linie als sphiirischen Abstand, wenn sie im
LingenmaB gemessen ist, dagegen als sphiirische
Liinge, wenn sie im WinkelmaBl gemessen ist.
Fiir die Liinge der geoditischen Linie gilt die
folgende Relation:

T

b=r-a=r-w.

Dabei ist a dic sphirische Linge und b der
sphérische Abstand (Abb. 13).

Fiir die Erde ist zum Beispiel die Linge
der geoditischen Linie, die zur sphirischen
Linge 1° gehort, annihernd 111 km. Abb. 13

2. Das sphiirische Zweieck, Winkel am Zweieck, Flicheninhalt

Im allgemeinen wird durch zwei Punkte auf der Kugel ein GroBkreis eindeutig
bestimmt, da der Mittelpunkt der Kugel mit diesen beiden Punkten zusammen die
Schnittebene festlegt. Sind speziell die beiden
Punkte Endpunkte eines Durchmessers, so
liegen sie zusammen mit dem Mittelpunkt
auf einer Geraden. In diesem Fall lassen sich
durch diese beiden Punkte, die diametral zu-
einander liegen, beliebig viele GroBkreise ziehen,
die simtlich einander halbieren.

Durch zwei nicht zusammenfallende GroB-
kreise wird die Kugeloberfliche in vier Teile
zerlegt, von denen je zwei einander kongruent
sind (Abb. 14). Die so entstandenen Teile der
Kugelfliche nennt man Kugelzweiecke. Alle
Kugelzweiecke sind gleichseitig. Die sphérische
Liinge ihrer Seiten ist 180°. Die GroSe des
Kugelzweiecks ist von der GroBe des Winkels
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zwischen den erzeugenden GroBkreisebenen abhingig. Diesen Winkel & bezeichnen
wir als den Winkel des Kugelzweiecks.
Der Flicheninhalt eines Kugelzweiecks liBt sich aus der Proportion

F:0=F:bar=a:360°

als
a _aric
360° 90

bestimmen, wobei F die Fliche des Zwciecks und O die Oberfliche der Kugel
bedeuten.
‘Wird der Winkel jedoch im Bogenmaf} gemessen, so ist

F:0=F:bart=a:2m,
also

4xra

F=

3. Das sphiirische Dreieck, Fliicheninhalt, Winkelsumme

Wir wollen im folgenden Dreiccke auf der Kugeloberfliche betrachten. Ein
Kugeldreieck ist die Figur, die von drei GroBkreisbogen begrenzt wird. Die GroB-
kreisbogen sind dann nach Abschnitt 1 die Seiten des Dreiecks. Dic Winkel zwischen
den erzeugenden GroBkreisebencn sind entsprechend Abschnitt 2 die Winkel des
Dreiecks. Wir beschranken uns bei den folgenden Untersuchungen auf solche
Dreiecke, bei denen jede Seite kleiner als 180°
ist. Diese Dreiecke werden als Eulersche Drei-
ecke bezeichnet.

Die vollstindigen GroBkreise schneiden sich
paarweise noch einmal in den drei Punkten 4,,
B, und C,, die jeweils diametral den Punk-
ten A, B und C gegeniiberliegen (Abb. 15).
Dadurch entsteht ein flichengleiches, sym-
metrisches sphirisches Dreieck 4;B,C;, das
aber den entgegengesetzten Umlaufsinn des
urspriinglichen Dreiecks 4 BC hat. Dieses Drei-
eck heiBt das Scheiteldreieck zum Dreteck A BC.
Neben dem Dreieck A BC und seinem Scheitel-
dreieck 4,B,C, entstehen aber auf der Kugel
noch weitere sechs Dreiecke: Abb. 15

ABC,, A,BC, 4,BC, ABC, ABC und ABC,.

Die Flichen der acht Dreiecke bedecken vollstindig die Kugeloberfliche, ohne
einander zu iiberschneiden.



Das sphirische Dreieck, Flicheninhalt, Winkelsumme 81

Da je zwei gegeniiberliegende Dreiecke flichengleich sind, geniigt es, wenn wir uns
bei den folgenden Betrachtungen auf die Halbkugel beschrinken. Wir bezeichnen
den Flicheninhalt des Dreiecks A BC mit F, den des Dreiecks 4, BC mit F;, den
des Dreiecks 4 B,C mit F, und den des Dreiecks 4, B,C mit Fy. Es gilt also

F 4+ F +F,+ Fy=2nr. 1)

Andererseits bilden die Flichen F und F,; ein Kugelzweieck mit dem Winkel e,
die Flichen F und F, ein solches mit dem Winkel 8 und die Fliche des Scheitel-
dreiecks 4, B,C,, die der GroBe nach gleich F ist, und F; ein Kugelzweieck mit dem
Winkel y. Daher ist nach Abschnitt 2

2
FiF=gw,
F+F,="9:,—'f,

2
F+F="5F.

Durch Addition dieser drei Gleichungen ergibt sich

72
3F+F +F+F =15 @+ B+7)

und nach Subtraktion von (1)

aF =21 _ 180%an
2F =5(e+ B+y) — —5—

2
2F =55 (a+ B +y — 1809

F art . o
= Lpsla+ B +y —180°). b))

Wird e+ 8+ y— 180° = & gesetzt, dann wird

xre
F = 180° & (3)

Die GroBe ¢ heiBt sphiirischer Exzef.

Der Flicheninhalt spielt bei praktischen Berechnungen kaum eine Rolle. Die
Bedeutung der Formeln (2) und (3) liegt nicht so sehr in der Tatsache, daB sie die
Berechnung des Flicheninhaltes eines sphirischen Dreiecks erméglichen, sondern
vielmehr darin, da man aus ihnen eine Aussage iiber die Winkelsumme im
sphiirischen Dreieck herleiten kann.

Voraussetzung fiir die Entstehung eines Dreiecks ist, daB die Punkte 4, B und C
nicht auf demselben GroBkreis liegen. Der Flicheninhalt des durch diese Punkte
bestimmten Dreiecks ist stets grofer als Null. Dann ist nach (2) und (3)

e=a+f+y—180°>0,

also e+ f+y>180°.
6 [00913-2)
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Die Winkelsumme im sphirischen Dreieck ist demnach stets groBer als 180°.
Die GroBe ¢ gibt dabei den UberschuB iiber 180° an. Dadurch wird die Bezeichnung
sphiirischer Exzel verstindlich.

Andererseits ist die Fliche eines Eulerschen Dreiecks stets kleiner als die der
Halbkugel. Es besteht mithin auch die Bezichung

ar? o ’y
W(a+ﬂ+7—180)<2nr,

aus der unmittelbar folgt
e+ f+y— 180°< 360°,

a+ B4y < 540°.

Fiir die Winkelsumme im sphirischen Dreieck ergibt sich damit die folgende
Ungleichung:
180° < a+ 34 ¢ < 540°
oder .
x<a+pg+9<3a.

Im sphiirischen Dreieck ist dic Winkelsumme stets groBer als 180° und kleiner
als 540°. Der sphiirische Exzef ist stets groBer als 0° und klciner als 360°,

4. Das sphiirische Dreieck und die korperliche Ecke

StoBen n Kanten (n> 2), von denen keine drei in einer Ebene liegen, in einem
Punkt zusammen, so bilden sie eine n-seitige korperliche Ecke.

Durch die drei Seiten eines Eulerschen Dreiecks und den Mittelpunkt der Kugel
werden drei Ebenen bestimmt, die sich paarweise in drei Geraden schneiden. Diese
drei Geraden sind die Kanten eincr dreiseitigen korperlichen Ecke. Es besteht
also ein Zusammenhang zwischen dem sphirischen Dreieck und der dreiseitigen
korperlichen Ecke.

Die Abbildung 16a zeigt das rdumliche 4
Bild einer dreiseitigen korperlichen Ecke, die
zu einem sphiirischen Dreieck 4 BC ergiinzt
ist. Die Projektion des Punktes 4 auf die
Ebene MBC sei 4. Wir fillen von A4 auf
die Kanten 3 B und M C dic Lote. Thre FuB-
punkte seien D und E. Nun verbinden wir D
und E mit 4’. Dann ist der Winkel 4DA4’,
der Neigungswinkel § der Ebene B4 7
gegen die Ebene A/ BC, laut Definition der
Winkel f# des sphiirischen Dreiecks. Ent- Abb. 16a 4
sprechend ist der Winkel AEA’ der Winkel y.

Wir wollen nun die wahren GroBen der Seiten a, b und ¢ und der Winkel 8 und y
konstruieren. Dazu withlen wir eine der drei Seitenflichen der kérperlichen Ecke,
zum Beispiel M BC, als GrundriBebene; die beiden anderen Seitenflichen, also
MAB und MAC, klappen wir um die Achsen M B bzw. MC in die Zeichenebene.
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Abb. 16b

Die Stiitzdreiecke ADA’ und AEA’ werden um die Achsen DA’ bzw. EA’ umgelegt
(Abb. 16b). Esist E (4,) = E[4,], A'[4,] = A'[4,] und D(4,) = D[4,].

Die Abbildung 16b zeigt, wie man konstruktiv die GroBe der Winkel § und y er-
mitteln kann, wenn die drei Seiten eines sphiirischen Dreiecks gegeben sind. Durch
Wahl einer anderen Seitenfliche als GrundriB lassen sich auch die Winkel & und y
bzw. @ und B konstruieren, wobei durch die zweimal konstruierten Winkel eine
gute Kontrolle iiber die Genauigkeit der Winkelwerte moglich ist.

Betrachtet manin der Abbildung 16a zwei Seiten und den cingeschlossenen Winkel
(zum Beispicla, #, ¢) als gegeben, so kann man entsprechend der Abbildung 16h durch
Abiinderung der Reihenfolge der Konstruktionen (vgl. Abb. 16¢) die dritte fchlende
Seite konstruieren. Man geht dabei von den Punkten M, (4,), B, C, D, A’ und [4,)]
aus und verwendet die Beziehung 4’'[4,] = 4'[4,]. Damit ist diese Aufgabe auf
den Fall dreier gegebener Seiten zuriickgefiihrt.

Alle durch Kanten begrenzten Korper bilden
mehrere korperliche Ecken. Zum Beispiel hat
der Wiirfel acht, das Tetraeder vier Ecken. Mit
Hilfe der sphirischen Trigonometrie konnen
die Neigungswinkel der Seitenflichen kantig
begrenzter Korper berechnet werden, indem
man die von den Kanten gebildeten Winkel als
Seiten eines sphiirischen z-Ecks auffaBt und dic
Neigungswinkel der Flichen als Winkel in den
entsprechenden sphiirischen n-Ecken berechnet.

Soist zum Beispiel eineTetraedereckeeine kor-
perliche Ecke mit drei gleichen Seiten (Abb.17).
Ihre Seitenlinge ist ¢0°. Es muB jedoch darauf
hingewiesen werden, daB nicht jede korperliche
Abb. 17 Ecke mit drei gleichen Seiten diese Seitenlinge

C*
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hat. Durch einen Diagonalschnitt bei einer Oktaederecke erhiilt man eine kérperliche
Ecke mit zwei Sclten zu 60° und einer Scite zu 90° (Abb. 18a). Abbildung 18b
zeigt die wahre GroBe der Scitenflichen. Sic sind in die Zeichenebene umgeklappt.

Abb. 18D

5. Dic Polarecke und das Polardreieck, die Seitensumme

Es sei M der Scheitelpunkt einer korperlichen Ecke mit dem zugehérigen sphéri-
schen Dreieck ABC. Im Scheitelpunkt M errichten wir auf den das Dreieck er-
zeugenden Ebencn M AB, M BC und MAC die Senkrechten. Diese bilden dort eine
neue Ecke, die wir die Polareeke der urspriinglichen Ecke nennen. Die drei Senk-
rechten durchstoBen die IXugeloberfliche in den drei Punkten 4’, B’ und C’
(Abb. 19a). Dic Punkte 4’, B" und C’ bilden ein sphiirisches Dreieck, das wir das

Abb. 19a

Polardreieck A’B'C’ zu dem urspriing-
lichen Dreieck 4 BC nennen.

Seiten und Winkel des Polardreiecks
werden genauso definiert wie Sciten und
Winkel des sphirischen Dreiecks. Wir
wollen nun an Hand der Abbildungen 19a
und 19b die Zusammenhiinge zwischen
dem sphiirischen Dreieck und seinem
Polardreieck herleiten.

Die beiden Ebenen MAC und MAB
haben den Neigungswinkel e, der gleich
dem Winkel ¢ des sphirischen Dreiecks
bei 4 ist. Die Senkrechten im Punkt Af
auf 431 in den Ebenen MAC und MAB
haben bei M ebenfalls den Winkel a. Dic
beiden Schenkel dieses Winkels durch-
stofen die Kugel in den Punkten C,
und B,. Da die Kante M B’ senkrecht

auf der Ebene MAC steht, steht sie auch senkrecht auf MC;, und cbenso
steht MC’ senkrecht auf M B,. Die Punkte B, C', B, und C liegen auf einem
GroBkreis, dessen wahre GroBe in Abbildung 19b dargestellt \vlrd Die Seite B'C’
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des Polardreiecks nennen wir a’. AusAbbildung19b
folgt die Beziehung

@ + 90° + a’ + 90° = 360°

oder
a =180°— a.

Die fiir dic Seite a’ durchgefiihrten Betrach-
tungen gelten entsprechend fiir die Seiten b
und ¢’. Somit ist

b=180°—8 und ¢ =180°—y.

Abb.19b

Wenn man das auf diese Weise gefundene Polardreieck 4’B’'C’ als Ausgangs-
dreieck wihlt und dazu das Polardreieck konstruiert, erhilt man wieder das
Dreieck ABC. Demnach ist das urspriingliche sphiirische Dreieck das Polardreieck
seines eigenen Polardreiecks. Da jedem Dreieck eine korperliche Ecke eindeutig
zugeordnet ist, folgt daraus der Satz:

Jede Ecke ist die Polarecke ihrer Polarecke.
Aus diesemn Satz ergeben sich drei weitere Formeln:
a=180°—¢, b=180°— 8 und c=180°—7.
Diesc sechs Formeln werden in einem Satz zusammengefafit:

Die Sciten (Winkel) eines sphiirischen Dreiecks ergiinzen sich mit den
entsprechenden Winkeln (Seiten) des Polardreiecks zu je 180°.

Aus diesem Satz folgt unter Verwendung der Siitze iiber die Winkelsumme im
sphiirischen Dreieck ein wichtiger Satz iiber die Summe der Seiten.

Ls ist

180° <’ + B +y.
‘Unter Verwendung der obigen Formeln folgt dann

180° < (180° — a) + (180° — b) + (180° — ¢)
180° < 540° — (@ + b + ¢)

a+b+c<360°.

Da a, b und ¢ positiv vorausgesetzt sind, gilt also

0° <a+ b+ c<360°

Die Seitensumme im sphiirischen Dreieck ist kleiner als 360°, das heilt
kleiner als ein GroSkreisumfang.
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II. Berechnung des sphiirischen Dreiecks

6. Das rechtwinklige sphiirische Dreieck, die Nepersche Regel

Zur Ableitung der
Formeln verwenden wir
cine bei C rechtwinklige
Ecke (Abb.20a). Von 4
fillen wir die Lote 44’
auf MCund ADauf M B
und verbinden A’ mit D.
Die Ebene MCA steht
senkrecht auf der Ebene
MCB, also ist der Win- Abb. 202
kel 44’D ein rechter
Winkel. Der Winkel 4DA’" ist der Neigungswinkel
der Ebene M BA gegen die Ebene M BC. Er ist der
Winkel 8, den die sphiirischen Seiten 4B = ¢ und
BC = a miteinander bilden. AuBerdem ist AC = b.

Die Ebene MCB verwenden wir als Zeichenebene;
wir legen die Ebenen MCA bzw. MBA um die (4,)
Achsen MC bzw. M B um. Das Dreieck 44'D legen AbD. 20b
wir um die Achse DA’ um (Abb. 20b). 9.4

Aus Abbildung 20b entnehmen wir die folgenden Bezichungen:

A'D A4y AL

D(4,)  D(d,)

sina = 375 sinb = U= sinc = ST T
cosa =MD cosh = MAT _ L cosc = MD__ MD
T MA T AAy, T 7 T My, T T
o AT4) g AD
sinfi = P osf = I
Wir bilden nun:
cosa. cosh = MD MAT_ MD _
sa - cosb = Jr - == = == = cosc,
eosa - cosb = cosc; ($)]
sinb Ay r A4y ATA) _
sinc  r  D(d,)  D(d)  D[4] sinf,
sinb _ . 24
e ~ Sn - (2a)

Durch Vertauschen der Katheten a und b sowie entsprechendes. Vertauschen der
Winkel @ und f erhalten wir:
sina _ 2
sme = Sina. (2b)
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Weiter erhalten wir:

MA’ sina  MA’ A'D T A'D A'D

cosb-sina=T 'm:T'W'Im=D(A,)=—[I]=°°sﬂ’
cosb - sina = cos 3 (3a)
und entsprechend durch Vertauschen der Katheten und Winkel
cosa - sinf3 = cos . (3b)
Daraus folgt:
cosa cos
cosa = — und cosh = —.
sin 8 sina
Also wird aus (1)
_cosa cosf
cosc = cosa - cosb = s sna = ctga - ctgf,
cosc = ctga - ctg 3. (%)
Aus (3a) folgt:
. cosf
sina = s
cosb
aus (2a) folgt:
inc — sinb
sinc = o5,
also wird aus (2b):
. . . cosf sinb
sing = sine - sinc = =g - g = ctgf - tgh,
sina = ctg 3 - tgb (5a)
und entsprechend durch Vertauschen
sinb = tga - ctga. (5h)
Aus (1) folgt:
cos ¢
cosa=—:,
cos b
nach (2a) ist
. sin b
sinfl = —,
sin ¢
also wird aus (3b)
. cosc sinbd
cosa = cosa - sinfl = oot sne = tgh - ctge,
cosa = tgb - etgc (6a)

und entsprechend durch Vertauschen

cos3 = tga - etge. (Gh)
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Damit haben wir zehn Formeln zur Berechnung des rechtwinkligen sphirischen
Dreiecks erhalten. Sie lassen sich in einer Regel zusammenfassen.

Ordnet nan die DBe-
stimmungsstiicke eines
rechtwinkligen sphiirischen
Dreiecks wie in Abbildung
21, wobei man den rechten
Winkel auslift und die
Katheten @ und b durch
ihre Komplemente (90° — a)
und (90° — b) ersetzt, so
ist der Kosinus cines jeden Stiickes gleich
a) dem Produkt der Kotangenten der anliegenden Stiicke,

b) dem Produkt der Sinus der gegeniiberliegenden Stiicke.
Diese Regel heilit Nepersche Regel?).

7. Das schiefwinklige Dreieck

Nunmehr wollen wir Formeln zur Berechnung eines schiefwinkligen sphirischen
Dreiecks herleiten.

a) Der Sinussatz der sphiirischen Trigonometrie

Wir gehen wie in der ebenen Trigonometric vor und teilen durch eine Héhe
das gegebene Dreieck in zwei rechtwinklige Teildreiecke, auf die wir die Nepersche
Regel anwenden kénnen.

Die Abbildung 22 ist die Skizze eines
sphirischen Dreiecks mit den zuge-
horigen Neperschen Fiinfecken fiir die
beiden rechtwinkligen Teildreiecke.
Es ist in ADC

sinh, = sing -sinb

und in BDC
sink, = sinf - sina.
Daraus folgt

sing -sinb = sinf -sina

oder

sina _sina

q
sinb sinf’ Abb. 22

90° - (c-q)

1) Dicse Regel wird nach dem englischen Mathematiker John Napier (1550 bis 1617;
latinisicrte Form des Namens: Neper) benannt, der 1614 eine ihnliche Regel gleichzeitig
mit seiner Logarithmentafel veroffentlichte.
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Durch zyklische Vertauschung oder durch Verwendung der anderen beiden

Hohen k, und %, lassen sich dazu noch die beiden Formeln
sind _ sinf nd sina _ sina
sinc  siny sinc  siny

ableiten.

Diese drei Formeln, die eine gewisse Ahnlichkeit mit denen der ebenen Trigono-

metrie haben, lassen sich auch kurz als laufende Proportion

sing :sin@ :siny = sin@ : sinb : sine,

oder in der Form
sina _ sinb _ sine

sin¢  sing ~ siny

schreiben.

Diese Gleichungen werden als der Sinussatz der sphirischen Trigonometrie

bezeichnet.

b) Die Kosinussiitze der sphiirischen Trigonometrie

1. Der Seitenkosinussatz

Wir wollen nun einen dem Kosinussatz der ebenen Trigonometrie entspre-
chenden Satz fiir die sphirische Trigonometrie herleiten. Die dazu erforderlichen
Beziehungen werden unter Verwendung der Neperschen Regel aus den beiden

Teildreiecken gewonnen.
Es gilt im Dreieck BDC (Abb. 22)

cosa = cos h, - cos (¢ — @),

im Dreieck ADC
cos b = cos k, - cos g,

cosa sink,

sing=ctga-tgh. = sina coshg

und
sin b, = sina - sin b.

Unter Verwendung eines Additionstheorems geht die Formel (I) iiber in
cosa = cos h,-cosc-cosq+ cosh,-sinc-sing.

Aus Gleichung (I1T) folgt
cos k, - sin g = cosa - sink,
sina
und durch Einsetzen von (I1V)
cosa-sina-sinb

. =sinb-cosea.
slna

cos k, - sin g =
Durch Einsetzen von (II) und (III’) in (I') folgt schlieSlich

cosa = cosb - cosc + sinb . sinc - cos a.

@
I

()

awv

a

(111
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Durch zyklische Vertauschung oder durch Verwendung der beiden anderen
Hohen folgen die Formeln

cosb = cosa - cosc + sina - sinc - eos 8
und
€osc = cosa - cosb + sina - sinb - cos y.

Diese drei Formeln, die neben den drei Seiten jeweils nur einen Winkel enthalten,
bilden den Seitenkosinussatz der sphiirischen Trigonometrie.

2. Der Winkelkosinussatz

Die Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln eines sphirischen Dreiecks
und seines Polardreiccks ermoglichen es, aus dem Scitenkosinussatz weiterc
Formeln abzuleiten. In

cosa’ =cos b’ -cosc’ +sind .sinc -cosa’,
dem auf das Polardreieck 4’ B’'C’ angewandten Seitenkosinussatz, setzt man:
a'=180°—a, b'=180°—B, ¢=180°—y und o = 180° —a.
Man erhiilt zuniichst
cos (180° — &) = cos (180° — B) - cos (180° — y)
+ sin (180° — f) - sin (180° — y) - cos (180° — a).

Daraus folgt
—cosa=cosf}-cosy —sinf -siny-cosa

und nach Multiplikation mit (— 1)
eos ¢ = — eos 3+ cos ¢ + sin 3+ siny - cosa.
Durch zyklische Vertauschung folgen die weiteren Formeln

€0s 3 = — ¢os ¢ « €0s 7 + sin ¢ - sin y « cosb
und
€0sy = — €0s ¢ + €0s 3+ sin ¢ - sin 3 cosc.

Diese drei Formeln, die neben den drei Winkeln jeweils nur eine Seite enthalten,
bilden den Winkelkosinussatz der sphiirischen Trigonometrie.

Bei der Ableitung dieses Satzes haben wir die Beziehungen zwischen dem sphiiri-
schen Dreieck und seinem Polardreieck verwendet. Wir sagen deshalb, der Seiten-
kosinussatz und der Winkelkosinussatz sind einander polar.

Man kann ihnliche Uberlegungen auch fiir den Sinussatz durchfiihren, erhilt
jedoch keine neuen Formeln. Wir sagen deshalb, der Sinussatz ist zu sich selbst
polar.
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8. Die sechs Fiille der Dreiecksberechnung

Ein ebenes Dreieck ist durch die drei Winkel nicht eindeutig bestimmt, da durch
dic Winkelsummenbeziehung der dritte Winkel aus zwei gegebenen Winkeln
berechnet werden kann. Das gilt fiir das sphirische Dreieck nicht mehr. Durch die
drei Winkel eines sphiirischen Dreiecks sind die drei Seiten des zugehérigen Polar-
dreiecks eindeutig bestimmt. Daraus folgt, daB das Polardreieck und damit das
urspriingliche sphirische Dreieck eindeutig bestimmt sind. Es sind also die folgenden
sechs Fille der Dreiecksberechnung oder Dreieckskonstruktion moglich (zur Ab-
kiirzung bezeichnen wir eine Seite mit § und einen Winkel mit W):

8§88 (3 Seiten),
S WS (zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel),

S S W (zwei Seiten und ein Gegenwinkel)

und WWW  (drei Winkel),
WSW  (zwei Winkel und die Zwischenseite),
wws (zwei Winkel und eine Gegenseite).

Die drei Fiille der zweiten Gruppe lassen sich entsprechend den Ausfiihrungen
des ersten Absatzes auf die drei Fille der ersten Gruppe zuriickfiihren.

Die Konstruktion der Fiille §88 und SWS ist im Abschnitt 4 in den Abbildungen
16b und 16¢ dargestellt. Die Konstruktion der Fille WIWW und WSW wird mit
Hilfe des Polardreiecks auf die Fiille SSS und S zuriickgefiihrt. Die Berechnung
dieser vier Fiille bietet keine Schwierigkeiten. Der Fall SSS kann durch dreimalige
Verwendung des Seitenkosinussatzes und der Fall WWW entsprechend durch
dreimalige Verwendung des Winkelkosinussatzes gelost werden. Da fiir Eulersche
Dreiecke nur Seiten bzw. Winkel unter 180° in Frage kommen, ist durch Ver-
wendung der Kosinussiitze die Lésung eindeutig bestimmt, denn die Kosinusfunktion
hat im ersten und zweiten Quadranten verschiedene Vorzeichen.

In den Fiillen SSS und WW W geniigt es auch, wenn man nur einen Winkel bzw.
eine Seite mit einem Kosinussatz berechnet, um dann die fehlenden beiden Stiicke
mit Hilfe des Sinussatzes zu ermitteln. Da aber die Sinusfunktion im ersten und
zweiten Quadranten gleiche Vorzeichen hat, ist diese Losung nicht eindeutig.
Diesen Nachteil muB man jedesmal bedenken, wenn man eine Berechnung mit
Hilfe des Sinussatzes vornimmt. Es gibt jedoch wie bei den ebenen Dreiecken
Bezichungen zwischen den Winkeln und den Seiten eines sphirischen Drejecks,
die es hiiufig ermdoglichen, von den beiden mdoglichen Losungen die brauchbare
zu bestimmen. Die wichtigsten Siitze seien hier ohne Beweis erwiihnt.

1. Im sphiirischen Dreieck licgen der kleinceren Scite der kleinere Winkel, der
mittleren Seite der mittlere Winkel, der griBeren Scite der groBere Winkel
und gleichen Seiten gleiche Winkel gegeniiber.
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2. Die Summe zweier Seiten ist stets griBer als die dritte Seite.

3. Die Summe zweier Seiten und dic Summe der beiden Gegenwinkel sind
stets zugleich kleiner, gleich oder griBer als 180°,

4. Dic Summe zweier Winkel ist stets kleiner als der um 180° vermehrte dritte
Winkel.

In den Fillen SWS und WSW erhilt man bei der Anwendung des Kosinussatzes
die fehlende dritte Scite bzw. den fehlenden dritten Winkel. Sie sind damit auf die
Fille SSS und WWW zuriickgefiihrt. In den Fillen SSW und WWS findet man
zunichst unter Verwendung des Sinussatzes den fehlenden gegeniiberliegenden
Winkel bzw. die fehlende gegeniiberliegende Seite. Dann bereitet aber dic weitere
Lésung Schwierigkeiten, weil die beiden noch fehlenden Stiicke selbst einander
gegeniiberliegen, so daB weder der Sinussatz noch einer der Kosinussitze unmittel-
bar zum Ziel fiihren.

Wir wollen diese Fiille an einem konkreten Beispicl behandeln. Fiir den Fall
SSW seien a, b und a gegeben. Der Winkel 8 wird sofort mit Hilfe des Sinus-
satzes gefunden:

C

T>
[}

. sinb - sina
sin f = sina
Die unbekannte Seite ¢ und
der unbekannte Winkel y werden
mit Hilfe der Hohe &, zerlegt.
Es entstehen zwei rechtwinklige 4
Teildreiecke, aus denen mit Hilfe et
der Neperschen Formeln y,, %, ¢, e 80°-a =g
und ¢, berechnet werden kénnen. Abb.23
Je nachdem nun e ein spitzer
oder ein stumpfer Winkel ist, wird y = 9, 49, und ¢ = ¢, 4 ¢; (vgl. Abb. 23).
Einen zweiten, aber rechnerisch umstiindlichen Losungsweg erhilt man, indem
man auf die noch unbekannte Seite und den noch unbekannten Winkel den Seiten-
bzw. Winkelkosinussatz anwendet. Es ist also

F=i+z
a
A 8
4

cosc=cosa-cosb+sina-sind-cosy

und
cosy = —cosa-cosff + sina-sinf-cosc.

Es ergibt sich also ein Gleichungssystem mit den beiden Unbekannten cos ¢ und
cos y.

Bei einem dritten, hiiufig begangenen Losungsweg verwendet man einen Kosinus-
satz, der auf eine schon bekannte Seite fiihrt. Die unbekannte GréBe tritt dann
gleichzeitig in der Kosinusfunktion und in der Sinusfunktion auf. Es ist zum Beispiel

cosa =cosb-cosc+sinb-sinc-cosa. I
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Wir verwenden nun als HilfsgroBe den Bogen AD und bezeichnen ihn mit g
(vgl. Abb. 23). Dann ist nach der Neperschen Regel

cos ¢ = ctg (90° — y) - ctg b,
cosa =tgy-ctgh,

mithin
cosa —t
ctgh g8y
oder cosa-tgb=tgy; an
daraus erhalten wir
cosa-sinb=cosb-tgy. (111)

Diesen Ausdruck setzen wir in die Gleichung (I) ein. Dann erhalten wir

cosa=cosb-cosc+sinc-cosb-tgy.

Durch weitere Umformung folgt dann
cosy-cosa=cosb-cosc-cosy+ sinc-cosbd -sinp,
cosy-cosa = cosb - (cosc-cosy 4 sinc-sinp).

Wir wenden auf diese Formel ein Additionstheorem an und erhalten

cos - cosa=cosb-cos(c— ).
Daraus folgt
cosy-cosa

cos (¢ — p) = <osh

i

und da y aus der Gleichung (II) bestimmt ist, ist auch ¢ bestimmbar.

Aufgaben

1. Wie lauten die 10 Formeln fiir das rechtwinklige spharische Dreieck, wenn das Dreieck
a) zwei rechte Winkel, b) drei rechte Winkel hat?

2, Berechnen Sie die fehlenden Stiicke des rechtwinkligen sphirischen Dreiecks (Hypotenuse c)!

a) a= 552° b= 47,5° b)a= 91,9, B= 423°
¢) o= 485° c= 97,2° ) a= 83,6° a= T1,1°
€ b =1356°, B = 99,0° 1) a= 99,0° a=1356°
g) @ =132,2°, B = 104,6° h) b =1674° a= 73,9°
i) b =103,1°, c= 92,6° k) a = 117,38, f = 325°

Wieviel Losungen gibt es jeweils? Beachten Sie insbesondere e) und f)!

8. Berechnen Sie die fehlenden Stiicke des gleichschenkligen sphirischen Dreiecks durch

Zuriickfithrung auf zwei rechtwinklige Dreiecke (Basis b)!
a) a =117,9°, b = 35,6° b) b =97,2°, a=84,4°
e) a= 87,2°, B=1193° d) a = 78,4°, a=57,7°



