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1. Rechnenunter Verwendung

allgemeiner Zahlensymbole

s»Dadurch, daB das Denken vom Konkreten zum Abstrakten aufsteigt, entfernt es sich . . . nicht

von der Wahrheit, sondern es kommt ihr niher. Die Abstraktion der Materie, des Naturgesetzes,

die Abstraktion des Wertes usw., mit einem Wort alle wissenschaftlichen . . . Abstraktionen spie-
geln die Natur tiefer, getreuer, vollstindiger wider.*

LexNiN: Aus dem philosophischen Nachlaf.

Dietz Verlag, Berlin 1961, S. 89.

Diese Gedanken Lenins treffen auch auf eine der héchsten Abstraktionsstufen, auf
die Formelsprache der Mathematik zu. Mit einer Formel, einer Gleichung werden
die verschiedensten Erscheinungen der Wirklichkeit in ihren wesentlichen Merk-
malen und Eigenschaften erfaBt. So kann man mit Hilfe der Gleichung

V=3d4-h

die Volumen aller pyramiden- oder kegelformigen Kérper berechnen, ganz gleich-
giiltig, ob es das Volumen der um 2650 v. u. Z. erbauten Cheopspyramide oder der
Inhalt eines kegelférmigen Drehteils ist.

Die hohe Abstraktion wird zum Teil dadurch erreicht, daB man fiir alle Volumen,
Flachen und Héhen allgemeine Zahlensymbole benutzt.



1.1. Wiederholung

1. Grundrechenarten

Rechen- Addition 12 + 2 = 14 Durch Benutzung
operationen Summand + Summand = Summe der negativen
der ersten Zahlen kann die
Stufe Subtraktion 4 - 2 = 12 Subtraktion auf
(Umkehrung Minuend — Subtrahend = Differenz eine Addition
der Addition) zuriickgefiihrt
werden.
144 (—2) =12
Rechen- Multiplikation 12 . 2 = 24 Durch Benutzung
operationen | (verkiirzte Faktor - Faktor = Produkt der gebrochenen
der zweiten | Rechenart fiir Zahlen kann die
Stufe die Addition Division auf eine
gleicher Sum- Multiplikation
manden) zuriickgefiihrt
werden.
Division (Um- 24 : 2 = 12 24.3 =12
kehrung der Dividend : Divisor Quotient,
Multiplikation)
Rechen- Potenzieren 59 = 195
operationen | (verkiirzte Basigtxroneit — Potenzwert
der dritten | Rechenart fiir
Stufe die Multiplika-
tion gleicher
Faktoren)?!

2. Gesetze der Addition und Multiplikation

Kommutationsgesetz a+b=>b+a
124+2=2+412
Assoziationsgesetz a—+(b+c)=(a+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c
3+(4+2)=3+4)+2 3:-4-2)=(3-4)-2
3+ 6 = 7T 42 3. 8 =12 .2
Distributionsgesetz ab+c¢) =ab+ac -
3:4+2)=3-4+3-2
3. 6 =12 + 6
1 Auch das Potenzieren kann umgekehrt werden; die lernen wir erst spiter
kennen,
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3. Vorzeichenregeln fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen

Multiplikation (4a)-(+b) = +abd (+a)-(—b) = —abd
(—a)-(—b) = +ab (—a):(+b) = —uab

Division (+a):(+b)=+% H_E):(_b):A%
a

a
(—a):(=b) =+

(@) (+4) = — 5

4. Rechnen mit Briichen

Form-
#nderung

Werden Zéhler und Nen-
ner eines Bruches mit
dem gleichen Faktor mul-
tipliziert, so stellen der
urspriingliche und der er-
weiterte Bruch die gleiche
Zahl dar.

Erweitern

2 " . 2
9 erweitert mit 4

Werden Zihler und Nen-
ner eines Bruches durch
den gleichen Divisor divi-
diert, so stellen der ur-
spriingliche und der ge-
kiirzte Bruch die gleiche
Zahl dar.

Kiirzen

% gekiirzt mit 4 8
ergibt

8:4 2
36:41 9

Addition

Gleichnamige Briiche werden addiert,
indem man die Summe der Zéhler bildet
und den gemeinsamen Nenner beibehilt.
Ungleichnamige Briiche miissen vorher
durch Anderung ihrer Form gleich-
namig gemacht werden.

Subtraktion

(Gleichnamige Briiche werden subtra-
hiert, indem man die Differenz der
Zihler bildet und den gemeinsamen
Nenner beibehiilt.

Ungleichnamige Briiche miissen vorher
durch Anderung ihrer Form gleich-
namig gemacht werden.

Multi-
plikation

Gemeine Briiche werden miteinander
multipliziert, indem man die Zihler
miteinander und die Nenner mitein-
ander multipliziert.

Division

Ein gemeiner Bruch wird durch einen
gemeinen Bruch dividiert, indem man
den Dividenden mit dem Kehrwert des

Divisors multipliziert.
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5. Grundrechenarten mit Null und Eins

Addition a4+ 0=a a+l=a+1 O+ta=a l+a=1+4a
Subtraktion a—0=a a—1=a—1 0—a=—a l—a=1—a
Multiplikation a-0=0 a:-l=a 0-a=0 1.a=a
Division a: 0 a:1l=a 0:a=0 1:a=2L1
nicht moglich e
6. Addition und Subtraktion algebraischer Summen
Definition | Unter einer algebraischen Summe 2 — 3ab + 6ab® — ¢
versteht man einen mathematischen 1. Glied 2. Glied 3. Glied 4. Glied
Ausdruck von endlich vielen Gliedern,
die durch Addition oder Subtraktion
verbunden sind.
Addition | Algebraische Summen werden addiert, (3@ +2b — 3¢)+ (2a — 2b + 3¢)
indem man alle gleichartigen Glieder | _ 3a + 2b — 3¢ + 2a + (—2b) + 3¢
der algebraischen Summe zueinander | _ _ P
addiert, —:ja+2b 3¢+ 2a —2b - 3¢
=5a
Subtrak- | Algebraische Summen werden vonein- (Ba 4 2b — 3¢)— (2a — 2b + 3c¢)
tion ander subtrahiert, indem man jedes =3a+ 2b — 3¢ — (+2a) — (—2b)
Glied des Subtrahenden vom Minu- — (+3¢)
enden subtrahiert und gleichartige i 5
Glieder wie béi der Addition zusam- =3a+2b—3c—2a+2b—3c
menfaft (ordnet). =a+ 4b — 6¢

1.2. Multiplikation mehrgliedriger
algebraischer Summen

Aufgaben zur Wiederholung der Addition, Subtraktion und Multiplikation

1. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!

a) a+ (a+ b) b) a+ (a —b) ¢) a—(a+b) d) a — (a —b)
2. Priifen Sie die Richtigkeit der Ergebnisse von Aufgabe 1 nach, indem Sie folgende Werte
einsetzen !
a) a=>5, b=3 b)a=—-2, b=6 ga=17, b=-—4
i} 1

d)ya=—11, b=-—9 e) a=3, b=3 l)a:K, b=?

17 11 2 1
®a=g b=—1Ig he=-3= b—-25



3. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!
n) 2a+ 3b —dc+ (da — 3b+ 2¢)
b) 2a+ 3b—4c

—(4a — 3b+ 2¢)
) o—pto—(—p+9
Ho—p+a++r—yq
e) dx — 2y

— (62 + y)
+ 3z + 3y)

i) (mz~ny)—(‘nz—my)
r K2 1 t
8 (br—fer k)34 (-3
m n 3
h) (—314—?71)-(—101—017,%7 )
i) 3a*b —2ab*+ b®
—(a® —2a*b+ 2a b+ b?)
4. Berechnen Sie folgende Ausdriicke fir 4 =22 —3y; B=>5xz+ 2y; C =6z — 5y;
D=—x+4 y!
a) A—B—C+ D b) —4A—B+C+ D
5. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke!
a) 5z+ 4y — [Tz — 3y — (3z — Ty)]
b) (ﬂ*dH—[(a—b)—(d—d)H—b

¢) -—8— 3§t—(—75a+31) (6t —s)

6. a) Warum haben die Aufgaben 3¢ und 3d verschiedene Ergebnisse?
b) Wie miiBte demnach die Aufgabe 3d abgeindert werden, damit ihr Ergebnis mit dem von
3¢ libereinstimmt?
7. Zeigen Sie unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole:

a) die Summe zweier Zahlen vermehrt um ihre Differenz ist gleich dem Doppelten der ersten
Zahl;

b) die Summe zweier Zahlen vermindert um ihre Differenz ist gleich dem Doppelten der
zweiten Zahl!

8. Vereinfachen Sie folgende Summen!
a) (a —b)+ (a+ ) b) (@ —b) —(a+b)
¢) Fassen Sie die Aufgaben 8a und 8b und deren Ergebnisse in Worte!

9. Losen Sie folgende Aufgaben im Kopf und versuchen Sie, sich den Lisungsweg durch das
Setzen von Klammern zu vereinfachen!
Beispiel: 144 — 157 + 37 + 86 = (144 4 86) — (157 — 37) = 230 — 120 = 110

a) 233 4 58 — 368 4- 17 b) 500 — 213 + 23
¢) 7—{————%——2— d) —5la + 217a+ 1la + 23a



10.

11.

12.

13.

14.

Stellen Sie die Anzahl der Glieder folgender algebraischer Summen fest!
a)a+ b+ ¢ b)at+b—ec e) m—+ 2 d) z— 4§
€) 42 —9 1) 3r—4s—7 ) 4a>+ 12a b+ 92
h) a®+ nyatb b myabt b Db+l A)  K) FTaf—Tap
Gegeben sind die algebraischen Summen
1 o ¥ .o - e 2, .1
Slf-s—z 7T+2~74 und Sg_§z +Zy—§+3?.
Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke!
a) 8,4 S, b) 8, — 8, e) S+ 5, 4) S, — 8,
e) Vergleichen Sie die Ergebnisse miteinander, und begriinden Sie die auftretenden Ge-
setzmiiBigkeiten !
Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!

a) 75a — (12a — 8b) — (6b — 4a)
b) 90m + (82m - T8n) — (160 + 104m)

x T Y x Y 1

0T+ (G (B Grea)

@) 155 — (12¢2 — 352) + (802 + T0d2 — dcd)

€) (25a-+ 69b) — (30b + 37a) — (53¢ — 9b) )

1) (212,92 + 184,3y) + (16,7« — 15,72) — (54,82 — 112,4y — 181,32)

g) (0.16a+ 1,050 + 3,14¢) — (0,36 — 0,095 — 0,87¢c) — (L.8la — 0,126 — 0,45¢)

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!

a) 5. 7T+7-8—(8.- 7T4+4- )+ 3- 7—8- 8—3. 4)—(2. T+4. §—12- 4)

b) 5. 64+7-12—8- 6+4- 9)+(3- 6—8.12—3. 9)— (2. 6+-4-12—12. )

€) 5-1447.24 —(8-14+4-13)+ (3-14—8.24 —3.13) — (2-14+4.24 —12.13)

d) 5a+ 7b — (8a -+ 4¢) 4 (3a — 8b — 3¢) — (2a + 4b — 12¢)

€) Wie hiitten Sie die Aufgaben 13a bis ¢ gelost, wenn Ihnen das Ergebnis der Aufgabe 13d
bekannt gewesen wiire?

f) Uberpriifen Sie die Richtigkeit Threr Losungen von 13a bis e, indem Sie die Losung
von 13 d verwenden!

a) Schreiben Sie folgende Rechenvorschrift fiir drei verschiedene Zahlen unter Verwendung
allgemeiner Zahlensymbole nieder! Das Doppelte der ersten Zahl wird um die Summe aller
drei Zahlen vermindert. Dazu wird die Differenz addiert, die sich ergibt, wenn vom Fiin-
fachen der dritten Zahl die Summe aus dem Vierfachen der zweiten und dem Sechsfachen
der ersten Zahl subtrahiert wird.

b) Vereinfachen Sie den sich ergebenden Ausdruck!

¢) Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis, indem Sie fiir die erste Zahl 2, die zweite Zahl 4 und die
dritte Zahl 9 einsetzen!

d) Wie éndert sich das Ergebnis, wenn die drei Zahlen gleich sind?

a) Vereinfachen Sie den folgenden Ausdruck!

Ta-+ (4b —3¢) —[3b — (a b+ ¢)]
b) Formulieren Sie diesen Ausdruck mit Worten!
¢) Wie lautet der Ausdruck, wenn b = 3a und ¢ = 2a ist?

1 Mit 4¢ bezeichnet man eine Temperaturdifferenz. Das Symbol 4 steht immer fiir eine Differenz.
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16. Gegeben sei ein Quader mit den Kanten a, bund e (a >b>c).

1) Ermitteln Sie die Gesamtlinge aller Kanten!

1) Die griBte Kante a wird um die Kante ¢ verkiirzt. Wie groB ist nun die Gesamtlinge?

¢) Die Kante b wird ebenfalls um ¢ verkiirzt. Wie groB ist die Differenz der urspriinglichen
Gesamtlinge zur neuen Gesamtlinge der Kanten?

d) Durch Verdoppelung der Lénge einer beliebigen Kante wird das Volumen des Quaders
verdoppelt. Wie groB ist die Gesamtlinge der Quaderkanten, wenn a verdoppelt wird?

¢) Andert sich die Gesamtlinge der Kanten, wenn b verdoppelt wird?

f) Eine Volumenverdoppelung wird auch erreicht, wenn zwei verschiedene Kanten die
doppelte Liinge erhalten und die dritte verschiedene Kante halbiert wird.
Stellen Sie die Formeln fiir alle moglichen Gesamtkantenlingen des Quaders auf, die durch
die obige Verdoppelungsvorschrift erhalten werden! '

1

N

Wodurch unterscheiden sich jeweils die folgenden mathematischen Ausdriicke?

a) n(3a+ 4) und n(3a —4) b) z(Tm+ n) und z-Tm-+ n

e) b(1+ a-At) und ly-14 adt d) @+ r)-r und r(r*—r)

e) z(z+2) und -2+ 2 f) 3(s+1) und 3s—1

Geben Sie an, um wieviel der eine Ausdruck groBer als der jeweils andere ist!

Gilt das auch fiir den Fall, daB einzelne oder alle in einer Aufgabe vorkommenden all-
gemeinen Zahlensymbole fiir negative Zahlen stehen?

1

@

. Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke! (Beachten Sie evtl. vorhandene Rechenvorteile!)
5
a) 4-17-250 b) 12.5.31-8 ¢) 16-13-0,25 d)7-16-ﬁ
) 15718 1) 12p .34 2) 300 0,002v h) z-xy
i) 2a*-a k) 18u-5uz-1lv 1) 16y-25x -}z m) 18,03p - 0,07m - 3334 ¢
19. Priifen Sie das Ergebnis der Aufgabe 18h nach, indem Sie folgende Werte einsetzen!
A)r=2y=38 bor=-4y=—} zr=3hy=—% dar=50;y=-10
20. a) Wie groB ist der Fliicheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten k; = 15cm
und k, = 0,20 m? Der Flicheninhalt soll in Quadratzentimetern, Quadratdezimetern und
Quadratmetern angegeben werden.
b) Wie lautet die Formel fiir den Flicheninhalt A bei Verwendung der in a benutzten allge-
meinen Zahlensymbole?
21. Die Cheopspyramide! in Giseh (Agypten) hatte urspriinglich eine quadratische Grundfliche
mit @ — 233 m Seitenlinge und eine Hohe h = 146 m. Heute betrigt die Seitenlinge
a, = 227 m und die Hohe h; = 137 m.
a) Berechnen Sie die Volumenabnahme, und stellen Sie unter Verwendung der benutzten
allgemeinen Zahlensymbole eine Formel fiir die Volumenabnahme auf!
b) Bestimmen Sie die prozentuale Volumenabnahme!

22. Rechnen Sie folgende Aufgaben moglichst vorteilhaft ,,im Kopf*“!
a) 6-48 b) 73.4 ¢) 89-7 a) 9-81 ) 999
1) 0,372 g) 5-35  h)17.08 i) 8-0,64

Beispiel: 7.56 =7 (50 + 6) = 7-50+ 7-6 =350 + 42 = 392

1 Diese grofte Pyramide enthilt die Grabkammer des dgyptischen Konigs Cheops (27002675 v. u. Z.). Tanscnde
von Sklaven errichteten das gewaltige Bauwerk im Laufe vieler Jahre, Viele von ihnen starben an den Folgen der
ziigellosen Ausbeutung durch die herrschende Klasse.

Heute hat die Pyramide die Form cines Py i Der Ei hheit halber wird die tatsichliche Form nicht
beriicksichtigt.




23.

Formen Sie die folgenden Produkte in algebraische Summen um!

a) 3[4 — (2a+ 3)] b) 2o Vo[l + »(t, — ;)]

¢) 3a22[8y — 4(6x — 2y)] d) 13(5p — 9k + 11n — 207)
) (Ta*b — 1lab®+ 352 — 2) (—13aba) 1) 5(c — 2d) 2a b

g) 812(—2s — 31) 12,55 h) c(04ac— 0,6bc)5ab

Vereinfachen Sie soweit wie moglich die folgenden mathematischen Ausdriicke!

24,

25.

30.

10

a) 2(3a — 4b) — 4(5a — 6b) — 7(—2a -+ 3b)
b) 152(—3y — 2z) — 30y(1,52 — 42) — 102(—3z + 12y)
a) 8,522(3,6y — 4,72+ 7,1) b) 143p q(Tp — 3tq+ T4p q)
€) 413(x+ 8y + 122) — 712(x + 5y — T2) + 114(52 — 2y + 32)
d) 54(0+ 4p+ 6g+ 1)+ 116(30 —4g —4p+ 1) — 64(0+ p — 4g — 1)
€) 43(4b+ 3¢+ 2a) — 5}(Ta+ 9c + 5b) — 123 (4c — 3a — 20b)
7 1 4 8 4 3 9 6 1 3
D ge(7et v —57) *?y(””r“?:) ~10*(z*—17)
) 423w — 4y) — 862 — 3(2y — 2) — 2(6x — 29)] — 3(z — 5y)
b) 4[2z — 5(4x — 2y) — 3(x+ y)] — 8[x + 5(3x — 2y)]
©) 3[4a — 6(3a — 2b+ 5¢) + 16(a — b+ ¢)] — §[8a — $(16b — 12¢)]
d) 0,5[42 — 3(z — 29)] — 0,25[82 — 12(z — 5)]
17174 6 (Ta 145 12 [ 5a 5 (5 15
o557 (54 ) 5[5 - F (5T

6 8

3 5 3 9
Schreiben Sie mit Hilfe allgemeiner Zahlensymbole !

a) Das Produkt zweier Zahlen wird um die vierfache Differenz der beiden Zahlen vermindert.

b) Die Summe aus dem Doppelten einer Zahl und dem Dreifachen einer anderen Zahl wird
mit einer dritten Zahl multipliziert. Davon wird Dreiviertel des Produkts subtrahiert, das
aus der Hilfte der dritten Zahl und der Summe der beiden anderen Zahlen gebildet wird.

¢) Wie lauten die mathematischen Ausdriicke von Aufgabe 27a und b, wenn die genannten
Zahlen einander gleich sind?

d) Kontrollieren Sie das Ergebnis der Aufgabe 27a, indem Sie fiir die erste Zahl 4 und fiir
die zweite Zahl 3 einsetzen!

. Fassen Sie die folgenden mathematischen Ausdriicke in Worte!

8) 2ab+ 4a(b —a)+ a® b) ey —(@+yz—(y+ 2«
Bei der Einfithrung der allgemeinen Zahlensymbole wurde festgelegt:
(I) Gleiche Zahlensymbole haben innerhalb einer Aufgabe gleiche Bedeutung;
(II) Unterschiedliche Symbole haben innerhalb einer Aufgabe im allgemeinen unter-
schiedliche Bedeutung.
a) Weshalb wurden in (II) die Worte ,,im allgemeinen** benutzt?
b) Aus welchem Grund fehlen diese Worte in (I)?
Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke!
8) §-2[(3-3+3(4-24+2-3+3-5)]—}-5[4-2—(2-3+3.2—4.5)]
b) §-33-4+34-3+2-3+3-PI—1-34-1—(2-4+3-1—4-3)]
©) §-0,6(3-04+3(4-0,6+2-04+3-0,8]—}-0,8[4-0,6—(2-0,4+3-0,6—4.0,8)]
) §-2[3-y+ $dz+ 2y + 32)] — da[dx — 2y + 32 — 42)]
) Vergleichen Sie die Aufgaben a bis ¢ mit der Aufgabe d!
D) Kiirzen Sie die Losungswege fiir die Aufgaben a bis ¢ mit Hilfe des Ergebnisses von d ab!



Multiplikation einer algebraischen Summe mit algebraischen Summen

Das Produkt 23 - 37 kann man auf folgende Weise berechnen: Zuerst wird der eine
Faktor, etwa 23, in die algebraische Summe 20 + 3 zerlegt und dann mit dem anderen
Faktor — im Beispiel 37 — multipliziert. Bei der schriftlichen Multiplikation geht
man entsprechend vor. Falls die Rechnung komplizierter ist, zerlegt man auch den
anderen Faktor in eine algebraische Summe, etwa 30 -+~ 7, und findet das Produkt
dann durch Multiplikation der beiden algebraischen Summen.

Ubliche Kurzform erliuternde Form
23 . 37 — (20 + 3) - (30 + 7)
69 p— (20 4 3) - 30 = 600 + 90 = 690
161 — (20 +3) - 7 =140 + 21 = 161
851 — 851
. 1. Beschreiben Sie den Rechenvorgang beim Multiplizieren in der iiblichen Kurz-
form!
2. Beschreiben Sie den Rechenvorgang betm Multiplizieren in der erliduternden
Form/{

Um die allgemeingiiltige Rechenregel fiir das Multiplizieren einer zv{reig]iedrigen
algebraischen Summe mit einer zweigliedrigen algebraischen Summe zu erhalten,
gehen wir aus von den algebraischen Summen:

8;=a+bund §,=c+d.
Ist das Produkt S, - S, der beiden algebraischen Summen 8, = a + bund Sy=c+d
gesucht, so miissen die algebraischen Summen, die als Ganzes einer Rechenoperation
unterworfen werden sollen, in Klammern gesetzt werden.
Wir fithren die zu losende Aufgabe auf eine bereits geloste zuriick: die Multiplikation
eines eingliedrigen Ausdruckes mit einer algebraischen Summe.

Fir 8, - S,= (a 4 b) - (¢ + d)1aBt sich schreiben:
1) (a+b):-Sy=a-8S,+b-8,

Setzt man nun in (1) statt S, wieder die algebraische Summe ¢ + d ein, so erhilt
man:

2) a-8;+b-Sy=a(c+d)+b-(c+d).

Daraus folgt:

3) alc+d) +bc+d =ac+ad-+bec+bd.

Aus (1) bis (3) folgt

4) Si*Sa=(a+b)(¢c+d)=ac+ ad+ bec+ bd.

Das Produkt aus zwei zweigliedrigen algebraischen Summen erhilt man demnach

durch Multiplikation jedes Gliedes der einen algebraischen Summe mit jedem Glied
der anderen.
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Mit Hilfe von (4) lassen sich die Ausdriicke:

(@+0b)-(c—d),

(@—1b)-(c+d),

@—b)-(c—d
berechnen:

(B) (@+0b)-(c—dy=(a+b)-[c+(=d)]=ac+ (—ad) +bc+ (—bd)
=ac—ad-+bec—0bd;

6) (@=b-(c+d=[a+ (=b]-(ctd =ac+ad+ (—bc)+ (—bd)
=ac+ad—bec—bd;
(M @=0b-(c—d)=[a+ (=bl-[c+(—=d]=ac+ (—ad)+ (—be)+bd
=ac—ad—be+bd.
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, algebraische Summen mit mehr als zwei Summan-
den zu multiplizieren. Als erstes soll das Produkt der beiden algebraischen Summen
S;=a+b und S,=c+d +¢
ermittelt werden.
Setzt man voriibergehend ¢ - ¢ — s, so gilt nach (4):
(8) S8-Sp=(@@+b)-(c+s)=actas+be+bs.
Nun wird in (8) fiir s wieder d + e eingesetzt. Nach der Regel fiir die Multiplikation
einer zweigliedrigen algebraischen Summe mit einer Zahl gilt dann:
9) ac+ald+e)+be+bld+e)=act+ad+ae+bec+bd+be.
FaBt man (8) und (9) zusammen, erhilt man:
10) 8,-Sy=(@+b):-(c+d+e)=ac+ad+aet+bc+bd+be.
Offensichtlich wird auch hier jedes Glied der ersten algebraischen Summe mit jedem

Glied der zweiten multipliziert. Das gilt auch dann, wenn die zweite algebraische
Summe mehr als drei Glieder hat.

. Es sind zwei dreigliedrige Summen miteinander zu multiplizieren. Fiihren Sie
diese Aufgabe auf eine bereits geloste zuriick!
Treten Minuszeichen in den algebraischen Summen auf, so verfihrt man so wie in
(5) bis (7).
Zusammenfassend kommen wir zu folgender Rechenregel:

» Eine algebraische Summe wird mit einer algebraischen Summe multipliziert, indem jedes
Glied der einen algebraischen Summe mit jedem Glied der anderen multipliziert wird.

’ Die Rechenzeichen zwischen den Gliedern der entstehenden algebraischen $ werden
nach den Vorzeichenregeln fiir die Multiplikation rationaler Zahlen ermittelt. Die ent-
stehenden Produkte werden anschliefend soweit wic moglich zusammengetaBt.

. Priifen Sie die Rechenregel auf ihre Richtigkeit, indem Sic auf gleiche Weise
376 mit 1,35 multiplizieren! Fiir 376 schreiben Sie (300 + 70 + 6) und fiir 1,35
(14 0,3+ 0,05).
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. Beispiel 1:

Gegeben §; = —4,52?y — 252y und S,=2yz—4zz
Gesucht: S; - S,
Losung:

S;-8,=(—4522y — 252 y®) Ryz — 4xz)
= —92%y%z | 18a%yz — bxy’z + 102222 = 1823yz + 22y?z — 5xy32

B2 Beispiel 2:
Gegeben: S; =32 +%s —% und S,=%2 —Is+ 3
Gesucht: S, - S,

Losung:
y 5, 1 3\ (5, 1 3
8y -8y = (5 +?s—?)«(7r-—72 ¢+2—)
5 5
=24—')r‘—:;§rzs+lor2
+—1r2s ——?sﬂ-k%lv
15 , 21 9
1’ T
25 , 49 , 21 9
‘Sl SZ—ZT —»4—.3 +—2— -4

Bei der Losung derartiger Aufgaben wollen wir folgendes beachten:

L

Die algebraische Summe (—4,522y — 2,562 %?) hat die gleiche Struktur wie die
algebraische Summe (—a — b). Es gilt aber (—a — b) = — (@ 4 b).

Das Beispiel 2 entspricht seiner Struktur nach voll und ganz dem Produkt
(@+b—¢c)-(@a—b+c)=[a+(b—c)] [a—(b—2c)].

Das Produkt dieser beiden algebraischen Summen ist @* — b? + 2b ¢ — c2. Die
Beachtung derartiger Sachverhalte verhilft oft zu einer einfacheren Loésung.

. Gleichartige Teilprodukte kénnen zusammengefaflt werden.

Tm Beispiel 1l wurden — 92232z 4 102232 zu 2?y*z zusammengefalt; im Beispiel2
heben sich gleichartige Glieder mit entgegengesetzten Rech ichen sogar auf.

. Durch eine iibersichtliche und klare Schreibweise von Aufgabe und Losung wird

das Auffinden iibereinstimmender Glieder sehr geférdert. Es empfiehlt sich, die

Glieder nach folgendem Prinzip zu ordnen:

a) In jedem Glied werden die vorkommenden allgemeinen Zahlensymbole in der
Reihenfolge des Alphabets geschrieben.

b) Die Glieder werden nach den vorkommenden Zahlensymbolen in der Reihen-
folge des Alphabets geordnet.

¢) Alle Glieder mit dem gleichen allgemeinen Zahlensymbol werden nach fallenden
Potenzen dieses Zahlensymbols geordnet.

Dieses Ordnungsprinzip nennt man das Prinzip der lexikografischen Anordnung.

13



4. Manchmal ist es zweckmiBig, daB weitere Umformungsmoglichkeiten der Ergeb-
nisse einer Multiplikation beachtet werden. So léBt sich im Beispiel 1 noch ein
Produkt aus einem eingliedrigen Ausdruck und einer algebraischen Summe ge-
winnen:

18x3yz +2y?z —brylz=2yz(182 + xzy — 512).
Diese Umformung gehért aber nicht mehr zur Losung der Aufgabe, das Produkt
zweier algebraischer Summen zu berechnen. Die Aufgabenstellung verlangt

als Ergebnis lediglich die algebraische Summe, die sich durch Ausmultiplizieren,
Zusammenfassen und lexikografisches Ordnen ergibt.

Auch die Aufgabe, drei und mehr algebraische Summen miteinander zu multipli-
zieren, 1aBt sich auf bereits geloste Aufgaben zuriickfiithren. Das soll hier am Fall
der Produktbildung aus drei zweigliedrigen algebraischen Summen gezeigt werden.
Fiir 5, 8,83 = (@ + ) - (¢ + d) - (e + f) 1Bt sich voriibergehend schreiben :
(12) (a+b)-P=a-P+b-P mit P=8,-S4=(c+d)-(e+f)=ce+cf+de-tdf.
Setzt man den eben errechneten Wert fiir P in (12) ein, so erhilt man:
(18) aP+bP=a(cet+cf+de+df)+blcet+cf+det+df).
Daraus folgt:
(14) (a4 b) (c+d) (e +f) =ace+ acf+ ade + adf

+ bece 4 bef+ bde + bdf.
Die hier mehrfach zur Losung bestimmter Aufgaben benutzte Riickfithrung eines
noch ungelésten mathematischen Problems auf ein bereits gelostes ist eine wichtige
mathematische Arbeitsmethode. Man benutzt sie oft bei allgemeingiiltigen Herlei-

tungen und Beweisen sowie bei der Losung von konkreten mathematischen Aufgaben
und Einzelproblemen.

Setzen von Klammern

Klammern deuten immer an, da der in ihnen stehende Ausdruck als ein einheit-
liches Ganzes zu behandeln ist.

Beim Multiplizieren mit einem Faktor bedeutet das, daB jedes Glied der in Klammern
eingeschlossenen algebraischen Summe mit ‘dem Faktor zu multiplizieren ist.

w(r2 —r?)=ar?—mr?
Diese Umformung bezeichnet man als Ausmultiplizieren. Liest man die Gleichung
in umgekehrter Reihenfolge

Tp?— Tl =7(r? — 12,

so nennt man diese Umformung Ausklammern oder das Setzen von Klammern.
Dieses Verfahren ist oft vorteilhaft, wenn mit bestimmten Zahlen gerechnet werden
soll.

7.1,5%—7.0,52 =7(1,52— 0,52 = n(2,25 — 0,25) = 27 ~ 6,28.

14



Aber auch beim Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole kénnen viel-
fach komplizierte Ausdriicke durch das Setzen von Klammern einfacher und iiber-
sichtlicher werden.

Umformung einer algebraischen Summe in ein Produkt
zweier algebraischer Summen

Wie jede Gleichung konnen auch die identischen Gleichungen (3) bis (7) in beiden
Richtungen gelesen werden. So gilt fiir Gleichung (4) beispielsweise :

Umwandeln eines Produktes in eine algebraische Summe durch Ausmultiplizieren
) (@+b)(c+d)=ac+ad+ be+ bd

Umwandeln einer algebraischen Summe in ein Produkt durch Ausklammern gemein-
samer Faktoren.

Offensichtlich ist das eine die Umkehrung des anderen. Beide Umformungen sind
fiir das:Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole von groler Be-
deutung.

In der algebraischen Summe
(15) Sy=ac+ad-+bc+bd
gibt es keinen Faktor, der allen Gliedern gemeinsam ist. Aber es kommt jeder Faktor
in zwei von vier Gliedern vor, so daB zunichst folgendermafBen ausgeklammert
werden kann:
(16) ac+ad+be+bd=a(c+d) +b(c+d).
Das gesuchte Produkt erhilt man daraus durch Ausklammern des neu entstandenen
gemeinsamen Faktors (¢ + d):
A7) alc+d) +blc+d)=(c+d)-(a+b)=(a+b)-(c+d).
Damit ist die algebraische Summe in ein Produkt umgeformt worden.
Der eben beschriebene Losungsweg ist nicht der einzig mogliche.
‘ 1. Lisen Sie die Aufgabe auf andere Art! Vergleichen Sie die Resultate!
2. Uberpriifen Sie die Gleichung ac+ad +bec 4+ bd— (@ + b) (¢ + d) durch
Einsetzen bestimmter Zahlen fiir a, b, ¢ und d!

Wihrend jedes Produkt von zwei oder mehr algebraischen Summen durch Ausmulti-
plizieren in eine algebraische Summe umgeformt werden kann, ist es umgekehrt
nicht moglich, jede algebraische Summe in ein Produkt zweier algebraischer Summen
umzuformen. Die Umformung der algebraischen Summe :

(18) S=ab+cd+ef+gh
in ein Produkt ist nicht moglich, weil es keinen gemeinsamen Faktor gibt.

Aber auch gemeinsam auftretende Faktoren garantieren noch nicht die Moglichkeit
der gewiinschten Umformung. Das kann man am folgenden Beispiel erkennen:

(19) S=abcdaftch=ab+f) +c(d+h).

15



In diesen beiden Produkten der rechts stehenden algebraischen Summe kommt kein
gemeinsamer Faktor vor, so dal also auch die algebraische Summe (19) nicht in ein
Produkt zweier algebraischer Summen verwandelt werden kann.

Haufig ist es schwierig, bei derartigen Aufgaben den Losungsweg zu finden. Das gilt
z. B. fiir die algebraische Summe

S=182%yz+ 2?2 y*z — Sx 2.

Sie 1aBt sich aber tatsachlich in ein Produkt zweier algebraischer Summen umformen
(vgl. Beispiel 1 auf Seite 13).

Wir wollen den Lésungsweg an zwei einfacheren Beispielen erliutern.

Beispiel 3:

Die algebraische Summe S; = 3a — 6am + 8b m n — 4b n sollin ein Produkt

zweier algebraischer Summen umgeformt werden.

Losung:

3a —6am+ 8bmn —4bn =3a(l —2m) —4bn(l —2m)
=(1—2m)-(3a —4bn)

oder:

3a —6am+8bmn —4bn=2m(4bn — 3a) — (4bn — 3a)
= (4bn — 3a) (2m — 1).
Probe:

(1—2m)-(3a—4bn)=3a —4bn —6am + 8bmn,
(4bn —3a)-(2m — 1) =8bmn — 4bn — 6am + 3a.

Beispiel 4:

Die algebraische Summe S, = 457352 — 39r%s® — 75r%s + 65752 4 33rs — 55
soll in ein Produkt zweier algebraischer Summen umgeformt werden.
Losung:

4571382 — 397288 — T5r25 + 657 8% + 3378 — 55

=3rs(15r2s — 13rs® + 11) — 5(1572s — 13rs® + 11)

= (3rs — 5)(1572s — 13rs2 + 11)

457382 — 397283 — 75725 + 657 8% + 337rs — 55

=157%8(3rs — 5) — 13rs*(3rs — 5) + 11 (3rs — 5)

='3rs—5) (15723 — 13782 4 11).

0 1. Fertigen Sie die Probe an! (Ausmultiplizieren beider algebraischer Summen

16

liefert die gegebene algebraische Summe.)

2. Uberlegen Sie, ob Beispiel 3 wirklich zwei verschiedene Lisungen hat! Wie
kommt der Unterschied zustande?



Aufgaben

31. Durch welche algebraischen
Summen werden

a) die jeweilige Gesamtlinge
der Linienziige in den Ab-
bildungen 1.l.a bis L.l.c,

b) die jeweilige GroBe der Ge-
samtfliche in den Abbil-
dungen 1.2.a bis 1.2.c.

¢) die jeweilige GroBe des Ge-
samtvolumens in den Ab-
bildungen 1.3.a und 1.3.b

ausgedriickt?
Abb. 1.1,
Abb. 1.2,
a

] K N

20+ p >

a) ) [ S R ©) d
D m—

32, Die folgenden algebraischen Summen
sind mit den danebenstehenden ein-
gliedrigen Ausdriicken zu multi-

plizieren. Abb. 1.3. c{
a) v+ x; 9
-b) 32 — 25 -7 {
¢) ab®—a*b m

d) 5 —1la —13p N 5 <
e x—1 —x RN /<

1) 3,51 — 6,7m —Im XA

g) —0,5bc —0,2¢ —20a®b R
h)yat+b—c 3 i
i) 3r —4s+ 5t —2z

k) —30n+3v—0,3w | —l5uvw

D1+ oAt I

m) t, —t; Vo

n) 4oy oyt inh r

0) 3r2+ 3r2+ A? Yah a) b) ﬂ
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33. Gegeben sind die folgenden algebraischen Summen.
S;=2u+1; S,=m2>n—30m; S3=—0,04z— ; 8;=3a>—2ab+ a;

Sy = —5a+ 0.4b—30; Sg=1}g—3k—3Fi—t

5

Berechnen Sie folgende Produkte!

a) 8- 8, b) Sy S, ¢) S, 8, d) 8,8, ©8-8, 1) 8, S,

g) S,- S, h) S;- S, i) S-S, k) S, -8,

Machen Sie sich die Gleichheit der Summen und der Produkte klar, indem Sie fiir die allge-
meinen Zahlensymbole bestimmte Zahlen einsetzen! )

34. Bei welchen Ergebnissen der Aufgabe 33 liBit sich ein eingliedriger Ausdruck ausklammern?
Wie lauten dann die Ergebnisse?

35. Formen Sie folgende algebraische Summen durch Ausklammern gemeinsamer Faktoren in
Produkte um!

a) 12a — 3b b) —26ab — 65b¢

¢) bdatyz — 108xy*z — 36 y 22 d) —28rs —T7rt—84ru —9lrev

e) 45mn® — 15mn + 135m2n® — 105m2n f) 11—2.7}“[1‘3 + llfznrlu],d2 + liznhdz‘-’
L ehapp digridoam e Ldakdd W VT

g)gn dy +16-7 z+’(;’~” I“-" 2 h) Vo + Voy

D poVot poVoyta—peVovty k) ag*~a

Dag—gq m) ag®—g¢*

36. a) Wie lautet die Rechenregel fiir das in Aufgabe 85 benutzte Ausklammern gemeinsamer

Faktoren?

b) Wie liBt sich das vorgenommene Ausklammern gemeinsamer Faktoren am einfachsten
auf seine Richtigkeit kontrollieren? .

37. Formen Sie die folgenden algebraischen Summen in Produkte um!
a) ad+ bd —ac—ae—bec—be b) d4m* — 14ml+ 490l — 14mn
¢) 3uxr — juy —4dva+ oy dj ax4bax—a—b
¢) 2ab—10a+ 3b — 15 Y 8ax+ 25by+ 12az — 10bx — 20ay — 1562
€ 322 —5) — Su(dy — 3) + 2u(2x — 5) + (4y — 3) + 3u@x — 5) — 4(4y — 3)
M) (@ —b) Bz — 2y) — (b — a) (4o — By) — (—a+ b) (—Tz + 5y)

38. Wie lassen sich die Gleichungen (4) bis (7) unter Verwendung des Doppelsymbols + kiirzer
schreiben?

39. Wie konnen Sie die Gleichungen (4) bis (7) geometrisch veranschaulichen?

40. Wie 1dBt sich die Rechenregel fiir das Multiplizieren algebraischer Summen mit Hilfe von (10)
begriinden, wenn eine der algebraischen Summen mehr als drei Summanden hat?

41. 8) Beweisen Sie unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole folgenden Satz:

Das Produkt zweier algebraischer Summen ist gleich dem Produkt derjenigen beiden
algebraischen Summen, die aus den ersten durch Umkehrung aller Vor- bzw. Rechen-
zeichen in den Summen entstanden sind.
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b) Begriinden Sie, weshalb diese GesetzmiBigkeit fiir das Produkt aus drei algebraischen
Summen nicht gilt!
¢) Welches Ergebnis ist fiir ein Produkt aus vier algebraischen Summen zu erwarten?

42. Jede im Dezimalsystem angegebene ganze Zahl liBt sich als algebraische Summe schreiben.
Das Produkt zweier mehrstelliger Zahlen kann also als Produkt zweier algebraischer Summen
aufgefaBt werden. Begriinden Sie unter Beachtung dieser Auffassung das Verfahren der
Multiplikation im Dezimalsystem fiir mehrstellige Zahlen!

43. Berechnen Sie folgende Produkte!

a) (a+ b) (a —b) b) (x+ y) (x+ y)
€) (m —n) (m —n) d) (a+ b) (@+ b) (a+ b)

44. Gegeben sind die Kanten a, b und ¢ eines Quaders. Es ist das Volumen der Quader zu be-
ti die durch folgende Veriinderungen aus dem urspriinglichen Quader hervorgehen.
a) Die Kante a wird um die Summe der Kanten b und ¢ vermindert.

b) Die Kante b wird um die doppelte Kante ¢ verlingert und um die Seite a vermindert.

¢) Die Kanten a und b bleiben unverindert — die dritte Kante entsteht aus einem Viertel
der Kante @ und drei Achteln der Kante b.

d) Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen fiir die Kanten die Auftriige in den Auf-
gaben a bis ¢ durchfithrbar sind!

45.8) [a— @b+ 0] [b+ (a—0)] b) [22 — 4(y+ 32)] - [Ty — 3@ — 42)]
¢) [m* —5n(n — 2m)] - [2n®+ 3m(4n — 3m)]
d) [0,8a — 5,3(b+ ¢ — )] - [4,3b — 1,3(6,16 — da + 2,5¢)]
e iz — Gy+ 1] - By+ 12— 2] @+ y—2)

Die binomischen Formeln

Die Gleichungen (4) bis (7) liefern die Ergebnisse der Multiplikation zweier zwei-
gliedriger algebraischer Summen fiir den Fall, da alle vier vorkommenden Glieder
voneinander verschieden sind. Nehmen wir an, daB von den vier Gliedern nur zwei
voneinander verschieden sind, so erhilt man folgende Gleichungen, wenn wir ¢ = a
und @ = b setzen:

(20) (@+b)-(a+b)=a>+ab+ab-+ b2
21) (@+b)-(a—b)=a*—ab+ab— b2
(22) (@—b)-(a+b)=a*+ab—ab— b2
23) (@—b)-(a—b)=a*—ab—ab+ b2

Fassen wir die iibereinstimmenden Glieder in den algebraischen Summen zusammen,
so laBt sich fiir (20) auch schreiben:

(24) (a+ b)?=a?+ 2ab + b?
fiir (23)
(25) (a — b)?2 =a® — 2ab + b?
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Ein Vergleich von (21) und (22) zeigt, dal die Ergebnisse iibereinstimmen, was wegen
des Kommutationsgesetzes der Multiplikation auch zu erwarten war. Die Gleichun-
gen (21) und (22) lassen sich zu

(26) (a+ b)-(a — b) =a* — b?

zusammenfassen,

Die Gleichungen (24), (25) und (26) heiBen binomische! Formeln. Wegen ihrer groBen
Bedeutung fiir verschiedene Gebiete der Mathematik sind sie fest einzupriigen.

. Formulieren Sie die binomischen Formeln mit Worten!

Die binomischen Formeln fir die Summe bzw. die Differenz zweier Zahlen dienen
nicht nur dazu, Quadrate algebraischer Summen von der Struktur @ 4 b und @ — b
in algebraische Summen umzuformen, sondern auch umgekehrt dreigliedrige alge-
braische Summen von der Form a* - 2a b + b% in Quadrate zweigliedriger algebrai-
scher Summen von der Form a -+ b zu iiberfithren.

’ Quadrieren einer zweigliedrigen algebraischen Summe

(a -+ b)>=a®+ 2ab 4 b*

Umformen einer dreigliedrigen algebraischen Summe in das Quadrat einer zweigliedri-
gen algebraischen Summe

Da nicht jede dreigliedrige algebraische Summe die Struktur a® 4 2a b + b2 besitzt,
ist- die letztgenannte Umformung nicht fiir jede dreigliedrige algebraische Summe
moglich.

Entsprechendes gilt auch fiir die binomische Formel (26).

Sie dient nicht nur dazu, das Produkt aus Summe und Differenz zweier eingliedriger
Ausdriicke in eine algebraische Summe zu verwandeln, sondern auch umgekehrt
die Differenz der Quadrate zweier eingliedriger Ausdriicke in das Produkt aus Summe
und Differenz dieser beiden eingliedrigen Ausdriicke umzuformen.

» Umwandeln eines Produktes aus Summe und Differenz zweier Zahlen in die Differenz
zweier Quadrate

(a + b)-(a — b) = a* — b*

Umwandeln einer Differenz zweier Quadrate in das Produkt aus Summe und Differenz
zweier Zahlen

Die Umformung von links nach rechts stellt fiir alle Formeln Sonderfille des Aus-
multiplizierens algebraischer Summen, die von rechts nach links stellt Sonderfille
des Ausklammerns dar.

a®+2ab+b2=a®+abtab+b*=a(a+b)+ba+b) =(@atb) (atb);
a2 — b2 =a®+ab—ab—b =a(a+b) —b(a+b)=(a+Db):(a—0b).

Die Abbildungen 1.4. bis 1.6. veranschaulichen die drei binomischen Formeln. In
den beiden ersten Fillen sind die Gesamtflichen jeweils Quadrate, bei der dritten

1 bis (lat.), zweimal — nomen (lat.), Name
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binomischen Formel ist die Gesamtfliche ein
Rechteck, das der Differenz zweier Quadrate
flichengleich ist. Es ist tiblich, die algebraischen
Summen a? + 2ab + b* als vollstindige Qua-
drate zu bezeichnen. Die algebraische Summe
a? — b? ist dagegen kein vollstindiges Quadrat.
Die binomischen Formeln kann man benutzen,
Ausdriicke der ¥orm (a + b)% (a — b)* oder
(@ + b) - (@ — b), ohne das sonst iibliche schritt-
weise Ausmultiplizieren zu berechnen.

. Beispiel 5:

Welche algebraische Summe ist gleich dem

Quadrat der algebraischen Summe 32+ 1?

Losung:

3 -+ 1 ist von gleicher Struktur wie a 4-b.

Hierist ¢ = 3z und b= 1.

Wegen (a-+ b)2=a®-+2ab+ b2 gilt

Bz +1)2=3x)?2+2.32-1+ 12
=922+ 6a+ 1.

Priifen Sie das Ergebnis nach, indem Sie

fiir x nacheinander einige bestimmte Zah-

len, etwa 5, — 3, }, —4%, sowohl links als

auch in die algebraische Summe rechts ein-

setzen!

Beispiel 6:

Welche algebraische Summe ist gleich dem
Quadrat von r — 5st?

Losung:
Wegen (@ — b)2 = a® — 2ab + b2 gilt fiir
a=4rund b =5st

1 2 T\ T 5
(?r—fist) = (—er) —2-?r-ast + (5st)®

= TTZ — Brst + 25822

Priifen Sie das Ergebnis wieder durch Ein-
setzen bestimmter Zahlen nach!

Beispiel 7:
Formen Sie die algebraische Summe

1—52—}—24—522

in ein vollstéindiges Quadrat um!

Ay
(a+b)*
A As /) S
a b
(a+b)? = 4y +4y + A3 44,
= a*+ab+ab+h?
Abb, 1.4, = a%+2ab+b*
7 4y
(a-6)? 4=
o
a-b b
T

(a-b)% = 4g =4y -4,
- a*-ab-b(a-b)

- a®-ab-ab+h?
Abb. 1.5, = g?2-2ab+h?
4y <
’41
o
(a+b)(a-b) e
5
a b

(arb)(a-b) = 4y -4, +45
= a’-ab+b(a-b)
= a*-gb+ab-b*

Abb, 16, " a-b?
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Losung:
1—5z+ %zz wird vermutlich die Struktur a®> — 2ab -+ b2 haben. Wenn diese

Vermutung richtig ist, so muB 1 dem Summanden a2 entsprechen, also a = 1
sein. Ebenso mul dann 5z gleich dem Produkt 2ab=a(2b) sein. Wegen a =1
folgt: 1.2b =252
und daraus: b =3z,

Wenn nun das Quadrat des so bestimmten b gleich dem dritten Summanden
der vorgelegten dreigliedrigen algebraischen Summe ist, so ist diese tatsichlich.
ein vollstindiges Quadrat, andernfalls nicht.

5 \2 2 " s 2 ‘ :
Da b2 = (% z) =T5 2%ist, war unsere obige Vermutung richtig, und wir kénnen

2.

schreiben:

25
1—5z+122:(1—

(S

. Beispiel 8:

Formen Sie die algebraische Summe d;* — d,? in ein Produkt um!
Wegen a* — b® = (a 4+ b) - (¢ — b) gilt mit @ = d, und b = d,

A — d? = (dy + dy) - (d, — dy).

Probe: (d; + d,) - (dy — dy) = d,® — d,2.

Die Zwischenergebnisse wird man, vor allem bei einfachen Aufgaben, nach einiger
Ubung nicht mehr aufschreiben.

Von besonderer Bedeutung fiir ein schnelles und sicheres Rechnen sind die Rechen-
vorteile, die auf der Anwendung der binomischen Formeln beruhen.

1. Bei der Multiplikation zweier zweistelliger Zahlen, von denen die eine die Summe
aus einem vollen Zehner und einer einstelligen Zahl, die andere die Differenz aus
dem gleichen vollen Zehner und der gleichen einstelligen Zahl ist, ergibt sich ein
bedeutender Rechenvorteil.

. Beispiel 9:

Fiir 37 - 43 ergibt sich folgende einfache Losung:
3743 = (40 — 3) (40 4 3) = 402 — 32 = 1600 — 9 = 1591.

Samtliche Losungsschritte lassen sich ohne Schwierigkeiten im Kopf ausfiihren,
das Ergebnis ist nach einiger Ubung ebenso sicher und schneller zu gewinnen als
durch schriftliche Multiplikation.

2. Auch das Ausrechnen von Quadraten von zweistelligen evtl. auch von dreistelligen
Zahlen wird durch Anwendung der binomischen Formeln erleichtert.

B Beispiel 10:

822 — (80 4 2)2 = 6400 - 320 + 4 — 6724

B Beispiel 11:

22

792 = (80 — 1)? = 6400 — 160 + 1 = 6241



. Beispiel 12:
1032 = (100 + 3)% = 10 000 + 600 + 9 = 10 609
B Beispie 13:
352 = (30 + 5)2 = 900 + 300 + 25 = 1225
3. Fiir das Quadrat aller zweistelligen Zahlen, deren Einerstelle eine 5 ist, gibt es noch
eine viel einfachere Losung. Die in der Zehnerstelle stehende Zahl ist mit der

nichstfolgenden ganzen Zahl zu multiplizieren, an das hingeschriebene Ergebms
ist 25 amuhangen

. Beispiel 14:
352 erhiillt man danach auf folgende Weise:
3 -4 = 12; 25 hingt man an und kommt zu 1225.
352 = 1225.
4. SchlieBlich sei noch ein einfaches Verfahren fiir ein schnelles Ausrechnen der
Quadrate fiir die ganzen Zahlen von 11 bis 19 angegeben.

B8 Beispiel 15:
Ist das Quadrat von 17 zu berechnen, so geht man folgendermafBen vor:
170 + 70 4 49 = 289
(10 + a)? =10 (10 4+ a) + 10 - a + a*

. Begriinden Sie die angegebenen Regeln 3. und 4. allgemein !

Fiir das Losen von spiter zu besprechenden Bestimmung sglel(hungen ist das Bilden
vollstindiger Quadrate von grofler Bedeutung. Jetzt stellen wir uns die Aufgabe,
gegebene algebraische Sumnu-n so zu erginzen, dal} vollstindige Quadrate ent-
stehen. Damit das iiberhaupt maoglich ist, miissen die gegebenen algebraischen
Summen bestimmte Bedingungen erfiillen. Fiir eine eindeutige Losung ist notwendig,
dafl zwei der drei Glieder gegeben sind.

1. Betrachten wir zunichst den Fall, dall die Summe der beiden quadratischen
Glieder gegeben ist, etwa S = a® + b2 Durch Addieren bzw. Subtrahieren von
2a b wiirden hier die vollstindigen Quadrate (a + b)? und (@ — b)? entstehen.

Es gibt also zwei wesentlich verschiedene Losungen der Aufgabe. Zwei gegebene
Glieder sind fiir eine eindeutige Lésung der Aufgabe demnach nicht immer hin-
reichend.

- Beispiel 16:
25 + 912 ist zu einem vollstindigen Quadrat zu ergénzen.
Da offensichtlieh a =5 und b = 31 ist, gilt:
2ab=2.5-31=30l. Es folgen demnach:
25 + 9[2 + 301 = (5 4 31)?
oder 25 + 912 — 30! = (5 — 31)%
" Eine eindeutige Losung wird erst durch die Vorschrift, ob eine Summe oder eine
Differenz gebildet werden soll, erzielt.

23



2. Von groBerer Bedeutung ist der Fall, daf ein quadratisches Glied und das Glied 2a b
gegeben sind und das zweite quadratische Glied ergiinzt werden soll. Das ist nur
unter der einschrinkenden Voraussetzung méglich, dafl im gegebenen Glied 2ab
die Wurzel @ aus dem gegebenen quadratischen Glied a2 als Faktor enthalten ist.

B Beispict 17:
3672 — 1,27 s soll in ein vollstindiges Quadrat verwandelt werden. Wegen
1,2rs 1.2rs

a? =367 ist @ = 67, und aus 2ab=12rs folgt b = ST e = 0,1¢.

Das zu ergéinzende Glied 2 ist hier gleich (0,1s)? = 0.01s2

Fiir das zu erginzende quadratische Glied ist die Bezeichnung quadratische
Ergiinzung gebriuchlich. Das Aufsuchen der quadratischen Ergiinzung muB be-
sonders griindlich geiibt werden, weil es spiter zum Losen quadratischer Bestim-
mungsgleichungen benétigt wird.
Auch zweigliedrige algebraische Ausdriicke kénnen mehrfach als Faktor auftreten.
Fiir das Produkt @ - a - @ haben wir frither die Schreibweise a® kennengelernt. Die
gleiche Schreibweise in der Form von Potenzen wenden wir auf zweigliedrige alge-
braische Summen an:
27) (@£b)-(axd)-(a£b)=(axb)
(@t b)-(@£b) (atd)-(a+b)=(atDd) usw.
. 1. Wiederholen Sie die Bezeichnungen fiir die Teile einer Potenz!
2. Worin besteht der Unterschied zwischen den folgenden Ausdriicken?
a) a®und a -3
b) (@ + b)* und (a + b) - 4
e) (x—y)"und (r —y)-a
d) 22und 2 -2
Die Potenzschreibweise ist auch fiir Produkte aus gleichartigen algebraischen Summen
kiirzer und iibersichtlicher.
Wir wollen nun die dritten, vierten, fiinften und sechsten Potenzen von (a - b) be-
rechnen: .
(28) (a4 b)3 — (@+b)2-(a+b)= a® 4 3a%b 4 3ab? + b3,
'(29) (@£ b) = (@t b (oL b)=at+4aPb + 6a2b2 - 4abd + b},
(30) (a+ b)’ = (@ +b)t-(a+b)= a® - 5a'b +10a%b? 4-10a2b3 - 5a bt + b"‘;
(31) (e£b)'=(a+b)5-(a+b)
=a®%+ 6a’b + 15a*b? + 20a"b? |- 15a%b* - 6ab® + bY,

Nehmen wir zu den obigen Gleichungen (28) bis (31) noch
(32) (@£b?=(@+b)-(@b)=a+2ab b
hinzu, so lassen sich eine Reihe von allgemeingiiltigen GesetzmaiBigkeiten fest-

stellen.
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. Untersuchen Sie die Gleichungen (28) bis (32) auf
a) die Anzahl der S den in Abhingigkeit vom Exp 17
b) die Rechenzeichen zwischen den Summanden,
¢) die Zahlenfaktoren (Koeffizienten),
und versuchen Sie, die Gesetzmdfigkeiten zu finden!

Das Bildungsgesetz der Koeffizienten ist aus folgender Aufstellung erkennbar.

Exponent

1 1 1

2 i Sore |

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

6 1 "6 15 20 15 6 1

Jeder Koeffizient ist gleich der Summe der beiden benachbarten Koeffizienten in
der dariiberstehenden Zeile. Fiigt man iiber der oberen Zeile fiir den nichst kleineren
Exponenten Null eine Eins ein, d. h., setzt man (a@ + )° =1, so entsteht ein gleich-
schenkliges Dreieck!, das nach einem seiner Entdecker Pascarsches Dreieck® heiBit.
Es ergibt sich die Frage, ob diese GesetzmiBigkeit der ersten bis sechsten Potenzen
von a + b auch fiir die auf die sechste Potenz folgenden zutrifft, also allgemein-
giiltig ist.

Die Frage kénnen wir erst zu einem spiteren Zeitpunkt exakt beantworten. Hier
sei nur noch'(a 4 b)? untersucht. Mit Hilfe der erkannten GesetzmiBigkeiten konnen
wir die beiden algebraischen Summen (a 4 b)” gewissermaBen , konstruieren®:

(33) (a - b)" =a"+ (1 + 6)ash + (6 + 15)asb® + (15 + 20)ath?
(20 4 15)adbt 4 (15 + 6)a2b® + (6 + 1)ab® + b7
= a4 Tabbh + 21a5b? + 35a1b® + 35a%b* + 21a®b® + Tab® 4 b7.
. Priifen Sie durch Ausmultiplizieren von (a + b)® - (a 4= b) nach, daf8 die in (33)
erhaltene algebraische Summe das richtige Ergebnis von (a -+ b)7 ist!

Mit Hilfe der hoheren Potenzen von (a + b) kénnen einige Probleme aus der Praxis
sehr einfach gelost werden. 2

. Beispiel 18:

Eine Jauchegrube sollunter einem Stalldungstapelplatz angelegt werden. Wegen
der beengten riumlichen Verhiltnisse auf dem Wirtschaftshof der LPG soll
die Grube Wiirfelform mit 5,00 m Kantenlinge erhalten. Die Nachmessung
der Verschalung der ausgehobenen Baugrube ergibt ein Kantenmal von
5,10 m. Wie grol war das urspriinglich geplante, wie grof ist das tatsichliche
Fassungsvermogen? Um wieviel Prozent wurde das geplante Fassungsvermogen
iiberschritten?

1 Dic Festsetzung (@ - b)° = 1 ist iiblich. Wir begriinden sie spiter bei den Gesetzen der Potenzrechnung.
2 BLAISE PASCAL (1623 bis 1662), franz, Philosoph, Mathematiker und Physiker.
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Losung:
Gegebene Kantenlingen @ = 500 m; a, = 5,10 m
UbermaB b = 0,10 m
V=a3=(a~+ 0P =a®+4 3a2b + 3ab? 4 b°
51°= (5401 =5"+3-562-0143.5-0,1* 4 0.1°
=125 47,5 4 0,15 4 0,001 = 132,651
V = 132,651 m®
Bezeichnet man die Differenz zwischen tatsichlichem und geplantem Fassungs-
vermogen mit 4 V, so gilt
4V _ 1651 -y
- ="1a5 = 0,0612~6%.
Das urspriingliche Fassungsvermogen sollte 125 m? betragen, das tatsichliche
Fassungsvermogen betrigt etwa 132,7 m?; das Fassungsvermégen ist um rund
6% tiberschritten worden.

Aufgaben

46. Die folgenden mathematischen Ausdriicke sollen soweit wie méglich zusammengefaBt, d. h.
als Produkte oder Potenzen geschrieben werden.

a) 3+3+3+3 b) 3-3-3-3 ¢ atata
§aa-a O —3-3-3-% Di-$-1-3
8 (=3 A= (=D 1—B) h) (—a)-(—a)-(—a)
) (—a)-(—a)-(—a)-(—0a) k) 32.3
D (EP-3 m) 2.7 n) p-p*
o) p-p p) (a+ b)(a+ b) 9 (@—10b)(@—1b)
r) (3m4—’;~) _(3,,,,2) (3m7%) 8) 3-9

4 )
) (=3)-9 U)ETZE v) (—2%).x
W) (—a%) - (—a)

47. Rechnen Sie die folgenden Potenzen soweit wie moglich aus! Achten Sie besonders auf das
Vorzeichen der Ergebnisse!

a) 3 b) 4 ©) (=3)° a0 (=3)° €) (—3) (=3
g) (=  h) (=2)t 1) (=2 k) (32 D (ta)y m) (—§a)

48, Die folgenden mathematischen Ausdriicke sind durch Quadrieren entstanden. Ermitteln Sie
jeweils die Basis!

a) 718211; b) §(le c) 71- o) % ¢) 625 f) 0,012
Durch welche Rechenoperationen finden Sie die gesuchte Basis?

Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke!

49. 8) (¢ ) b) (@£ b ¢) (a £ b @ (a£b)°

50. a) (x —y)* b) (@ =yl @+ y?  © (a+ b — (a+ bya?
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51.

s
[

53.

54.

55.

Rechnen Sie die folgenden Aufgaben moglichst vorteilhaft im Kopf!
a) 38  b) 712 ¢) 58-62 d) 104-96 ¢) 852 f) 182
i) 522 k) 162 1) 52.48 m) 55° n) 38 .62 0) 76*
Ermitteln Sie die Quadrate der folgenden Binome!

g) 103?
p) 4%

h) 872
q) 992

a) %-}-n

e 1.2mn—1lnm

b) —5a +0,3

f) 2+ 30 2) 3J, — J, h) —25ab —0,2¢
Berechnen Sie das Produkt aus Summe und Differenz der folgenden Paare eingliedriger Aus-
driicke!

a) 3a; 2y b) 0,22; } ¢) 14ab; 13a

d) 0,17m; 0,08n e) —15r; 21s 1) 4 —4

Priifen Sie einige Ergebnisse der Aufgaben 52 und 53 nach, indem Sie in die Potenz und die

daraus errechnete algebraische Summe fiir die allgemeinen Zahlensymbole nacheinander
die folgenden Zahlen einsetzen!

¢) _’:.?‘I+2y d) (),05r+~ll:-)

a) ind2a: n= 3; —5; }; —§ 2,5 b) in52g: J, =10; —3; —24
Jy=20; 5; 17

¢) ind2h: a = 2; —5; 0,2 d) in53a: z=10; 15; 8; -
b= 5; —5; 04 y=15; 10; 4; }
c=10; —5; 0,8

e) indde: a= 5; 5; 1; 2
b= 2; 4; 2; 1

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke soweit wie moglich!

a) (3 —4y)* + (4y + 32)* — 2(3z — 4y) 3z — 4y)

b) (03a-+ 3P+ (3a— 03]+ (fa — 4 — (1,3a — 1,7)2

) (254 356)* — (35 — 25b) + (25 + 35b) (35b — 25)

d) (m— 1) — (30 + 2p)* — (1 + 3Im)>+ (2p + 30) 2p — 30)

=

P

Formen Sie die folg:

i o
in alg

braische Summen um!

8) (5c+ 2d)* b) (3¢ — 4

d) (2—3)¢ e) (J —0,02)°

©) (0,22 — 0,3y)*
)] (2r - »g-)‘

Formen Sie folgende Ausdriicke nach Moglichkeit in ein Produkt um!

a) a® — 2ab+ b*
¢) a®—3a*b+ 3ab*— b
e) m* — 2m®n? 4 nt

g) &+ 622+ 122+ 8

Vi hen Sie, die folgenden algeb

S

b) a® — 3
d) 2 4 423+ 622+ 42+ 1
) 2 — 122+ 36

h) %+ px+%-

a) 9a? — 48ab + 64b2
9
- e
d) 0,81m 0,54m + 00
g) 0,258 —rs+ 12

Summen in Quadrate von Binomen umzuwandeln!
” rs s2
%5 251 100
1) 169 + 260 — 22
i) 144—24¢ + 4¢?

2
b)1’+zy+yT ¢)

€ —p'+2pg—g*
h) 2+ rs-+ 0,258

Ist jede der vorstehenden Aufgaben losbar ?
Welche Anderungen miiiten an den nicht lésbaren Aufgaben vorgenommen werden, damit
sie ebenfalls ein vollstindiges Quadrat ergeben?
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59.

61,

62.

63,

64,

66.

o
S
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Versuchen Sie die folgenden Differenzen von Quadraten so umzuformen, daB ein Produkt
aus Summe und Differenz derselben Glieder entsteht!

1) 625 — a® D) —a+ 4,41 €) 9y — 14422 d) 81y — 1442

e) —m?*— 16n* f) 225a% b — a* g) a®+ 225a* b h) 2,89 — 100002°

Ist jede der vorstehenden Aufgaben losbar?

. Ergiinzen Sie durch Hinzufiigen eines Gliedes folgende Ausdriicke zum vollstindigen Quadrat!

Beispiel: a* — a geht iiber in a*> — a + } = (@ — })?

a) a?+ 22 b) m* —m ¢) a*+ ab d) a®a2® — 2aa

e) a®+ 4w f) 6a% — 122

Fiigen Sie zu folgenden algebraischen Summen ein Glied derart hinzu, daB Sie eine Summe
erhalten, die ein vollstindiges Quadrat enthilt!

Beispiel: 22 — 22 4 3 geht iiberina® — 22+ 1483 = (x —1)24+ 3

a) 2?2+ 22+ 5 b) x*+ ba+ ¢ ¢) a*+ 2ab—b* d) 5m* — 5mn+ 5n2
Formen Sie die folgenden algebraischen Summen um, indem Sie ein Glied hinzufiigen und
der Gleichheit wegen anschlieBend wieder abziehen. Wihlen Sie das Glied so, daB Sie eine
Summe erhalten, die ein vollstiindiges Quadrat enthiilt!

a) a®+ 2ab — b b) 2>+ 2xy+y e) 22+ pa+q d) 42°+ 82+ 8
e) a*b*—abe f) 9m* — 6m + 2

Ermitteln Sie die quadratische Erginzung fiir die folgenden zweigliedrigen algebraischen
Summen!

a) 2 — 6z b) a* —5x ¢) ¥*—=x d) zz—ix e)a:z—i‘i
2 10
1) a®+ 22 g) 2+ 152 h) a® -+ 1000« i) 4a®+ a k) 144a®> —ab
2
1) a2+ 144ab m) %J.— room) 002250 —3p 0) 0,722 —4,2r  p) 8la®+ 9z
Versuchen Sie, fir die folgenden zweigliedrigen algebraischen Summen die quadratische

Erginzung zu ermitteln! Begriinden Sie ferner, warum das bei einigen Aufgaben nicht moglich
ist!

a) a® — 5z b) —a®+ 22 ¢) x> — 2z d) 252% — 25z e) 4922 — 70x 22

f) 4922+ 702z g) 0,36p> — p
‘Wie miissen die folgenden algebraischen Summen geiindert werden, damit sie sich in ein voll-
stindiges Quadrat umformen lassen? Welche vollstindigen Quadrate erhilt man dann?

2 2
a) 169 + 2522 b) 169 — 2522 ¢) @yt d) 12+ 165 e) %+2L56

1) 0,81 + 0,04 g) 0,0225a2 — b2

Wieviel Losungen sind bei den vorstehenden Aufgaben jeweils méglich, wenn an den ge-
gebenen algebraischen Summen nichts geiindert wird?

h

Setzen Sie in den drei bi

Formeln hei d b:a,b:2a,b=¥2a,b:%
und b= — %! Welche Ergebnisse erhalten Sie dann?

Schreiben Sie die folgenden vollstindigen Quadrate als algebraische Summen!
a) (a+ b+ ¢)? b) (2a — 3y + 4z2)* ©) (—2z+ 3y — 42)?



68.
69.
70.

Vergleichen Sie die Ergebnisse von Aufgabe 67b und e!

Begriinden Sie, weshalb (@ + b+ ¢)? = (—a — b — ¢)? ist!

Zeigen Sie, daB man (@ — b)" aus (@ + b)", fiir n = 2,3,...,7 gewinnen kann, indem man
(@ — b)" = [a + (—b)]" setzt!

Schiileraultrag: Bauen Sie sich ein Modell aus Karton, mit dessen Hilfe Sie (a -~ b)* veranschau-

lichen konnen!

1.3. Division algebraischer Summen
durch algebraische Summen

Aufgaben zur Wiederholung der Division

1.

©w

Erfragen Sie in dem sozialistischen Landwirtschaftsbetrieb, in dem Sie Thren Unterrichtstag
in der sozialistischen Produktion durchfiihren, wie groB dort die Marktproduktion im Jahr

1958 bei den nachfolgenden Grundnah itteln war!
a) Getreideerzeugnisse (110,9 kg) b) Kartoffeln (171,7 kg) ¢) Fleisch (50,8 kg)
d) Vollmilch (94,7 1) e) Eier (181 Stiick)

Die beigefiigten Kennzahlen stellen den Pro-Kopf-Verbrauch in der Deutschen Demokrati-

schen Republik fir 1958 dar.

Berechnen Sie, mevnel Menschen mit dem Marktaufkommen der LPG bzw. des VEG in den
Gry hrungsmitteln 1958 versorgt werden konnten! Besorgen Sie sich die ent-

sprechenden Zahlen fiir das vergangene Jahr, und stellen Sie die gleichen Berechnungen an!

Berechnen Sie die folgenden Quotienten, und priifen Sie die Richtigkeit des Ergebnisses je-
weils durch Multiplikation des Quotienten mit dem Divisor nach!

a) 3%:10 b) 3%:0,7 ¢) (—20):5 d) 20 :(—5) €) :250
D (+a):(+0) 8) (—a):(+b) h) (+a):(=b) i) (—a):(=b)

s 1,69a2 0,52y 52r2s
k) (—24mn) :4m “8a m) 10— n) 0.87s
Berechnen Sie folgende Ausdriicke, und beachten Sie Rechenvorteile!
a) 21¢2- (—17d):(—"Tc) b) (—3712s)- 84rs?: (—42rs)

55a-(—33b) d) (—12abc) - (—152y)
—12lab 20cy

a) In einer Divisi fgabe ist der Quotient gleich dem Dividenden. Wie lautet der Divisor?

b) In einer anderen Divisionsaufgabe ist der Divisor gleich dem Dividenden. Wie lautet der
Quotient?

¢) In einer dritten Divisionsaufgabe ist der Quotient gleich dem Divisor. Wie lautet der
Dividend?

d) Begriinden Sie die Losungen der Aufgabe 4a bis ¢!

e) Schreiben Sie die Aufgaben 4a bis ¢ mit Hilfe allgemeiner Zahlensymbole als Bestimmungs-
gleichungen! Losen Sie diese Bestimmungsgleichungen!

Anleitung: Fiir Aufgabe 4a erhilt man % =a |

l=2

29



198nuad e BMeuadqeIsuayody {99punIas pus udYvZ 9J( :Junylowuy

NT ayoImyruyasyomy

(®y) guesafsur N'T

9qaLog Iop [Yezuy | T96T

jess IIpundsy, BM:SN
B i qA Javsqoplq
¥ T AT oat s N

{UORJZINN QYOIIFEYOSIUMPUE] SYII[IIUYISYOIND OIP
91y UIWWI}SI( pun‘(Yonqaye p sayosIIse}s) Uej[BYIe Nz (96 IYe[ Sep INJ US[YeZ OIp ‘OIY USYINSIIA

N'T oypI3Iugsyo

007 L&€ 9 | 00% 9€9 | 002 8T T | 00F 9%9 1 | 00L 98% | 00G €69 1 | 009 80T 00% 99T | 00¢ €LE (y) yuresadsur N'T

09¢ €99 006 02 00€ 8L 000 €0¢ 00¢ 822 | 0009 098 T 00€ 71 00L oqaLIlag 1ep [Yezuy | 8961
sogsuy | “H0E a0 | vwozsqor | suorsiar v T I 11 pun T Ay, a_ww_m__m,nw> i
wvsoBs 3
JuiesaBsuy JeAlg paT Pl DAA EELCITIEEN

N'T oyompIuosyom(

000 2&¥ 9 | 00< 098 | 00C 8EE 1 | 000 G0 E | 008 OL¥ | 00E 0O I | 00S €11 00C €82 | 00¢ €8G (®y) ywesagsur N

078 208 00¢ LZ 00L 16 007 99¢ 000 0€ | 00% ¥ 00¢ 1 008 ¢T (U2 aqolrjag Iap [yezuy | GG6I
B0z 19ay | v 0gS1a 0T | wiorsiaT v T 111 1rpungdsy| SdMed
Juesagsuy © quang nat ELCLICLEICRY DIA BRI
adysuos

1989F M 9P 3JRYOSIUIMPURT 9P Ul
(N'I) QYOR[FZINN SUOHIPYOSHUMPUL] QYOIIIIUYISYIINP 1P (UD[[IGU], USPUSF[OF USP SUY IS UI[AS €

30



6. Berechnen Sie moglichst folgende Ausdriicke!
a) a+ 0 b) 0+ a ¢)a—0 d) 0—a
e)a-0 £)0.-a g) a:0 h) 0:a
Geben Sie die Ergebnisse der Aufgaben 6a bis h an! Begriinden Sie, weshalb einige Aufgaben
dasselbe Ergebnis haben! Sind alle Aufgaben losbar?

. Die Gleichung 6 + 25 = 10z 4- 15 behandelt jemand folgendermaBen':
Es ist 32x—5
folglich ist
Wo steckt der Fehler?

Anleitung: Losen Sie zuniichst die Gleichung!

5(2z — 5),

8. Schreiben Sie die Ergebnisse der folgenden Divisionsaufgaben als Dezimalbriiche! Kenn-
zeichnen Sie jeweils die Art des Dezimalbruches!
a) 420:120 b) 420:250 ¢) 420: 450 d) 420:147
e) 400:200 f) 120:200 g) 99:200 h) 63:77
Vertauschen Sie in den Aufgaben 8a bis h Dividend und Divisor! Bestimmen Sie fiir alle
Quoti die Art des entstehenden Dezimalbruches!

9. Wodurch unterscheiden sich jeweils die folgenden Ausdriicke?

2) 214+ 14:7 und (21 + 14):7 b) (—55):5+ 6 und (—55): (5 6)
€) 26 —65:13 und (26 — 65):13 d) a+b:c und (a+ b):c
10. Berecl Sie die folgenden Quoti !
®) a¥ e b) 2%:a* e) 2%: 28 d) 15m*n®:3mn
e) 15683 n® n: 1212 m f) 135, 22:27rs* 6>  g) 5a2b':2ab? h) T5xy:225xy

i) 1650 p* ¢*: 770 p k) 17¢*g:12¢eg

Division einer algebraischen Summe durch einen eingliedrigen Ausdruck

Soll eine zwei- oder mehrstellige Zahl durch eine einstellige Zahl dividiert werden, so
zerlegt man die zwei- oder mehrstellige Zahl gemifl dem Aufbauprinzip des deka-
dischen Stellenwertsystems in eine algebraische Summe. Sodann wird jedes Glied
der algebraischen Summe durch die Zahl dividiert, wobei die Zeichen zwischen den
entstehenden Quotienten durch die Vorzeichenregel fiir die Division rationaler
Zahlen festgelegt werden. '

BB Beispiel 19:
G600 30 3

627:3 = (600 + 30 —3):3=—7—+75

3 — =200 + 10 — 1 = 209

Probe: 209 - 3 = 627

Unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole erhilt man fiir die Division einer
algebraischen Summe durch einen eingliedrigen Ausdruck
1 Entnommen aus LIETZMANN, W.: Wo steckt der Fehler? B. G. Teubner, Leipzig 1950.
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oy OFB . a |
(34) T=(ﬂ+b)-'-‘——7+7 (c =k 0),

bzw.

@) “EEL —wpowpa=tp 2R pyg),

. s a b a b 2 %
Die Probe fiir (34) lautet: (74—?)-6:?'( +—c—-c=a+b. Fiir (35) erhdlt
man als Probe:

(: 0 7';_;_%)%:’,‘.14_,U_A_TJri‘x:u_*_v_Fw,

Von grofier Bedeutung fiir die Division algebraischer Summen ist die Verwendung
von Klammern:

} Wird der Doppelpunkt als Divisi ichen verwendet, so ist die algebraische Summe
in Klammern einzuschlieen.

Dadurch wird zum Ausdruck gebracht, daB8 die Rechenoperation Division auf die
algebraische Summe als Ganzes angewendet wird. Versiumt man hier das Setzen
der Klammer, so macht man einen schweren Fehler. Die Schreibweise a + b:c be-
deutet nicht, daB die algebraische Summe a + b durch ¢ dividiert werden soll, sondern

sie bedeutet die algebraische Summe a + %

> Bei Yerwendung des Bruchstrichs als Operati ichen ist d fiir die algebraische
Summe keine Klammer erforderlich.

Fiir die Division einer algebraischen Summe durch einen eingliedrigen Ausdruck
ergibt sich folgende Regel:

» Eine algebraische Summe wird durch einen eingliedrigen Ausdruck dividiert, indem man

jedes Glied der algebraischen Summe durch den eingliedrigen Ausdruck dividiert. Die

ichen in der als Quoti erhalt algebraischen S werden nach der
Vorzeichenregel fiir die Division rationaler Zahlen ermittelt.

Aufgaben

11. Wie iindert sich bei der Division der Quotient, wenn
a) der Dividend wiichst (abnimmt), der Divisor gleichbleibt,
b) der Dividend gleichbleibt, der Divisor wichst (abnimmt),
¢) der Dividend wiichst (abnimmt), der Divisor abnimmt (wiichst)?

12. a) Denken Sie sich eine Zahl, dividieren Sie die Zahl durch eine (andere) Zahl, und multi-

plizieren Sie den erhaltenen Quotlenten mit dem Divisor! Welches Ergebnis erhalten Sie?

b) Fiihren Sie die beiden Rech in kehrter Reihenfolge, aber mit denselben
Zahlen wie in Aufgabe 12a aus‘ und vergleichen Sie die beiden Ergebnisse!

13. Erliutern Sie am Beispiel 39:3, wie eine zweistellige Zahl durch eine einstellige Zahl dividiert
wird! Geben Sie die einzelnen Losungsschritte an, und begriinden Sie die Richtigkeit des
Losungsweges!

14. Stellen Sie den Losungsweg der Aufgabe 13 in einer Gleichung dar!
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15. Losen Sie die gleichen Aufgaben wie in 13 und 14 auch fiir die Division einer dreistelligen
Zahl durch eine einstellige Zahl!

16. Welche Regel 1Bt sich aus den Aufgaben 13 bis 15 fiir.die Division einer algebraischen Summe
durch einen eingliedrigen Ausdruck erkennen?

17. Die folgenden algebraischen S sind durch die dahinterstehenden eingliedrigen Aus-
driicke zu dividieren.
a) 2day — 21y — 3y |:3y; |:(—3y)
b) —a+ 20ab — 6a®b® - 3ab? ]:4(12; |: (—20a); |:(—ﬁb2)
¢) —5m2n?+ 4mPn —3mn®: —2mn —m+ n—1
| (—=1); | (—mn); |: 4+ mm; |:(—2m?n)

18. Berechnen Sie die folgenden Quotienten!

) 182725% — 104rs B a®b® + ab® — ub a2y — 121a%y® + 1322y
137rs ab 11ay

19. Fithren Sie die folgenden Divisionen aus!

a) (a2 —a’zy+ az®+ avy):ax b) (ab?c+ a*bec—abc*+ 4abe):abe

2 2 Tt 2
) m3*n + 2mn + mn ) rst +727r.s_7 4512 + 8
mn g
1

¢ (1052 + 12pg — 4pg?) - D (8zy:+ iyt 22

4pq
_4m2 n —6mn -+ 8mn?

9 e
20.a) S

b) %-(Gub — 4a?b — 8ab?). ;l,;

c) —(4a%y — 6xy+ 8xy?): 2y
d) Worin besteht der Unterschied in den Aufgaben a bis ¢?

21. Besti Sie das arithmetische Mittel folgender Zahlen!
a) 6,82; 6,54 b) 0,832; 1,001 ¢) 6a+ 3b; 2a-+ 5b d) 2,45; 2,56; 2,23
e) 2a+ 4b; a—2b; 3a+ b f) 88,7; 90,3; 79,6; 85,4; 89,3

Anleitung : Das arithmetische Mittel ist gleich der Summe der Zahlen, deren Mittelwert
bestimmt werden soll, dividiert durch die Anzahl der Summanden.

Division einer algebraischen Summe durch eine algebraische Summe

Die Regel fiir die Division einer algebraischen Summe durch einen eingliedrigen Aus-
druck haben wir in Analogie zur Division einer mehrstelligen Zahl durch eine ein-
stellige Zahl durch Verallgemeinerung gewonnen. Entsprechend benutzen wir jetzt
die schriftliche Division einer mehrstelligen Zahl durch eine (andere) mehrstellige
Zahl als Ausgangspunkt fiir die Gewinnung der Rechenregel fiir die Division einer
algebraischen Summe durch eine algebraische Summe.

Wir wollen das an einem Beispiel untersuchen.
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- Beispiel 20:
Die schriftliche Division 672:32 1iBt sich folgendermaBen erliutern:

Ubliche Kurzform Erliuternde Form
672:32 —21  — (600 - 70 + 2):(30 + 2) — 20 1
— 64 - — (600 + 40)
32 — 30 + 2
— 32 —r —(30 4+ 2)
0 - o0
Probe: 21 -32 Probe:
32 (20 +1)- (30 + 2) = 21 .32 — 672
64
672

Nun soll dieses Verfahren auf algebraische Summen, die allgemeine Zahlensymbole
enthalten, angewendet und an einigen Beispielen erliutert werden.

BB Beispiel 21:
3ab—3a —4b +4

3a—4
Losung: (3ab—3a—4b+4):(3a—4)=b—1
—(3abd — 4b)
—3a + 4
—(=3a +4)
0

Probe: (3¢ —4)- (b — 1) =3ab —3a — 4b + 4

Bl Beispier 22:
1—42— 0,25y 4 llzy — jay?
by + § — 2z

Losung:

Vor der Division ist ein Umordnen der Glieder erforderlich, da das erste Glied
des Dividenden nicht durch das erste Glied des Divisors teilbar ist. Dazu gibt
es verschiedene Moglichkeiten. Wir wollen uns grundsitzlich der lexikogra-
fischen Anordnung in Dividend und Divisor bedienen, wobei wir bestimmte
Zahlen zusammengefaBt als letztes Glied der algebraischen Summe nieder-
schreiben. Dann erhalten wir bei der vorliegenden Aufgabe:

(—%zy’-l— llzy — 4z — 025y + l):(5zy—2x+ %) s ;%+2

seafi © Y
102y — 4z +1
— (10xy — 42 +1)
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Probe:

(5xy—2x-|—%) (—% +2) = —%x_y2 + 1lzy — 4z + 0,25y + 1.
. Beispiel 23:
8lmt — 160
3m — 2n
Losung:
(81mt — 16m%): (3m — 2n) = 27Tm® + 18m?n + 12m n® 4 8n8
— (81lm* — 54m3n)
54m3n — 16nt
— (54mBn — 36m?n?)
36m2n? — 160t
— (36m2n% — 24m n?)
24m nd — 160t
— (24m n® — 167%)
e
Probe:

(3m — 2n) - (27Tm3 + 18m® n + 12m n* + 87n%)
— 81m? + 54mPn + 36m2n? + 24mn® — 54mPn — 36m2n2 — 24mn® — 1622
= 81lm!* — 160t
. Erkliren Sie, wie in der Losung des Beispiels 23 die eingliedrigen Ausdriicke
54m® n, 36 m? n? und 24m n® entstehen !
Ebenso wie nicht jede Divisionsaufgabe mit ganzen Zahlen als Quotienten eine ganze
Zahl hat, gibt es auch algebraische Summen, die nicht ohne Rest durch (andere) alge-
braische Summen teilbar sind.

B Beispiel 24:
at fad 422 —4

r—1
Losung:
(45 | = B)eifa— 1) = P 00d 88+ F— L
— (@t — )
+ 223 2% — 4 Bei der Division bleibt als Rest —1, der
— (22® — 227 ebenfalls durch den Divisor # — 1 zu divi-
+ 322 —4 dieren ist. -
— (322 — 32)
+ 3z —4
— 3z —3)
=1
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Probe:

(x_l).(za+2z=+3x+3—z%l—)

=2 @—1)+22@—1)+32@—1) +3@—1) — —-(z—1)
=zt —a® 422 — 2224+ 322 -3 +3x—3—1
RIS NI S

{

Aufgaben
22. Erldutern Sie die Division einer mehrstelligen Zahl durch eine mehrstellige Zahl am Beispiel
483 : 21! Geben Sie die einzelnen Losungsschritte an, und begriinden Sie jeweils deren Richtig-
keit!
e
28. Jemand schreibt fiir otd den Ausdruck a+ b:c+ d.

a) Ist das richtig? Begriinden Sie Ihre Antwort dadurch, daB Sie fiir die allgemeinen Zahlen-
symbole Zahlen einsetzen und dann die beiden Ausdriicke ausrechnen!

b) Welche mathematischen Bezeichnungen kennen Sie fiir die Ausdriicke 4 +g bzw.
atbic+ d? e

¢ Ina+b:c+dk Rechenoperationen verschiedener Stufen vor. Welche Rechen-
operation ist als erste auszufiithren ?

a-+b
d) Wie muB man den Quotienten = jr- 7l schreiben, wenn man statt des Bruchstriches als

Divisic ichen den Doppelpunkt verwendet ?
e¢) Wie muB man die algebraische Summe a+ b:c+ d schreiben, wenn man statt des
Doppelpunktes den Bruchstrich als Divisionszeichen verwendet?

24. Berechnen Sie die folgenden Quotienten! 2 22
= 522 — i r—4 -z
. 21a® — 34a2b + 25b° A 224 11z 4 24 )
&) Ta +5b P) z+8 b6x+5
O 625p* — 50p2 4 1 9 625p* — 50p% 4 1 1) 9z 4 29° — Tay?
25p2 — 10p 41 5p+1 3z — 2y
5
5. Nachfolgend stehen in jeder Zeile zwei algebraische S hintereinander. Die erste ist
" jeweils durch die zweite zu dividieren.
a) ¢®— 8cd®+ 8d% ¢ —2d b) m® —2,1mn —n? bm+ 2n
i g i a ut vt u  9?
e) ot —T2® + T2 112 420; x—5 )ﬁ_ﬁ; T+E‘b
81 16 3 2
33 — 9. ! 4. o ) e it
le) 27138 1678 —2; 24 37rs. 1] 256(1 625b' 4a 56 ]
g) —at—at—1; a®—a+1 h) 10a* — 21a® — 16a®+ 15a; 542+ 2a—3
26. Vereinfachen Sie folgende Quoti !
) 13z + 15+ 2a? b) ca? + a?b — b%a — cb?
z+5 : (—b+a)
d 12pg® — dpgx + 3qa® — pa? — 6¢°x
) = =—q
27. Fiihren Sie folgende Divisionen durch!
a) (4 22+ 2):(x+ 1) b) (ab+ b+ ac+ bec—a):(a+ b)

¢) @+ 224 a): (x+ 1)
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1.4. Bruchrechnung unter Verwendung
allgemeiner Zahlensymbole

Aufgaben zur Wiederholung der Bruchrechnung

1. a) Geben Sie fiir die Divisionsaufgabe 3 : 5 verschiedene Formen des Ergebnisses an!
b) Vergleichen Sie die Ergebnisse von Aufgabe 1a mit den Ergebnissen von 6:10; 21:35;
60 :100; 180 :'300! “
¢) Zeigen Sie, daB alle Ergebnisse der Aufgaben 1a und b gleich sind!

21 60 180
d) Welche Umformung mit den Briichen 10° 35° 100° 300 ist erforderlich, damit sie die

Form k- erhalten?
2 6 21
€) Durch welche Forménderungen wird aus dem Bruch 75 der Bruch 35!
2. Geben Sie Briiche an, die
a) gleich 3; —7; 11; —13; 25;

1 2 1

. 1 1
b) glich —255 —3%: lyg 1875 —5 500

¢) gleich 0,2; —0,3; —0,3; —0,75; 0,88 sind!

H

8. Verwandeln Sie die folgenden Briiche und gemischten Zahlen in Dezimalzahlen!

2 3 5 —13 15 99
0 7 n —g ) 13 ) —5— T D 100
1 3 o2 11 2
8) 2+ h) =53 ) —125 k) 54 D 1857

4. a) Geben Sie Beispiele fiir echte und fiir unechte Briiche!
b) Erkliren Sie, was man unter echten bzw. unechten Briichen versteht!

5. Erweitern Sie folgende Briiche in der Spalte m mit den Zahlen aus der Zeile n!

1 1
1—2— 4§ a

el o

n 1
n 4 6 —3 5

SR | o= o=

o~

afiss | ol
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6. a) Welche Teilbarkeitsregeln kennen Sie?
b) Welche Bedeutung haben die Teilbarkeitsregeln fiir das Kiirzen?

5
7. Erweitern Sie den Bruch — mit

7y
a) 4; b) x; ) —y; d) 2z; e) —3a?; 1) 22242
8. Kiirzen Sie die folgenden Briiche soweit wie moglich!
10 42 280 1232 ab 2z
% "m Vi Ve 9% Ry
9. Ermitteln Sie das kleinste gemeinschaftliche Vielfache folgender Zahlen!
a) 2, 12, 14, 32 b 3, 9, 27, 11 ¢ 2, 3, 6, 8, 12.

10. Welche Beziehung besteht zwischen dem kleinsten Hauptnenner mehrerer gemeiner Briiche
und dem klei inschaftlichen Vielfach h Zahlen?

11. Machen Sie die folgenden Briiche gleich ig!

g

Ve s Dioa
SR | D3 % I o
wodidedl  wiebel  olegd
Yo gra—0 O+ is—m g g
g HIy B gelgty
18.0) 2.5 DE-NUENP Dags @ L2 1y Lse
14.2) 3.1 b) §-% ) 3-¢
Y I N WP
15. 8) §:2 W) o4 o §:2 033 9 1$:9 1) 31:5
T i
D1g:38 g 4-4:% h) $-4:% 0 $:3-6% i
meyzg.d_t.21..1 CER SR ST e 1
dodeborh-br ot |
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