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ERSTES KAPITEL

Arithmetische und geometrische Reihen
und thre Anwendungen

§ 1. Arithmetische Reihen 1. Ordnung

Begriff der arithmetischen Reihe

1. Das Anfangsglied einer arithmetischen Reihe heile a, die Differenz d. Welchen
Wert hat das 2. Glied, das 3., das 7., das kte Glied?

2. Sind u, v, w drei aufeinanderfolgende Glieder-einer arithmetischen Reihe, so
ist u—v=v—w, also v=H%. Wie kann man hiernach eine arithmetische
Reihe definieren? (Benutze den Begriff des arithmetischen Mittels.)

3. a) Welche arithmetischen Reihen nennt man steigend, welche fallend? b) Wie
sieht eine Reihe aus, bei der die Differenz d gleich 0 ist?

4. a) Das 1.Glied einer arithmetischen Reihe sei 1, die Differenz 2, die Anzahl
der Glieder 10. Wie heit die Reihe? b) Berechne durch mdoglichst zweck-
méBige Addition die Summe aller Glieder.

6. Die beiden ersten Glieder einer arithmetischen Reihe sind :

a) 1und 2, b) 1 und 3, ¢) 2und 4,
d) Iund -1, e) 1und —2, f) —1lund +1,
g) $und —1, h) —% und +1%, i) 0,1 und —0,2,
Gib jeweilig die nichsten drei Glieder an. k) a und b.

6. In einem in Kahun, siidlich von der Pyramide von Illahun, gefundenen
Papyrusfragment, das in das 2.Jahrtausend v.d. Ztr. gehort, findet sich eine
10gliedrige arithmetische Reihe, deren erste Glieder 134 und 12}} lauten.
Wie heilen die anderen Glieder?»

7. Das Anfangsglied einer Reihe ist 0, die Differenz 5, das letzte Glied 30. Wie
heift die Reihe, wie viele Glieder hat sie, und wie groB ist die Summe aller Glieder?

8. Beantworte dieselben Fragen wie in Aufgabe 7 fiir eine Reihe mit dem An-
fangsglied —10, der Differenz 3, dem letzten Glied 17.

9.a-i) Gib eine graphische Veranschaulichung der in Aufgabe 5a bis i an-
gegebenen arithmetischen Reihen in der Weise, daB du im Punkte 1 der
z-Achse das 1.Glied, im Punkte 2 das 2.Glied, im Punkte 3 das 3. Glied usf.
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(genauer: so viel MaBeinheiten, als jedes Glied anzeigt) senkrecht auftrigst.
Was 1aBt sich iiber die Lage der Endpunkte der die einzelnen Glieder der
Reihe darstellenden Strecken sagen?

10. a) Das 1.Glied einer Reihe ist 3, das 7. ist 6; b) das 1. ist 1, das 5. ist —5.
Bestimme die Zwischenglieder arithmetisch und graphisch.

11. a) Was éndert sich an der Differenz einer Reihe, wenn man die Gliederfolge
umkehrt? b) Wie éndert sich das graphische Bild der Reihe?

Die Summe einer arithmetischen Reihe

12, Eine Reihe, in der das Anfangsglied a, die Differenz d, das Endglied 2 heiit,
soll in umgekehrter Folge geschrieben werden; wie heilt in der neuen Reihe
das Anfangsglied, das 2., das 3., das kte Glied, das Endglied?

13. Man addiere in einer ngliedrigen arithmetischen Reihe das 1. und nte Glied,
dann das 2. und (n— 1)te, allgemein das kte und (n —k + 1) te Glied; welches
Gesetz erkennt man?

14. Unter eine arithmetische Reihe schreibe man gliedweise die aus der ersten
durch Umkehrung der Gliederfolge entstehende Reihe. a) Wie groB ist die
Summe je zweier iibereinanderstehender Glieder? b) Wie kann man hiermit
die Summe der Reihe, d. h. die Sumnre aller Glieder bis zum nten Gliede,
bestimmen?

15. In welcher Weise kann man an der Hand der graphischen Veranschaulichung
der arithmetischen Reihe den Wert der Summe ihrer Glieder durch den
Flicheninhalt einer Figur veranschaulichen? Gib zu der in den Aufgaben 12
bis 14 gewonnenen arithmetischen Ableitung des Summenausdruckes die ent-
sprechende geometrische Ableitung der Summenformel.

16. a) Leite an der Hand der Fig. 1 das von Jamblichus (Anfang des 4. Jahrhun-
derts n.d.Ztr.) gefundene Resultat ab, daB

1424834 4+94+104+9+---+3+241 © © ® © o o o o o o
gleich 102 ist. (Die Punkte sind in Parallelen
zu einer Diagonale zusammenzufassen.)

b) Stelle in gleicher Weise a* als Summe einer
mit 1 beginnenden und wieder mit 1 aufhéren-
den Reihe dar. b
17. a) Zeige an Fig.1 dadurch, daB8 du erst einen
Eckpunkt, dann die ihn umgebenden 3 Punkte,

dann wieder die diese umgebenden 5 Punkte
usf. zusammenfaflt, dal

1+3+5+...+19=102 Fig. 1
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18.

19.

20.

ist. b) Zeige, daB sich allgemein jedes Quadrat einer ganzen Zahl als Summe
einer mit 1 beginnenden Reihe der ungeraden Zahlen darstellen 1iBt. Wie
heiBt die letzte ungerade Zahl der Reihe?

Ist @ das Anfangsglied, d die Differenz, n die Anzahl der Glieder, z das End-
glied und s die Summe der Reihe, so gelten die Formeln:

Lz=a+(rn-—1)d,
moe=(tar

Il s_an+"(n_l) d.

Leite die 3. der vorstehenden Formeln aus den Grundformeln I und IT her.

Stelle fiir die Summe der Reihe eine Formel auf, in der die Anzahl der Glieder,
die Differenz und das Endglied (n, d, z) vorkommen, und leite diese Formel
auf doppelte Weise aus zwei der Formeln I, IT und III der Aufgabe 18 her.

Wieviel GroBen sind notwendig und hinreichend, um eine arithmetische Reihe
vollstindig zu bestimmen? (Grund!)

Von einer arithmetischen Reihe!) sind

gegeben gesucht gegeben gesucht
21. n, z, 8 a, d 26. a, n, s d, z
22, d, z, 8 a, n 27, a, n, z d, s
23. d,n. s a, z 28. a, d, s n, z
24, d,n, 2z a, s 29. a,d,z n, 8
25. a, z, 8 d,n 30. a, d, n 2, 8
31. Warum fiihren Aufgabe 22 und 28 auf quadratische Gleichungen? (Achte auf

32.

33.

die Grundformel II.) Warum geniigt es zu wissen, dal Aufgabe 22 auf eine
quadratische Gleichung fiihrt, um schlieBen zu kénnen, da8 dies auch bei Auf-
gabe 28 zutrifft? (Achte auf die Gleichberechtigung von @ und z; Umkehrbar-
keit einer Reihe.)

Beispiele

Wie heilt die nte ungerade Zahl, und wie grof ist die Summe der ersten
n ungeraden Zahlen? Beispiel n = 202).

Wie heiit die nte gerade Zahl (0 nicht mitgerechnet), und wie groB ist die
Summe der ersten n geraden Zahlen? Beispiel n=24.

1) Zahlenbeispiele hierzu wihle man aus Aufgabe 42 bis 55.
*) Die aligemeine Losung der Aufgaben 32 bis 34 war schon den Pythsgoraem im 6. und 5. Jahrhundert
v.d.Ztr, bekannt. (Nach Theon von Smyrna, um 130 v.d. Ztr.)
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34. Wie groB ist die Summe aller ganzen Zahlen

a) von 1 bis 100, b) allgemein von 1 bis n?
35. Wie groB ist die Summe aller dreiziffrigen Zahlen? )
36. Wie groB ist die Summe aller ungeraden Zahlen von 13 bis 81?
37. Wie groB ist die Summe aller geraden Zahlen von 24 bis 98?
38. Wie groB ist die Summe aller durch 3 teilbaren Zahlen von 3 bis 99?
39. Wie groB ist die Summe aller durch 7 teilbaren Zahlen von 7 bis 343?
40. Wie groB ist die Summe aller durch p teilbaren Zahlen von p bis np?
41. Wie groB ist die Summe aller durch % teilbaren Zahlen von nk bis mk?

Betrachte in jeder der folgenden Aufgaben 42 bis 55 drei der Groflen a, d,
n, z, s als gegeben, die beiden anderen als gesucht. (Vgl. Aufgaben 21 bis 30.)

a d n | oz s a d n z | s
42, 1 12 40 | 469 | 9400 9. 5 —3% | 13 |—37 |—208
43| 2 | 3 | 17 | 50 | 442| 60| —a | 51 | 37 | 188 | 3404
4. 21 —5 | 17 | —59 | —323 6L | —4L | 55 | 20 | 100 | 955
45. |37 | 4 22 | 465 | 99 52. [ 31 I- | 24 | 3¢ | 448
46. | 29 13- | 33 | 77 | 1749 53.| 60 | —1% | 21 | 35 |997
47.| 25 —211 25 | —35|—125 4. | 52 0,4 43 22 |584,8
48. | —19 11 29 23 58 55. | 2,3 1,3 19 | 25,7 | 266

56. Zwischen je 2 Glieder der arithmetischen Reihe 1, 5, 9, 13 usw. sollen 5 Glieder
s0 eingeschaltet werden, dafl wieder eine arithmetische Reihe entsteht (Inter-
polation). a) Wie heiBt die neue Reihe? b) Benutze die graphische Darstellung.

57. Zwischen je 2 Glieder der Reihe 2, 14, 26 usw. sollen 7 Glieder interpoliert
werden. Wie heiBlen diese? (Graphische Darstellung!)

58. Zwischen a und b sollen 7 Gro8en interpoliert werden. a) Wie heiflt die Diffe-
renz der entstehenden Reihe, und wie heiBen die 3 ersten Glieder? — Man
kann die Reihe auch iber b hinaus fortsetzen (Extrapolation). b) Wie heien
die 3 nichsten auf b folgenden Glieder? ¢) Wie heiBt das (n2+n-1)te Glied
der ganzen Reihe?

59. Das 7.Glied einer arithmetischen Reihe heifit 10. Das 17.Glied heiBt 50. Wie
heiBt das 1.Glied und die Differenz der Reihe? a) Arithmetisch, b) graphisch
zu lésen!

60. Das 11.Glied einer arithmetischen Reihe heif3t 47, das 19.Glied 75. Wie heifit
das 283.Glied?
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61. Die Summe des 4. und 7. Gliedes einer arithmetischen Reihe ist 100, die
Summe des 17. und 29.Gliedes ist 800. Wie heilt die Reihe?

62. Die Summe der 37 ersten Glieder einer arithmetischen Reihe ist 888, die
Differenz zwischen dem 13. und 31. Gliede 126. Wie heiBt das 1. Glied und
die Differenz der Reihe?

63. Zwei Reihen sind gegeben: Die eine hat das Anfangsglied 1 und als 7.Glied 4,
die andere hat das Anfangsglied 11 und als 6. Glied 1. Bestimme graphisch,
welches Glied beide Reihen gemeinsam haben (gemeinsam heilt ein in 2 Reihen
vorkommendes Glied, das in beiden Reihen an gleicher Stelle steht).

64.1) Wie groB ist die Anzahl der Glieder und das letzte Glied einer arithmeti-
schen Reihe, deren 1. Glied —7, deren Differenz 3 und deren Summe 430 ist?
(Andere Zahlenbeispiele sind aus der letzten Tabelle — Aufgabe 42 bis 55 — zu
entnehmen.)

65. Das letzte Glied einer arithmetischen Reihe ist 97, die Differenz 3, die Summe
1612. Wie groB ist das 1. Glied und die Anzahl der Glieder? (Andere Zahlen-
beispiele sind aus der letzten Tabelle ~ Aufgabe 42 bis 55 - zu entnehmen.)

66. In einer arithmetischen Reihe von 20 Gliedern ist das Produkt der beiden
mittleren Glieder 725, die Summe des 3. und 12. Gliedes gleich 30. Wie heif3t
das 1.Glied und die Differenz der Reihe?

67. In einer arithmetischen Reihe von 10 Gliedern ist die Summe aller Glieder 65,
die Summe ihrer Quadrate 1165. Wie gro8 ist das Anfangsglied und die
Differenz?

68. In einer arithmetischen Reihe von 14 Gliedern ist dos Produkt des 1. und
letzten Gliedes 276, das Produkt der beiden mittleren Glieder 1326. Wie grof3
ist das Anfangsglied und die Differenz?

69. In einer arithmetischen Reihe von 100 Gliedern ist die Summe aller Glieder
8200, das Produkt der beiden mittleren Glieder 6723. Wie groB ist das
1. Glied und die Differenz?

70. Welche positive ganze Zahl ist gleich der Summe aller vorhergehenden ganzen
Zahlen?

71. Welche positive ganze Zahl ist a) gleich dem 10. Teil, b) gleich dem kten Teil
der Summe aller vorhergehenden ganzen Zahlen?

Anwendungen

72. Wieviel Schlige tut eine Uhr in 24 Stunden, wenn sie nur ganze Stunden
schliagt?

73. Wieviel Schlige tut eine Uhr in 24 Stunden, ‘wenn sie aufler den ganzen
Stunden auch }, 4 und  Stunden (durch 1, 2, 3 Schlige) anzeigt?

1) Die Aufgaben 64 bis 71 fithren auf quadratische Gleichungen.
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74.
75.

76.

.

8.

9.

80.

81.

82.

83.

Aufgabe aus friitheren Auflagen nicht iibernommen.

Ein Angestellter erhilt ein Jahresgehalt von 3000 RM und soll nach Ablauf
jedes Jahres 30 RM Zulage erhalten. a) Wie hoch belduft sich sein Gehalt
nach 10 Jahren? b) Wieviel Gehalt hat er in 10 Jahren insgesamt erhalten?

Ein Angestellter hat ein Jahresgehalt von 3600 RM und erhélt jedes Jahr
eine Zulage von 240 RM. Zugleich wachsen seine Ausgaben. Bis jetzt ist er
mit 3000 RM jihrlich ausgekommen, von nun an verbraucht er in jedem
Jahr 300 RM mehr als im vorhergehenden. In welchem Jahr werden seine
Ausgaben das ganze Gehalt in Anspruch nehmen, und wie hoch ist dann
das Gehalt?

Jemand setzt beim Spiel erst 1 RM und verliert, dann 2 RM, 3 RM usw.,
jedesmal 1 RM mehr. Beim wievielten Spiele erhilt er im Fall des Gewinnes
all sein Geld wieder, wenn die Bank den zehnfachen Satz auszahlt?

Jemand wollte 1000 RM unter 16 Personen in der Weise verteilen, dall jede
folgende immer 5 RM mehr erhielt als die vorhergehende. Wieviel erhielt die
erste und wieviel die letzte?

A macht mit B eine Wette. A will nach einem 6000 Schritt entfernten Orte
hin- und zuriickgehen, bevor B 200 Apfel in einen Korb gesammielt hat. Die
Apfel sollen in einer Reihe liegen, jeder von dem andern einen Schritt ent-
fernt, und sollen einzeln herangeholt und einzeln in den Korb gelegt werden.
Der Korb steht beim 1. Apfel. A soll ebenso schnell gehen wie B. Wer ge-
winnt die Wette?

Aufgaben aus der Physik

Eine Luftpumpe, deren Rezipient 1000 ccm faft, und deren Stiefel einen
freien Rauminhalt von 200 ccm hat, ist zugleich als Kompressionspumpe zu
gebrauchen. Wie stark ist der Druck der komprimierten Luft nach 10 Kolben-
stoBen, wenn anfangs Atmosphirendruck herrschte?

Wieviel KolbenstoBe sind erforderlich, um eine Kompression von 2 Atmo-
sphiiren mit einer Pumpe herbeizufithren, deren Rezipient 1200 cem faBt,
wiithrend der Stiefel (ohne den Raum fiir den Kolben) 150 ccm Rauminhalt hat?

Welche Grofle hat in einer Kompressionspumpe der vom Kolben freigelassene
Raum des Stiefels, wenn das Manometer des Rezipienten, der 0,81 fa3t, nach
10 KolbenstdBen einen Druck von 24 Atmosphéren anzeigt?

Nach den Gesetzen der Physik féllt ein Kérper im luftleeren Raum in der
1. Sekunde ungefihr 4,9 m, in jeder folgenden immer 9,8 m mehr als in
der vorhergehenden. Welchen Raum durchfillt danach ein Kérper in 12 Se-
kunden, und wieviel Meter in der 12. Sekunde?
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84.

85.

86.

87.

88.

89.

91.

Wieviel Meter fillt nach der vorigen Aufgabe ein Kérper in einer halben
Minute, und wieviel in der 30. Sekunde?

In wieviel Sekunden wird unter den in Aufgabe 83 angegebenen Bedingun-
gen ein Korper einen Raum von 490 m durchfallen?

Aufgaben aus alter Zeit

Aus dem Papyrus Rhind des Aehmes (um 1700 v. d. Ztr.):
10 MaB Getreide unter 10 Personen so zu verteilen, da jede folgende Person
+ MaB weniger erhilt als die vorhergehende.

100 Brote sollen an 5 Personen so verteilt werden, daB die Anteile eine arith-
metische Reihe bilden und die beiden geringsten Anteile zusammen - der
Summe der drei anderen Anteile ausmachen. ’

Aus dem (indischen) Rechenbuche von Bakhshali (300 bis 400 n.d. Ztr.?):
Ein Reisender legt am 1.Tage 2 (2,) Wegeeinheiten zuriick, jeden folgenden
Tag 3 (d,) mehr. Ein zweiter Reisender legt am 1.Tage 3 (a,) Wegeeinheiten
zuriick, jeden folgenden Tag 2 (d,) mehr. Wann holt der erste den zweiten ein?
Aus Diophants Schrift iiber die Polygonalzahlen (um 300 n.d.Ztr.):

Beweise folgenden Satz: Sind p, g, r drei aufeinanderfolgende Glieder einer
arithmetischen Reihe, so ist p? 4 8qr=(2¢ +7)%

Aus der Abhandlung ,,Anaphorikos* von Hypsikles (um 170 v.d. Ztr.):

. Beweise, daB3 in einer arithmetischen Reihe von gerader Gliederzahl die Summe

der 2. Hilfte der Glieder die der 1. Hélfte um ein Vielfaches des Quadrats
der halben Gliederzahl iibertrifft.

Nach Heron von Alexandria (1. Jahrh. v.d. Ztr.):

Ein Amphitheater von n Sitzreihen hat in der untersten Reihe a Sitze, in
der obersten Reihe z Sitze. Wieviel Personen faBt das Amphitheater?

§ 2. Arithmetische Reihen héherer Ordnung

Begriff der arithmetischen Reihen hoherer Ordnung
Es sei eine beliebige Reihe
a, b, ¢, d, e usw.

gegeben. Subtrahiert man jedes Glied dieser Reihe von dem darauffolgenden,
8o entsteht eine neue Reihe

b—a, c—b, d—c, e—d usw.,

die man die 1. Differenzenreihe der urspriinglichen Reihe nennt.
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Eine arithmetische Reihe 2. Ordnung ist eine Reihe, deren 1.Differenzenreihe
eine arithmetische Reihe 1.Ordnung ist. Zum Beispiel hat die Reihe
1, 3, 8, 16, 27, ...
als 1. Differenzenreihe:
2, 5, 8, 11,
1. a) Priife in der gleichen Weise, ob die Reihe
—6, —4, 4, 18, 38,
eine arithmetische Reihe 2. Ordnung ist. b) Wie wiirde das 6. Glied dieser
Reihe heilen?

2. Bildet man von der 1.Differenzenreihe abermals die Differenzenreihe, so ent-
steht eine neue Reihe, die man als die 2. Differenzenreihe der urspriinglichen
Reihe bezeichnet. Entsprechend erklirt man die 3., 4., nte Differenzenreihe
der gegebenen Reihe. a) Wie ist die 2. Diffefenzenreihe einer arithmetischen
Reihe 2.0rdnung beschaffen? b) Wie kann man entsprechend der arithmeti-
schen Reihen der 3., 4., nten Ordnung definieren?

3. Kann man bei einer arithmetischen Reihe 2.Ordnung auch von einer 3. und
4. Differenzenreihe sprechen? Welchen Wert wiirden die Glieder dieser Reihe
haben?

4. Wie sehen bei einer arithmetischen Reihe der nten Ordnung die (n+1)te
Differenzenreihe und die folgenden Differenzenreihen aus?

6. Eine arithmetische Reihe 2.Ordnung habe das Anfangsglied a,=7, ihre
1. Differenzenreihe beginne mit a, =5, ihre 2. Differenzenreihe mit a,=3.
Gib an, wie die weiteren Glieder der 2. Differenzenreihe heiBen, und bilde
8 Glieder der Hauptreihe.

6. Fiir eine arithmetische Reihe 3.Ordnung seien bei entsprechender Bezeich-
nung wie in Aufgabe 5 die GroBen ay=1, a, =2, a,=3, a; =4 gegeben. Wie
lauten die 7 ersten Glieder der Reihe?

7. Bilde die 9 ersten Glieder der Reihe 4.Ordnung, fir die a,=1, a,=15,
a,=50, a; =60, ay=24 ist.

8. Von welcher Ordnung sind folgende arithmetische Reihen, und wie heiBen die
néichsten 5 Glieder?

a) —17, —8, +1, +10, +19,
b) —4, —3, 0, 8 24,

¢ 1, —5, —9, —35, +13,

4 8 10, 4, —5, —12, ...

¢) 11, 8, 0, —12, —25, —34, ...
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9. Bilde die Reihe der Quadratzahlen bis zu 102 a) Priife zunéichst an den
Differenzenreihen die Art dieser Reihe. b) Beweise das Ergebnis von a) all-
gemein an drei aufeinanderfolgenden Quadratzahlen (n — 1)2, n2, (n + 1) oder
P, (p+1)%, (p+2)%

10. Lose die vorige Aufgabe entsprechend fiir die Kubikzahlen.

11. Bilde die ersten 10 Glieder der arithmetischen Reihen, deren allgemeine
Glieder sind :

a)yn—1, b) n2 —1,

0 221, dynt—n+1,
a(n—1(n—2)

) T -

12. Bilde die arithmetische Reihe 2.0rdnung, bei der a,=1, a,=2, a,=1 ist,
und untersuche an Fig.2, mit welchem Rechte man die erhaltenen Zahlen als
Dreieckszahlen bezeichnet. Gib das nte Glied der Reihe an.

Lose dieselbe Aufgabe fiir

% | o )
13.] 1 3 2 (Viereckszahlen, vgl. Fig. 3).
4. 1 4 3 (Fiinfeckszahlen, vgl. Fig. 4).
15.] 1 5 4 (Sechseckszahlen, vgl. Fig. 5).
16.( 1 p—1|p—2 (p-Eckszahlen).
2N Die so erhaltenen Zahlen fiihren auch den gemeinsamen
Phm Namen Polygonalzahlen.
ST
ST . e — e
Fig.2 /'/ \'\, e, \
e N N s \
e ~i \/ . < \/. AN \\
T N Y NN N
R (VAN SN\ S
b I NN S
l~.|_! [ \ \_/ /7
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Summe arithmetischer Reihen hoherer Ordnung
17. Setze in der identischen Gleichung
n—1P3=n>—3n24+3n—1

fiir » der Reihe nach die Werte 1, 2, 3, ..., (n—1), n und addiere die er-
haltenen Gleichungen. Beweise durch passende Umformung des Ergebnisses,
daB
29243 .. =t DCrtD
124224324 ... 4+n2= 133

ist (Archimedes).

18. Zeige in entsprechender Weise unter Benutzung der Formel fiir (» —1)¢, daB
sich fiir die Summe der » ersten Kubikzahlen

18+23+...+n3=[%]2= Q+24 34 +n)
ergibt (Nikomachus, etwa 100 n.d. Ztr.).
19. Setze in dem allgemeinen Gliede einer arithmetischen Reihe 2. Ordnung
2o =A + Bn + Cn?

fiir » der Reihe nach die Werte 1, 2, 3, ..., n, addiere die erhaltenen Glei-
chungen und benutze die in Aufgabe 17 hergeleitete Formel fiir die Summe
der Quadratzahlen; dann erscheint die Summenformel der arithmetischen
Reihen 2. Ordnung?) in folgender Form

$p=UAn+Bn? + Cns.
Driicke die Koeffizienten 2, 8, € durch a,, a,, a, aus!

Anleitung: Die Koeffizienten hingen nur von a,, a,, a, ab, sind also fiir alle Werte von n
konstant. Es geniigt also, fiir » nacheinander 3 verschiedene Werte (etwa 1, 2, 3) und fiir
2, die entsprechenden Werte (a,, ay--a,, a5+ 2a, + a,) zu setzen, um 3 Gleichungen fiir
die 3 Unbekannten %, 8, € zu erhalten.

20. In einer Kegelbahn sind Kugeln in Form einer dreiseitigen Pyramide auf-
geschichtet. In den Seiten der Dreiecke, welche die einzelnen Kugelschichten
bilden, liegen der Reihe nach 1, 2, 3, 4 ... Kugeln, in der Seite der untersten
Schicht » Kugeln. Wieviel Kugeln liegen in jeder einzelnen Schicht, wieviel
in der untersten Schicht, wieviel der Reihe nach in den einzelnen oben ab-
geschnittenen Pyramiden und wieviel in der ganzen Pyramide! (Beispiel:
n=10.)

1) Der crste, der Summenformeln fiir arithmetische Reihen hoherer Ordnung - freilich auf empirischem
Wege - aufstellte, war Jokann Faulhaber von Ulm (Anf. des 17. Jahrh.). Unabhingig von ihm hat Fermat
1636 dic Reihen beliebiger Potenzen der ganzen Zahlen aummicren gelehrt (rit Beweis).
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§ 3. Endliche geometrische Reihen

Begriff der geometrischen Reihe
1. Es sei a das Anfangsglied, ¢ der Quotient einer geometrischen Reihe; wie
lautet das 2., das 3., das 6., das nte Glied? (Beispiel: a =3, ¢=2, n=10.)
2. Wie groB ist der Quotient und das nte Glied der Reihe:
a) 2, 6,18, 54, ...,
by 1, &, %, %, ...,
1, —3, 9, —27, ..2

3. a) Es seien %, v, w drei aufeinanderfolgende Glieder einer geometrischen
Reihe; driicke v durch % und w aus. b) Wie kann man hiernach eine geo-
metrische Reihe definieren?

4. a) Was ist eine steigende, was eine fallende geometrische Reihe? h) Wie ist
eine Reihe beschaffen, bei der =1 ist, ¢) bei der g==—1 ist?

5. Wie éndert sich der Quotient einer Reihe, wenn man ihre Glieder in um-
gekehrter Folge schreibt?

6. Die beiden ersten Glieder einer geometrischen Reihe sind :

a) 1 und 2, b) 1 und 3, ¢) 2und 4,
d) 1und -1, e) 1und —2, f) $und 1,
g) 4 und }, h) 3 und 4, i) 1und 0,1,
Gib jeweilig die 3 nichsten Glieder und k) aund b.

das nte Glied an.

7. Gib eine Veranschaulichung des Wachstums der Glieder einer geometrischen
Reihe in der Weise, daB du im Punkte 1 der z-Achse das 1. Glied, im
Punkte 2 das 2. Glied usf. (genauer: so viel MaBeinheiten, wie jedes Glied
anzeigt) senkrecht auftrigst. Was liBt sich iiber die Lage der Endpunkte der
die einzelnen Glieder der Reihe darstellenden Strecken sagen, wenn a) der
Quotient >1 (Aufgabe 6a, b, ¢, f, h als Beispiel), b) der Quotient ein posi-
tiver echter Bruch (Aufgabe 6g und i als Beispiel), ¢) eine negative Zahl (Auf-
gabe Ge als Beispiel), d) —1 oder +1 ist (Aufgabe 6d)?

Die Summe der geometrischen Reihe

8. a) Welche neue Reihe erhiilt man dadurch, daBl man alle Glieder der in Auf-
gabe 1 bezeichneten Reihe mit ¢ multipliziert? b) Die Summe der urspriing-
lichen ngliedrigen Reihe heile s, welchen Wert hat dann die Summe der
neuen Reihe?
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9. Welche Gleichung fiir s erhilt man, wenn man die Summe der urspriinglichen

10.

11.

22.

Reihe von der Summe der durch die Multiplikation mit ¢ gewonnenen Reihe
abzieht?

Ist a das 1. Glied einer geometrischen Reihe, ¢ der Quotient, z das nte Glied
und s die Summe aller Glieder bis zum nten Glied, so gelten die folgenden

Formeln:
.z=a-q"",

_ gqr—1_ 1—gqn
O.s=a a—1 =a =g’
_g9gz—a a—qz
a1 s = T =T1—q "

a) Leite die Formel III aus den Grundformeln I und II her. b) Welche der
Summenformeln II und III wird man fiir steigende, welche fiir faliende Reihen
anwenden?

Wie viele GroBen sind notwendig und hinreichend, um eine geometrische Reihe
vollstindig zu bestimmen? (Grund!)

Von einer geometrischen Reihe sind

gegeben?) gesucht gegeben gesucht
n, z, § a, q 17. a, n, 8 L4z
q, 2,8 a, n 18. a, n, z q, s
g, m, s a, z 19. a, q, 8 n, z
q, n, 2 a, s 20. a, g,z n, s
a, z, s q, n 21. a, ¢, n 2,8

Die Aufgaben 13 bis 16 und 18 bis 21 fiihren auf einfache algebraische oder
Exponentialgleichungen, dagegen die Aufgaben 12 und 17.auf hohere, mit
elementaren Mitteln im allgemeinen nicht 16sbare Gleichungen. Warum gentigt
es zu wissen, dafl Aufgabe 12 auf eine héhere Gleichung fiihrt, um dasselbe
auch fiir Aufgabe 17 schliefen zu konnen? (Achte auf die Gleichberechtigung
von @ und z; Umkehrbarkeit der Reihe!)

a) Zeige mit Hilfe der Formel IT in Aufgabe 10 (was man sonst auch ohne

- weiteres erkennt), daB in der Reihe

a—a+a—a+a—a-+-—- --
die Summe aller Glieder bis zu einem Gliede mit geradem Stellenzeiger
gleich 0, dagegen bis zu einem ungeradstelligen Gliede gleich a ist.
b) Warum kann man fiir eine Reihe mit lauter gleichen Gliedern die For-
mel II nicht mehr anwenden?

1) Zahlenbeispiele hierzu wihle man aus Aufgabe 23 bis 45,
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Beispiele

Betrachte in jeder der folgenden Aufgaben 23 bis 45 drei der GroBen «, g, h,
2, s als gegeben, die beiden anderen als gesucht. (Vgl. Aufgabe 12 bis 21 und
die Bemerkungen betr. Aufgabe 12 und 17.)

a q n z 8

23, 2 3 15 9565938 14348906
24, 4 5 9 1562500 1953124
25. 1 7 9 5764801 6725601
2. 4 6 1 241864704 290237644
23, 1 —2 19 262144 174763
ag, 1 —2 20 — 524288 — 349525
29, 32 2+ 6 3125 5187
30. 512 2+ 10 1953125 3254867
31 T 3 10 2187 3280+
32 % 2 13 64 1278
33. 2187 + 12 25 651057
34 1024 14 13 132860+ 396532
3. 2187 13 10 291275 109947 &
36. 0,0256 —25 8 —15,625 —11,1534
3. 0,0256 —25 9 39,0625 27,9091
3. 6,25 0,4 7 0,0256 10,3996
39. 25600 0,5 13 6,25 51193,75
10.1) 100 1,04 10 142,33 1200,61
41.1) 500 0.6 17 0,14106 1249,79
42.1) 100 1 31 1,8207 787,26
43.1) 10 i 41 239,67 3017,39
14.2) 2 1,22862 20 100 528,659
15.3) 1 1,33352 25 1000 3995,310

1) Die Werte filr z und s sind abgerundet.
2 [2021)

2) Die Werte fiir ¢ und s sind abgerundet,
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Wie groB ist die Summe der geometrischen Reihen:
46. 2" fa* 14" 2 o a2 x4 1,
47. @10 4 a%b 4 aBb® + - - - 4 b1,
48. a7 — afb +afb® —atb® + — -+ - — b7,
49. a2 — 1% 4 al8b% — al7b? + — -+ 4 b,
50. a + Vatb + Vaib® + -+,
5l a + V@b + Y@ + - +b,
52. Va7 + Vabb + Vaib + -+« + Vo7t

53. In einer geometrischen Reihe von 20 Gliedern ist die Summe der geradstelligen
Glieder gleich a, die Summe der ungeradstelligen gleich 5. Wie heilt das
1. Glied und der Quotient der Reihe?

54. In einer geometrischen Reihe von 40 Gliedern ist die Summe der ersten
20 Glieder gleich a, die Summe der letzten 20 gleich b. Wie groB ist das
1. Glied und der Quotient?

55. In einer geometrischen Reihe von 4 Gliedern ist die Summe des 1. und letzten
Gliedes gleich a, die Summe der mittleren Glieder gleich b. Wie hei3t das
1. Glied und der Quotient?

56. In einer geometfischen Reihe von 3 Gliedern ist die Summe aller Glieder
gleich a, die Summe ihrer Quadrate gleich b. Wie heiBt das 1. Glied und
der Quotient?

57. Wie lautet die Losung der vorigen Aufgabe, wenn die Reihe aus 4 Gliedern.
besteht?

Interpolationen

58. Zwischen je 2 Glieder der geometrischen Reihe 1, 2, 4, 8 usw. ist noch 1 Glied
. einzuschalten, so da wieder eine geometrische Reihe entsteht. Wie lautet die
neue Reihe?

59. Zwischen 1 und 7 sollen 6 Zahlen eingeschaltet werden, so dal eine geo-
metrische Reihe von 8 Gliedern entsteht. Welchen Wert hat der Quotient
der Reihe?

60. Zwischen a8 und 8 sollen 7 Glieder so eingeschaltet werden, daf eine geo-
metrische Reihe entsteht. Wie lautet diese Reihe?

61. Zwischen a und b sollen 5 Glieder so eingeschaltet werden, daB eine geo-
metrische Reihe entsteht. Wie lautet diese Reihe?
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62. Zwischen a und 2a sollen 11 Glieder so eingeschaltet werden, daB eine geo-
metrische Reihe entsteht. (Chromatische Tonleiter bei der gleichschwebenden
Temperatur.)

63. Bestimme das Intervall der Quinte in der gleichschwebenden Temperatur und
vergleiche es mit dem Intervall der reinen Quinte, indem du den 1. Wert
durch den 2. dividierst.

64. Untersuche ebenso das Intervall a) der Quarte, b) der groSen Terz, ¢) der
kleinen Terz, d) der Sexte, ¢) der verminderten Sexte.

65. Welches von den in den beiden letzten Aufgaben genannten Intervallen er-
fahrt durch die gleichschwebende Temperatur die stirkste Verinderung gegen
die reine Stimmung?

66 Bei welchem Intervall wird durch die gleichschwebende Temperatur die Rein-
heit am wenigsten beeintrachtigt?

Anwendungen

67. Nach einem Berichte des arabischen Geschichtsschreibers Ja‘qubi erbat sich
der Erfinder des Schachspiels als Belohnung die Summe der Weizenkérner,
die sich ergibt, wenn man auf das erste Feld des Schachbretts 1 Korn legt,
auf das zweite 2, auf das dritte 4 usw., auf jedes folgende der 64 Felder immer
doppelt soviel als auf das vorhergehende. Das Wievielfache von ihrer wirk-
lichen GroBe miilte die Erdoberfliche haben, um die Weizenmenge zu liefern,
wenn man die Erde als eine vollkommene Kugel von 6370000 m Radius an-
nimmt, deren Oberfliche ein einziges Weizenfeld vorziiglichster Art mit einem
Ertrage von 40 hl auf das Hektar bildete, das hl zu 1600000 K6rner gerechnet?

68. Jemand erzahlt eine Neuigkeit zwei Bekannten, von diesen erziihlt jeder es
wieder zwei Bekannten usw. Man nehme an, daB das Weitererzihlen jeweilig
in der nichsten Viertelstunde geschieht, daB auBerdem die Neuigkeit stets
anderen Menschen, die von ihr nichts wissen, auf diese Weise mitgeteilt wird.
Wann wiirden alle in Gro-London wohnenden 7 Millionen Einwohner die
Neuigkeit wissen, wenn sie frith um 7 Uhr die Runde zu machen beginnt?

69. Durch die Spektralanalyse ist 555055 €ines Milligramms Kochsalz noch mit
Sicherheit nachweisbar. Wie winzig diese Menge ist, soll das Folgende lehren:
Von Steinsalz (Wichte 2,28 g/cm?) ist bei Zimmertemperatur 1 Gewichtsteil
in 2,8 Gewichtsteilen Wasser loslich; von einer so konzentrierten Losung
nehme man 1 em® (d.i. etwa einen halben Fingerhut voll) und mische dies
mit 11 reinen Wassers. Von der Mischung nehme man wieder 1 cm?® und ver-
diinne es noch einmal mit 11 reinen Wassers. Priife, ob bei dieser Verdiinnung
ein Fliissigkeitstropfchen, das man zu etwa 1 mm?® rechnen kann, die oben-
genannte Menge Salz enthilt. Wie oft miite man die Verdiinnung vornehmen,
damit 1 cm?® der Flisssigkeit ungefahr jene kleine Menge Salz enthielte?

2
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70.

Ein Spieler, der 1000 RM bei sich hat, setzt den 10.Teil seiner Barschaft, ver-

" liert, setzt den 10.Teil des ihm verbliebenen Geldes usw.; nachdem er 5mal

1.
7.

3.

74.

5.

76.

P

78.

79.

hintereinander verloren hat, setzt er seine gesamte Barschaft ein und gewann.
Wieviel betrigt sein Gewinn, wenn die Bank den 3fachen Satz auszahlt?

Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

Es erbot sich jemand, 20 groBe Holzblécke zu spalten, wenn ihm als Spalt-
lohn fiir den ersten Block 1 Rpf., fiir den zweiten 2 Rpf., fiir den dritten
4 Rpf. usw., immer fiir jeden Block doppelt soviel als fiir den vorhergehenden,
bezahlt wiirde. Was hétte er im ganzen erhalten, und wieviel durchschnittlich
fiir das Spalten des einzelnen Blocks?

Jemand erklirte sich bereit, 22 abgebrannte Scheunen recht gut wieder auf-
bauen zu lassen, wenn man ihm fiir die erste 1 RM, {fiir die zweite 2 RM, fiir
die dritte 4 RM und so fiir jede folgende doppelt soviel als fiir die vorher-
gehende geben wollte. Konnte man darauf eingehen? Was hitte man ihm im
ganzen zahlen miissen, und wieviel fiir eine Scheune im Durchschnitt?

In einem GeféB sind 20 1 Wein. Jemand fiillt 1 1ab und gieBt dafiir 1 1 Wasser
hinzu, fiillt wieder 11 der Mischung ab und gieBt dafiir 11 Wasser hinzu usw.
Wieviel Liter des urspriinglichen Weins sind noch in dem GefiB, nachdem
10mal abgefiillt worden ist?

Ein GefiB von 501 Inhalt ist mit 80prozentigem Spiritus gefiillt. Wieviel
Liter an reinem Spiritus sind noch in dem GefiB, wenn man 20mal 11der
vorhandenen Flissigkeit ausgeschopit und dafiir jedesmal 11 Wasser hinein-
gegossen hat? (Von den durch die chemischen Vorginge bedingten Volum-
anderungen soll abgesehen werden.)

An 1250 1 80 prozentigen Alkohols wird eine 3malige Verdiinnung in der Weise
vorgenommen, daBl jedesmal die Hilfte der Fliissigkeit abgezanft und durch
Wasser ersetzt wird. Wieviel Liter reinen Alkohols sind zuletzt noch vor-
handen?

Wie groB ist beim Auspumpen die Dichte in dem Rezipienten einer Luftpumpe
nach 20 Kolbenziigen, wenn der Rezipient (nebst dem Verbindungskanal)
80 dm?, der Stiefel, den Raum fiir den Kolben abgerechnet, 6 dm3 hilt und
anfangs im Rezipienten Atmosphérendruck herrschte?

Wie wird das Ergebnis der vorigen Aufgabe, wenn man statt der Zahlen 30, 6
und 20 die allgemeinen Zahlen @, b und » setzt?

Der Rezipient einer Luftpumpe enthalte 40 dm?, der Stiefel (ohne den Raum
fiir den Kolben) 5 dm? Nach wieviel Kolbenziigen wird die Luft im Rezi-
pienten nur noch J; der urspriinglichen Dichte betragen?
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§ 4. Unendliche geometrische Reihen

Die Summe unendlicher geometrischer Reihen

1. Stelle nach Anleitung von Fig.6 eine geometrische Reihe graphisch dar durch
eine Reihe von Treppenstufen, deren Héhe und Breite gleich den einzelnen
Gliedern der Reihe sind, also

A,B =a,
Ay By = 4, B, =aq,
A3By= A, B, =a¢’,

Ap By = ApBy1 =agr1.

2. Beweise, dal die Punkte B), B,, B;, ... B, in einer Geraden, die Punkte
4A,, 4,, 4, ... Ay in einer Geraden liegen.

3. a) Welchen Winkel bildet die B-Gerade gegen A4,B,;? b) Welche trigono-
metrische Beziehung besteht zwischen dem Quotienten der Reihe und dem

Winkel der 4-Geraden gegen 4, B,?
Ay 8

¢

As aq 2 B,y

aq

‘Z Bz
aq

aq

a
Ay By Fig. 6

4. Beschreibe den Verlauf der A-Geraden gegen die B-Gerade (bei wachsender
Gliederzahl der Reihe), a) wenn g ==1 ist, bh) wenn ¢ > 1 ist, ¢) wenn ¢ <1 ist.

6. Projiziere die Punkte B,, B,, ... auf 4, B, in B,, B,, ... und stelle so die
Summe der Reihie durch eine Strecke dar.

6. In welchem der drei in Aufgabe 4 genannten Fille néhert sich die Summe
der Reihe bei unbegrenzt wachsender Gliederzahl einem bestimmten endlichen
Grenzwert?
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7. Erklire an der Figur, warum man eine solche Reihe , konvergent nennt.
8. Definiere (nach Aufgaben 6 und 7) eine konvergente Reihe.

9. Gib unter Benutzung von Aufgabe 4, 7 und 8 an, fiir welche Werte des Quo-
tienten die unendliche geometische Reihe konvergent bzw. divergent ist.
10. Welchem Grenzwerte nihert sich in dem Falle ¢<1 die Potenz ¢", wenn n
unbegrenzt wiichst? (Vgl. die graphische Darstellung der Exponentialfunktion,
7.-9.Schuljahr §43, Aufgabe 7.)

11. Beweise hieraus und aus § 3, Aufgabe 10, Formel II, daB die Summenformel
fiir die unendliche konvergente geometrische Reihe mit dem Anfangsgliede
a und dem Quotienten ¢ lautet:

a

1—q°
12. Driicke a durch s und g aus.
13. Driicke ¢ durch @ und s aus.
14. Wie viele Grofen sind notwendig und hinreichend, um eine unendliche kon-

vergente geometrische Reihe vollstindig zu bestimmen? (Grund!)

Beispiele
15. Berechne die Summe der unendlichen geometrischen Reihe:

1 1\2 13
1+T+(T) + (z) + -1
Betrachte in jeder der folgenden Aufgaben 16 bis 25 zwei der GroBen a, g, 8
als gegeben, die dritte als gesucht.

a q ‘ s a q s
16. 7 % 14 21. 117 —0,3 90
17. 1 -3 . 3 22, 10 0,96 250
18. 5 3 (s 23. 0,88 —0,76 0,5
19. 14 - 10 24, 0,94 0,53 2
20. 12 0,2 15 25, 1,32 -0, 1,2

26. Wie grofl sind Anfangsglied und Quotient der unendlichen konvergenten

1
7=y hat, und welchen Wert
darf y nicht iberschreiten, wenn der vorstehende Bruch als eine solche

Reihensumme darstellbar sein soll?

geometrischen Reihe, deren Summe den Wert

1) Bei dieser Reihe ist zum ersten Male das Problem, eine unendliche Reihe zu summieren, aufgetreten und
von Archimedes (287-212 v.d. Ztr.) bei Gelegenheit der Parabelquadratur gelost worden,
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217.
30.

3L

32.

33.

34.

35.

36.

37,

38.

Beantworte die in Aufgabé 26 gestellten Fragen fiir die Briiche

1 3 . 5
5—+2_y' . 28' m . 29- 3—:—7; .
Wie kann man die Glieder der Reihen

a) x+3a2%+a® 32t + 25 4328 4.+,

b) z + 32>+ 2% 4 2% 325 4228 - ..

zusammenfassen, um zu erkennen, daBl es geometrische Reihen sind? Bestimme
Anfangsglied und Quotienten!

Fasse in der unendlichen Reihe 1+ + 2+ 2%+ -+ je 2 Glieder zusammen

und beweise durch Aussonderung des diesen Gliedern gemeinschaftlichen Fak-

tors die Richtigkeit der Gleichung
14zdattat+--=1+a)1+22+at 4.

Verfahre ebenso mit

a)l4a?faf a8+, b) 144 4o a2 4. ...

Verwandle durch fortgesetzte Anwendung des Verfahrens in Aufgabe 31 und

32a, b die unendliche Reihe 1+ +42®+--- in ein ,;unendliches Produkt‘,
d.h. in ein Produkt von unendlich vielen Faktoren.

Welchen Wert darf  nicht tibersteigen, wenn dieses Produkt einen bestimmten
Wert besitzen soll?

Nenne die Wertgrenze, der sich jeder weitere Faktor des vorstehend erhaltenen
Produkts immer mehr niahert und ndéhern muB.

Verwandle in ein unendliches Produkt die unendliche Reihe
1_x2+x4__9;6+....

Verwandle in unendliche Produkte die unendlichen Reihen

a) 1 4+3u +9u®+27Tud 4. -, h) 1 —2ud +4ub —8u® +—-.-,

Gib fiir beide den Wert an, den u nicht iibersteigen darf, wenn eine solche

Verwandlung méglich sein soll.

Anwcendungen

Aus der Geometrie

Auf dem einen Schenkel eines spitzen Winkels ist vom Scheitel aus die
Strecke a abgetragen. Man fillt von dem Endpunkte von a ein Lot z, auf
den andern Schenkel; dadurch wird von diesem ein Stiick b abgeschnitten.
Von dem Endpunkte von b fillt man ein 2. Lot #, auf @, von dem FuBpunkte
dieses Lotes ein 3. Lot x, auf b usw., immer wieder ein Lot von dem Fuf3-
punkte des letzten Lotes auf den andern Schenkel. Wie gro ist die Summe
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aller Lote %)+, +«,..., die sich in der angegebenen Weise bis in die
Spitze des Winkels fiillen lassen?

39. Wie lautet das Ergebnis der vorigen Aufgabe, wenn die Lote in der angegebe-
nen Weise gefillt werden, aber sonst nichts gesagt ist, als daB das 1. Lot
gleich ¢,, das 2. gleich ¢, sei?

40. Eine Strecke (AB=s in Fig.7) wird um die Hilfte verlidngert, die Verlinge-
rung (BC) wieder um die Halfte usw. Uber allen Strecken werden abwech-
selnd nach verschiedenen Seiten Halb-
kreise gezeichnet. Welches ist die Ge-
samtlinge der geschlingelten Linie?

41. Esist ein gleichseitiges Dreieck mit der 3 5 Qu
Seite @ gegeben. In das Dreieck wird U

ein Kreis beschrieben, in den Kreis
wieder ein gleichseitiges Dreieck, in das
gleichseitige Dreieck wieder ein Kreis usw. bis zum Mittelpunkt. Wie gro8 ist
die Summe der Radien aller dieser Kreise, und wie gro der Flicheninhalt
a) aller Dreiecke, b) aller Kreise?

Fig.7

42. Es ist ein gleichschenkliges Dreieck gegeben. Jeder der Schenkel hat die
Linge a, die Basis die Lange b. In das Dreieck werden mdoglichst viele Kreise
beschrieben, so daB der 1. die Basis und die beiden Schenkel, jeder folgende
den vorhergehenden und die beiden Schenkel beriihrt, bis in die Spitze. Wie
groB ist die Summe der Radien aller dieser Kreise und wie gro8 die Summe
ihrer Flichen?

43. Es ist ein gleichseitiges Dreieck gegeben. Man konstruiert aus den Héhen
dieses Dreiecks ein 2. gleichseitiges Dreieck, aus den Hohen des 2. ein 3. usw.
bis ins Unendliche fort. Wie groB ist die Summe der Flichen aller so kon-
struierten Dreiecke einschlieBlich des gegebenen?

44, Wie lautet das Ergebnis der vorigen Aufgabe, wenn das gegebene Dreieck un-
gleichseitig, sein Flicheninhalt gleich f, und der Inhalt des néichsten aus seinen
Hohen konstruierten Dreiecks gleich f, ist?

45. Einem Kreise vom Radius 7 ist ein Quadrat einbeschrieben, dem Quadrat ein
Kreis, diesem Kreis wieder ein Quadrat usw. bis zum Mittelpunkt fort. Wie
groB ist die Summe der Flichen aller konstruierten Kreise, ausschlieBlich des
gegebenen, und wie groB ist die Summe der Flichen aller Quadrate?

46. Einem Wiirfel von der Kantenlinge a ist eine Kugel einbeschrieben, dieser
wieder ein Wiirfel, diesem eine Kugel usw. Wie gro8 ist a) die Summe aller
Wiirfelinhalte, b) die Summe aller Kugelinhalte? ¢) Was éndert sich an den
Ergebnissen a und b, wenn man den 1. Wiirfel ersetzt durch einen Zylinder
von quadratischem Achsenschnitt (b = 27 = a)?
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47.

48.

49.

50.

51.

52.
63.

66.

56.

b7.

Sophisma des Philosophen Zeno von Elea (um 450 v.d.Ztr.): Achilles verfolgt
eine Schildkréte, die einen Vorsprung von einem Stadium hat, mit einer 12mal
so groBen Geschwindigkeit. Wenn Achilles an die Stelle kommt, wo sich an-
fangs die Schildkréte befand, ist diese inzwischen um & Stedium weiter-
gekrochen; hat Achilles auch diese Stelle erreicht, so ist ihm die Schildki&te
um ; Stadium voraus usw.; Achilles mufl immer erst an den Ort gelangen,
den die Schildkréte schon verlassen hat, er kann sie also nie einholen. Zeige,
worin der TrugschluB liegt, und gib an, wo Achilles die Schildkréte wirklich
einholt.

Eine Strecke s ist so zu teilen, daB die Abschnitte eine unendliche geometrische
Reihe mit dem Quotienten g= —7—:— bilden, wo m <n ist. Beispiel: s=15,
m=2,n=3.

Aus der Arithmetik

a) Stelle den rein periodischen Dezimalbruch 0,2727... als Summe einer un-
endlichen fallenden geometrischen Reihe dar; gib fiir diese das Anfangsglied
und den Quotienten an. — Verfahre entsprechend bei den folgenden Dezimal-
briichen

b) 0,438438..., ¢) 0,06120612..., d) 0,428571428571 ...
Benutze dies Verfahren, um die genannten Briiche in gemeine Briiche zu ver-

wandeln, und leite hieraus die allgemeine Regel fiir die Verwandlung eines
rein periodischen Bruchs in einen Dezimalbruch ab.

Teile den vorperiodischen Dezimalbruch 0,28157157... derart in zwei Teile,
daB der eine als Summe einer unendlichen geometrischen Reihe erscheint, gib
fiir diesen das Anfangsglied und den Quotienten an.

Verfahre entsprechend mit dem Dezimalbruch 0,8174242...

Verwandle unter Benutzung dieses Verfahrens die beiden eben genannten vor-
periodischen Dezimalbriiche in gemeine Briiche.

. Leite hieraus die allgemeine Regel fiir die Verwandlung vorperiodischer Dezi-

malbriiche in gemeine Briiche ab.

Inwiefern laBt sich ein rein periodischer Bruch, z. B. der obengenannte Bruch
0,438438..., als ein periodischer Bruch mit beliebiger Vorperiode auffassen?
Betrachte den Dezimalbruch 0,438438... als vorperiodischen Bruch mit zwei-
stelliger Vorperiode, wende auf ihn die Vorschrift iiber die Verwandlung vor-
periodischer Briiche in gemeine Briiche an und zeige, da das Ergebnis das-
selbe ist wie bei der Behandlung des Bruchs als eines rein periodischen.

Verfahre entsprechend mit dem Bruche 0,142857142857... unter Annahme
einer vierstelligen Vorperiode.
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58. Vergleiche die Nenner der gemeinen Briiche, die man bei der Verwandlung
von vollstindigen, von reinperiodischen und von vorperiodischen Briichen er-
hilt, miteinander und leite daraus die Bedingungen her, von denen es abhiingt,
ob bei der Verwandlung eines gemeinen Bruchs in einen Dezimalbruch ein
vollstindiger, ein reinperiodischer oder ein vorperiodischer Bruch entsteht.

§ 5. Bezichungen zwischen arithmetischen und geometrischen Reihen
Einfache Aufgaben

1. Interpoliere zwischen 1 und 5 drei Glieder, so daB einmal eine arithmetische
Reihe (1.Ordnung), das andere Mal eine geometrische Reihe entsteht, und
vergleiche die entsprechenden Glieder beider Reihen nach ihrer GréBe. (Gra-
phische Darstellung!)

2. Fiihre bei den beiden vorigen Reihen eine Extrapolation iiber 1 und 5 hinaus
um je 3 Glieder aus. Vergleiche die Glieder miteinander und das Ergebnis mit
dem von Aufgabe 1. (Fortsetzung der dort benutzten graphischen Darstellung!)

3. Interpoliere in derselben Weise sowohl in arithmetischer als in geometrischer
Reihe a) zwischen 4 und 13 je 4 Glieder, b) zwischen u und v je &k Glieder.
¢) und d) Extrapoliere in beiden Fillen wie bei Aufgabe 2 und benutze die
graphische Darstellung zur Vergleichung der Glieder.

4. Gibt es arithmetische Reihen 1.Ordnung, die zugleich geometrische Reihen
sind? Wie gro8 miifite d und ¢ in diesem Falle sein? Warum geniigt es, die
ersten 3 Glieder zu untersuchen? Welche Werte kann a dabei haben? (Vgl. die
graphische Darstellung!)

5. Bilde zu der geometrischen Reihe 1, 2, 4, 8 die 1. und 2.Differenzenreihe.
Wie sehen sie aus?

6. Zeige allgemein, mit welchem Rechte man eine unendliche geometrische Reihe
als eine arithmetische Reihe unendlich hoher Ordnung bezeichnen kann.
Welcher Art sind alle hierbei auftretenden Differenzenreihen? Was ist ihnen
gemeinsam? Wodurch unterscheiden sie sich?

7. 3 Zahlen, deren Summe 39 ist, bilden eine geometrische Reihe; vermindert
man die groBte der 3 Zahlen um 9, so entsteht eine arithmetische Reihe
1.0rdnung. Wie heilen die 3 urspriinglichen Zahlen?

8. Was fiir eine Reihe bilden die Logarithmen solcher Zahlen, die in geometri-
scher Reihe aufeinanderfolgen??)

9. Was fiir eine Reihe bilden die Zahlen, deren Logarithmen eine arithmetische
Reihe 1.Ordnung bilden??)

1) Den Parallelismus arithmetischer und geometrischer Reihen erkannten schon vor Neper der Franzose
Chuquet (1484) und die Deutschen Michael Stifel (1544) und Jobst Byrg (1604).
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10.

11.

12.

Anwendungen

Der mittlere Barometerstand eines Ortes ist abhéingig von der Hohe des Ortes
iiber dem Meeresspiegel, und zwar bilden nach den Gesetzen der Physik die
Barometerstidnde verschiedener Orte eine fallende geometrische Reihe, wenn
die Seehéhen der Orte eine steigende arithmetische Reihe bilden. Der Einflul
der Temperatur bleibt dabei unberiicksichtigt. Durch direkte Messungen findet
man, daf der Barometerstand von 760 mm auf 759 mm sinkt, wenn man vom
Meeresspiegel um 10,5 m in die Hohe steigt. Welcher Quotient ergibt sich
daraus fiir die Reihe der Barometerstinde an Orten, die lauter Héhenunter-
schiede von 10,56 m aufweisen?

Um wieviel mufl man sich danach a) von 105 m, b) von 210 m Seehdhe aus
erheben, damit der Barometerstand um 1 m sinkt?

Wie groB ist der mittlere Barometerstand a) in Leipzig (110 m Seehéhe),
b) in Zuoz im Engadin (1470 m; hochstgelegene hohere Lehranstalt der
Schweiz), ¢) auf der Zugspitze (2968 m), d) auf dem Montblanc (4810 m;
héchster Berg Europas)?

18. Welchen Héhenunterschied zeigen 2 Orte, deren mittlere Barometerstiinde

14.

16.

730 mm und 690 mm betragen?

Um wieviel sinkt das Barometer, wenn man sich von 600 m zu einer Hohe
von 1100 m erhebt?

. Wie groB ist die Differenz der mittleren Barometerstinde auf dem Brocken

(1141 m) und der Schneekoppe (1605 m)?
Begriinde nach Aufgabe 10 die Richtigkeit der Formel
H =18400(lg B — Igf),

in der H die Meterzahl des Hohenunterschiedes zweier Orte bezeichnet, an
denen die mittleren Barometerstinde B und g herrschen.

§ 6. Zinseszinsrechnung

—

0
1

Die Grundformel

. a) Was bedeutet die Aussage: Ein Kapital ist zu 3% ausgeliehen? b) des-

gleichen zu 4%, ¢) zu p%?

. Wieviel Zinsen bringen @ Mark zu p% in 1 Jahr?

3. Auf wieviel wiichst ein Kapital a innerhalb 1 Jahres bei % Zinsen an?

4. Mit welchem Faktor hat man also das Kapital zu multiplizieren, um den Wert

nach einjihriger Verzinsung zu erhalten?
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6. Sprich die Antwort auf die vorige Frage noch einmal aus unter Benutzung
der Abkiirzung
P _
I+im=4a
urd der Bezeichnung Zinsfaktor.
6. Wie grof3 ist der Zinsfaktor ¢, wenn p gleich a) 4%, b) 5%, ¢) 5+%, d) 43 %,
) 42%, 1) 61%, g) 43% ist?
7. Wie groB ist der Prozentsatz, wenn der Zinsfaktor ¢ gleich a) 1,05, b) 1,06,
¢) 1,045, d) 1,0475, e) 1,0525, f) 1%, g) 14, h) 1%, i) 2 ist?
8. Beweise, daB ein Kapital @ zu p% nach Ablauf von n Jahren mit den Zinsen
und Zinseszinsen auf
b=agq"
angewachsen ist, wobei ¢ =1 4 %0 ist.
9. Driicke nach der Formel in Aufgabe 8 a) a durch b, » und g, b) ¢ durch b,
a und =, ¢) n durch b, a und g aus.

10. Auf welche Summe wichst ein Kapital von 100 RM durch Hinzufiigen der
Zinsen und Zinseszinsen in 1, 2, 3, 4, ... 10 Jahren an bei a) 3%, b) 31 %,

c) 4%?
11. a-c) Stelle dieses Anwachsen (Aufgabe 10) graphisch dar unter Anwendung eines
" geeigneten MaBistabes und eines zweckmifig gewiihlten Koordinatensystems
(z.B. die Abszissenachse um 100 Einheiten nach unten verschoben gedacht).

Beispiele
12. Ein Kapital von 1500 RM ist zu 4% ausgeliehen. Zu welcher Summe wichst
es mit den Zinsen und Zinseszinsen in 30 Jahren an?

13. Zu welcher Summe wiichst ein Kapital von 3750 RM bei 5% in 20 Jahren an?
Weitere Zahlenbeispiele zur Berechnung des Endkapitals:

a P n a P n
14. 2500 3% 20 17. 100 41 18
15. | 10000 41+ 15 18, 3680 5 7
16. 6450 4 12 19. | 20000 3+ 16

20. Ein Waldbestand vermehrt sich mehrere Jahre hindurch stindig um 4% im
Jahre?). Wieviel m® Holz wird er nach 12 Jahren liefern, wenn er jetzt zu
2 Millionen m? veranschlagt wird?

1) Die Vermehrung des Waldbestandes selbst geht natilrlich stetig vorwirts, die Rechnungeabschliisse dagegen
erfolgen bei Gitern und Forstverwaltungen in jéhrlichen ZwisclLeniaumen.
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21.

Zu welcher Summe wire 1 Pfennig von Christi Geburt an bis zun1 Ende des
Jahres 1900 angewachsen, wenn es moglich wire, daBl sein Wert sich alljihr-
lich um 4% des jeweiligen Betrages vermehrt hitte? Der Wert ist in Erd-
kugeln von reinem Gold anzugeben, es ist dabei das kg Gold zu 2800 RM zu
rechnen; die Wichte des Guldes ist 19,25 g/cm3, der mittlere Erdradius be-
trigt 6370 km.

5. Bringt ein Kapital in 10 Jahren zu 4% mehr Zinsen und Zinseszinsen oder

dasselbe Kapital in 4 Jahren zu 10%?

23. Zu welcher Summe wachsen 25300 RM in 10 Jahren an, wenn die Zinsen

24.
25.

26.

29.

28.

30.
31.

3b.

36.
37.

39.

halbjihrlich zum Kapital geschlagen und halbjihrlich 24 % gerechnet werden?
Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

Wie gro8 ist der Zuwachs von 1000 RM in 10 Jahren bei a) 6% jihrlich,
b) 3% halbjéhrlich, ¢) 1}% vierteljihrlich, d) 4% monatlich, wenn die
Zinsen a) jihrlich, b) halbjihrlich, ¢) vierteljahrlich, d) monatlich zum Kapi-
tal gerechnet werden?

Ein Mann, der sich verpflichtet hat, nach 5 Jahren eine Summe von 10000 RM
zu zahlen, will sich dieser Verpflichtung durch eine sofortige Zahlung ent-
ledigen. Wieviel betrigt diese, wenn 43 % gerechnet werden?

Gib der vorigen Aufgabe eine andere Fassung mittels des Begriffes Diskon-
tierung; sprich das Ergebnis allgemein aus, indem du fiir den Bruch 1 die
Bezeichnung Diskontierungsfaktor benutzt. ?
Diskontiere eine nach 10 Jahren zahlbare Summe von 15000 RM auf die
Gegenwart unter Annahme eines Zinsfufles von 5%.

Weitere Zahlenbeispiele zur Diskontierung von Forderungen:

b | P n b P l n
10000 ] 5% 12 32. | 25000 43 5
18750 ] 5} 4 33, 6200 53 11

5600 \ 6 2 34. 75000 5% 9

Ein Kapital, das zu 4% stand, wuchs in 22 Jahren zu 17000 RM an. Wis
groB3 war es?
Welches Kapital wiichst in 30 Jahren bei 43 % zu 30000 RM an?

Welches Kapital wiichst bei 4% in 10 Jahren zu derselben Summe an, zu
der 8549 RM bei 5% in 7 Jahren anwachsen?

. Welche Verzinsung fiir ein ganzes Jahr ergibt sich, wenn am Ende eines jeden

Monats 4% zum Kapital geschlagen wird?
Zu wieviel Prozent steht ein Kapital, das sich in 20 Jahren verdreifacht?

40. Zu wieviel Prozent steht ein Kapital, das sich in 30 Jahren verfiinffacht?
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41. Ein Wucherer liech jemand 700 RM und lieB sich dafiir einen Wechsel auf
1000 RM, nach 3 Jahren zahlbar, ausstellen. Auf welche Verzinsung liuft das
hinaus?

42. A leiht dem B 25 RM auf 2 Jahre gegen Zins und Zinseszins. Nach 2 Jahren
zahlt B dem A aufler der Schuld 24 RM zuriick. Wieviel Prozent waren ge-
rechnet? (Aus Widmanns Rechenbuch, 1489.)

43. Bei einem industriellen Unternehmen soll von der Schuldenlast alljihrlich ein
bestimmter Prozentsatz abgeschrieben werden, so daB nach 10 Jahren nur
noch % der jetzigen Schuld zu tilgen bleibt. Wieviel Prozent miissen jéhrlich
abgeschrieben werden?

44. In welcher Zeit wachsen 8007 RM bei 4§ % zu 21218 RM an?

45. In welcher Zeit verdoppelt sich ein Kapital bei 3%iger Verzinsung?

Weitere Beispiele zur Berechnung der Zeit:

a b P a b P
46. 16400 30665 32 49. 9560 31000 4
47. | 25000 58914 3 50. 22500 59699 5
48. 9600 33607 43 51. 6000 24623,50 4

52. Ein Erblasser vermacht einer Schule ein Kapital von 7500 RM mit der Be-
stimmung, daB die Zinsen der Stiftung zu Stipendienzwecken benutzt werden
sollen, sobald das Kapital nebst den 4%igen Zinseszinsen auf 10000 RM an-
gewachsen sein wird. Wann kann die Auszahlung der Stipendien beginnen?

53. Durch die Zeitungen ging im Sommer des Jahres 1912 die Nachricht, da der
Stadt Berlin 2000 M vermacht worden seien mit der Bestimmung, daB die
Zinsen und Zinseszinsen so lange zum Kapital geschlagen werden sollten, bis
dieses den Betrag der stidtischen Schulden erreicht hitte. Wie lange (un-
gefihr) hitte man darauf warten miissen, wenn man auf 49, Zinsen rechnen
durfte und die damaligen Schulden der Stadt Berlin (etwa 480 Millionen M)
sich nicht wesentlich &nderten?

54, Am 15. Mai 1926 wurde ein Betrag von 1200 RM bei einer Sparkasse ein-
gezahlt, die 3!/3% Jahreszinsen gab und halbjéhrigen RechnungsabschluB am
30. Juni und 31. Dezember hatte. Wieviel betrug das Guthaben am 7. Sep-
tember 1939, wo es abgehoben wurde?)

1) Es ist zu beachten, daB die Zinsen nicht stetig, sondern nur am Ende gewiszer Zeitriume (z.B. eines ganzen

oder halben Jahres) zum Kapital geschlagen werden, daB also die Formeln der Zinseszinsrechnung immer

nur fiir ganzzahlige Vielfache solcher Zeitriume gelten. Fiir uberachienende Bruchteile dieser Zeitriiume ist
die einfache Zi d Das icht auch den heiten des Geschaftsverkehrs der

Banken; bei diesen erfolgt die Hinzurechnung der Zinsen zum Kapital nur an bestimmten Tagen des

Jahres, meist am 1. Januar und am 1. Juli. Auf die kimeren Zeitriume vor oder nachb diesen Abrecbnungs-
wird die ei he Zi. h g
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55.

b6.

b7.
B8.

Fiir einen Bauernhof bot A 60000 RM bar, B 69500 RM nach 3 Jahren ohne
Zinsen zahlbar, C 72900 RM nach 4 Jahren ohne Zinsen zahlbar. a) Wer
bot am meisten, wenn 5% und Zinseszinsen gerechnet werden? b) Wieviel
bot er mehr als die beiden andern?

Das SchloB zu Benrath bei Diisseldorf ist im Jahre 1911 von der Gemeinde
Benrath fiir 14 Millionen M angekauft worden. Bei Abschlufl des Kaufver-
trages wurde vereinbart, daB der Kaufpreis in 3 gleichen Raten von je
500000 M gezahlt werden sollte, und zwar die 1. nach 1 Jahr ohne Zinsen,
die 2. nach 3 Jahren mit 3%igen Zinsen fiir 2 Jahre, die letzte nach 5 Jahren
mit 3%igen Zinsen fiir 4 Jahre. Wieviel hat die Gemeinde Benrath insgesamt
bar zu bezahlen, a) wenn einfache Zinsen berechnet werden, h) wenn Zinses-
zinsen gezahlt werden? ¢) Man vergleiche zu dem Zeitpunkt der letzten
Zahlung den Wert der geleisteten Zahlungen (a und b) mit dem Werte, auf
den die 1% Millionen M angewachsen wiren, wenn sie bei Abschlul des
Kaufvertrags voll ausbezahlt und 5 Jahre hindurch zu 2% auf Zinseszinsen
gelegt worden wiren.

Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

Es will jemand eine Summe Geldes 20 Jahre hindurch auf Zinsen geben, um
sich nach Ablauf der Zeit durch die Zinsen des erlangten Kapitals eine gewisse
Einnahme zu sichern. Er rechnet auf 5%. Um den wievielten Teil muB er die
Summe vermehren, wenn er nur 4% erhalten kann?

§ 7. Rentenrechnung

—

Vermehrung oder Verminderung des Kapitals am Ende des Jahres

. Was wird aus einem Kapital a, das zu p% auf Zinsen steht, in » Jahren,

wenn am Ende jedes Jahres die Zinsen zum Kapital geschlagen werden und
aulerdem eine konstante Summe r hinzugefiigt oder abgehoben wird?

Anleitung: Denke dir, der Besitzer des Geldes lasse n Jahre lang sein Kapital a bei einer
Bank auf Zinseszinsen stehen und verhandle im iibrigen mit einer anderen Bank, der
er am Ende jedes Jahres den Betrag r entweder einzahlt oder abborgt. Der Gesamtwert
dieser Betrige bildet eine leicht summierbare geometrische Reihe. Beweise so, daB fiir
das Endkapital b die Formel gilt:

n—1
b=aq":tr?1_l N

wobei g=1+ %0 gesetzt ist?).

3) Bei der praktischen Anwendung der Formel ist es niitzlich, in dem fiir b erhaltenen Ausdruck statt des
Nenners ¢—1 seinen Wert 2 einzusetzen. Wie lautet die Gleichung fiir b dann?

100
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3.

6.

7.

9

10.

11.

12.

13.

14.

. Berechne aus dieser Gleichung

a) a als Funktion von b, 2, ¢, 7,

b) » als Funktion von a, b, ¢, 7,

¢) r als Funktion von a, b, 7, q.

d) Warum kann man den Verzinsungsfaktor ¢ (oder den Zinsful p) im all-
gemeinen nicht berechnen?

Was wird aus einem Kapital von 100 RM nach 1, 2, 3, 4 Jahren bei a) 3%,
b) 3%, ¢) 4% Verzinsung, wenn man am Ende jedes Jahres a) 8 RM,
b) 10 RM, ¢) 9 RM hinzufiigt? Stelle das Anwachsen des Kapitals in geeig-
netem MaBstabe graphisch dar.

. Ein Kapital von 1000 RM steht zu 5% Zinsen und wird jéhrlich!) auBer den

Zinsen um 100 RM vermehrt. Wie gro8 ist die Summe nach 10 Jahren?

. Was wird aus einem Kapital von 4500 RM in 12 Jahren, wenn es jéihrlich

auBer den Zinsen um 150 RM vermehrt wird, bei 43 % Zinseszinsen?

Ein Kapital von 10000 RM steht zu 5} % und wird jihrlich auBer den Zinsen
um 300 RM vermehrt. Wie groB8 wird es nach 8 Jahren sein?

Ein Waldbestand wird auf 100000 m3, sein jihrlicher Zuwachs auf 4% ge-
schiitzt. Wieviel wird nach 20 Jahren vorhanden sein, wenn jihrlich 1500 m?
abgeholzt werden?

. Was bleibt von einer Schuld von 40000 RM, die zu 5% steht, nach 10 Jahren

iibrig, wenn jahrlich einschlieBlich der Zinsen 5000 RM bezahlt werden?

Wieviel betrigt nach 8 Jahren der Rest einer Schuld von 4000 RM, die zu
43 % stehen, wenn jihrlich einschlieSlich der Zinsen 500 RM bezahlt werden?

Jemand hat ein Kapital von 8000 RM zu 5}% auf Zinsen und vermehrt es
nach Ablauf jedes Jahres um 400 RM. Nach wieviel Jahren?) ist es auf
50000 RM angewachsen?

Ein Wald, dessen Bestand jetzt zu 20000 m® und dessen Zuwachs jihrlich
auf 6% geschitzt wird, soll in der Art geschont werden, daB er nach 16 Jahren
30000 m?® betriigt. Wieviel kann man jihrlich abholzen?

Jemand hat 3000 RM auf Zinsen zu 4} %. Wieviel muB er jihrlich 24 Jahre
hindurch zulegen, damit er nach Ablauf der Zeit 30000 RM Vermogen hat?

Ein Mann, dem anfiinglich kein Kapital zur Verfiigung steht, legt von seinem
Verdienst alljihriich 200 RM zuriick; wieviel hat er nach a) 10 Jahren,
b) 20 Jahren bei 4% Zinseszinsen? '

Ein Angestellter will von seinem Gehalt jéhrlich 150 RM zu 4% auf Zinsen
legen. Wie groB werden seine Ersparnisse nach 30 Jahren sein?

1) d.h. am Ende jedes Jahres. Ahnliches gilt filr halbjihrlich, monatlich usw.; die Zahlungen geschchen also,
wenn es nicht anders angexeben ist, am Ende des betreffenden Zeitabschuittes.
) Vgl. die FuBnote su § 6, Auigabe 54,
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15. Ein Pichter blieb von seiner Pacht jiahrlich 300 RM schuldig. Wie hoch belief
sich seine Schuld nach 7 Jahren, wenn 44 % gerechnet werden?

16. Jemand erspart jéhrlich 50 RM und legt diese zu 43 % auf Zinsen. Nach wie-
viel Jahren!) wird er ein Vermdgen von 5000 RM zusammen haben?

17. Ein Angestellter erspart von seinem Gehalt 3 Jahre lang je 300 RM, dann
(nach einer Gehaltserhshung) 3 Jahre lang je 400 RM, dann 3 Jahre lang je
500 RM. Wieviel besitzt er nach Ablauf der 9 Jahre, wenn 3% % Zinseszinsen
gerechnet werden?

18. Jemand hinterliBt seinen 5 Kindern ein Vermdgen von 50000 RM, das zu 4 %
auf Zinsen steht. Es werden 6 Jahre hindurch jihrlich 3000 RM fiir die Er-
ziehung der Kinder ausgegeben. Dann wird das Vermogen unter die Kinder
gleichmiBig verteilt. Wieviel kommt auf jedes Kind?

19. Ein Vater zahlt bei der Geburt eines Sohnes auf eine Sparkasse, die 3%
Zinseszinsen gewihrt, 200 RM ein und nimmt sich vor, am Schlusse jedes
Jahres eine feste Summe zuzuzahlen, um dem Sohne mit Ablauf des 20. Jahres
(fiir Berufsausbildung oder dgl.) den Besitz von 3000 RM zu sichern. a) Wieviel
muB der Vater jihrlich zahlen? b) Wie wiirde sich die Zahlung éndern, wenn
die Sparkasse 33 % gewihrte?

20. Ein Erblasser trifft iiber sein Vermdgen von 20000 RM folgende Bestimmung:
Zunichst sollen seine Kinder 10 Jahre hindurch jihrlich 1360 RM haben ; dann
sollen die Zinsen des noch vorhandenen Kapitals fiir die Schulen des Ortes
verwendet werden. Wieviel macht das jihrlich, wenn 4% % gerechnet werden?

21. Von einer zu 5% verzinsten Schuld von 3000 RM werden jiihrlich 100 RM ab-
getragen. a) Wieviel betriigt die Schuld nach 10 Jahren? b) In welchem Sinne
und um wieviel dndert sich das Ergebnis, wenn nur 3% Zinsen gerechnet
werden?

Aufzehrung des Kapitals. Schuldentilgung

22. Ein Kapital wird durch fortgesetzte Abhebung véllig aufgezehrt: a) welcher
Wert ist dann in der Formel in Aufgabe 1 fiir b einzusetzen? Berechne unter
dieser Annahme b) 7, ¢) a, d) n.

23. Jemand hat ein Vermégen von 30000 RM. Wieviel darf er davon jéhrlich ver-
brauchen, wenn das Geld 20 Jahre reichen soll? (p=4%.)

24. Ein Mann, der 50000 RM erbt, legt diese zu 44 % auf Zinseszinsen und ver-
braucht davon alljihrlich 4000 RM. Wie lange wird es dauern?), bis das Kapi-
tal aufgezehrt ist?

25. Jemand, der ein Vermdgen von 16000 RM hat, das ihm 4% Zinsen bringt,
verbraucht davon jihrlich 1000 RM. Nach wieviel Jahren wird er sein Kapital
aufgezehrt haben?

1) Vgl. die FuBnote zu § 8, Aufgabe 64.

8 [2021)
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26. Eine Stadt nahm im Jahre 1912 fiir den Umbau des Realgymnasiums eine
Anleihe von 68000 RM auf, die mit 33 % verzinst und mit 14 % getilgt werden
sollte. Welche Summe muBte hierzu in den Stadthaushaltplan des Jahres 1915
eingesetzt werden, und in welchem Jahre war die Schuld getilgt?

27. Eine Anleihe von 300000 RM wird mit 4% verzinst und mit 1}, getilgt.
Wann wird die Tilgung beendet sein? Stelle einen Tilgungsplan auf, bei dem
die jahrlich zu tilgenden Summen auf ganzzahlige Vielfache von 100 RM ab-
gerundet werden?).

28. Durch eine Anleihe von 450000 RM wird der Jahreshaushalt einer Stadt-
gemeinde mit 22500 RM an Ausgaben fiir Verzinsung und Tilgung be-
lastet. Der ZinsfuB betrigt 33%. Wie hoch stellt sich die Tilgungssumme,
und wie groB ist die Tilgungsfrist? Wie gestaltet sich der Tilgungs-
plan, wenn die Schuldverschreibungen teils auf 1000 RM, teils auf 500 RM
lauten?

29. Jemand hat eine Schuld von 50000 RM zu tilgen, die zu 4% steht. Er
zahlt alle Jahre einschlieBlich der Zinsen 10000 RM ab. Nach wieviel
Jahren hat er die Schuld getilgt, und wieviel hat er im letzten Jahre noch
zu zahlen? )

80. Jemand will eine Schuld von 20000 RM, die er zu 43 % verzinsen muB8, in
8 Jahren abtragen. Wieviel hat er jihrlich mit den Zinsen zu bezahlen?.

81. Wieviel hat jemand jéhrlich mit den Zinsen zu bezahlen, um eine Schuld von
10000 RM, die zu 5% steht, in 6 Jahren zu tilgen?

32. Eine Anleihe von 250000 RM soll bei 33} %iger Verzinsung in 25 Jahren
getilgt werden. a) Wie groB ist die Tilgungsrate zu bemessen? b) Auf welchen
Betrag ist die Anleihe nach 12 Jahren zusammengeschmolzen? ¢) Wann ist
die Anleihe auf die Hélfte ihres Betrages gesunken? d) Wann ist von ihr nur
noch ein Fiinftel zu tilgen?

83. a) Wie groB ist der jihrliche Gesamtaufwand fiir Verzinsung und Tilgung
einer Anleihe von 1000000 RM zu bemessen, die bei Annahme eines Zins-
fuBes von 3% in 40 Jahren getilgt werden soll? b) Wie éindert sich der jihr-
liche Gesamtaufwand, wenn von der Anleihe bei dem angegebenen Zinsful} in
20 Jahren die Hilfte des Betrages getilgt sein soll? ¢) Desgl., wenn bei einem
ZinsfuB von 4% in 40 Jahren drei Viertel getilgt werden sollen?

1) Kleinere Darlehen werden in der Regel an einer einzigen Stelle (z.B. von einer stidtischen oder Kreis-
spa: kasse, von einer Bank oder auch von einem cinzelnen Geldgeber) entnommen; dagegen gibt man fiir
groGere Darlehen (z. B. Staatsanleihen) eine groBe Menge Anteilscheine (Obligationen, Schuldverschreibungen)
im Betrage von 100, 200, 500, 1000 RM aus, Wahrend man im Falle der kicinen Anleihen jeden beliebigen
Tilgungshetrag dem efnzelnen Glaubiger zuriickzahlen kann, ist im Falle der groBen Anleihen eine Tilgung
nur dadurch méglich, daB man eine bestimmte Anuhl Anteilscheine zum Nennbetrage zuriickhauft. Daher
milssen fiir groGere Anleihen b dere Til, 1t werden, bei denen die theoretisch berech-
neten Tilgungssummen bald nach oben, bald nach unten abgerundet werden.
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Yermehrung oder Verminderung des Kapitals am Anfang des Jahres

34. Was wird aus einem Kapital a, das zu p% ausgeliehen ist, nach n Jahren,
wenn am Ende jedes Jahres die Zinsen zum Kapital geschlagen werden und
auBerdem am Anfang jedes Jakres (beginnend mit dem zweiten) eine konstante
Summe 7 hinzugezahlt oder abgehoben wird? Leite die hierfiir giiltige Formel

9" —q

q—1

b=aq"+r
a) aus der Formel in Aufgabe 1, b) unabhingig von dieser her.

356. Wird am Anfang jedes Jahres (auch des ersten) die Summe 7 auf Zinsen ge-

legt, so erhilt man die sog. Sparkassenformel:
=r.g2f=1
b=r-q =1
Leite diese Formel aus der vorigen her.

36. a) A legt am Anfang jedes Jahres, B am Ende jedes Jahres r RM auf Zinsen,
heide n Jahre hindurch und beide zu gleichem ZinsfuB. Wieviel hat A nach
Ablauf der n Jahre mehr als B? b) Zahlenbeispiel: a =100, p=4, n=20.
¢) In welchem MaBe wiichse der Unterschied, wenn die eingezahlten Summen
verdoppelt (allgemein verifacht) wiirden? (Nicht zahlenméfig ausrechnen, nur
iiberlegen!)

37. Wieviel muB jemand a) zu Anfang jedes Jahres, b) am Ende jedes Jahres auf
Zinsen legen, damit er nach Ablauf von 25 Jahren ein Kapital von 25000 RM
hat? (p=4%.)

88. Jemand versichert im Alter von 30 Jahren sein Leben mit 40000 RM und
zahlt zu dem Zwecke zu Anfang jedes Jahres 900 RM bei einer Bank ein. Er
stirbt 56 Jahre alt. Hat die Bank, welche 4% rechnet, gewonnen oder ver-
loren, und wieviel?

39. Dieselbe Aufgabe wie Aufgabe 38 fiir 32 Jahre, 10000 RM, 400 RM, 49 Jahre,
41%.

40. Jemand zahlt 5000 RM bei einer Bank ein, die 4% Zinsen gewiihrt, und fiigt
am Anfang jedes Jahres (vom zweiten an) 500 RM hinzu. Wieviel wird er
nach Ablauf von 15 Jahren besitzen? '

41. Dieselbe Aufgabe fiir a) 10000 RM, 34%, 300 RM, 12 Jahre; b) 3000 RM,
31 %, 400 RM, 20 Jahre.

Vermehrung und Verzinsung in anderen als jihrlichen Zwischenriumen

42. Durch welche GriSen hat man ¢ und » in den Aufgaben 1, 34 und 35 zu er-
setzen, wenn die Verzinsung ehenso wie die Zahlung der konstanten Summe
nicht jiahrlich, sondern a) halbjéhrlich, b) vierteljahrlich, ¢) monatlich erfolgt?

3%
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43. Wie groB ist der Verzinsungsfaktor fiir a) 2%, b) 3%, ¢) 4% bei «) jihr-
licher, B) halbjahrlicher, y) vierteljahrlicher, §) monatlicher Verzinsung?

44, Desgl. fiir a) 23%, b) 31%, ¢) 4} %.

46. Desgl. fiir a) 3%%, b) 3%, ¢) 43%.

46. Wenn die Verzinsung jihrlich erfolgt, die konstante Summe aber a) halbjihr-
lich, b) viecteljébrlich, e) monatlich gezahlt wird, so muB man q ersetzen

durch a) q’}, b) qi, c) qll_’ und 7 durch a).2n, b) 47, ¢) 122. Gib den Grund
hierfiir an, indem du den Begriff ,,Jahr*‘ ersetzt durch ,,Verzinsungsperiode*
und den Begriff Verzinsungsfaktor in entsprechender Weise verallgemeinerst.

47. Gib ebenso die Veriinderungen an, die man in den hergeleiteten Formeln vor-
nehmen muB, wenn die Verzinsung jihrlich erfolgt, die konstante Summe aber
erst alle 2, 3, ..., k Jahre gezahlt wird.

48. Das Steuergesetz enthielt die Bestimmung, daBl die im allgemeinen viertel-
jihrlich prinumerando zu zahlenden Steuern auch auf einmal am Anfang des
Steuerjahres gezahlt werden konnen; ein SteuernachlaB ist dabei aber nicht
vorgesehen. Ein Mann will in dieser Weise seire Steuern, die vierteljihrlich
150 RM betragen, mit 600 RM am Anfange des Jahres bezahlen. Wieviel
wiirde der Staat dabei verdienen a) nach Ablauf eines Jahres, b) wenn es
5 Jahre hintereinander geschieht, ¢) nach 20 Jahren? (Verzinsung zu 4%.)

49. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

50. Jemand zahlt eine Erbschaft von 20000 RM an eine Bank ein, die jihrlich
4% gewiihrt, die Zinsen aber halbjihrlich zuschligt; er verbrauckt in jedem
Halbjahre (und zwar zum ersten Male 6 Monate nach der Einzahlung des
Kapitals) 500 RM. Wieviel wird er nach 20 Jahren noch besitzen?

b1. Ein Mieter hat seinem Hauswirt 10 Jahre lang vierteljihrlich 325 RM Miete
bezahlt. Wieviel hiitte er am Ende der 10 Jahre zahlen miissen, wenn der
Hauswirt ihm die ganze Zeit hindurch die Miete gestundet und 34 9, Zinsen
(bei jihrlichem Zinszuschlag) gerechnet hétte?

bR. Line Gesellschaft, die 100000 RM bei einer Bank zu 43 % (bei jihrlichem
Zinszuschlag) angelegt hat, 1iBt durch diese Bank vierteljihrlich prénume-
rando 1150 RM an die Steuerkasse abfiihren. Wieviel wird nach 10 Jahren ihr
Bankguthaben betragen?

63. Ein Angestellter zahlt jetzt auf eine Sparkasse, die jihrlich 34% gewihrt,
500 RM ein und nimmt sich vor, alle 3 Jahre (gelegentlich der Gehalts-
erhéhungen) 200 RM einzuzahlen. Wie groB wird sein Vermégen nach Ablauf
von 15 Jahren sein?

b4. Jemand will am Ende jedes 5. Jahres 300 RM bei einer Bank einzahlen,
die jéhrlich 4% gibt; wie hoch beliuft sich sein Guthaben unmmittelbar nach
der 4. Einzahlung?
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bb.

56.

67.

b68.

69.

60.

61.

62.

Welcher Betrag muB alle 4 Jahre zinsbar angelegt werden, damit bei einem
ZinsfuB von 3%4% unmittelbar nach der 6.Einzahlung ein Guthaben von
11500 RM vorhanden ist?

Welchen Betrag muB man alle 3 Jahre einzahlen, wenn man bei 4% iger Ver-
zinsung unmittelbar nach der 7.Einzahlung ein Kapital von 13000 RM bei-
sammen haben will?

Wie viele Einzahlungen von 250 RM nach je 4 Jahren muB man leisten, um
bei 3% iger Verzinsung auf 2065 RM zu gelangen?

Renten im engeren Sinne

Wenn jemand regelmiBig am Ende jedes Jahres eine konstante Summe 7 zu
fordern oder zu zahlen hat, so kann er statt dessen auch eine einzige Zahlung a
empfangen oder leisten; die GriBe » heilt Rente oder Kanon, a der Barwert
der Rente oder die Ablosungssumme. Besteht die Zahlungsverpflichtung noch
n Jahre, so gilt die Beziehung

wobei ¢ wieder, wie friiher, eine Abkiirzung fiir (1 + l_g(')) ist. Leite die vor-

stehende Formel her a) aus der Formel in Aufgabe 1, b) unabhiingig von
dieser.

Berechne a) den Barwert, b) die Hohe der Rente, ¢) die Anzahl der Jahre.
d) Warum kann man den ZinsfuB im allgemeinen nicht berechnen?

Soll die Rente unaufhorlich am Ende jedes Jahres gezahlt werden (wie z.B.
bei Stiftungen u.dgl.), so ist der Barwert

=

a=_-7

Leite diese Formel her a) aus der Formel in Aufgabe 58, b) indem du be-
denkst, daB in diesem Falle die Rente gleich den jihrlichen Zinsen der Ab-
losungssumme ist.

Soll die Rente nicht am Ende jedes Jahres, sondern am Anfang jedés Jahres
(auch des ersten) gezahlt werden, so gilt:

q*—1
q—1

aq"=rq

Leite die Formel her a) aus Aufgabe 34, b) aus Aufgabe 58, ¢) unabhingig.

Berechne fiir diesen Fall a, r, n.
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63. Fiir die prinumerando zahlbare ewige Rente gilt die Formel

rq
q—1°

Beweise sie auf mehrere Arten?).

64. Wie groB ist der gegenwirtige Wert einer Jahresrente von 1200 RM auf
10 Jahre, wenn 44 % Zinseszinsen gerechnet werden?

65. Jemand hat eine Jahresrente von 800 RM auf 20 Jahre zu beanspruchen. Mit
welcher Barzahlung kénnte seine Forderung bei 34% Verzinsung ahgelost
werden?

66. Wieviel kann man bei 4% Verzinsung fiir eine Jahresrente von 900 RM
zahlen, die 10 Jahre lang fillig ist?

Vermischte Aufgaben

67. Fiir ein Haus bietet A 30000 RM bar, B 35000 RM nach 3 Jahren, C 33000 RM
in 3 jihrlichen Terminen, jedesmal 11000 RM zu Anfang jedes Jahres. Wer
bot am meisten, wieviel bot er, und wieviel mehr als die andern, wenn 5%
gerechnet. werden?

68. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

69. Jemard besitzt 20000 RM in bar und hat auerdem noch auf 13 Jahre eine
Rente von jihrlich 1075 RM zu beanspruchen, a) Wie hoch muB er sein Ver-
mégen angeben, wenn 4% Zinsen gerechnet werden? b) Wieviel kleiner wire
der Betrag, wenn 3% gerechnet wiirden?

70. Die Bauern eines Dorfes an der Havel hatten die ,,Fischereigerechtigkeit
(Erlaubnis, im Strome zu fischen) fiir die Verpflichtung iibernommen, 30 Jahre
lang einen Kanon von jihrlich 900 RM zu zahlen. Durch welche einmalige
Zahlung konnten sie sich dieser Verpflichtung entledigen? (34%.)

71. Jemand will von seinem Grundstiick einen Kanon ablésen, der noch 50 Jahre
darauf lastet und 450 RM jihrlich betrigt. a) Wieviel muB er dafiir zahlen
bei 4% Verzinsung? b) Welche Summe muB8 er zahlen, wenn er die Ablosung
in zwei gleichen Raten vornehmen will, von denen die eine sogleich, die andere
nach 5 Jahren gezahlt werden soll? (Verzinsung wie bei a.) ¢) Wieviel betriagt
die Zahlung, wenn sie in zwei Raten geleistet werden soll, von denen die
zweite doppelt so grof ist wie die erste? (Zahlungstermine wie bei b.)

72. Zum Bau eines Badehauses in einem See sind 1000 RM erforderlich. Die
Unterhaltungskosten belaufen sich jihrlich auf 100 RM. Wegen des Wellen-
schlages und Eisganges hat man alle 10 Jahre auf einen Neubau zu rechnen.

1) Uber die Verzinsung und Auszahlung zu anderen als j#ihrlichen Terminen vgl. die Fragen zu Aufgabe 42
und 46.
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Ein wie grofles Kapital ist n6tig, eine solche Badeeinrichtung fiir immer zu
erhalten, wenn die Zinsen zu 4% gerechnet werden?

73. Jemand verkauft ein Grundstiick mit der Bedingung, es nach 50 Jahren zu
dem 1%fachen Betrage des urspriinglichen Kaufpreises zuriickzuerwerben.
a) Wie groB ist der Kaufpreis zu bemessen, wenn der jibrliche Nutzungswert
abziiglich der Erhaltungskosten auf 2500 RM gerechnet wird, unter Annahme
eines Zinsfulles von 34%? b) Wie stellt sich der Kaufpreis, wenn der Kauf
auf 99 Jahre geschlossen und der Riickkaufswert auf das Doppelte des gegen-
wirtigen Kaufpreises festgesetzt wird?

74. Aufgabe aus frilheren Auflagen nicht iibernommen.

75. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

76. Bei der Geburt eines Knaben wollen die Eltern so viel Geld auf Zinsen (4% )
legen, daB der Sohn nach Vollendung seines 20.Lebensjahres 4 Jahre hin-
durch zu Anfang jedes Halbjahres 500 RM erhalten kann. Wie groB muf die
eingezahlte Summe sein?

77.Jemand spart 20 Jahre lang jihrlich 600 RM und legt sie auf Zinsen. Wie
lange kann er nach Ablauf der 20 Jahre noch eine Jahresrente von 2400 RM
genieBen, wenn beidemal 5% gerechnet werden?

78. Jemand will 10000 RM, die er auf Zinsen hat, 20 Jahre hindurch jéhrlich um
eine solche Summe 7 vermehren, da er nach Ablauf der 20 Jahre noch
20 Jahre hindurch eine Rente von 3000 RM beziehen kann. Wie groB ist 7 bei
4} % Verzinsung?

%9. Jemand, der 10000 RM auf Zinsen hat, hofft noch 40 Jahre zu leben. Er will
sein Kapital so lange jihrlich um 400 RM vermehren, bis er fiir den Rest
seines Lebens eine Jahresrente von 2000 RM hat. Wieviel Jahre muB er sparen,
wenn 5% gerechnet werden, und wie groB wurde in dieser Zeit das Kapital?

80. Wie dndert sich das Ergebnis der vorigen Aufgabe, wenn sowohl die 400 RM
als auch die 2000 RM in halbjihrlichen Raten (also 2 - 200 RM und 2 - 1000 RM)
gezahlt werden sollen?

81. Eine Rente von 1050 RM, die noch 16 Jahre lduft, soll in eine andere ver-
wandelt!) werden, die 20 Jahre liuft. Wie hoch ist die neue Rente, wenn
beidemal 5% % gerechnet werden?

82. Jemand bezieht auf 25 Jahre eine Jahresrente von 1500 RM, die er in eine
andere Rente von jihrlich 1800 RM umzuwandeln wiinscht. Wie lange kann
er diese beziehen, wenn die Verzinsung beidemal zu 43 % erfolgt?

83. Eine Stadtgemeinde will eine Anleihe von 500000 RM, die mit 4% verzinst
und mit 1% getilgt wird, nach 10jahrigem Bestande in eine Anleihe von 3§ %

1) Bedingung fiir die Umwandlung ist, daB die Barwerte der beiden Renten zur Zeit der Umwandlung die
gleichen sind,
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84.

85.

86.

87.

umwandeln. Wie grol ist die neue Tilgungssumme zu bemessen, wenn die
urspriingliche Tilgungsfrist innegehalten werden soll?

Wie éindert sich in der vorigen Aufgabe die Tilgungsfrist, wenn der jéhrliche
Gesamtaufwand fiir Verzinsung und Tilgung nach der Umwandlung dieselbe
Héhe hat wie vorher?

Eine Anleihe von 800000 RM erfordert fiir Verzinsung und Tilgung einen jihr-
lichen Gesamtaufwand von 36000 RM. Nachdem sie 15 Jahre bestanden hat,
wird beschlossen, die Tilgung dadurch zu beschleunigen, daf jahrlich 40000RM
fir Verzinsung und Tilgung aufgewendet werden. Um wieviel verkiirzt sich
die Tilgungsfrist, wenn der ZinsfuB wihrend der ganzen Zeit 3§ % betrigt?

Eine Anleihe, die zu 4% verzinst und mit 2% getilgt wird, soll, wenn ihr
Betrag auf dic Hilfte zusammengeschmolzen ist, in eine mit 33% zu ver-
zinsende Anleihe umgewandelt werden. Welche Verkiirzung erfiahrt die Til-
gungsfrist, wenn der jihrliche Gesamtaufwand fiir Verzinsung und Tilgung
derselbe bleibt?

Beantworte dieselbe Frage fiir den Fall, daB sich der urspriingliche Zinsfu§
auf 43 %, der neue Zinsful auf 4% , die Tilgungsquote auf 14 % stellt.

ZWEITES KAPITEL

Komplexe Zahlen

§ 8. Voriibungen und einfachste Rechnungen mit imaginiren

und komplexen Zahlen

Einfiihrung der imaginidren Einheit

Bei der Auflésung quadratischer Gleichungen sto8t man hiufig auf Quadrat-
wurzeln aus negativen Zahlen. Die quadratischen Gleichungen wiren in allen
diesen Fillen unlosbar, wenn man sich dabei beruhigen wollte, daB man —a
durch keine der bis dahin bekannten (positiven, negativen, ganzen, gebroche-
nen, rationalen, irrationalen, kurz:) reellen Zahlen ausdriicken kann. Deshalb
fithrt man die imaginiren Zahlen und eine besondere imagindre Einheit V:i
ein, indem man festsetzt, daB der fiir positive Radikanden giiltige Satz

]/E = V; . ﬁauch gelten soll fiir
V=a=V{=1)-a=V—1-Va.
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Bei Benutzung der von Euler (1777) eingefiihrten Abkiirzung
V=1=i

lautet die vorige Gleichung dann:
Y—a=iVa.

Schreibe hiernach die folgenden Wurzeln in méglichst einfacher Form?!);

1.8) }--16, b) ¥—25, ¢) 379, d) 2/—36
2.2) Y—m, b) V=75, ¢) V—¢% d) y=r2.

3.a) V=3, b) ¥—17, ¢) V—4a, d) y=as.

4, a) 1=20, b) y—45, ¢ V-8, d) =25
8.2) V—a®%  b) V—a¥d, o) V—a'y, d) Y—atmysn
6.8) 5Y—12, b) 2} =50, ¢) 3} —s0, 4 ]'m

7. a) |—3d%, b) 2} —18a2b, ¢) Y—32a%%3, d) 1 Y=20a%¢5.

8. Schreibe die Definitionsgleichung é=} —1 in Form einer Potenzgleichung.
953
9. Wie groB ist hiernach: a) 272, b) —5:%, ¢) 0,3:%, d) 17¢>— 1942, e) —%?

Das Rechnen mit imaginiiren Zahlen

10. Aus der Einheit ¢ bildet man alle imaginiren Zahlen auf dieselbe Weise wie
die reellen Zahlen aus der Einheit 1. Inshesondere setzt man fest, daB3 die fiir
die reellen Zahlen aufgestellten Additions- und Subtraktionsgesetze auch fiir
die imaginiren Zahlen gelten sollen. Berechne hiernach:

a)i4itititi, b)3i+di, ¢) i — 2i,
d)yi—i, e) 2i — 3i, Hy+5
8 =5 h) 5~ 3~ i) 0,1i — 1,8i.

Graphische Darstellung der imaginiren Zahlen. Errichte auf der Zahlengeraden,
die bisher zur Darstellung der reellen Zahlen gedient hat, im Nullpunkte eine
Senkrechte und trage auf dieser vom Nullpunkte aus nach beiden Seiten hin
die Einheitsstrecke wiederholt ab. Bezeichne die dadurch erhaltenen Teil-
punkte (vom Nullpunkt anfangend) nach oben mit ¢, 2¢, 31, ..., nach unten
mit —¢, —2¢, —3¢, ... Deute das Addieren einer imaginéiren Einheit als
Aufwiirtsriicken um eine Einheitsstrecke.

1) Die unter Nr.1-7 angegebenen Wurzeln haben ~ wie jede Quadrawurzel ~ zwei durch das Vorzeichen

unterschiedene Werte, Hier soll dieser Un hied nicht beril htigt, vielmehr nur der sog. Hauptwer!
feder Wurzel angegeben werden.
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11. Um wieviel und in welchem Sinne mull man fortschreiten, wenn man gelangen
will a) von 2¢ nach 5¢, b) von 64 nach 4¢, ¢) von 0 nach —347, d) von — 3¢
nach ¢, ¢) von —2¢ nach —61?

12. Welche Strecke liegt zwischen a) —3+¢ und 81, b) —6¢ und 7, ¢) 47 und —41,
d) —5i und —4?

13. Verfolge und priife die in Aufgabe 10 ausgefiihrten Rechnungen am graphi-
schen Bilde.
Fiir die Multiplikation und Division mit imaginéren Zahlen wird festgesetzt,
daB der Faktor ¢ genau so behandelt werden soll wie ein reeller Faktor, nur
daB immer die Bedingung i*=—1 beobachtet wird.

14. Berechne a) 37-2, b)5-2i, ¢)2-(—43), d)(—05)-(—69),

e)3i-4i, f)ai-b, g)a-bi, h) az - be. ’
15. Welchem Zahlengebiete gehort das Produkt zweier Zahlen an, wenn a) beide

Zahlen reell sind, b) die eine Zahl reell, die andere imaginir ist, ¢) beide
imaginér sind?

91 1 61 1 1 N g o
16. Berechne a) 3—:., b) %, c) —Qf, d) ? , ©) 2—2 (erweitere den Bruch mit 1), f) bii'
17. Welchem Zahlengebiete gehort der Quotient zweier Zahlen an, wenn a) beide

Zahlen reell sind, b) die eine Zahl reell, die andere imaginir ist, ¢) beide
Zahlen imaginar sind?

18. Berechne a) 2 - (—51) - (—1) - (—34), b) 24+ 4¢- 5¢-0,14.

19. Wann ist ein Produkt, das mehrere imaginire Faktoren enthilt, reell und
wann imaginar?

20. Welche Potenzen von ¢ sind reell, und welche sind imaginér?
21. Berechne die 10 ersten Potenzen von 3.

22. Beweise, daB a) i*" =1 ist, wobei n eine beliebige positive, ganze Zahl ist,
b) i#*+l=i, ¢) *"*2=—1, d) *"*3=—4. ¢) Sprich die Ergebnisse von
a) bis d) in Form von Sitzen aus.

Berechne
23. a) 412, b) 415, ¢) 1%, d) 74,
24. a) (—i)1, b) (—i)%, ¢) (—i)®, d) (—iys,
26. a) —i10, b) —i%, ¢) —i19, ) —as,

¢) Vergleiche die Ergebnisse der Aufgabe 25 mit denen von Aufgabe 24,

26. ﬂ) 1:4"_2, b) ,i4n—1’ c) i-—4n+5’ d) 1:—12"-
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Bringe lie folgenden Produkte auf moglichst einfache Form:

7. a) Ti-1, b) 3i- 51, ¢) —ai- bi, d) a-bi.
28. a) (—%i) (_% , b) ( (11) (% ¥)’
¢) ai®- bid, d) i- y—dd.
29.0) a) Y—a®- =42, b) Y—4-1—1,
¢ V—a-y—a, 4 Va1 a.
30.a) }'3-1—12, Y 118-1—=1,
o V=15-1—1%, 9127 =L
3L. a) Yab?- Y—alt, b) f—ab-i- J—ab,
o) V—al?- ya®b, O Va8,

32. Berechne unter der Voraussetzung @ > b:
a) Ya—0-1b —a, b Ya—b-Jb—a),
) V@—b*-Yb—ay
Untersuche in jedem der 3 Fille, ob die an‘gegebene Voraussetzung notwendig
oder entbehrlich ist.

83. Berechne —:— , indem du den Bruch a) mit s erweiterst (wie in Aufgabe 16e),
b) mit i* multiplizierst.

Berechne in iihnlieher Weise die folgenden Ausdriicke:

1 1,1 1 1
8.9) 3, b 5 Ity Di—w
ai? ’”)2 ai 22
. ol b ’ = °

36. a) " ) © V= d) =i
ail ],(1—6 a—b
36. 2) b = ©) Vi=a d) i

e) Untersuche, ob man bei den beiden letzten Quotienten angeben muB,
welche der Groflen a, b die kleinere sein soll (vgl. Aufgabe 32).

Das Rechnen mit komplexen Zahlen

87. Zahlen von der Form a + b1 (die also aus einem reellen und einem imagindren
Teile bestehen) heilen komplexe Zahlen. Man rechnet mit solchen Zahlen wie
mit gewohnlichen Summen, insbesondere setzt man fest, dall

@+bi)t(c+di)=atc+ (b+d)i
1) Es ist darauf aufmerksam zu machen, daB man diese Aufgaben nicht lésen darf, indem man zuerst

die Radikanden multipliziert und dann aus dem Produkt die Wurzel auszieht; wenigstens kann man nicht
mehr erwarten, daB der Hauptwert dieser Wurzel eine Losung der Aufgabe ist. Grund?
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sein soll, wobei a, b, ¢, d reelle Zahlen mit beliebigen Vorzeichen sind!). Fasse
die in dieser Gleichung ausgesprochenen beiden Rechenregeln in Worte.

Berechne
38. a) (3 +417) + (2 + 39), b) (2 —3%) + (1 +1),

¢) (=342 +(2—1), d) (3,5 — 0,57) + (1,5 — 2,51).
39. a) (1 +1) — (5 + 31), b) (—2 +3i) — (2 —1),

o) —9)— i +9), d) (=1 —29) — & —39).

40. Gegeben seien die komplexen Zahlen
a)7—1, b) 5 — 34, ¢)2+5i, d)—1-+4i, e)a-+bi.

Beantworte fiir jede dieser Zahlen folgende Fragen: Wieviel muB8 man ad-
dieren (subtrahieren), um den reellen Bestandteil zu erhalten? Wieviel muB
man addieren (subtrahieren), um den imaginiren Bestandteil zu erhalten?

41, Wann ist die Summe zweier komplexer Zahlen a) reell, b) imaginér? ¢) Wel-
chem Zahlengebiete gehort die Summe zweier komplexer Zahlen im all-
gemeinen an?

42. Man nennt zwei komplexe Zahlen einander gleich, wenn die reellen Bestand-
" teile unter sich und die imaginiren Bestandteile unter sich gleich sind; es ist
also a +-bi=c+di, wenn a =c und b=d ist. Zeige, daBl diese Definition im
Einklang ist mit der bei den reellen Zahlen oft benutzten Tatsache, daB die
Differenz zweier gleicher Zahlen gleich Null ist.

Anleitung: Aus der Gleichung a +bi=c¢4-di 1aBt sich durch Addition und Subtraktion
gleicher GroBen die Gleichung @ — ¢ = (d — b)7 herleiten, die aussagt, daB in diesem Falle
eine reelle Zahl gleich einer imagindren GroBe ist. Wo liegen bei der graphischen Dar-
stellung die Bilder aller reellen Zahlen? Wo liegen die Bilder der imaginiren Zahlen?
Wo liegt also das Bild einer Zahl, die zugleich reell und imaginir ist? Folgerung daraus?

43. Graphische Darstellung der komplexen Zahlen. Um die Zahl a 4 b7 abzubilden,
stellt man zundchst die reelle Zahl a auf der gewéhnlichen Zahlengeraden und
dann die inaginire Zahl bt in der friiher (s. Aufgabe 11 bis 13) geiibten Weise
dar. Die so erhaltenen Bildpunkte und der Nullpunkt bestimmen ein Recht-
eck, dessen vierte Ecke als das Bild der Zahl a + bt gedeutet wird. Beschreibe
die graphische Darstellung der komplexen Zahlen, indem du die Begriffe Ab-
szisse und Ordinate benutzt.

44, Untersuche, ob jeder komplexen Zahl ein Punkt der ,,Zahlenebene* eindeutig
entspricht und ob auch das Umgekehrte richtig ist.

1) Dem Schiiler wird die hier getroffene Festsetzung der Rechenregeln b ders verniinftig er
wenn er sie vergleicht mit der Addition und Subtraktion reeller, aber ungleich benannter Zahlen, wenn er
also z.B. Aufgabe 38a vergleicht mit:

(3cm+4g)+(2cm+3g).
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45. Stelle alle in Aufgabe 38 bis 40 vorkommenden komplexen Zahlen graphisch
dar.

46. Veriolge die in Aufgabe 38 und 39 ausgefithrten Additionen und Subtrak-
tionen am graphischen Bilde; priife insbesondere, ob der den vier Fortschrei-
tungsrichtungen (rechts, links; oben, unten) friiher beigelegte Sinn auch jetzt
noch erhalten bleibt.

47. Zwei komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen des imaginiren
Bestandteils unterscheiden, heilen konjugiert komplexe Zahlen. Nenne die
konjugierten Zahlen zu den in Aufgabe 40 genannten.

48. Wie heillen die konjugierten Zahlen zu a) m —ni, b) —p+qi, ¢) —a—bi,
d) 3 —3i, ¢) —0,4 41,242

49. Beschreibe die Lage der Bilder zweier konjugiert komplexer Zahlen bei der
graphischen Darstellung?

60. Addiere zu jeder der in Aufgabe 40 genannten komplexen Zahlen die konju-
gierte.

51. Welchem Zahlengebiete gehort die Summe zweier konjugiert komplexer Zah-
len an?

52. Subtrahiere von jeder der in Aufgabe 48 genannten komplexen Zahlen die
konjugierte.

63. Zu welcher Zahlenart gehort die Differenz zweier konjugiert komplexer
Zahlen?

Fiir die Multiplikation und Division wird die oben aufgestellte Regel bei-
behalten, dal mit komplexen Zahlen wie mit gew¢hnlichen Summen ge-
rechnet werden soll; nur muB hier noch beachtet werden, da8 12 =—1 ist.

Berechne
54.a) 3(2 +1), b) —2(1 +0,34),
¢) §(3 +2i), @) — 5 (1 +2i).
55. 8) (2 + 31) (3 + 59), b) (1 +1) (2 +1),
¢) B+4)(1—1), d) (0,2 + 0,59) (5 + 2i).
56. a) (0,6 -+ 0,54) (0,7 — 0,61), b) (B4212)(5+17:112),
o) (5—2:y7)(6—2i}7), O \V3+iV2)(Y2+iV3).
57. 2) (@ + bi) (¢ + di), b) (z +iy) 22 +1y),
) (p—2¢i)(2p + qi), O (@a—iyb)(—a—2i)0).

68. Welchem Zahlengebiete gehort das Produkt zweier komplexer Zahlen im all-
gemeinen an? Grund!
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72. a)

Berechne

. 8) (3 4 24) (3 — 2i), b) (7 +14) (7 —19),

¢) 1 —i)(1+43), d) (a + bi) (a — bi).

.a) (2+i73)(2—1iV3), b) (3+2i12)(8—2iy2),
o (a+iVb)(e—iV?), &) (Ya+iy0)(Ya—iV0).

. Welchem Zahlengebiete gehort das Produkt zweier konjugiert komplexer
Zahlen an? Grund!

. Zerlege in zwei konjugiert komplexe Faktoren:

a) 2% 4 2, b) m* + 4n?, ¢) 9a* + 1652, d) a2+§,
9r+L,  Drte g a+1, B) 16 +1,
i) 25 +4, K) 5, 1) 37, m) 65.
. Zu welcher Zahlenart gehoren die Potenzen komplexer Zahlen? (Vgl. Auf-
gabe 58.)

Berechne
ca) (L4ir, by A —ip, ¢) (a + biy, d) (4 + 30y,
.a) (24 V3)% b) (5 +3i72),

o (2—iy2) 4 (Ya—iyo)
.a) (@ +bi) + (@ — bi)?, b) (a —f—bi*—(a—bi)‘-’.
La) (1 +1)3, b) Q—ip, Q-+ dy (1 —ap.
8 (5 +573) b (— 3+ 7/53
O34T v (-

o (2T (ST w4 iap - —irap.

Berechne nach dem binomischen Satz (vgl. §15, Aufgabe 5):
a) A+0% B A—00 o (V340

Einen Bruch, dessen Nenner eine komplexe Zahl ist, berechnet man am ein.
fachsten, indem man mit der konjugiert komplexen Zahl erweitert.

Berechne
171 1414 4 — 31
1+2@ L 91 Ll
17 — 61 54 127 63 4 167 56 + 3?;
BN o Rl 953 VYmoe
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4 64 51 3
74.2) ——, b)) ——=, ¢ —, — .
a)1+¢|3 )1+3n’7 )ﬁ—im V243
1—20iV5 5—29iV5 1443 V34412
75. , b —, ¢ =, d) — .
53)7_2;'1/3 )7—3n5 )1—”3 )V:;—ufz‘
m4+nt 1414 1—32
76. a) i’ b) T= ©) (1+,)3
1+ 1—14 1
70 Tt o DiStire O o o
4Vl —2° a+bi  a—bi a+bi a—bi
78'“),—_,‘;/_—_("<1)’ Wiratimn i@ i—ae
"9 )V_+1V— Yy +iVz )V1+a+lV1-—a MT—a+iV1+a
T Vz—ily  Vy—ilz NM+ae—ilT—a MT—a—ill+a
80. Um zu zeigen, dafl die Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl wieder eine

8.
82.
. a) J— 13 4847, b) J8+ 64, ¢) Y—171+367, d) —33 —56:.
84,
85.

86.

87.

komplexe Zahl ist, setzt man zunichst Ya 4 bi=c +d1, quadriert beiderseits

und vergleicht die reellen Bestandteile mltemander und die imaginiren mit-

einander. a) Zeige weiter nach dem Vietaschen Wurzelsatze (7.-9.Schuljahr

§ 37, Aufgabe 170), daB c? und (--d?) Losungen der quadratischen Gleichung
2

?—ar— %— =0 sind. b) Warum ergibt diese Gleichung stets reelle Werte
fiir ¢ und d? (Achte auf die Diskriminante!)

Berechne so

a) 121, b V—1, 0 15 + 121, d) V35 —12i.

a) }21 + 201, b) V63 —16:, ¢) V15 + 81, d) 19 + 40:.

) 1375+ 2i, b)1=075+1, ¢ I3+ 4i+}3—4i.

Berechne (Ya +bi + Va— b4)? und ziehe in der erhaltenen Gleichung auf bei-
den Seiten die Quadratwurzeln aus; beweise so die Richtigkeit der Formel?)

Ya + bi 4 Ya — b2 =V§(Tﬂm.
Beweise auf dhnliche Art die Formel
VaF b —Ya—bi= i) 2@ T 7 —a).
a) Addiere, b) subtrahiere die beiden soeben genannten Formeln und zeige 8o

—_ /V‘:,,_/-z_ ot —
s /Y Ha Va2 - —a
}aj:bz—-l/ ) j;zl/ 5 .

1) Dag I/l +)-3+ l/l— V :3=V_6- ist, hat schon Leibniz (1646-17186) gezeigt,
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88. Berechne nach den Formeln in Aufgabe 85 und 86
a) 8+ 674 Y8 —61, b) 140 + 97 4+ 140 — 91,
¢) V15 +- 81 & Y15 — 83, d) V35 + 12i + /35 — 123.

89.-91. Lose nach der Formel in Aufgabe 87 die Aufgaben 81 bis 83.
92. a) b) Desgl. die Aufgaben 84a und b.

93. Desgl.
8) /2 +2i13, b /7 4304 12.
o |/1—6iy10, Q1 =a (=yo+iva).

Uber die graphische Ermittlung der Quadratwurzel siehe §9, Aufgabe 28.

§ 9. Goniometrische Form der komplexen Zahlen.
Moivrescher Lehrsatz
1. Die komplexe Zahl a + b4 ist bisher durch einen Punkt bildlich dargestellt
worden. Dieser Punkt wurde mit dem Nullpunkt verbunden, die Linge der
Verbindungsstrecke sei . Der Winkel, den sie gegen die horizontale Zahlen-
gerade bildet, sei «; er soll auf die in der Goniometrie iibliche Weise gemessen

werden (d.h. die positiv gerichtete Halfte der horizontalen Zahlengeraden
wird entgegengesetzt dem Bewegungssinn des Uhrzeigers gedreht).

Zeige, daB man unter dieser Voraussetzung jede komplexe Zahl in die gonio-
metrische Form

a+ bi =r(cosx + isinx)
bringen kann, wobei
r= ]/a2 + b!
(dieser Wert wird stets absolut genommen),
a . b
€0sx = —, Sinx =—
r r
ist. r heiBt der Modul (oder absoluter Betrag), « das Argument der komplexen
Zahl.

8. Wie groB ist der Modul und das Argument der Zahlen
a)l+i, b) —1 +1, ¢)i—1, d) V3 +1i1
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3. Desgl. von
a)i—1V3, b) — 5 — 13, ¢ —2, d) 3 +4it1)

4. Bringe auf die goniometrische Form
a) 8 4 151, b) 12 — 514, c) 6 — 51, d) —11 — 33.

6. Beschreibe die graphische Darstellung der komplexen Zahlen durch die
GroBen r und «, indem du den Begriff Polarkoordinaten benutzt.

6. Es ist bei der graphischen Darstellung vielfach zweckmiBig, die komplexen
Zahlen nicht nur wie bisher durch Punkte, sondern auch durch gerichtete
Strecken (,,Vektoren‘‘) abzubilden, nimlich durch Strecken, deren Linge
(durch r) und Richtung (durch a) bestimmt ist. Diese Deutung der komplexen
GroBen als Vektoren erweist sich als besonders anschaulich bei Einfiihrung
der Begriffe Verschiebung (das soll immer bedeuten: Parallelverschiebung)
und Drehung (d.h. Drehung um den Anfangspunkt in dem vorhin fest-
gesetzten Sinne). Beweise, daBl man zwei komplexe Zahlen graphisch addieren
kann, indem man den Vektor der einen verschiebt, bis sein Anfangspunkt auf
den Endpunkt des Vektors der anderen fillt, Wo liegt dann die Summe der
beiden dargestellten Zahlen?

7. Fiihre auf diese Weise die in §8, Aufgabe 38 genannten Additionen graphisch
aus.

8. Vergleiche das Gesetz der Addition von Vektoren mit dem physikalischen
Gesetz vom Parallelogramm der Krifte. Was entspricht a) den Kompo-
nenten, b) der Resultante?

9. Erliutere die Subtraktion komplexer Zahlen durch eine Vektorverschiebung
(s. Aufgabe 6) und vergleiche diese Operationen mit der Zerlegung einer Kraft
in zwei Komponenten. — Welches Stiick des Kriifteparallelogramms entspricht
dabei a) dem Minuendus der Differenz, b) dem Subtrahendus?

10. Fiibre die in § 8, Aufgabe 39 genannten Subtraktionen durch Vektorverschie-
bung aus.

11. Erldutere an Symmetrieeigenschaften des graphischen Bildes, da a) die
Summe zweier konjugiert komplexer Zahlen reell, b) die Differenz zweier
konjugiert komplexer Zahlen rein imaginir ist.

12. Welche der beiden GroBen r und « bleibt ungeiindert, wenn man die kom-
plexe Zahl r(cosa +sina) mit einer reellen Zahl (z. B. 3) multipliziert?

%) Das Argument findet man in diesem Falle und in allen am schnellsten aus der

tga= % (unter sorgféltiger Beachtung der Vorzeichen von a und b).

4 [2021)
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13. Eine komplexe Zahl (z.B. 3 +41) wird mit ¢ multipliziert; in welchem Sinne
und um wieviel unterscheidet sich das Argument des Produkts von dem der
gegebenen komplexen Zahl?

Beachte, daB cos(90° + ) = — sina und sin(90° 4 «) = cosa ist.
14. Wie verdndert sich also die Lage eines Vektors durch Multiplikation mit #?
15. Inwiefern ist dies eine Verallgemeinerung der schon zu Anfang getroffenen

Festsetzung, dal die imaginiren Zahlen auf einer zur urspriinglichen (reellen)
Zahlengeraden senkrechten Geraden abgebildet werden sollen?

16. Stelle fiir jeden der in §8, Aufgabe 55 genannten Ausdriicke jeden Faktor
einzeln und dann das Produkt durch Vektoren dar. Mi8 die Argumente aus;
welche Beziehung erkennst du?

17. Beweise durch Ausfithrung der Multiplikation (und Anwendung der Additions-
sitze {iir sin und cos), dall allgemein gilt:
ry (cosxy + isinay) - ro (cosxg + isinag)
= ryr [c0s (31 + &2) + isin (x1 + x9)].
18. Sprich den in Aufgabe 17 enthaltenen Satz in Worten aus.

19. Deute jede der drei komplexen Zahlen als Vektor und benutze beim Aus-
sprechen des vorigen Satzes auch die Begriffe Drehung und Streckung.

20. Bilde 2(cos30°4-1s5in30°) - 3(cos45° +isin45°), und zwar a) rechnerisch,
b) zeichnerisch.

21. a) b) Desgl. (cos60° 4-isin60°) + 2(cos135° 44sin135°).

22. Eine komplexe Zahl sei durch Multiplikation zweier anderer entstanden. Be-
weise allgemein, daB der Vektor des Produkts und der Vektor des einen Fak-

tors ein Dreieck bestimmen, das dhnlich ist dem Dreieck, welches durch den
Vektor des anderen Faktors und den Vektor 1 bestimmt wird.

23. Fiihre die in §8, Aufgabe 55 geforderten Multiplikationen graphisch mittels
dhnlicher Dreiecke aus.

24. Sprich den in Aufgabe 17 bewiesenen Satz als Divisionssatz aus.
25. Fithre auf Grund dieses Satzes folgende Divisionen graphisch aus:

5 4—3i 3i

priife die Genauigkeit der Zeichnung.

26. Erhebe r(cosa + sina) ins Quadrat (nach Aufgabe 17); wie groB ist a) der
Modul, b) das Argument des Quadrats?
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27. Ermittle graphisch
- 1 ' 2
)5+ B (z+573)-
28. Eine Zahl a b ist durch ihren Vektor gegeben; Va+bi ist graphisch zu
ermitteln.

29. Ermittle so
a) V5 +12i, b) V344, e V3,75 + 213

priife die Genauigkeit der Zeichnung durch Rechnung (vgl. § 8, Aufgabe 87)
und nach Aufgabe 22.

Da die Zahl r(cosa +-isina) sich von der Zahl cosa +¢sina nur durch die
GroBe des Moduls unterscheidet, kann man fiir die Dauer der goniometri-
schen Umformungen den listigen Faktor r beiseite lassen und erst am Ende
der Operationen entweder (rechnerisch) durch einfache Multiplikation oder
(zeichnerisch) durch Vergréflerung in passendem MaBstabe zu den Zahlen mit
dem Modul 7 zuriickkehren. Demgemé8 beschiftigen sich die folgenden Auf-
gaben im wesentlichen mit komplexen Zahlen vom Modul 1.

30. Berechne (cosa + #sina) (cos § + i sin ) (cosy + isiny),
indem du zuniichst die beiden ersten Faktoren (nach Aufgabe 17) zusammen-
faBt und das Ergebnis dann mit dem dritten Faktor multiplizierst.

31. a) Zeige durch das SchluBverfahren der vollstindigen Induktion, daB all-

gemein .. .. ..
(cosa, +isina,) (cosa, 4 ¢ sinx,) . .. (cosan + 4 sinan)

=cos(a; + &g + - - a&n) + ¢sin(a; + a; + - - - an)
ist. b) Sprich diesen Satz in Worten aus.

32. Berechne auf moglichst einfache Weise

a) (cos72° 4 45in72°) (cos18° 4-¢sin18°),
b) (cos15° 4 isin15°) (cos30° + ¢ sin30°),
¢) (c0s20° + 4sin20°) (cos40° -} ¢ 5in40°),

d) (cos15° + ¢sin15°)2.

33. a) (cos15° + 15in15°) (c0s30° + ¢5in30°) (cos45° + isin45°),
b) (cos30° + 78in30°) (cos45° + i sind5°) (cos60° + 7sin60°),
¢) (cos25° + i8in25°) (c0s105° + 4sin105°) (c0s20° 44 sin20°),
d) (cos60° + ¢sin60°)%.

34. Beweise nach Aufgabe 17, daBl zunéchst fiir positive ganzzahlige Werte von n
der Moivresche Satz gilt:

(cosx + isinx)* = cosna + isinna,

4%
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35. Berechne hiermit

36.

81.

38.

39.

40.

41.

12.

a) (cos25° 4 ¢5in25°)°, b) (c0s30° + i sin30°)10, .
¢) (cosd5° + isin45°)7, d) (cos40° + 7sin40°)8,
Beweise folgenden Satz: Erhebt man zwei konjugiert komplexe Zahlen in
dieselbe Potenz, so entstehen wieder konjugiert komplexe Zahlen.
Anleitung: 1) Beachte, daB man fiir cosa — isina auch schreiben kann:
cos (— &) +1 sin(—a);
2) benutze den Moivreschen Satz.
Berechne so
a) (cos36° — 1sin36°)°%, b) (cos60° — ¢sin60°)4,
¢) (cos15° —4sin15°).
a) Wie groB ist [r(cosa +¢sina)]*? b) Sprich die Antwort auch in Form
eines Lehrsatzes aus.
Berechne
2) 141498, b 1—0®, ¢ (Y34+14)° (vgl. §8, Aufgabe 71).
Unter 2" versteht man, wenn die Basis x reell ist, den reziproken Wert
von z"; es wird festgesetzt, daB das auch so bleiben soll, wenn die Basis z
eine komplexe Zah! ist.
Erweitere den Ausdruck

. . 1
- —
(cosa + isine) ™" = 8o T isna)

mit (cosa—isina)* und zeige so, dall der Moivresche Satz auch fiir negative
ganzzahlige Werte von = gilt.

Berechne

a) (cos30° 4 isin30°)7°, b) (cos45° 4 isin45°)73,

¢) (c0s30° — isin30°)7%.

Forme bei c) die Basis nach Aufgabe 36, Anleitung 1, um.

Setze in Nr.34 statt a den Wert —5—, wobei n eine gunze Zahl sein soll. Poten-
ziere die so erhaltene Gleichung mit % (welchem Potenzgesetz muf8 hier ein
erweiterter Giiltigkeitsbereich zugeschrieben werden?) und folgere daraus, da8

der Moivresche Satz auch gilt, wenun der Exponent ein Stammbruch (mit dem
Zéhler 1) ist. b) Beweise aus der Periodizitiil der cos- uad sin-Funktion, da

1 . 360° . 360°
(cosa + tsina)® = cosa+ I; 360 + isina+l; 360
ist, wobei k jede positive oder negative ganze Zahl (einschlieBlich Null) sein
kann.




§9. Goni ische Form der k I Zahlen. Moi her Lehrsat. 49

43. a) Welche Werte nimmt dio rechte Seite der vorstehenden Gleichung (und
also auch die linke) an fiir k=n,n+1, n+2, ...? b) Vergleiche diese Werte
mit denen, die man fiir k=0, 1, 2, ... erhilt. ¢) Beweise so, daB

1
(coSa + isina)®

nicht mebr und nicht weniger als n verschiedene Werte haben kann.

44. a) Welche Figur bilden die graphischen Bilder dieser » verschiedenen Werte?
b) Beschreibe die Symmetrieverhiltnisse der Figur.

Berechne alle Werte von

45. n) Jc0s60° + 751 60°, b) Vcos135° + ssin135°,

¢) Vcos 30° — ¢sin30°.

46. a) Vcos72° —148in72°, b) 700522"30' + 48in 22° 30’,

c) 100569" —sin69°.

Priife bei den Aufgaben 45 und 46 die Richtigkeit der Ergebnisse am graphi.
schen Bilde (Kiuheitsstrecke passend wéhlen!).

47. a) Warum braucht man den Moivreschen Satz fiir den Fall, daB 7 ein Bruch
von der Form % ist, nicht mehr zu beweisen, wenn man nur die Giiltigkeit

des Potenzgesetzes
2 1
2 = (xP)?
in geeigneter Weise ausdehnt? b) Welche der beiden Grofen p, g entscheidet
iiber die Anzah! der verschiedenen Werte von
LA
(coso + ¢sina)? ?

48. Lose die ,,binomische‘‘ Gleichung 3 —1=0oder 23 =1.

b i ——
Anleitung: z = V1 = Vcos 0° 414 sin 0°; weiter nach der in Aufgabed2b bewiesenen Formel.

49. Gib in allgemeiner Form die Losungen der Gleichung 2"=1 an (nte Ein-

heitswurzeln).
30. Lose die Gleichung z" —a=0.
n_ L n_ 1 1 1
Anleitung: z=Va =a" - V1 =a" (cosO°+|sm0°)" , wobei " den Hauptwert von

;’; bedeutet.

51. Wie viele der nten Einheitswurzeln (vgl. Aufgabe 49) sind reell, wenn n
a) gerade, b) ungerade ist?
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52. Warum sind die komplexen Einheitswurzeln immer paarweise konjugiert?
(Achte darauf, was in Aufgabe 42b geschieht, wenn man auf der rechten
Seite £ durch n —k ersetzt, und vergleiche dann Aufgabe 43a und b.)

53. Erliutere am graphischen Bilde, warum die binomischen Gleichungen auch
Kreisteilungsgleichungen genannt werden.

Ermittle zeichnerisch
8 — 4 8
54.2) V1, b) V-1, ¢ V.
8 — 4 — 5 —
6b. a) V8, b) V —625, ¢) }/ —243.
§—
56. Berechne 11 — 21,
Anleitung: Bringe den Radikanden in die goniometrische Form und multipliziere den
1 1

Hauptwert von r* mit den n Werten, die (cosa+ isinor.)T nach Aufgaben 42b, 43¢ an-
nimmt.

. Berechne

57.2) V=1, b) V3, o) V2435

5S. a) Y9 — 83, b) V=3 -5, ¢) V=3 1iy3.
Gib alle Wurzeln der folgenden binomischen Gleichungen an:

69.a) 28 =1, b) 2® +10=0, c) ¥ =5.

60. a) 28 = 10, b) 28 =2, " ¢) a1 = 10.

6l. ) o® =1, b) 4 =1, gz =213,

62.2) 23 =1+1, b) #* =141, e) x?=1—1.

§10. Wiederholender Aufbau des Zahlensystems
von den natiirlichen bis zu den komplexen Zahlen

1. Nenne die sieben dir bekannten Rechnungsarten.

2. Gib von m+n, m—n, m - n, m:n, m®, n}’;, "logm folgendes an: a) Die
Nanien der auszufithrenden Rechnungsarten, b) die Namen der Ausdriicke,
¢) die Namen der Bestandteile.

3. m und = seien zwei natiirliche (positive und ganze) Zahlen; welche der sieben
in voriger Aufgabe genannten Ausdriicke sind dann sicher auch natiirliche
Zahlen?

4. Warum fiihrt a) das Addieren, b) das Multiplizieren, ¢) das Potenzieren mit
naviirlichen Zahlen stets wieder auf natiirliche Zahlen?
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5. Welche der sieben Rechnungsarten sind einander entgegengesetzt?

6. m und = seien zwei natiirliche Zahlen. Welcher Beschrinkung unterliegt die
Ausfiihrbarkeit der Rechnung, wenn man verlangt, daB a) die Differenz,
b) der Quotient von m und » wieder eine natiirliche Zahl sei?

7. Durch welche Rechnungsart wird man zur Einfilhrung a) der negativen
Zahlen und der Null, b) der gebrochenen Zahlen veranlaft?

8. Warum fiihrt man a) die negativen Zahlen und die Null, b) die gebrochenen

Zahlen ein?

9. Definiere allgemein a) m—n, b) 0, ¢) m:n.

Adcition und Subtraktion
10. Sprich das Gesetz
at+b=b+a
in Worten aus (kommutatives Gesetz der Addition).
11. Sprich das Gesetz
(@+b)dc=a+(b+¢)

in Worten aus (assoziatives Gesetz der Addition).

12. Ist die Gleichung @ —b=—(b —a) der Ausdruck eines Lehrsatzes oder einer

Festsetzung?
13. Desgl. m —m =0.
14. Desgl. (@ +b)—c=a 4 (b—c)=a—(c—b).

15. Stelle die Regeln fiir die Addition und Subtraktion zweier Zahlen m, n auf
und gib an, ob diese Regeln beweisbare Lehrsiitze oder einfache Festsefzungen
sind, wenn m und n a) positive (beachte auch Frage 6a), b) negative, c) rela-

tive Zahlen (mit beliebigen Vorzeichen) sind.

16. Stelle ebenso die Gesetze fiir die Addition und Subtraktion von Klammern

auf.

Multiplikation

17. Was versteht man unter @ - b, wenn a und b natiirliche Zahlen sind?
18. Sprich das Gesetz
a-b=b-a
in Worten aus (kommutalives Gesetz der Multiplikation).

19. Unter welchen Voraussetzungen ist das kommutative Gesetz beweisbar?
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20. Sprich das Gesetz
(@ab)-c=a-(be)
in Worten aus (assoziatives Gesetz der Multiplikation).
21. Unter welchen Voraussetzungen ist das assoziative Gesetz beweisbar?
22. Welche der vier Gesetze
(+0)- (+b)=+ab, (+a)-(=b) =—ab,
(=) (+b)=—ab, (—a)-(=b)=+ab
sind beweisbar? Wie lauten dabei die Voraussetzungen, und welche Gesetze
iiber die Rechnung mit negativen Zahlen muB man zum Beweise benutzen?

Die Beantwortung dieser Fragen ist. wesentlich davon abhingig, wie man die Multi-
plikation allgemein definiert (deswegen ist eine hierauf abzielende Frage vorher absicht-
lich vermieden worden). Man kann sehr wohl sagen, daB alle vier Gesetze Definitionen sind.
Man kann aber auch so sagen: Eine Zahl mit einer positiven Zahl multiplizieren, heiBt,
sie 80 oft als Summand setzen, wie die positive Zahl angibt. Eine Zahl mit einer negativen
Zahl multiplizieren, heiBt, sie zunéchst so oft als Summand setzen, wie der absolute Wert
des Multiplikators angibt, und dann dem Ergebnis das entgegengesetzte Vorzeichen des
Multiplikandus geben.

23. Warum setzt man fest, dal die nicht beweisbaren Gesetze (Aufgabe 22) doch
gelten sollen? (Permanenzprinzip.)

24

Sprich das Permanenzprinzip in Worten aus, indem du die Begriffe ,,wider-
spruchsfrei’ und ,,ausnahmslos‘‘ (cder gleichwertige) benutzt.

25. Zeige, wie man mittels des Permanenzprinzips und des kommutativen Ge-
setzes (Aufgabe 18) von dem ,verniinftigen*‘ Ausdruck (—a) - (4b) zu einer
Definition des nicht ohne weiteres verstindlichen Ausdrucks (+6) - (—a) ge-
langen kann.

Divisien
26. Zeige, wie sich aus der allgemeinen Definition der Division (als Umkehrung

der Multiplikation) und den Gesetzen in Aufgabe 22 die folgenden Regeln
herleiten lassen:

ta_ 8 ta_ _a
ﬂ“"’?: — = b:
—a a —a a
e et

27. a) Wie lauten die Regeln fiir die Multiplikation eines Bruches mit einer ganzen
Zahl und die fiir Division eines Bruches durch eine ganze Zahl? b) Sind das
Lehrsitze oder Festsetzungen?
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28. a) Wie multipliziert man eine ganze Zahl mit einem Bruch? b) Ist das beweis-
bar? ¢) Decke die Beziehungen dieses Gesetzes zu dem kommutativen Gesetz
der Multiplikation auf.

29. Wie kommt man dazu, das Gesetz iiber die Multiplikation zweier Briiche

aufzustellen?

30. Fiir welche Arten von Zahlen m, n ist bis hierher die Operation (das Symbol)
m - n definiert? :

81. a) Wie dividiert man eine ganze Zahl durch einen Bruch? b) LiBt sich das
beweisen? ¢) Zeige im einzelnen, welche Schritte zu diesem Gesetz fiihren.

82. Beantworte dieselben Fragen fiir die Division eines Bruches durch einen an-
deren Bruch.

83. Fiir welche Arten von Zahlen m, n ist bis hierher das Symbol m:n definiert?
34. Wie addiert und subtrahiert man a) gleichnamige, b) ungleichnamige Briiche?

86. Fiir welche Arten von Zahlen m, n sind die Operationen m 4 und m—n
nunmehr definiert?

86. Gib zusammenfassend an, fiir welche Arten von Zahlen die vier Grundrechen-
arten bis hierher definiert sind.
Potenzierung

87. Definiere die Potenz a™.

38. Bei dieser ersten Erklirung der Potenz mull man den Exponenten n als eine
natiirliche Zahl voraussetzen. Warum?

89. Warum braucht iiber a keine einschrinkende Voraussetzung gemacht zu
werden?

40. Zihle die sechs Potenzgesetze auf, die man unter der Voraussetzung, daB die
Exponenten natiirliche Zahlen sind, beweisen kann.

41. Warum definiert man a) a®=1, b) a™*= al_ ?

42. Wenn man negative (aber dabei vorliufig noch ganzzahlice) Exponenten zu.
lift, kann man zwei von den sechs Potenzgesetzen (Aufgabe 40) entbehren.
Nenne die vier unentbehrlichen Potenzgesetze.

43. Warum ist es zweckmiBig, negative Exponenten einzufiihren?
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Radizicrung

4. Definiere Va.
46. Schreibe die Gleichung ’i/; =1 als Potenzgleichung,.

46. Welche Voraussetzung mufl man in ”}/; iiber den Exponenten » machen?
Grund! (Einschriinkende Voraussetzungen iiber den Radikanden a siehe unter
Aufgabe 49 und 50.)

Vasollim folgenden immer den sog. ,,Hauptwert‘‘ der nten Wurzel bedcuten.

47. a) Wievieldeutig ist « aus der Gleichung 2% =@ bestimmt? b) Wodurch unter-
scheiden sich die Losungen? ¢) Schreibe die Losungen mittels des Haupt-
wertes der Quadratwurzel.

48. Wievieldeutig ist « aus der Gleichung x=a" bestimmt? (Beweis mittels des
Moivreschen Lehrsatzes §9, Aufgabe 34 und 56.)

49, Man setzt bei der Definition von ’i/; zuniichst fest, dal a ein beliebiges Vor-
zeichen haben darf, wenn n ungerade ist, daB dagegen a positiv sein soll,
wenn n gerade ist. Warum trifft man diese einschriinkende Festsetzung?
(Siehe Aufgabe 64.)

50. Welchen Beschrinkungen unterliegt die Zahl a, wenn man verlangt, da8 ¥a
a) eine ganze Zahl, b) ein Bruch sein soll?

61. Welche Erweiterung erfihrt das Zahlengebiet, wenn man diese Beschrinkun-
gen fallen 1aBt?

52. Definiere hiernach a) rationale Zahlen, b) irrationale Zahlen.

63. Welche bisher definierten Zahlengebiete werden a) von den rationalen Zahlen,
b) von den irrationalen Zahlen umfaBt?

b4. Beweise auf Grund der Definition der Wurzel die Gesetze
o v s Ve v
Va-fo=fas, +==|s-
Vo b

56. Beachte, daBl diese Gesetze nur fiir die Hauptwerte der Wurzeln (und auch
nur fiir positive Radikanden) gelten. Gib Beispiele dafiir an, dafl die Gesetze
ungiiltig werden, wenn man noch andere Werte auller den Hauptwerten zu-
laBt.

66. Auf welche Zahlengebiete kénnen nunmeh die Definitionen der Operationen
m - n und m : n ausgedehnt werden?
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57.

58.
59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.
67.

68.

69.

70.

1.

Wie kommt man dazu, Wurzeln als Potenzen mit Bruchexponenten aufzu-

Jassen? .

Was versteht man unter a® ?

a) Welche Potenzgesetze bleiben erhalten, wenn man definiert

1 n
e
a® = Ya? n
b) Wie definiert man a™ ?

Warum ist es zweckmiBig, allzemeine Potenzen mit gebrochenen Exponenten
einzufiihren?

Fiir welche Arten Exponenten ist das Symbol a? bis jetzt definiert? (Zihle
der Reihe nach alle Arten auf und bezeichne sie auch mit einem gemeinsamen
Namen.)

Ist p irrational, so hat die Potenz a? unendlich viele Werte. (Beweis mittels
des Moivreschen Satzes.) Solche Potenzen werden daher von der Betrachtung
ausgeschlossen.

Wie werden irrationale Zahlen a) addiert, b) subtrahiert?

Fiir welche verschiedenen Zahlengebiete sind nunmehr die Operationen m +n
und m —n erklirt? (Einzeln aufzihlen und auch mit Namen zusammen-
fassen!)

Warum kann man ]/; mit den bisher definierten Zahlen nicht mehr berech-
nen, wenn a negativ wird?

Welche neuen Zahlen muB man einfithren, wenn man in Va fiir den Radi-
kanden negative Werte zulassen will?

Definiere danach die imaginiren Zahlen.

Welchen gemeinsamen Namen fiihren die positiven, negativen, ganzen und
gebrochenen Zahlen?

Welchen gemeinsamen Namen fithren die rationalen und die irrationalen
Zahlen?

Gib noch einmal zusammenfassend an, durch welche Rechnungsarten und
unter welchen Voraussetzungen man gefiihrt wird auf a) negative, b) ge-
brochene, ¢) irrationale, d) imaginéire Zahlen.

a) Wie bezeichnet man die Einheit der imaginiren Zahlen? b) Wie folgt aus
dieser Definition der Wert von #%? )

Was ist ]/—_47 Sprich das Gesetz ¥ —p =¢Vp in Worten aus. Ist das ein
Lehrsatz oder eine Festsetzung? (Sei nicht leichtsinnig in der ,,Anwendung*
des Gesetzes in Aufgabe 54!)
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72. Wie kann man allgemein a - ¢ definieren?
73. Bilde at + bi, ai— bi, at - bi, % und sprich die Rechenregeln fiir imaginéire
Zahlen aus. Sind diese Regeln beweisbar oder nicht?

74. Fiir welche Arten Zahlen sind jetzt die vier Grundrechnungsarten definiert?
(Einzeln aufziihlen und auch mit gemeinsamem Namen nennen.)

75. Berechne die 10 ersten Potenzen von 1. Welche in der Aufgabe 73 aufgestellten
_Rechenregeln mufl man dazu benutzen?

76. Gib allgemein an, fiir welche Werte von k die Potenz i* den Wert a)i,b) —1,
¢) —i, d) +1 annimmt.

77. Bilde a(bi), ai(b), 5 , 3 - Mub das besonders definiert werden? (Grund!)

78. Was versteht man unter komplexen Zahlen?

79. Welche Beziehung besteht zwischen den quadratischen Gleichungen und
a) rein imaginiren Zahlen, b) komplexen Zahlen?

80. Inwiefern sind die reellen Zahlen und die rein imaginiiren Zahlen Sonderfille
der komplexen Zahlen?

81. Wann heiBlen zwei komplexe Zahlen einander gleich?
82. Bilde (a + b1) 4 (c + di), (@ + bi)— (c + d?); wie definiert man die Addition
und Subtraktion zweier komplexer Zahlen?

83. Fiir welche Arten Summanden ist eine Summe oder Differenz von der Form
z 4+ y nunmehr erklirt?

84. Wann ist a) die Summe, b) die Differenz zweier komplexer Zahlen reell?

85. Wann ist a) die Summe, b) die Differenz zweier komplexer Zahlen rein
imaginir?

86. Wie multipliziert man eine komplexe Zahl a) mit einer reellen, b) mit einer
rein imaginiren, ¢) mit einer komplexen Zahl? Kann man das beweisen oder
muB man das festsetzen? (Grund!)

87. Zu welchem Zahlengebiete gehdren die Potenzen komplexer Zahlen? (Expo-
nenten einstweilen alle ganzzahlig vorausgesetzt; warum?)

88. Was versteht man unter konjugiert komplexen Zahlen? Wie heilen die kon-
jugierten Zahlen zu a) m+ni, b) p—gqi,¢) —3—3i,d) —a+bi?

89. Wann ist das Produkt zweier komplexer Zahlen reell?

90. Wie konnie man hiernach die konjugiert komplexen Zahlen noch definieren?

91. Warum sind die komplexen Wurzeln einer quadratischen Gleichung mit reelley
Koeffizienten stets konjugiert?
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92. Welchen Zahlengebieten darf die Basis a der Potenz a® (bei vorliufig ganz-
zahligem 7) angehéren?

93. Bringe (¢ +1y) in die goniometrische Form und berechne mittels des Mozvre-
1 m

schen Satzes (z +iy).'T und (z+ iy)7.
94. Hierbei muBl mehrfach der Giiltigkeitsbereich der Potenzgesetze erweitert

werden. An welchen Stellen?

95. Fiir welche Exponenten p ist jetzt die Potenz (a 4 b7)? definiert?
Irrationale Zahlen werden aus dem hinter Aufgabe 61 genannten Grunde im
allgemeinen ausgeschlossen!).

96. V;ist bisher definiert fiir reelle Werte von a, die im Falle n =2 auch negativ

sein durften. Zeige, wie man mittels des Moivreschen Satzes den Begriff 'i;
erweitern kann fiir beliebiges ganzzahliges n und fiir beliebige (auch komplexe)
Werte von a.

97. Zeige, daB es zwecklos und iiberfliissig ist, fiir andere Werte von n, etwa fiir

gebrochene Werte, den Begriff i/;noch besonders zu definieren.

Logarithmierung
98. Definiere ®log?.
99. Schreibe die Gleichung %logb=c in Form einer Potenzgleichung.

100. Gib ganzzahlige Werte von z an, die der Gleichung a) (—1)®*=(-1),
b) i*=1 geniigen.

101. Wievielwertig wire also (~Vlog(—1) und ?logi?

102. Bilde weitere Beispiele, aus denen man erkennt, daB es zunichst im Interesse
der Eindeutigkeit erforderlich ist, in dem Ausdruck ®logh sowohl fir @ wie
auch fiir b reelle, und zwar positive Werte vorzuschreiben?).

103. Welchem Zahlengebiete gehort der so definierte Logarithmus an?)?

104. Wie vertréiigt sich die oben (Bemerkung hinter Aufgabe 61) getroffene Fest-
setzung, daBl Potenzen mit irrationalen Exponenten ausgeschlossen werden
sollen, mit der Benutzung der Briggischen Logarithmen, z. B. vor Ig2=2
aus 10°=2? (Benutze den Begriff ,,Hauptwert des Logarithmus*‘!)

) Niheres fiber Potenzen mit komplexen Exponenten in der Reihenlehre, § 85.

) Di¢ Logarithmen komplexer Zahlen kann man lediglichauf Grund unendlicher Reihen d

(Siehe §85.)

%) Uber den Unterschied zwischen algebraischen und d Irrationalzahlen siehe § 23, FuGnote
zu Autg, 27 ff,
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DRITTES KAPITEL

Quadratische Gleichungen

§11. Gleichungen mit einer Unbekannten, die auf quadratische
Gleichungen fiihren

Gleichungen mit einer leicht erkennbaren Wurzel

1. 22 —42=0. 2.x2——;i=3.
3.2°—9x=0. 425~ Z=0.

b a® —4a>—z=0, 6. 2% — 622 — 162 =0.
7.102% +3x = 1122, 8. 523 4 24 = 4322,
9. 28 —1=0. 10. 2® +1=0.

11,28 —2>—24+1=0. 12 28 — 22 +2—1=0.
13, 24 ==1. 14. 23 = a3,

Gleichungen, die in x2 oder x® quadratisch sind

Die folgenden Gleichungen sind durch Einfiihrung einer HilfsgroBe zu 16sen:

15. 2 — 1322 4+ 86 = 0. 16. «* — 2122 = 100.

17, 24— 522 +4=0. 18. 24 4+ 9 = 10a2,

19. (22 — 10) - (2% — 3) = 79. 20. (22 — 5)2 4 (22 — 1)2 = 40,

21. 1024 — 21 = 2°. 22. 624 — 35 = 1122.

23. at + bt + 24 = 2a2b% + 2a%2® 4 2b%22.

24, 24t —a2? +52=0. 25. 24 — 4(a + b)a? +16(a — b)2 =0,
26. x4 — 4 (a® + b?)a? +4a2b® =0, R7. (22 +ax)® +m(2x® +az)=p.
98, o4 — 62° + T2 + 62 — 8 =0. 29. 24 — 229 — 722 + 82 + 12 =0,
30.1) 2 — 923 +8=0. 31. 82% — 21528 — 27 =0.

32. 28 4223 +2=0. 33. a8 — 223 +5=0.

34, 1648 — 25724 +16 =0. 36, (x +28 —4(x+24+13=0.
36. 210 43325 + 32 =:0. 37. 210 — 625 410 =0.

1) In den folgenden Gleichungen sind alle Wurzeln gesucht. (Anwendung der Rechnungen mit komplexen
Zahlen, vgl. §9.)
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Wurzelgleichungen. Exponentialgleichungen. Logarithmengleichungen

Lase durch Einfiihrung einer HilfsgroBe die folgenden Gleichungen:

38.2— 61z +5=0. 39.2410="77z.

40,z + = = 30. 41,z — 3}z =28.

42. (Yz—5)- (Y= —17) =3. 43. (5 — 12)? =2(7 + ¥=).
4.(4—12)-6—1z)=2(71—712). 45.(jz7 =32+ (Jz—2)* =1.
6. (Jr—1P + {2 =]z 41,715 + 52 |2 = 66.

48. Bz — 52 — (56— 32) 3 =52. 49.22 45 — 82 +22* — 8z 7 40.
50, 242 43122 — + 1 =22 +3. 51, 82+1 — 8221 =30,

52. (i—é)”’-k (:—;)1_’= 10. 53, 1751 — 71571

B4, 52(3=D) . 95@+D) = 64 . 1025, B5. Ig(Tz — 9)2 + Ig (3 — 4)? = 2.
56.1g12z —1 +lgjz—9=1.

57.5%=2. 58. "I‘J?f::)l =

Reziproke Gleichungen

59. Substituiere in folgenden Gleichungen x=l und begriinde, warum man sie
reziproke Gleichungen nennt: y
a)axd+b2*+br+a=0, b) azt +ba® +ca:+ bz +a=0,
¢)axd+brt+catca’4brta=0.

Lose die folgenden reziproken Gleichungen:

60. 23 + 222 +2x+1=0. 61. 22 —322—3x+1=0.

62, 23 — 222 422z —1=0. 63.32% —T22 — 70 43=0.

64. 223 — T2+ 72 —2=0. 65. 328 — 1322 4+ 132 — 3 =0.

66. 623 — 19224+ 192 —6=0. 67.62 —Tu2—T2x+6=0.

68. 403 — 2122421z —4=0. 69. 24 — 223 4222 —224+1=0.

70. 224 — 528 4422 —5x+2=0. 71. 224 — 923 4 1422 —9xr 4+ 2=0.
72.224 —a®—622—2+4+2=0. 73.32% — 1623 42622 — 162 +3 = 0.

74,428 — 923 — 2622 —9x+4=0. 75.6a%—252% 3822 —252x4+6=0.
76.22% 4324 — 523 — 5,24+ 32x+2=0.
.22 — Tt 4928 — 922+ T —2=0.
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8.
9.

325 — 7t —102° 41022 4 T2 — 3 =0.
325 —Tat —4a® — 422 —T24+3=0.

80. 625 + 1124 — 3323 — 332>+ 112+ 6=0.

§ 12. Quadratische Gleichungen mit mehreren Unbckannten

Summe oder Differenz und Predukt der Unbekannten sind gegeben

1.1) a) Zeichne die gleichseitize Hyperbel z-y=6. b) Zeichne die Gerade

2.

6.

10.

12.

14.

z+y=>5. ¢) Bestimme die Schnittpunkte. d) Berechne aus z+y=5 eine
der GroBen x oder y und setze ihren Wert in die andere Gleichung ein. Lose
die entstehende quadratische Gleichung. e) Berechne aus z +y =35 den Wert
(x + y)?. Subtrahiere 4 ry und bestimme x—y.

Lése ebenso graphisch und arithmetisch die folgenden Gleichungen:

z+y==6 3ox—y=2 4x—y="1 b.y—x=-3
z-y=2_8. x-y=48. zy = 30. Ty =4.

z—y=>5 T24y=2 8.z—y=% 9.x(l+%)=19
zy = 36. zy =—15. zy=1. zy = 90.

Die folgenden Gleichungen sind arithmetisch zu l6sen:

z+y=a ll.z—y=a
z-y=>b. zy=b.
z+y=2a 13.z2—y=a—->
z.y=a? xy=ab.
z4+ry+y="1 15. 22 — 2y +2y=4
z—zy+y=1. 2z 4+ 2y +2y=6.

Benutze den Vietaschen Wurzelsatz zur Losung folgender Gleichungens

16. 22 — 8z + 15 =0. 17. 22 — 13x +42 = 0.

18. 22 — 22 — 63 =0. 19. 2> — 2 — 3 =0.

20, 22 — 200« -+ 9996 = 0. 2l. 22 — (@ +b)x +ab=0.
22, 22 4+ (a—b)z—ab=0. 23. 22 +px+4q=0.

1) Solange nur eins Gleichung zwischen z und y vorllegt, erscheinen die beiden GriCen ale Varioble: trits
noch eine zweite Gleichung hinzu, 8o erscheinen sie als bestimmie, wenn auch anfangs noch unbekannte Grégen,
Achte auf den Unterschied, aber auch auf das Gemeiusame der Leigen begline.
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24.

26.

28.

30.

Die folgenden Gleichungen

groBen zu l6sen:
z4+y=12

(z—1)-(y—1)=24.

@—8)-(y—6=0
z+y=13.
Yo+ Vy=4
zy=9.
23+ y3 =28
zy =3.

sind arithmetisch durch Einfilhrung von Hilfs-

23. z+y=18
(x—"T)"(y +3)=48.
27.(x—3)-(y—4)=0

4z 43y =36.
2. Yz —Vy=
zy = 36.
3l.23—9*=19
zy =6.

Summe der Quadrate und Produkt der Unbekannten sind gegeben

. a) Zeichne die gleichseitize Hyperbel z - y=6.b) Zeichne den Kreis z? 4 3

=13. ¢) Bestimme die Schnittpunkte der beiden Kurven. d) Berechne aus
224-y*=13 und z+ y=06 die Werte ( + y)? und (z — y)?. Bestimme dann z

und y.

Lgse in dhnlicher Weise arithmetisch und geometrisch folgende Gleichungen:

33 224 y2=5
Ty =2.

35. 22 + y2 =130
zy=63.

37, 2%+ y2 =52
zy =24.

41.

43.

45.

34. 2%  y* =40
zy =12
36. 22 +y2 =44
3ry=4+4.
3. 22+ y*=1,16
Sry=2.

Lése arithmetisch folgende Gleichungen:

L2t yt=a

zy=b.
224 2y="T8
yr—azy="1.
2 4wy + 92 = 5T
2t — 2y + y: =43,
2—zy+y*=239
222 —3xy +2y? =43.
5 [2021]

40. 22 4 y? = 2q?
zy =a?.
2attary=5
Yy —zy=12,
44. 22+ xy + y>=2a
22— 2y + y* =2b,
46. x> + 52y +42="19
22+ 3zy +y2 =59,
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Summe der Quadrate und Summe oder Differenz der Unbekannten sind gegeben
Lose arithmetisch und graphisch folgende Gleichungen:

47, 2® + 2 = 250 48, 2> + > =90
rz—y =4. x4y =12,
49, 2® + 2 =136 50. =% + y>= 100
z+y =16. z—y =2.

Lése arithmetisch — gegebenenfalls durch Einfiihrung von HilfsgréBen - die
Gleichungen:

bl. 22+ y*=a 62. 22+ y*=a
z4y =b. z—y =b.
53. 22 + yt=a? b4. 22+ y2=a
z+y =2a. r—y =
86. z(x +2) +y(y +2)=183 86. z(z +4) +y(y—4) =
z+4+y =117. r—y =1.
67. z4+y=2>58 ‘ BS. x4+ y=100
Vz+Vy=10. Ve+1y=14.
9. Vz+2+Vy+1=4 60.Ver+2—Vy—1=1
r+y=>5. r+y=12.
6L (z+27 4 (y— 22 =13 62. (z — a)? + (y — b)* = a* + 2
r—y=—3. z+y=0.

Differenz der Quadrate und Summe oder Differenz
der Unbekannten sind gegeben

Bestimme graphisch und arithmetisch die Wurzeln der Gleichungen:

63. 22 —y2=17 64, 2% — y>=24
z—y =1, x4y =6.
65, 22 — y>=5 66. 22 — y2 =20
T—y =4. y—zx =1,
Arithmetisch ~ gegebenenfalls durch Einfiihrung von HilfsgréBen - sind zu
losen:
67. 22 — y?=aqa 68. 22 — y:=a
z—y =b. z+y =b.
69. z¥ — y*=a? 90. 22 — y2>=a? — b

zT—y =a. x4y =a—b.
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Y1, (x + 2)> — y* =56
z+y=2.
BV +Vy=12

x—y="12.

Vermischte Beispicle

R(x—12—(y+32=3
z—y=1,
M. Vz—Vy=1

r—y=25,

Lose arithmetisch und graphisch folgende Gleichungen:

75. 2% + 42 =25
xz__yz__: .
W2t — 2 =40
zy =21,
79. 22— y* =5
zy=6.
81. 2% 4 y* =40
x=3y.
83. zy =54
3x=2y.
85. 42 — 3y =24
zy =96.
87. 2% + y*> = 100
z:y=23:4.
89, z:y=9:4
z:12=12:y.
9.z +y=10
2y =2(y +6).

76. 2* 4+ y2 =50
72— y? =--48.
8. 2 — y2 =28
zy =48,
80. 22 — 42 =19
zy =—90,
82. z-y=12
2z 43y =18.
84, a2 4 y2 =50
92 4+ Ty ="10.
86. 3z — 2y =11
224+ yi="T4,
88. 22 — y® =640
riy="T:3.
90. z:y=3:5
z:6=12:y.
R.2z—2y+y+8=0
z+y=10.

Lose arithmetisch die folgenden Gleichungen:

93.222 —3y2=24
2z =3y.
95. 322 —Ty? =84
3z +4+Ty =42.
97. 22 + zu + y* = 343
22—y =21.

99, 2t + 22y — Yt =T(x — y)

22—y =5.
5

M. z(x+ y)=25
2z + 3y =10.
96. 522 +y =3xy
2z —y=0.
98, 22 — 2y +yt =5
22 ~3y=0.
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100. 22 — 52y 4+ y* 4+ 102 4+ 12y =100

22 —3y=1.

102. 22 + y* =130

v _g,

T—y

8 3

5 2

z+1 y-—1°
106. 22 +y=9*+x — 18

z:y=2:3.
108. z-y=a

z_

P .

110, 22—3xy+ y*=-31
222 — 3zy + 2y =43.

112. 522 — 6y +5y* =29
Ta? — 8xy + Ty*=43.

101 7(z +5)* — 9(y +4)> =118

z—y=1.
103. Bz — y) By — 2) =36
z+y_é_
z—y 2°
10 9
105.m+;—1-=5
2 4
z—1 y°
107. 2y 472 =6(22 4 y)
r:y=2:3.
109. 22 + % = a?
z_m
Yy w

1l 224+ 3> —5(x +y) =8
2t 4y —3(x +y) =28.

113. 322 + 11zy + 3y = 207
222 — 3zy +2y2 =14,

114. 23 + 3 =422 — Fzy + 42 =13(z + y).

115. 2 +2y+y =5

2ty +y="1.
117. (22 + ) (x+y)=a
zy(x+y)=>b.

Die allgemeine Gleichung 2. Grades

116. z+4+zy+y =11

2?42ty 4 y? =49,

118. z +y=a(l +zy)

T—y=0b(—u2ay).

119. Beseitige aus der allgemeinen Gleichung 2. Grades
aa? +bxy+cy*+dr4ey+f=0
den Faktor a. Wann ist das nicht méglich?

120. Beseifige aus der Gleichung 2. Grades

2tary+byt4cr+dy+e=0

das Glied azy durch eine Substitution:

z=1'cosa — y'sina,
y = x'sina + ¥’ cosa.

Welche geometrische Bedeutung hat diese Substitution? (Berechne a aus

tg2ua.)
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121. Beseitige aus der Gleichung 2. Grades
2+ay+br+cy+d=0
die linearen Glieder durch eine Substitution:
z=2+m,
y=y +n.
Wann ist das nicht moglich?

—
2
™

. Diskutiere die geometrische Bedeutung der Gleichung
22 +ay*=>b.
123. Diskutiere die geometrische Bedeutung der Gleichungen
22+az+by+c=0,
y¥2+ar+by+c=0.
124. Gib zusammenfassend an, welche geometrischen Gebilde durch die Gleichung
ax? +bzxy+cy*+dx+tey+f=0
dargestellt werden konnen.

125. a) Wieviel wesentliche Konstanten kommen in der allgemeinen Gleichung
2.Grades vor? b) Gib den Groflen z und y der Reihe nach verschiedene
Werte, um die Groen a bis e zu bestimmen. ¢) Wieviel solcher Wertepaare
sind notwendig und hinreichend, um die Konstanten a bis e zu bestimmen?

126. Bestimme die Gleichung des Kegelschnitts, der durch folgende 5 Punkte geht;
a) (0; 1), (2; 4,2), (5; 8), (8; —2,2), (10; 1),

b) (—4; 2), (—3;6), (0; —3), (5; 2), (2; —4),
¢) (=3; =2), (=1; =3), (0; =5), (2;3), (5; 0).
Schnitt zweier Kegelschnitte in allgemeiner Lage
127. Der Kegelschnitt
1422 +4xy +5y*+26x— 5y — 102 =0
liegt in Fig.8 gezeichnet vor. a) Priife durch Berechnung méglichst vieler
Punkte die Genauigkeit der Zeichnung!). b) Untersuche auf Grund der in

Aufgabe 120 bis 124 hergeleiteten Kriterien die Gestalt und Lage des Kegel-
schnitts genauer. — ¢) Der Kegelschnitt

522+ 14wy —10y2— 172450y —40=0
) Bw 13t lehrreich, in Fig, 8 einize optische Tauschungen zu beohachten: die Kurven erscheinen bei langerer

Betrachtung an manchen Stellen gehuickt, an auderen beulig; betrachtet man die kigur von der beite, so
erscueiuen andere ,,Kehier*,
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ist ebenfalls in Fig.8 gezeichnet. d) Priife auch bei dieser Kurve die Genauig-
keit der Zeichnung. ¢) Untersuche Gestalt und Lage der Kurve. f) Lies die
Koordinaten der Schnittpunkte beider Kegelschnitte aus der Figur ab. - Es

1

T

Fig. 8

zeigt sich,daB 2 der Schnittpunkte ganzzahlige Koordinaten haben. g) Be-
rechne auf Grund dieser Tatsache die Koordinaten der anderen Schnittpunkte
genauer. (Andeutung: Gleichung 4. Grades, von der 2 Wurzeln bekannt sind.)

128. a) Zeichne die Kegelschnitte 2y —2y =16,
22— 2xy—2x+4y+24=0.
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b) Bestimme aus den beiden Koordinaten der beiden reellen Schnittpunkte
die imaginiren Losungspaare des vorgelegten Gleichungssystems (nach der
bei Aufgabe 127g gemachten Andeutung).

Lése geometrisch und soweit moglich arithmetisch folgende Gleichungen:

129. 22 + 42 —4x 42y 4+1=0 130 22 + 92 + 22+ 2y =15
Tz+2zy+4y—20=0. 3z +zy+3y=9.
131. zy=1 132. 2 —x+4y+2=0
24y +52+5y+6=0. @+ y2—T2z4+2y4+10=0.
133. 222 —dzx+1=y
24+ y2—22—5y+4=0.
134. 22 — 2z + 2 — 2y =9} 135. 22 + 42+ 32 +3y =14
zy=1. r4+2y+y=>5.

Schnitt zweier Kegelschnitte in besonderer Lage

136. Eine Ellipse mit den Halbachsen a=15cm, b=10c¢m wird von einer
Parabel geschnitten, deren Brennpunkt und Scheitel auf derselben Hilfte
der groBen Ellipsenachse liegen, und zwar der Brennpunkt -um 9 cm, der
Scheitel um 13 cm vom Mittelpunkt der Ellipse entfernt. Wo liegen die
Schnittpunkte der beiden Kurven?

137. Dieselbe Ellipse wie in Aufgabe 136 wird von einer gleichseitigen Hyperbel
geschnitten, deren Halbachse 12 cm lang ist und deren Asymptoten mit den
Achsen der Ellipse zusammenfallen. Wo schneiden sich die beiden Kurven?

138. Dieselbe Ellipse wie in Aufgabe 136 wird von einer gleichseitigen Hyperbel
geschnitten, deren Halbachse 3 cm lang ist und deren Asymptoten die Sym-
metrielinien des durch 2 Ellipsenhalbachsen bestimmten Rechtecks sind. Wo
liegen die Schnittpunkte der Kurven?

139. Der Mittelpunkt einer Ellipse, deren Halbachsen a =10 em, =17 cm sind,
ist Brennpunkt einer Parabel, deren Scheitel mit einem Nebenscheitel der
Ellipse zusammenfillt. Die Schnittpunkte der beiden Kurven sind zu be-
stimmen.

140. Die Halbachsen einer Hyperbel sind a=7 cm, =8 em. Der Mittelpunkt
der Hyperbel ist Brennpunkt einer Parabel, deren Scheitel mit einem Scheitel
der Hyperbel zusammentillt. Wo schneiden sich die beiden Kurven?

141. Die Halbachsen einer Hyperbel sind a =6 cm, =15 cm; ihre Achsen fallen
mit den Asymptoten einer gleichseitigen Hyperbel von a,=20 cm Halb-
achsenlénge zusammen. Wo liegen die Schnittpunkte der beiden Kurven?
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142.

143.

144.

145.

147.

148.

Zwei kongruente, nach entgegengesetzten Seiten gedffnete Parabeln, deren
Parameter 9 em betriigt, sind derart iibereinandergeschoben, daB ihre Leit-
linien einen Abstand von 5 cm, ihre Achsen einen solchen von 3 cm haben
Wo schneiden sich die beiden Parabeln?

Zwei konzentrische Ellipsen sind derart gegeneinander gedreht, daB ihre
grofen Achsen aufeinander senkrecht stehen. Die Halbachsen der einen sind
40 cm und 25 em, die der anderen 52 cm und 26 cm lang. Wo liegen die
Schnittpunkte der beiden Ellipsen?

Zwei kongruente Ellipsen, bei denen die groBe Achse doppelt so lang ist wie
die kleine, sind so gelegen, daBl die kleine Achse der einen Ellipse sich mit
einer groBen Halbachse der anderen Ellipse deckt. Wo schneiden sich die
beiden Ellipsen?

Quadratische Gleichungen mit mehr als 2 Unbekannten

Lése arithmetisch folgende Gleichungen:

r(x+y+2)=—15 146. x(x +y +2)=a

y(x+y+2)=10 yx4+y+2)=>b

z(z +y +2)=30. z(x 4y +2z) =c.
2z —4y+2=0
+y—42z=0

(z+1)(+1)=(y—1)(y +6).

Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

149. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht {ibernommen.

160. yz =a, zz2=>, ry=c.

151. Aufgabe aus friiheren Auflagen nicht iibernommen.

162. 2 +y =bu 153. 2 4+ y =2u 154. z:y=y:2
z —y =2u 22 +y?=>5u z 4y +2z2=19
23 4 y® = 185u. 28 4 g% = Tul, 22 4 y* + 22 =133.

166. v +y =17 156. x +y =12 157, Ty =uv
u+v =3 u +v =4 z+4+y=16
z+ut=8 2t 4 ut =34 u+4v=14
y+ =4 ¥t + o2 =50, Z §=4.

158. =2y=24 159. 2+ y=16 160. 2% + 2 =17

uv==~6 w4+ v=12 u? 4+ =13

x+u=14 zy +vv=095 zy +uv=10

y+v=4». zu + yv = 100. zu + yv=14.
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§13. Anwendungen der quadratischen Gleichungen
mit mehreren Unbekannten

Yoriibungen und Aufgaben aus der Arithmetik
1. Das Produkt zweier Zahlen, die sich wie 3:4 verhalten, ist 588; wie heillen
die Zahlen?

2. Zwei Zahlen verhalten sich wie 4:7; die Summe ihrer Quadrate ist 585.
Welche Zahlen sind es?

3. Die Quadrate zweier Zahlen, die sich wie 2:5 verhalten, unterscheiden sich
um 1029. Wie heilen die Zahlen?

4. Zwei Zahlen verhalten sich wie 5:11; das Quadrat der ersten ist um 90 kleiner
als das 15fache der zweiten. Wie heillen die Zahlen?

5. Die Summe zweier Zahlen ist 90, ihr Produkt 2016. Wie heiBen sie?

6. Die Zahl 84 ist in 2 Teile zu zerlegen, deren Produkt 1728 betrigt.

7. Die Zahl 864 ist in 2 Faktoren zu zerlegen, deren Summe gleich 60 ist.

8. Das arithmetische Mittel zweier Zahlen ist 25, ihr geometrisches Mittel 15.
Wie heiflen die Zahlen?

9. Die mittlere Proportionale zweier Zahlen, die sich um 21 unterscheiden,
ist 14. Welche Zahlen sind es?

10. Vermehrt man das Produkt zweier Zahlen um die erste, so erhilt man 300,
vermehrt man es dagegen um die zweite, so erhilt man 304. Wie heilen die
beiden Zahlen?

11. Das Produkt zweier Zahlen ist um 91 gréBer als das 10fache der ersten Zahl
und um 51 groBer als das 10fache der zweiten Zahl. Wie heilen die Zahlen?

12. Die Zahl 100 ist so in 2 Teile zu zerlegen, dall die Summe der Quadrate dieser
Teile 5882 betrigt.

13. Die Differenz zweier Zahlen betriigt 8, die Summe ihrer Quadrate 2210. Wie
heilen sie?

14. Die Zahl 100 ist so in 2 Teile zu zerlegen, dafl das Quadrat des 1.Teils um 10
kleiner ist als das 7fache des 2.Teils.

15. Die Summe zweier Zahlen und die Summe ihrer Quadrate betragen zusammen
686, die Differenz der Zahlen und die Ditferenz ihrer Quadrate zusammen 74,
Wie heiflen die Zahlen?

16. Die Summe der Quadrate zweier Zahlen betrigt 370. Wire die erste Zahl

um 1, die zweite um 3 groBer, so wiire die Summe der Quadrate gleich 500.
Wie heilen die Zahlen?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

4.

25.

26.

217.

28.

Die Summe und das Produkt zweier Zahlen betragen zusammen 1063; das
Produkt der Zahlen ist um 1099 kleiner als die Summe ihrer Quadrate.
Welche Zahlen sind es?

In einer zweiziffrigen Zahl ist die Quersumme um 29 kleiner als das Produkt
der Ziffern und um 72 kleiner als die Summe der Quadrate der Ziffern, Wie
heilit die Zahl?

Eine zweiziffrige Zahl ist 3mal so groB3 wie das Produkt ihrer Ziffern; stellt
man die Ziffern der Zahl um, so erhilt man eine Zahl, die sich zur urspriing-
lichen wie 7:4 verhilt. Wie heillt die Zahl?

Stellt man die Ziffern einer zweiziffrigen Zahl um, so ist die neue Zahl um 18
kleiner als die urspriingliche ; multipliziert man beide Zahlen miteinander, so
erhiilt man 1008. Wie heift die Zahl?

Dividiert man eine zweiziffrige Zahl durch das Produkt ihrer Ziffern, so er-
hilt man 5 als Quotienten und 2 als Rest. Stellt man die Ziffern der Zahl
um und fithrt dann dieselbe Division aus, so erhélt man 2 als Quotienten
und 5 als Rest. Wie heil3t die Zahl?

Eine zweiziffrige Zahl ist um 4 groBer als die Summe der Quadrate ihrer
Ziffern. Schreibt man die Ziffern in umgekehrter Reihenfolge, so ist die neue
Zahl um 6 kleiner als die Summe der Quadrate ihrer Ziffern. Wie heiit die
Zahl?

Welche zweiziffrige Zahl ist um 4 kleiner als die Summe der Quadrate ihrer
Ziffern und um 5 groBer als das doppelte Produkt der Ziffern?

Vermehrt man den Zihler eines Bruches um 6 und vermindert den Nenner
um 2, so ist der neue Bruch doppelt so groB wie der urspriingliche. Wenn
man den Ziihler um 3 vermehrt und den Nenner um 3 vermindert, so geht
der Bruch in seinen Kehrwert iiber. Welcher Bruch ist es?

Zwei Zahlen unterscheiden sich um 7, ihre Kuben um 8071. Wie heilen die
Zahlen?

Die Summe zweier Zahlen ist 50; vermehrt man die erste um 3 und ver-
mindert die zweite um 3, so betragen die Kuben der neuen Zahlen zusammen
35000. Wie heiflen die Zahlen?

Die Zahl 16120 ist so in 2 Teile zu zerlegen, daB die Summe der Kubik-
wurzeln dieser Teile gleich 40 ist.

Die Summe zweier Zahlen ist um 76 groBer als ihr geometrisches Mittel. Die
Quadratwurzel aus der einen Zahl ist um 6 groBer als die Quadratwurzel aus
der anderen. Welche Zahlen sind es?
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29.

30.

Multipliziert man die Summe zweier Zahlen mit der Differenz ihrer Quadrate,
so erhilt man 1296; multipliziert man dagegen die Differenz der Zahlen mit
der Summe ihrer Quadrate, so erhilt man 680. Wie heillen die Zahlen?

Drei Zahlen geben paarweise miteinander multipliziert die Produkte 84, 120,

. 280. Welche Zahlen sind es?

31.

82.

8.

34.

35.

86.

387.

38.

39.

40.

Multipliziert man die Summe dreier Zahlen mit je einer von ihnen, so erhilt
man die Produkte 240, 270, 390. Wie heiflen die Zahlen?

Dividiert man 3 Zahlen, deren Summe 100 ist, der Reihe nach mit 3, 4, 5,
s0 ist die Summe der erhaltenen Quotienten gleich 25. Das Produkt der bei-
den letzten Zahlen ist 24 mal so gro wie das Quadrat der ersten. Welche
Zahlen sind es?

Schreibt man die Ziffern einer dreiziffrigen Zahl in umgekehrter Folge, so er-
scheint eine um 198 kleinere Zahl. Die Summe der Ziffern ist 12, die Summe
ihrer Quadrate 74. a) Wie heift die urspriingliche Zahl? b) Was wiirde sich
an der Losung éndern, wenn im ersten Satze das Wort ,kleinere* durch
,»groBere* ersetzt wiirde? (Nicht rechnen, nur iiberlegen!)

In einer stetigen Propartion z:y = y:z ist die Summe der 3 Glieder 39, die
Summe ihrer Quadrate 741. Wie heift die Proportion?

Multipliziert man von 3 Zahlen die Summe je zweier mit der dritten, so er-
hilt man der Reihe nach 810, 680, 572. Wie heilen die 3 Zahlen?

Von 3 Zahlen ist folgendes bekannt: Subtrahiert man von dem Quadrat je
einer von ihnen das Quadrat der Differenz der beiden anderen, so erhilt man
der Reihe nach 3, 5, 15. Welche Zahlen sind es?

Vier Zahlen geben zu je 3 miteinander multipliziert die Produkte 120, 150,
240, 400. Wie heiBlen die Zahlen?

In einer Proportion ist die Summe der duBeren Glieder gleich 24, die Summe
der inneren gleich 16; die Summe der beiden ersten Glieder ist 3mal so gro8
wie die Summe der beiden letzten. Wie lautet die Proportion?

Vier Zahlen bilden eine Proportion. Die Summe des 1. und 4.Gliedes ist
gleich 22, die Summe des 2. und 3. gleich 13; die Summe der Quadrate der
4 Zahlen ist gleich 493. Wie heiflen die 4 Zahlen?

Aufgaben aus der Planimetrie

In einem Kreise von 13 em Radius soll durch einen 5 cm vom Mittelpunkt
entfernten Punkt eine Sehne von 25 cm Linge gezogen werden. Wie lang sind
ihre Abschnitte?
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41. In einem Kreise von 20 cm Radius ist eine Sehne von 24 em Liinge gezogen.
Welchen Abstand vom Mittelpunkt hat der Schnittpunkt der Geraden, die
den Kreis in den Endpunkten jener Sehne beriihren?

42. Durch 2 konzentrische Kreise von den Radien r=25 em, p=17 em soll
eine Sehne so gelegt werden, dal das in den inneren Kreis fallende Stiick
2 Fiinftel der ganzen Sehnenlinge ausmacht. Wie lang ist die Sehne, und wie
grof ist ihr Abstand vom Mittelpunkt?

43. AuBerhalb eines Kreises von 21 cm Radius liegt ein Punkt, der um 29 cm
vom Mittelpunkt absteht. Von ihm soll nach dem Kreise eine Sekante ge-
zogen werden, deren innerer Abschnitt 9 cm betriigt. Wie lang ist die Sekante?

9‘. Der Umfang eines Rechiecks betriigt 82 cm, die Diagonale 29 cm. Wie lang
sind die Seiten?

45. Die Diagonale eines Rechtecks, dessen Fliche 120 m? betriigt, hat eine Linge
von 17 m. Wie lang sind die Seiten?

46. Die Diagonale eines Rechtecks ist 85 m lang. VergroBert man jede Seite um

2m, so betrigt der Inhalt des neuen Rechtecks 230 m* mehr als der des
fritheren. Wie lang sind die Seiten?

47. Die Fliche eines Rechtecks betrigt 168 m?, der Umfang 62 m. Wie lang sind
die Seiten?

48. Ein Rechteck mit den Seiten 5 cm und 7 em soll in ein anderes verwandelt
werden, dessen Umfang 3mal so grof ist. Wie lang sind die Seiten des neuen
Rechtecks?

49. Die Diagonale eines Rechtecks ist 89 m lang. Wiire jede Seite des Rechtecks
3 m kiirzer, so wire die Diagonale des neuen Rechtecks 4 m kiirzer als die
des alten. Wie lang sind die Seiten?

§0. Die Diagonale eines Rechtecks ist 65 m lang. Wiire die kleinere Seite 17 m
kiirzer, die groBere 7 m linger, so wire die Diagonale des neuen Rechtecks
wicder 65 m lang. Wie lang sind die Seiten?

51. Die Fliche eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse 41 m lang ist,
betriigt 180 m2. Wie lang sind die Katheten?

% In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse 30 em lang, die Hohe
12 cm, Wie lang sind die Hypotenusenabschnitte?

53. Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks hat die Liinge a; die 3 Drei-
ecksseiten bilden eine stetige geometrische Proportion. Wie lang sind die
Hypotenusenabschnitte, und durch welche Konstruktion werden sie bestimmt?

54. In einem Dreieck ist eine Seite 39 m, die Summe der beiden anderen 66 m
lang. Wie lang sind diese beiden Seiten, wenn der von ihnen eingeschlossene
Winkel 60° mifit?
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55. Auf 2 sich unter 60° schneidenden Geraden liegen die Punkte A und B
31 m voneinander entfernt. Schiebt man den Punkt A 20 m weiter nach dem
Schnittpunkt der Geraden hin, so betréigt die Entfernung zwischen A und B
nur noch 21 m. Wie weit sind A und B vom Schnittpunkt entfernt?

56. Aufgabe aus frilheren Auflagen nicht iibernommen.

67. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

Aufgaben aus der Stercometrie

é@{ Von den 3 in einer Ecke zusammenstoBenden Kanten eines Quaders, dessen
Gesamtoberfliche 568 cm? betrigt, ist die erste um 4 cm langer als die zweite
und um 4 cm kiirzer als die dritte. Wie lang sind die Kanten?

% Die 3 in einer Ecke zusammenstoenden Kanten eines Quaders verhalten
sich wie 3:4:12. Die Raumidiagonale miit 91 em. Wie lang sind die Kanten?

60. Der Inhalt eines Quaders betrigt 595140 m3. Aus den 3 in einer Ecke
zusammenstoBenden Kanten lif3t sich ein rechtwinkliges Dreicck von 2730 m?
Flicheninhalt zusammensetzen. Wie lang sind die Kanten des Quaders?

61. Ein Quader hat eine Hohe von 12 ecm, eine Raumdiagonale von 13 cm und
einen Inhalt von 144 cm3. Wie lang sind die Grundkanten?

62. Die Gesamtoberfliche eines Quaders betriigt 552 cm?, seine Raumdiagonale
17 cm. Die Summe der 1. und der 2. Kante ist um 13 em groBler als die 3. Kante.
Wie lang sind die Kanten?

88. Der Achsenschnitt eines Zylinders ist ein Rechteck von 26 cm Umfang, die
Oberfliche betrigt 44 7 cm?. Wie groB ist der Rauminhalt?

64. Der Achsenschnitt eines geraden Zylinders, dessen Mantel 220 cm? miBt, hat
einen Umfang von 34 cm. Wie groB sind Hohe und Grundkreisradius des
Zylinders')?

65. Einer Kugel von 25 m Radius soll ein Zylinder eingeschrieben werden, dessen
Mantel 2112 m? betriigt. Wie groB sind Hohe und Grundkreisradius des
Zylinders!)?

66. Einer Kugel von 29 m Radius ist ein Zylinder eingeschrieben, dessen Achsen-
schnitt 164 m Umfang hat. Wie groB sind Hohe und Grundkreisradius? (Wie
wiirde diese Aufgabe in planimetrischer Fassung lauten?)

67. Um einen Zylinder von 9680 cm? Gesamtoberfliche 1a8t sich eine Kugel von
50 cm Radius beschreiben. Wie grol sind Hohe und Grundkreisradius des
Zylinders*)?

1) Fiir = ist hier der Niherungswert 3% zu nehmen.
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68.

69.

70.

71.

72.

3.

4.

76.

7.

8.

79.

80.

81.

82.

In einem geraden Kegel von 3607 cm? Oberfliche verhilt sich der Durch-
messer des Grundkreises zur Seitenlinie wie 10:13. Wie lang sind diese beiden?

Die Seitenlinie eines geraden Kegels ist um 3 em gréBer als der Durchmesser
der Grundfliche; die Oberfliche betrigt 36 z em2. Wie groB sind Mantel und
Rauminhalt?

Die Hohe eines geraden Kegels betrigt 12 cm, der Mantel 1357 cm2. Wie
groB sind Oberfliche und Rauminhalt?

Ein gerader Kegel von 4 cm Hohe hat eine Gesamtoberfliche von 247 cm?2,
Wie groB sind Grundkreisradius und Seitenlinie?

Ein gerader Kegel hat eine Gesamtoberfliiche von 96 z m2 und einen Achsen-
schnitt von 48 m? Flicheninhalt. Wie groB sind Hohe, Grundkreisradius und
Seitenlinie?

In einem geraden Kegelstumpf von 360 7 cm? Oberfliche und 10 cm Seiten-
linie verhalten sich die Grundkreisradien wie 2:1. Wie lang sind sie?

In einem geraden Kegelstumpf von 10 cm Héhe und 390 7z em® Rauminhalt
verhalten sich die Grundkreisradien wie 1:3. Wie lang sind sie?

. Die Summe der Grundkreisradien eines Kegelstumpfes von 21 em Héhe und

2926 m3 Volumen betrigt 13 cm. Wie lang sind diese Radien?)?

In einem geraden Kegelstumpf von- 5 cm Héhe und 140 # em® Rauminhalt
unterscheiden sich die Grundkreisradien um 6 cm. Wie lang sind sie?

Ein Kegelstumpf hat eine Hohe von 12m und ein Volumen von 616 m3.
Wie lang sind seine Grundkreisradien, wenn deren Produkt 15 m? betrigt!)?

Ein gerader Kegelstumpf von 12 cm Hohe und 13 cm Seitenlinie hat 5327 ¢m3
Rauminhalt. Wie lang sind die Grundkreisradien?

Einer Halbkugel von 3 cm Radius soll (nach Fig.9) ein gerader Kegelstumpf
von 81z cm3 Volumen umschrieben werden. Wie lang sind die
Grundkreisradien des Stumpfes? (Zeige zuniichst geometrisch,

dal} die Seitenlinie gleich dem lingeren Grundkreisradius ist!) &l

Wie lang sind die Grundkreisradien eines geraden Kegelstump-
fes, der einer Kugel vom Radius 7 umschrieben ist und ein Fig. 9
anderthalbmal so groBes Volumen besitzt wie diese?

Ein gerader Kegelstumpf, der einer Kugel von 6 cm Radius umschrieben ist,
hat einen Inhalt von 1672 cm3. Wie groB sind Hohe, Grundkreisradien und
Mantel?)?

Ein gerader Kegelstumpf von 6 cm Hohe hat 1827 em® Rauminhalt und
100 # cm? Mantelfliche. Wie lang sind die Grundkreisradien?

1) Fiir # 18t hier der Nidherungswert 3%- zu nehmen.
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83. Die Summe der Grundflichen eines geraden Kegelstumpfes von 3 m Héhe
betrigt 80z m?, der Mantel 60z m?. Wie lang sind die Grundkreisradien?

84. Ein gerader Kegelstumnpf, dessen Achsenschnitt einem Kreise von 157 m?
Fliche umschrieben ist, hat dieselbe Héhe und dasselbe Volumen wie ein
Kegel, dessen Grundkreisradius 7 m lang ist. Wie grof sind Grundkreisradien
und Héhe des Kegelstumpfes?

85. Eine Kugelhaube, deren Grundkreis um 16 em vom Kugelmittelpunkt ab-
steht, miBt 20,020 cm®. Wie lang ist der Kugelradius und wie gro8 die
Hohe der Haube!)?

86. Ein Kugelsektor hat 72 = m3, das zugehdrige Kugelsegment 45 z m® Raum.
inhalt. Wie lang ist der Radius und wie grofl die Hohe des Segments?

87. Eine Kugelschicht von 98 n cm? Gesamtoberfliche liegt zwischen zwei gleich
groBen Kugelkreisen, deren Ebenen 8 cm voneinander entfernt sind. Zu be-
rechnen sind der Kugelradius, der Radius eines Begrenzungskreises, der
Rauminhalt der Schicht und die Fliche der zugehérigen Zone.

88. Wie lang sind die beiden Radien einer Kugelschale, die bei einer Dicke von
3 cm ein Volumen von 792 cm besitzt?!)?

89. Ein Kegel, der eine Hohe von 4 cm und einen Grundkreisradius von 13 cm
hat, soll in eine Kugelschale von 1 em Wandstéirke verwandelt werden. Wie
lang sind deren Radien?

90. Der Metallwert einer silbernen Kugelschale von 5 cm Dicke betriagt 9405 RM.
Wie lang sind ihre Radien, wenn die Wichte des Silbers zu 10,5 g/cm?, der
Wert von 1kg Silber zu 90 RM angenommen wird?

Aufgaben aus der Physik

91. Zwei an einem Punkt angreifende Krifte, die senkrecht zueinander wirken,
verhalten sich wie 2:5; ihre Resultante ist 37,7. Wie groB sind die Krifte?

92. Wie graB sind die Wichten zweier Korper, wenn a kg des ersten und b kg des
zweiten eine Verbindung von der Wichte p, c kg des ersten und d kg des
zweiten eine Verbindung von der Wichte ¢ ergeben?

93. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht ibernommen.

94. Zwei unelastische Kugeln, von denen die eine 12 kg, die andere 8 kg wiegt,
stoBen in genau entgegengesetzter Richtung aufeinander. Bei dem Stof er-
leiden sie einen Energieverlust von 13,5 mkg?). Nach dem Stol bewegen sie

1) Filr = ist hier der Naherungswert 8% zu nehmen,
) Die Fallbeschleunigung ¢ 18t abgerundet gleich 10 m/s* zu setzen.
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95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

sich mit 3 m/s Geschwindigkeit in derselhen Richtung wie anfiinglich die
erste Kugel. Wie grol waren die Geschwindigkeiten der beiden Kugeln vor
dem StoB?

Zwei Driihte setzen bei Hintereinanderschaltung dem elektrischen Strom einen
Widerstand von 5 Ohm, bei Nebeneinanderschaltung einen Widerstand von
1,2 Ohm entgegen. Wie gro8 sind die Widerstinde der einzelnen Dribte?

Zwei Drithte, deren Widerstéinde sich um 1 Ohm unterscheiden, geben bei
Parallelschaltung einen Gesamtwiderstand von 0,375 Ohm. Wie gro8 sind die
Einzelwiderstinde?

Ein Strom von 45Volt Spannung flieBt durch 2 Driihte; die Stromstirke be-
triigt bei Hintereinanderschaltung der Drithte 3 Ampere, bei Nebeneinander-
schaltung 2} Ampere. Wie groB ist der Widerstand jedes Drahtes?

Der Widerstand dreier Driihte betrigt bei Hintereinanderschaltung 168 Ohm,
bei Nebeneinanderschaltung 12 Ohm. Die beiden ersten Drihte geben bei
Nebeneinanderschaltung einen doppelt so groBen Widerstand wie der dritte
Draht allein. Wie groB ist der Widerstand jedes einzelnen Drahtes?

Ein Hohlspiegel von 15 cm Brennweite entwirft von einem auf seiner Achse
gelegenen leuchtenden Punkt ein Bild, das von diesem in der Richtung nach
dem Spiegel zu um 72 cm entfernt ist. Wie groB sind Gegenstandsweite und
Bildweite?

Auf der Achse einer Linse von 24 cm Brennweite liegt ein leuchtender
Punkt; das durch die Linse entworfene Bild dieses Punktes ist von ihm
150 cm entfernt. Wie grol sind Gegenstandsweite und Bildweite?

Auf einen Hohlspiegel von 20 cm Brennweite fillt Licht von einem Punkt
der Achse. Riickt dieser Punkt dem Spiegel um 40 em niher, so entfernt
sich sein Bild um 5 cm vom Spiegel. Wie weit sind beide von diesem ent-
fernt?

Eine Linse von 36 cm Brennweite erzeugt von einem Gegenstande ein Bild,
das sich der Linse um 36 cm niihert, wenn sich der Gegenstand um 18 cm
von ihr entfernt. Wie groB sind Gegenstandsweite und Bildweite?

Zwei Linsen von 15 cm und 40 cm Brennweite haben dieselbe optische
Achse und einen Abstand von 20 ¢cm. Ein leuchtender Punkt ist von der
ersten Linse ebensoweit entfernt wie sein durch die beiden Linsen erzeugtes
Bild von der zweiten. Wie groB ist diese Entfernung?

Zwei Linsen von 24 cm und 12 cm Brennweite haben dieselbe optische
Achse und einen Abstand von 60 cm. Beide Linsen entwerfen von einem
vor der ersten Linse stehenden Gegenstand ein Bild, das von diesem 150 cm
entfernt ist. Man bestimme die Lage des Gegenstandes und des Bildes.
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105. In einem Abstande von 60 em vor einem Hohlspiegel von 24 cm Brennweite
steht eine Linse, deren optische Achse mit der des Hohlspiegels zusammen-
fillt. Von einem leuchtenden Punkte, der sich 30 cm vor dem Spiegel befindet,
wird durch diesen und die Linse zusammen ein Bild erzeugt, das dem Spiegel
um 10 em néher liegt als das Bild, welches von dem leuchtenden Punkte
durch die Linse allein erzeugt wird. Die Brennweite der Linse und die Lage
der beiden Bilder sind zu bestimmen.

VIERTES KAPITEL

Kombinatorik, Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Versicherungsrechnung

§ 14. Kombinatorik

Komplexionen

1. Eine Komplexion ist eine Zusammenstellung von Dingen; die die Kom-
plexionen bildenden Dinge heien Elemente. Bei den Komplexionen kommt es
auf die Elemente, ihre Zahl und ihre Anordnung an. Gib die Elemente an,
aus denen die Komplexion a) aceg, b) otto, c) 1234, d) + — +, e) a By abe,
1) a,, a, ... an besteht. Bilde Komplexionen aus den Elementen g) a, b, ¢, d,
h) z,y,2i) 1,0, 3, k) 4+, —. Bilde Komplexionen aus 1) 4, m) 6 Elementen.
Bilde Komplexionen n) aus den 3 Elementen 41, 0, —1, 0) aus den 5 Ele-
menten 4, B, C, D, E.

. Iis seien 3 Elemente a, b und ¢ gegeben. Gib alle Komplexionen an, die man
aus diesen Elementen bilden kann, und die aus a) 3 Elementen, b) 2 Ele-
menten, ¢) 1 Element bestehen. Dabei sind auch die Komplexionen mitzu-
rechnen, in die ein Element mehrfach eintritt. Komplexionen, die sich durch
die Reihenfolge der Elemente unterscheiden, sind verschieden.

¥

bod

Es seien die 4 Elemente q, b, ¢, d gegeben. a) Bilde alle Komplexionen dieser
Llemente, die aus 2 Elementen bestehen, wobei es auf die Reihenfolge nicht
ankommen soll, und wobei kein Element wiederholt vorkommen soll. b) Bilde
alle Komplexionen dieser Elemente, die aus 3 Elementen bestehen, wobei
Komplexionen mit verschiedener Reihenfolge als verschieden gezéihlt werden,
aber kein Element wiederholt vorkommen soll. ¢) Bilde alle Komplexionen
dieser Elemente, die aus 4 Elementen bestehen, wobei die Reihenfolge der
Elemente nicht beachtet werden soll, aber Wiederholungen der Elemente ge-
stattet sind.

6 [2021)
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Permutationen ohne Wiederholung

4. Unter den Permutationen ohne Wiederholung von n Elementen versteht man
die Komplexionen, die alle n Elemente enthalten, und die sich also nur durch
die Reihenfolge der Elemente unterscheiden. Stelle die verschiedenen Per-
mutationen a) fiir 2 Elemente a, b, b) fiir 3 Elemente a, b, ¢ und ¢) fiir
4 Elemente a, b, ¢, d dar, lexikographisch geordnet.

5. Wie oft lassen sich 2 voneinander verschiedene Elemente permutieren?

6. a) Auf wieviel Arten 1a8t sich bei den 3 voneinander verschiedenen Elementen
a, b, ¢ der 1. Platz besetzen? b) Wieviel Moglichkeiten gibt es dann noch
fiir die Besetzung des 2. und 3.Platzes hinter dem Anfangselement? ¢) Welche
Anzahl ergibt sich hiernach fiir 1ie Permutationen von 3 unteremander ver-
schiedenen Elementen?

7. a) In wieviel Abteilungen lassen sich die Permutationen von 4 Elementen
a, b, ¢, d je nach der Art der Besetzung des 1.Platzes teilen? b) Wieviel Per-
mutationen umfaBt jede dieser Abteilungen, da ja hinter dem Anfangselement
noch 3 Plitze mit 3 voneinander verschiedenen Elementen zu besetzen sind?

8. Gib an, wie man die Zahl der Permutationen a) von 5 Elementen aus denen
von 4 Elementen, b) von 6 Elementen aus denen von 7 Elementen erhélt.

9. Beweise die Formel
P.=n-P.,y,
wo P, die Zahl der Permutationen von » Elementen anzeigt.
10. Bestimmg den Wert von P, dadurch, daB du die Gleichungen
Py =nPp-y,
Pp1=(n— 1) Pp-s,
miteinander multiplizierst.
11, Beweise die Formel
P,=1.2.3.4...(n—1):n
dadurch, daB du ihre Richtigkeit fiir n =1 erweist, ihre Richtigkeit fiir » an-
nimmst und daraus ihre Richtigkeit fiir #» + 1 nachweist (Verfahren der voll-
stindigen Induktion).
Der Ausdruck n!
12. Es werde definiert:
n!=1.2.3.4..-(n—1)-n.
Berechne a) 2!, b) 3!, ¢) 4!, d) 5!, ¢) 6!, f) 7!,
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13. Gib den Ausdruck fir a) (n+1)!, b) (n—1)!, ¢) (n+3)!, d) (2n)},
e) (2n41)! an.

14. Welcher Art darf die Zahl n in dem Ausdruck =! sein?

15. Berechne den Ausdruck %' und leite daraus her, welchen Wert man zweck-

miBigerweise dem zunichst sinnlosen Werte 0! beilegt (Permanenzgesetz).

16. Gib die Produktdarstellung von a) 2(n!) und (22)!, b)?)"}(n!) und (;m)!,
¢) a(rn!) und (an)!, d) 2z — 2! und (2n — 2)!.
Von den folgenden Ausdriicken ist der Wert einmal fiir beliebiges », dann
auch fiir n =4 anzugeben:

17.) (n+ L), b S ©) nltn— 1.

18.2) n(n + 1)[(n — 1)1, b) f:@ﬁ”ﬁr 9 &7 (:L:-)”.'. wtn
oo ba gezi

20. a) (n—i'z)—,, b) E:J_rm: ) EZ if%

M) terne Wammitar O gmmt e
2.9 c—m—ar Datmoar 9 Gem e eEn

Permutationen mit Wiederholung

23. Bei den 6 Elementen a, b, ¢, d, e, f werde die Annahme gemacht, daBl e und f
einander gleich sind. Wieviel von den Permutationen fallen daun miteinander
zusammen und welche?

24. Unter den 6 Elementen a, b, ¢, d, e, f mogen die 3 Elemente d, e, f einander
gleich sein. Wieviel und welche Permutationen fallen jetzt miteinander zu-
sammen?

a) Unter n Elementen mogen p, die bisher voneinander verschieden waren,
einander gleich gesetzt werden. Wieviel Permutationen fallen dann miteinander
zusammen? b) Wodurch muBl man also die GréBe »! dividieren, um die Zahl
der Permutationen von n Elementen zu erhalten, unter denen p einander
gleich sind?

T
ot

26. Zeige, daB die Anzahl der Permutationen von n Elementen, unter denen 7., p
und ¢ gleiche vorkommen,

1) Fiir geradzahliges n.

o+
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27.
28.

29.

30.

Stelle die Permutationen der 3 Elemente a, a, b dar, unter denen 2 gleiche sind.

Stelle die Permutationen der 4 Elemente a) a, a, a, b, b) 0,4, b, ¢, ¢) a,a, b, b
dar.

Stelle die Permutationen der & Elemente a) a, a, a, b, b, b) @, a, a, b, ¢,
¢) a, a, b, b, ¢ dar.

Stelle die Permutationen der 6 Elemente a) a, a, a, a, b, ¢, b) a, a, a, b, b, ¢,
e)a,a,a,bcd d)a,abbcd e)a,ab,cd edar.

Gib die Anzahl der Permutationen fiir die Faktoren folgender Produkte an:

31. a) a®b®, b) a2b2c?, e) ab3cs.
32. a) a%b3¢3, b) miniph, ¢) 25 y5z5.
33. a) adbtcdds, b) abdcdd?, c) a2b4ctds.
34. a) ab>c3died, b) a*b>c?d?e3, c) adb3c3ded.
36. a) a™"1b, b) a™2b2, ¢) a™~8h3,
36. a) a™ 404, b) a®b™2, ¢) a?bm2,
Anwendungen
87. Berechne a) Py, b) Py, ¢) P;5. — Wieviel Nullen hat die Zahl d) P,,,,

38.

) Pyggo

Wieviel verschiedene a) 4stellige Zahlen kann man mit den Ziffern 1, 3, 5, 6,
b) 5stellige Zahlen mit den Ziffern 1, 3, 5, 7, 9 schreiben, wenn jede Ziffer
einmal und nur einmal vorkommen soll?

39. Auf wieviel verschiedene Weisen kann man a) 10, b) 15 Schiiler einer Klasse

40.

41.

1.

setzen?

Auf wieviel verschiedene Weisen lassen sich a) je 2 Pfennigstiicke, Fiinf-
pfennigstiicke, Zehnpfennigstiicke, Fiinfzigpfennigstiicke, b) 3 Fiinf- und
6 Zehnpfennigstiicke in eine Reihe legen?

Eine Gesellschaft besteht aus 6 Paaren. Auf wieviel verschiedene Weisen kann
man sie setzen, wenn man die Paare stets zusammenlif3t?

Variationen ohne Wiederholung

Die aus jedesmal k Elementen bestehenden Komplexionen, die man aus
n Elementen (n > k) bilden kann, nennt man Variationen von n Elementen zur
kten Klasse, und zwar ohne Wiederholung, wenn kein Element mehr als einmal
vorkommt. Wie groB3 ist danach die Anzahl der Variationen von = Ele-
menten zur 1. Klasse?
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43.

44.

46.

47.

48.

49.

50.

b1.

52.

53.

Stelle die Variationen der 2. Klasse ohne Wiederholung zusammen von den
Elementen a) a, b, b) a, b, ¢, ¢) a,b,¢,d, d) a, b, ¢, d,e.

Stelle die Variationen der 3. Klasse ohne Wiederholung zusammen von den
Elementen a) a, b, ¢, b) a, b,¢,d, ¢) a, b, ¢, d,e.

. Stelle die Variationen der 4. Klasse ohne Wiederholung zusammen von den

Elementen a) a, b, ¢, d und b) die ersten 20 von den Elementen a, b, ¢, d, e.

a) Auf wieviel Arten laBt sich bei 7 Elementen, die zu je 2 ohne Wieder-
holung variiert werden sollen, der 1. Platz besetzen? b) Wieviel Besetzungs-
moglichkeiten bleiben dann noch fiir den 2. Platz? ¢) Wieviel Variationen
ohne Wiederholung zu je 2 gibt es demnach fiir 7 Elemente?

Wieviel Variationen 2. Klasse ohne Wiederholung gibt es a) fiir 3, b) fiir 8,
¢) fiir n Elemente?

Es sollen 7 Elemente zu je 3 ohne Wiederholungen variiert werden. a) Auf
wieviel Arten laft sich der 3. Platz besetzen? b) Wieviel Variationen zu je 3
ohne Wiederholungen gibt es demnach fiir 7 Elemente?

Wie groB ist die Anzahl der Variationen 3. Klasse ohne Wiederholung a) von 3,
b) von 8, ¢) von n Elementen?

Welche Anzahl ergibt sich durch Fortsetzung und Verallgemeinerung dieser
Betrachtung fiir die Variationen ohne Wiederholungen a) von 7 Elementen
zu je 4, b) von 7 Elementen zu je 6, ¢) von n Elementen zu je 4?

Beweise die Rekursionsformel
Vi=@m—k+ )P0,

wo V¥ die Variationen von n Llementen zur kten Klasse ohne Wieder-
holungen bezeichnet.

Beweise durch Multiplikation der fiir &, fiir k— 1, fiir £— 2 usw. gebildeten
Rekursionsformeln die Formel
VP =n@m—-1...a—k+1),
(k) __ n!
P =—ar
Beweise die soeben (Aufgabe 52) genannte Formel fiir die Anzahl der Varia-
tionen ohne Wiederholung durch vollstindige Induktion.

Wie oft lassen sich n Elemente zu je » ohne Wiederholungen variieren? Wie
kann man diesen Sonderfall des Variierens mit einem einzigen Worte be-
zeichnen?



82 Viertes Kapitel: Kombinatorik, Wahrscheinlichkeit h Versicherungsrech

Variationen mit Wiederholung

65. Stelle die Variationen 2. Klasse mit Wiederholung dar von a) a, b, b) a, b, c,
c)a,b,cd d)ya,b,cd,e

56. Stelle die Variationen 3.Klasse dar mit Wiederholung von a) a, b, b) a, b, c,
¢c) a, b, c,d.

67. Gib die Variationen der 4.Klasse von den Elementen a) a, b, b) a, b, ¢ an.

68. Es seien n Elemente zu je k£ mit Wiederholungen zu variieren. a) Auf wieviel
Arten liBt sich der 1.Platz besetzen, b) auf wieviel Arten der 2., ¢) auf wie-
viel der 3., d) auf wieviel der pte Platz?

59. Welche Anzahl ergibt sich hieraus fiir die Variationen mit Wiederholungen
von n Elementen zu je 2, welche fiir die zu je 3, welche fiir die.zu je 5%

60. Beweise die Rekursionsformel
Vwl =n.Vwl=?,
wo Vu® die Variationen von n Elementen zur kten Klasse mit Wiederholungen
bezeichnet.
61. Beweise durch Multiplikation der fiir &, fiir £—1, fiir ¥ —2 usw. gebildeten
Rekursionsformeln die Formel
Vw = n*
62. Gib an, welche Voraussetzungen iiber die Zahlen » und % zu machen sind

a) fiir die Variationen von n Elementen zur kten Klasse ohne Wiederholung,
b) fiir die Variationen von n Elementen zur kten Klasse mit Wiederholung.

Anwendungen
63. Berechne a) V{, b) V2, ¢) V9.
64. Berechne a) V®, b) V;n-l), ¢) Vi,
65. Berechne &) Vul®, b) Vu®, ¢) Vud.
66. Berechne a) Va'®, b) Vuw(*=D, ¢) Vulm,

67. Wieviel verschiedene Variationen 5. Klasse mit Wiederholung gibt es von den
Zahlen 2) 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9, b) 0,2, 4,6, 8?

68. Wieviel verschiedene Variationen 6.Klasse ohne Wiederholung gibt es von
den Zahlen a) 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, b) 1, 3,5, 7, 9?

69. Wieviel Wiirfe (gemeint ist nicht die Augensumme) mit verschiedenen Zahlen
sind beim Werfen a) mit 2, b) mit 3 Wiirfeln moglich?

70. Wieviel Wiirfe sind iiberhaupt beim Werfen a) mit 2, b) mit 3 Wiirfeln mog-
lich?
























































































































































































































































































































































































































































































































































































































