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AUFGABENSAMMLUNG

Erstes Kapitel

Ebene Trigonometrie?)

§ 1. Die trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel

Die Funktionen

1. a) Zeichne zwei rechtwinklige Dreiecke von verschiedener Gré8e mit dem-
selben spitzen Winkel a. Vergleiche den Wert der Seitenverhaltnisse in
beiden Dreiecken. b) Andere den Winkel a. Wie andern sich dann die
Werte der Seitenverhéltnisse ?

2. Wieviel Seitenverhiltnisse lassen sich in einem rechtwinkligen Dreieok.
aus den drei Seiten bilden ?

3. Was versteht man unter a) sin a, b) cos @, ¢) tga, d) ctga?

4. Zeichne in einem rechtwinkligen Dreieck 4 BC die Héhe CD. Driicke sin a,
cos a, tg @, ctga aus durch zwei Seiten a) des Dreiecks ABC, b) des
Dreiecks ACD, ¢) des Dreiecks BCD; d) bis f) die entsprechenden Aufgaben
fiir den Winkel 8. — Stelle irgend zwei Seiten des ganzen Dreiecks oder
eines Teildreiecks zu Seitenverhiltnissen zusammen und driicke sie aus als
Funktionen g) des Winkels e, h) des Winkels .

6. Bestimme durch Zeiochnung (Winkelmesser gestattet) und Messung die
Werte der Sinusfunktion fiir folgende Winkel: a) 10°, b) 209, ¢) 30°,
d) 409, e) 45°, 1) 50°, g) 60°, h) 709, i) 80°.

6. a) Benutze die Ergebnisse der Aufgabe 5 zur Herstellung einer graphisohen
Darstellung der Sinusfunktion. b) Besohreibe den Verlauf der Sinus-
funktion.

7.Entnimm der graphischen Darstellung (Aufg.6) die Werte der Sinus-
funktion fiir folgende Winkel: a) 15°, b) 429, ¢) 63°, d) 76°. Priife die
Ergebnisse durch Zeichnung von rechtwinkligen Dreiecken nach.

8. Stelle aus der graphischen Darstellung oder durch Zeichnung eines recht-
winkligen Dreieoks die Winkel fest, deren Sinusfunktion folgende Werte
hat: a) 0,1, b) 0,6, ¢) 0,35, d) 1, e) Z.

9. bis 12. Lose die den Aufgaben 5 bis 8 entsprechenden Aufgaben fiir die
Kosinusfunktion.

1) Die Paragraphen 1 bigs 3 dienen der Wiederholung und kdnnen unter
Umstinden iberschlagen werden, es sei denn, daB der Stoff noch nicht be-
handelt ist.
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13. bis 15. Lose die den Aufgaben 5 bis 7 entsprechenden Aufgaben fiir die
Tangensfunktion.

16, Fiir welohe Winkel hat die Tangensfunktion den Wert a) 0,1, b) 0,7,
e)1,d) 1,3, e)12 1) 212

17. bis 20. Lose die den Aufgaben 5 bis 7 und 16 entsprechenden Aufgaben
fiir die Kotangensfunktion.

21. Bereohne aus geeigneten Dreiecken die Werte der vier Funktionen fiir
8) 45°, b) 609, ¢) 30°. Vergleiche die Ergebnisse mitden durch Zeichnung
gefundenen Werten.

22. Welche Werte wird man den trigonometrischen Funktionen beilegen:
a) fiir 0°, b) fiir 90° ? (Grund ?)

Beziehungen zwischen den Funktionen

23.8) o und B seien die spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks. Be-
weise folgende Formeln:

sin a = cos 3, tg a = ctg B,
cos ¢ = 8gin §, etg a =tg B.
b) Beweise folgende Formeln:
sin a = cos (90° — a), tg a =ctg (90° — a),
cos a = sin (90° — a), ctg @ =tg (90° — a).

24, Was ergibt sich aus den Formeln 23b) fiir den Verlauf a) der Sinus- und
Kosinuskurve, b) der Tangens- und Kotangenskurve ! — Fiir welchen
Winkel miissen ¢) Sinus- und Kosinusfunktion, d) Tangens- und Kotangens.
funktion -iibereinstimmen ? e) Vergleiohe die in Aufgabe 21 errechneten
Funktionswerte von 30° und von 60°.

28. a) Zeige mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes, da
sin2 a 4 cos2 a =1
ist. b) Driicke sin a durch cos a, ¢) cos a durch sin ¢ aus,

26. Gegeben ist sin « gleich a) 2, b) 4, ¢) 0,2, d) 1 (Y5 —1). Berechne cos a.
27, Gegeben ist cos & gleich a) %, b) 3, ¢) 0,7, d) £ VT}@ Berechne sin a.
28. Zeige, daB tga-ctga=1 ist.

29. Driicke a) tg a durch ctga, b) ctga durch tga aus.

30. Gegeben ist tg a gleich a) §, b) 2, ¢) 2,5, d) ﬁ + 1. Berechne ctg a.
31. Gegeben ist ctg a gleich a) 1, b) 7, ¢) 0,27, d) Y2 — 1. Berechne tg a.
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32. Beweise an der Hand eines rechtwinkligen Dreiecks folgende Formeln:

sin a €os a
a)tga':'couz’ ") ctga=sma.

33. Driicke a) tg @ nur durch sin @, b) tg @ nur durch cos @, ¢) ctg a nur
duroh sin @, d) ctg @ nur durch cos a aus.

34. Gegeben ist sin a gleich a) §, b) 1%, ¢) 0,2, d) 0,6. Berechne tg « und ctg «.
35. Gegeben ist cos e gleich a) %, b) 7, ¢) 0,3,d) 0,1. Berechne tg « und ctg «.

36. Leite neue Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen her,
indem du die Gleichung a? + b = ¢? (pythagoreischer Lehrsatz) durch
a? bzw. durch 4 dividierst.

37. Gegeben ist tg a gleich a) 1, b) 3, ¢) 4. Berechne sin ¢ und cos a.
38. Gegeben ist ctga gleich a) 1, b) {%, ¢) 7. Berechne sin ¢ und cos a.

Benutzung vierstelliger Tafeln

Die natiirlichen Werte der trigonometrischen Funktionen

Schlage auf

39.a) sin 15°, b) sin 239, ¢) sin 46°, d) sin 789,

e) ocos 14° f) cos 549, g) cos 659, h) oos 86°,

i) tgi2e, K) tg34° ) tg6se, m) tg77°

n) ctg 23°, 0) ctg489, p) otg 529, q) ctg 86°.
40.3) sin15°30, b) sin68°20, «¢) sin43°40, d) sin 74930,
e) €0s34°10', f) cos45°10°, g) cos78°20, h) oos 86° 40,

) tgleo20, k) tg58020Y, 1) tg76°50, m) tg82°10’,
n) ctg12°50°, o) ctg14°30’, p) ctg66°50, q) ctg74°40".
41. 8) sin25°12, b) sin44°14/, ¢) sin 66° 36, d) sin 57038,
€ tg24937 ) tg58024', g tg62°16, h) tg73°48,

i) 00s14°17, k) cos53°23, 1) cos74°56’, m) oos 66052,
n) otg13°27, o) ctg23°14’, p) ctg48°37, q) ctg 73042,
r) sin 14,59, §) cos 23,69, t) ‘tg64,7°, u) ctg 81,29,

v) 8in74,25% W) cos 23,149, x) tg 27,759, y) ctg84,33°,

Suche den Winkel &, wenn gegeben ist
42, sin agleich a) 0,2588,  b) 0,9397, ¢) 0,7716, d) 0,4014;

cos agleich ¢) 0,9703, f) 0,3584, g 09853,  h) 0,6134;
tgagleich i) 0,1763, k) 2,747, 1) 0,3378,  m) 1,780;
ctg agleich  n) 0,8693, 0) 8,144, P 1,117, q) 0,2062.

43. sin agleich  a) 0,286,  b) 0,9412, ¢) 0,1955,  d) 0,784,
o) 0,9142, 1) 0,9726, g) 0,8376,  h) 0,9935.
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44. cosa gleich  a) 0,9290,
¢) 0,8609,
46. tga gleich a) 0,2912,
e) 4,120,
46. ctga gleich a) 0,4084,
e) 1,362,

b) 0,9386,

¢) 0,2266, d) 0,8120,
f) 0,7000,  g) 0,9505, h) 0,8015.
b) 0,7056,  ¢) 0,950, 4y 1,077,
f) 2,326, g) 1,3254, h) 0,360.
b) 0,2357,  ¢) 2,579, d) 3,657,
f) 2,225, g) 49,000, h) 0,0020,

Die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen

47. Schlage in der Tafel auf
a) Igsin 22°,
d) 1g sin 629,
g) lg sin 66° 27,
k) Ilg cos 54°,
n) lg cos 43° 16,
q) lg cos 80,4°,
48. Schlage auf
a) g tg 149,
d) lgtg 72°,
g) lgtg 84°13’,
k) Ig ctg 73°,
1) Ig ctg 22,5°,
q) lg ctg 62,55°.
49. Schlage auf
a) lgsin 24016’ 127,
d) lgsin 75° 55’ 46",
g) lgsin 46° 14,9,
60. Schlage auf
a) lg cos 43046 ‘24",
d) lg cos 47° 23" 37,
g) lg cos 86° 14,7,
61. Schlage auf
a) lg tg 12016’ 42",
d) Igtg 23° 24’ 25",
g) lgtg 16°18,4,

b) Ig sin 439,
e) lgsin 33°28’,
h) Igsin 44°44’,
I) 1g cos 86°,
0) Ig cos 22° 37,

b) lg tg 48°,

0) lg tg 17° 56",
h) Ig tg 16°42’,
1) Igctg 16°,
0) lg ctg 49,30,

b) Igsin 26° 14’ 54,
e) Igsin 14°25,5°,
h), Ig sin 72° 4,2,

b) lg cos 52° 46’ 36",
e) Ig cos 16°17,2',
h) Ig cos 22° 22,3,

b) Ig tg 43°37' 30",
e) Igtg24°12,3,
h) Ig tg 88°52,4', "

c) lg sin 549,

1) lgsin 44°16°,

i) lg cos 26°,
m) Ig cos 369,

p) lg cos 46,259,

c) lg tg 23°,
f) 1g tg 72023,
i) lg ctg 289,
m) lg ctg 44012,
p, lg ctg 54x9°:

¢) lg sin 549 14’ 43",
1) Igsin 349 22,2,
i) Ig sin 849 54,6",

¢) lg cos 80° 40’ 12,
f) Ig cos 25°24,3,
i) Ig cos 53°24,3".

c) g tg 82024’ 24",
f) Igtg 42°4,9',
i) 1gtg 62°14,9'.
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52. Schlage auf
a) lg ctg 16° 42’ 30", b) Ig ctg 28° 38" 48", c) Ig ctg 52° 24’ 24",
d) Ig ctg 76° 56’ 56", e) Igctg43°24, f) lg ctg 88°5,6',
g) lgctg 45°0,2', h) Ig ctg 87° 2,5, i) lgctg 3°3,3".

53. Bestimme den Winkel «, wenn gegeben ist
lgsinagleich a) 9,5019—10, b) 9,7476-10, ¢) 9,9500—10,
d) 9,6321-10, e) 9,9721-10, f) 8,9403-10,
lg cos a gleich  g) 9,9640—10, h) 9,9849-10, i) 9,3521-10,
k) 9,6387—-10, 1) 8,9816—10, m) 8,6097—10;
lgtgagleich n) 9,8453—10, o) 94281—10, p) 9,2463-10,
q) 10,4746—10, r) 10,6252—10, s) 11,0580—10;
lg ctg agleich  t) 10571910, u) 10,8003—10, V) 9,4853—10,
w) 9,6329—10, x) 11,2806-—-10, y) 8,8446-—10.
54, Bestimme den Winkel &, wenn gegeben ist
lgsin o gleich  a) 9,3606—10, b) 9,8222-10, ¢) 9,8687—10,
d) 9,5600—10, e) 9,3345—10, f) 8,3520—10;
lgcos agleich g) 9,3600—10, h) 9,5712-10, i) 8864110,
k) 89120—10, 1) 9,8643—10, m) 9,8232-10,
lgtgagleich m) 9,3774—10. o) 9,7055—10, p) 9,8267—10,
q) 10,1554—10, 1) 10,2366—10,  5) 10,2688—10;
lgotg agleich t) 10,2292—-10, uw) 11,3467-10, v) 9,0025—10,
W) 94802—10, x) 9,7064—10, y) 10,3198—10.

Benutzung fiinfstelliger Tafeln.
Die natiirlichen Werte der trigonometrischen Funktionen
B5. bis 57. Dieselben Aufgaben wie 39. bis 41.

58. Suche den Winkel «, wenn gegeben ist
sin a gleich  a) 0,34202, b) 0,56641, c¢) 0,91822, d) 0,95882;
cos a gleich  e) 0,96593, f) 0,71325, g) 0,63608, h) 0,09874;
tg a gleich i) 0,12278, k) 0,96586, 1) 1,3764, m) 4,4494;
ctg o gleich  n) 1,1918, o) 3,2709, p) 0,31210, q) 0,17033.
59. Suche den Winkel &, wenn gegeben ist sin « gleich
a) 0,44750, b) 0,56521, c¢) 0,93899, d) 0,95804,
e) 0,10700, f) 0,97524, g) 0,71019, h) 0,67422.
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60. Suche den Winkel &, wenn gegeben ist cos a gleich

a) 0,93939, b) 0,83541, ¢) 0,89206, d) 0,14726,

e) 0,96843, f) 0,19202, g) 0,07500, h) 0,99234.
61. Suche den Winkel &, wenn gegeben ist tg a gleich

a) 0,17213, b) 0,25397, €) 2,4243, d) 0,28800,

e) 1,0125, f) 2,3245, g) 0,2924, h) 3,0276.
62. Suche den Winkel &, wenn gegeben ist ctg a gleich

a) 2,2727, b) 0,17093, ¢) 0,41013, d) 0,19255,

e) 6,4465, f) 0,12305, g) 0,99777, h) 1,3535.

Die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen
63. bis 68. Dieselben Aufgaben wie 47. bis 52.

69. Bestimme den Winkel &, wenn gegeben ist
Igsin a gleich a) 9,08589—10, b) 9,23967—10, ¢) 9,99379—10,
d) 9,99968—10, e) 7,94084—10, f) 9,99962—10;
lgcosagleich g) 9,99894—10, h) 9,96403—10, i) 9,57978—10,
k) 9,46800—10, 1) 8,94317—10, m) 8,77097—10;
lgtg agleich n) 9,08914—10, o) 10,85220—10, p) 10,63664— 10,
q) 9,33731-10, 1) 9,35931—10, s) 11,05227—10;
Ig ctg o gleich  t) 10,80020—10, u) 10,04556—10, v) 9,53697—10,
w) 9,89255—-10, x) 11,72331-10, y) 11,47921—10.
70. Bestimme den Winkel «, wenn gegeben ist
lgsin a gleich a) 9,33862—10, b) 9,77922-10, ¢) 9,95362—10,
d) 9,29224—10, e) 8,36114—10, f) 9,99679—10;
Ig cos a gleich g) 9,95176—10, h) 9,86440—10, i) 9,75892—10,
k) 9,19522-10, 1) 9,86662—10, m) 9,98266—10;
Ig tgagleich n) 9,34298—10, o) .9,74263—10, p) 10,60012—10,
q) 9,94002—10, r) 9,25012—10, s) 11,70698—10;
Igctg a gleich t) 10,65624—10, u) 10,38268—10, v) 9,15548—10,
w) 9,96873-10, x) 10,43215—10, y) 11,25633—10.

Vierstellige und fiinfstellige Tafeln
71. Stelle fest, ob die logarithmisch errechneten Ausdriicke
a) lg sin 30°, b) Ig tg 45°, ¢) Ig cos 309,
d) lgsin 60°, e) lg tg 30°, f) Ig ctg 30°
mit den aus der Tafel zu entnehmenden iibereinstimmen.
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72. Welche Gleichungen gelten a) zwischen lg tg « und Ig ctg &, b) zwischen
lgsina, lgcosa und lg tga, ¢) zwischen lg sina, Ig cosa und
lg ctg «? Gib in diesem Falle fiir die gefundene Beziehung aus der Tafel
ein paar Beispiele an.

73. Gib eine ungefihre graphische Darstellung vom Verlauf der Funktionen
a) y=Igsinz, b) y=Igcosz, ¢)y=Igtgx, d) y=Igctgaz.
Beachte dabei, dal die Logarithmen der Form 9,1713 —10 erst in negative
Zahlen umzuschreiben sind.

74. In der Umgebung welcher Winkel &ndert sich a) Ig sin, b) lg cos, ¢) Ig tg,
d) lg ctg am stéirksten, am schwichsten? Mit anderen Worten: Wo sind
die Differenzen aufeinanderfolgender Logarithmen grofBer, wo kleiner?

§ 2. Berechnung des rechtwinkligen und des
gleichschenkligen Dreiecks

Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks

1. In einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben a) die beiden Katheten a
und b, b) eine Kathete a und die Hypotenuse ¢, ¢) ein spitzer Winkel « und
die Hypotenuse ¢, d) ein spitzer Winkel « und die Gegenkathete a, €) ein
spitzer Winkel a und die Ankathete b. In jedem Falle sind die fehlenden
Stiicke zu berechnen. Untersuche, wie man moglichst schnell zum Ziel
kommt.

2. Berechne ein rechtwinkliges Dreieck (rechter Winkel bei C, p Projektion
von a, ¢ Projektion von b auf die Hypotenuse) aus

a) a=24m, b=1,6m; b) $=0,152m, a =0,345m;
¢) a=4,2cm, ¢=25,7cm; d) b =4,5cm, ¢ =>53mm,;

e) a=16°24, ¢ =23,4m; f) ¢="7425m, B =88°14;

g) b=4435m, f=24°36"; h) a =3145m, a =48,3°%

i) a =472cm, B =53°175"; k) b =142 m, a =24,5%
) he =14,2cm, b =175cm; m) k. =0,75 m, B =24°3";

n) a=1752m, p=13,45m; 0) ¢=10m, p=8m;
p) p=94m, a =46°13"; q) ¢=14,1m, t = 40,23 m?;
r) f=425m? a=16°17"; 8) a =243m, f =170,45 m2,

3. Berechne (ohne Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes) ein Rechteck
(e Diagonale, r Umkreisradius) aus

a) a =66m, e=103m; b) r =242 m, b =20,2m;
¢) f =824m2 a=142m; d) XCAB =129, f =16,24 m?,
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4. Wenn y =mz 4 n die Gleichung einer Geraden ist, so bedeutet darin m
den Anstieg der Geraden, d. h. den Tangens des Winkels, den dic Ge-
rade mit der nach rechts gerichteten z-Achse bildet. Bereclme den kael
fiir die folgenden Geraden :

a) y=gz, b) y=2z—2, ¢) y=2z+43,
d)y=%_l, o)y=.§+2, 1) y =5}z +6.

5. Wie lautet die Gleichung einer Geraden durch den Nullpunkt, die mit der
z-Achse den Winkel a) 30°, b) 60°, ¢) 45° bildet?

6. Die Gleichung einer Geraden, die auf der positiven z-Achse die Strecke a
(vom Nullpunkt aus gerechnet), auf der positiven y-Achse die Strecke b
abschneidet, ist

z Yy

sty="1
Bestimme die Winkel der Geraden mit den beiden Achsen, wenn die
Gleichung lautet

8) z+y=1, b) =1.

YY)

+ =1) c) +

Q|
(ST
w|w

Praktische Anwendungen

7.Um die Hohe einer Hauswand zu messen, wird in 18 m Abstand von der
Wand der Dachrand angezielt. Man findet 39,2°. Wie hoch ist die Haus-
wand ? (Beriicksichtige, dafl die Augenhohe bei der Beobachtung 1,5 m ist.)
8. Wie hoch steht die Sonne, wenn eine Fahnenstange von 15 m Hohe einen
Schatten von 23,7 m wirft?
9. Eine senkrechte Stange von 12,5 m Linge wirft einen Schatten von 23,3 m
Linge. Wie hoch steht die Sonne?
10. Ein Baum wirft bei einer Sonnenhéhe von 43,8° cinen Schatten von
30,5 m Linge. Wie hoch ist der Baum?
11. Wie lang ist der Schatten des Obelisken von Luksor auf dem Pariser Concor-
dienplatz bei einer Sonnenhdhe von 35°45'? (Hohe des Obelisken 22,83 m.)
12. Ein an der Spitze eines Mastes befestigtes Tau von 20 m Lange bildet, seit-
wiirts zur Erde gespannt, mit dem Erdboden einen Winkel von 64,3°. Wie
hoch ist der Mast? (Der ,,Durchhang* des Taues bleibt unberiicksichtigt.)
13. Ein Schulhaus mit Satteldach ist 25 m lang und 14 m breit. Bestimme
die GréBe der Dachfliche, wenn ibr Neigungswinkel 500 ist.
14. Eine Bahnstrecke hat ein Gefille a) 1:300, b) 1:210, ¢) 1:180. Wie
groB ist der Neigungswinkel gegen die Horizontale?
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16. Eine Zahnradbahn hat eine Neigung von 239,. Wie gro8 ist der Neigungs-
winkel der Bahn ?

16. Die Granitschwellen, die fiir eine Treppe benutzt werden, sind’' 25 cm breit
und 15 om hoch. Welche Neigung muB8 man dem Treppengelinder geben ?

17. Fig. 1 zeigt den Querschnitt eines Kanals mit eingeschriebenen MaBen.
a) Wie groB ist der Querschnitt der auszuhebenden Erdmasse ¢ b) Wie
groB ist der Querschnitt
der Wassermenge  bei
4 m hohem Wasserstande %

18. Berechnedendurchschnitt-
lichen Neigungswinkel des
in Fig. 113 des Buches
fir Klasse 7—9 dargestellten Abhanges auf Grund der eingetragenen
Messungsergebnisse.

19. Um das FlieBen eines Gletschers nachzuweisen, werden zu beiden Seiten
des Gletschers im Fels zwei Marken 4 und Bin 157,6 m Abstand angegeben;
die Verbindungsstrecke der beiden Marken liegt senkrecht zur FluBrich-
tung. In der Verbindungsgeraden der beiden Marken, 53,6 m von 4 ent-
fernt, wird eine dritte Marke C auf dem Eise angebracht. Nach einiger Zeit
beobachtet man, daB C vorgeriickt ist, derart, daB {CA B=1°54'ist.
a) Um wieviel ist C vorgeriickt ? b) Man macht eine Kontrollmessung,
indem man <A BC bestimmt. Welchen Wert mul man da erhalten ?

20. Unter welchem Gesichtswinkel erscheint ein Mensch von 1,80 m GréBe
bei a) 25 m, b) 250m, ¢) 2,5 km Entfernung? Der Beobachter steht
auf der gleichen Horizontalebene mit dem Beobachteten. Untersuche
zuvor, ob es theoretisch und praktisch etwas ausmacht, wo der Augen-
punkt des Beobachters liegt.

21. Ein (nicht selbstleuchtender) Gegenstand ist im. allgemeinen noch er-
kennbar, wenn der Gesichtswinkel gréBer als £ Minuten ist. Untersuche,
‘welche wirkliche Grofe ein Gegenstand in a) 1 m, b) 1km, ¢) in Mond-
ferne (384000 km), d) in Sonnenferne (149 Mill. km) haben miiite, um
noch gesehen zu werden. .

22. Berechne den Quersohnitt des in Fig. 2 mit eingeschriebenen MaBen
dargestellten Bahndammes.

23. a) Berechne die Linge des
Breitenkreises deines Wohn-
ortes; ¢ = 1), Der Ra-
dius der Erde ist im' Mittel
6370 km — In welcher
Breite ist der Radius des Breitenkreises gleich b) dem halben Erdradius,
¢) einem Drittel des Erdradius ?

1) Von dem Schiiler selbst auszufiillen.
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24, Auf einer um 25° gegen die Horizontale geneigten Ebene ruht ein Gewicht
von 255 kg. Welchen Druck iibt es auf die Unterlage aus ?

25. Auf einer Bahnstrecke, die eine Neigung von 1:120 hat, steht
ein D-Zug, der mit Lokomotive ein Gewicht von 325000 kg hat.
Wie grof ist die durch die Neigung der Strecke gegebeme Druck-
verringerung ?

26. Ein Lichtstrahl quert unter einem Winkel von a) 25°, b) 75° eine 2,7 cm
dioke Glasplatte. Wie grofl ist die Parallelverschiebung, die er dabei
erfihrt ? (Brechungsquotient 1,7.)

27. Der soheinbare Durchmesser sowohl der Sonne wie des Mondes ist ungefihr
32’, Berechne danach den wahren Durchmesser dieser Himmelskérper,
wenn als Entfernung der Sonne im Mittel 149000000 km, als Entfernung
des Mondes 384000 km angesetzt wird.

28. Unter welohem scheinbaren Durchmesser wiirde die Erde (Radius 6370km)
a) von der Sonne, b) von dem Monde aus gesehen werden ? (Entfernungen
siehe Aufg. 27.)

29. Die Sternwarten Altona und Gottingen liegen auf gleichem Meridian, ihr
Breitenunterschied ist 2°0’ 57””. In dem Augenblick, in dem der Mond
durch den Meridian geht, wird seine Erhebung iiber dem Horizont in
Gottingen zu 58°42' 27, in Altona zu 56°39’ 25" bestimmt. (In beiden
Fillen steht der Mond natiirlich im Siiden!) Berechne daraus die Ent-
fernung des Mondes von der Erde,

Gleichschenkliges Dreieck und Rhombus

80. Zerlege das gleichschenklige Dreieck in zwei rechtwinklige und zeige, da8
dadurch die Berechnung der Stiicke des gleichschenkligen Dreiecks aus
irgend zwei gegebenen (zwei Seiten oder eine Seite und ein Winkel) moglich
ist. Auch dann, wenn ein stumpfer Winkel auftritt ?

31. Berechne die fehlenden Seiten und Winkel eines gleichschenkligen Dreiecks
(Spitze bei A4), von dem gegeben ist

8) a="7ocm, b=8cm; b) a=17,5cm, B =235048";
¢) a=223cm, «a=65°30"; d) ¢=48,31m, a=168° 24';
e) b=179cm, «=108°30; 1) 6=9,81m, B="15°54;
g) a=228cm, k=173 cm; h) 6=19,81 m, he=17,18 m;
i) B=17°30', hg=12,5¢cm; k) a=95,3 m, hy =173,8 cm;

) f=450cm? h,=4,1cm: m) f=2513 cm?, hs = 23,4 cm.
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32, Zerlege den Rhombus in vier rechtwinklige Dreiecke und driicke durch
die Seite und einen Winkel a) die Diagonalen, b) den Flicheninhalt,
¢) den Radius des Inkreises des Rhombus aus.

33. Berechne die fehlenden Seiten, Winkel und Diagonalen eines Rhombus
(Diagonale AC=¢; BD ={) aus

a) a= 5cm, a="70°; b) e=135cm, a=112°36";
¢) e=15cm, f=16 cm; d) a =63°54’, Inh. = 1000 m?,

Aufgaben am Kreis

34, In einen Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne von der Lange s gelegt.
Wie groB ist 8) der zugehorige Zentriwinkel, b) der zugehérige Bogen,
¢) der zugehorige Kreisausschnitt, d) der zugehérige Kreisabschnitt ?
Beispiel: r=10 cm, s =13 cm.

36. a) Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius r. Wie groB ist die Sehne, die zum
Zentriwinkel e gehort ? Beispiel: r =17,6 cm, a =57°36". b) Ein Zirkel
hat einen eisernen Kreisquadranten, der mit dem einen Schenkel
fest verbunden ist, wihrend der andere Schenkel an ihm vorbei-
gleitet. Auf dem Kreisbogen soll eine Skala eingeritzt werden,
in der Weise, daB man bei irgendeiner Stellung des Zirkels
in A (Fig.3) den Abstand der Spitzen in om ablesen kann.
Gegeben ist die Lange der Zirkelschenkel 30 cm.

36. Der Peripheriewinkel iiber der Sehne eines Kreises mit dem
Radius r=>5cm ist 72° Wie gro8 ist die Sehne ?

37. In einem Kreise steht iiber einer Sehne von 3 cm ein Peripherie- Fig. 3.
winkel von 35°. Wie groB ist der Radius dieses Kreises ?

38. Wie groB ist a) der Zentriwinkel der Seite eines regelmaBigen n-Ecks,
b) die Seite eines regelmiaBigen n-Eoks, ¢) der Inhalt eines regelmiBigen
n-Ecks, wenn der Radius des Umkreises 7 ist ?

39. Einem Kreis mit dem Radius r =10 cm ist ein regelmaBiges a) Dreieck,
b) Sechseck, ¢) Viereck, d) Fiinfeck, ) Achteck, f) Neuneok, g) Zehneok,
h) Siebeneck, i) Zwolfeck, k) Fiinfzehneck, 1) Pentagramm, m) ein regel-
méBiger Siebenstern eingeschrieben. Berechne in jedem Falle Seite,
Umfang, Inkreisradius und Inhalt des n-Ecks.

40. Wie grof ist a) die Seite, b) der Inhalt eines regelmiBigen n-Ecks, wenn
der Radius des Inkreises g ist ?

41. a)—m) Berechne Seite, Umfang, Umkreisradius und Inhalt der in Aufg.
39a)—m) genannten regelmiBigen Figuren, wenn diese einem Kreis mit
dem Radius ¢ =12 om umgeschrieben sind.
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42, Berechne die simtlichen Diagonalen des regelméBigen a) Siebenecks,
b) Neunecks mit der Seite a. Beispiel: a = 2,5 cm.

43, An einen Kreis mit dem Radius r werden von einem Punkte P, der vom
Kreismittelpunkt den Abstand a hat, die Tangenten gelegt. Berechne
a) die Lange der Tangenten (von P bis zum Beriihrungspunkt), b) den
Winkel zwischen den beiden Tangenten, ¢) die Linge der Berithrungs-
sehne. Beispiel: r =4 cm, a =25 cm.

44. Von einem Punkte P sind an einen Kreis zwei 12 om lange Tangenten
gelegt. Wie weit ist P vom Mittelpunkt entfernt, wenn a) der Kreisiodius
6 om ist, b) der Winkel zwischen den Tangenten 45°ist, ¢) die Berithrungs-
sehne 10 cm lang ist ?

45. In einen Kreis mit dem Radius 8 om ist eine Sehne von 12 om Lénge
gelegt. Wie lang sind die in den Endpunkten der Sehne an den Kreis
gelegten Tangenten (vom Beruhrungspunkt bis zum Schmttpunkt) und
unter welchem Winkel schneiden sie sich ?

46, Zwei Kreise mit den Radien 10 cm und 12 cm schneiden sich unter-einer
Sehne von 11 cm. a) Wie groB ist der Mittelpunktsabstand ? b) Wie groB
sind die durch die zwei Kreise bestimmten Kreiszweiecke ?

47, Zwei Kreisscheiben mit den Radien 0,45 m und 0,17 m sind durch einen
Treibriemen ohne Ende verbunden. Wie lang muB der Treibriemen sein,
wenn der Abstand der Scheibenmittelpunkte 5,50 m ist ? Die Riemen sind
a) gekreuzt, b) nicht gekreuzt.

48. Zwei StraBen stoBen geradlinig in einem Winkel e aufeinander. Sie werden
an der Stelle des Treffpunktes durch einen Kreisbogen vom Radius r er-
setzt. Wie groB ist die dadurch bewirkte Abkiirzung ? Beispiel: & = 105°,
r = 500 m.

Aus der Geschichte der Trigonometrie

49. Aristarch von Samos (um270v.d.Ztr.) berechnete das Verhiltnis der
Mondentfernung zur Sonnenentfernung, indem er beim ersten Viertel des
Mondes den Winkel zwischen der Richtung nach dem Sonnenmittelpunkt
und der Richtung nach dem Mondmittelpunkt feststellte. Erklare die
Methode. Welche trigonometrische Funktion kommt zur. Anwendung ?

50. Die Griechen rechneten statt mit dem Sinus mit der Sehne (chorda).
orda bezeichne die Lange der Sehne, die im Kreis mit dem Radius 1
zu dem Zentriwinkela gehort. Driicke dann 8) orde durch den Sinus,
b) sina durch die Sehne aus.

51. A1 Battni (um 900n.d.Ztr.in Bagdad) behandelte die umbra extenss,
die Lénge des Sohattens, den ein vertikaler Stab von der Linge 1 auf
eine horizontale Flache wirft, und die umbra versa, die Linge des Schat-
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tens, den ein horizontaler Stab von der Lange 1 auf eine senkrecht zu ihm
stehende, also vertikale Fliche wirft. Welohe trigonometrischen Funk-
tionen hat er damit benutzt ?

62. Argachel, mit arabischem Namen Al Zaokali (um 1080 n.d.Ztr.in Toledo),
erfand ein Astrolabium, dessen Riickseite Fig. 4 schematisch wiedergibt,
Aufdem Kreis denke : Sa ’
man sich eine Win- k
Keltoilung in 3600, &/ X Il IPeN
2) Welche Funktion 5
erlaubt dieses In- H
strument abzulesen ?
b) Welche Teilungder by
Quadratgeite wiirde
man heute derjeni- ARAEE

R

S

X
%"‘ ©

gen in 24 Teile vor- b 1 g
7'¢ehen? ¢) Stelle b
r ein handliches Fig. 4.

atodell eines Astrolabiums her, jedoch mit Riicksicht auf unser iibliches
Zahlensystem.

53. Mit dem Astrolabium aufs engste verwandt ist der Quadrant, von dem
TFig. 5 eine von Leonardo Pisano (in der Practica geometriae, 1220) an-
gegebene Form wiedergibt. ge stellt eine Visiereinrichtung vor, von a geht
ein Senkblei aus. a) Vergleiche das Instrument mit dem in Fig. 4 darge-
stellten. b) Welche trigonometrische Funktion kann man an dem Instru-
ment ablesen ? ¢) Zeige, daB man statt des dem Quadranten eingeschrie
benen Quadrates auch éin ihm A
umschriebenes anwenden kann, /D
und stelle dir ein solches Instru-
ment, jedoch mit einer unserem W
heutigen Zahlensystem entspre-
chenden Einteilungder Quadrat-
seite her.

54. Fig. 6 zeigt ein von Peurbach
(1516, Niirnberg) beschriebenes
,,geometrisches Quadrat. Hier
ist die Visierrichtung am beweg-
lichen Schenkel angebracht,
das Lot an einer Seite des i
Quadrates. In der Figur sind g
de 1200 Teile, in die die faoof oo o0 onfiofeos foo o] o0

l)\Qﬂa) 0 maxqa?\(o?\qo?\nar\(as\aaz \lm

2 Ellen langen Quadratseiten € y B
geteilt sind, nur angedeutet. .

Wie kann man hier aus den £ Fig. 6.

Ablesungen den Winkel zwischen Horizontale und Visierrichtung be-

stimmen §
2 [2019]
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bb. Der chinesische Kaiser Tschu-Kong (1100v.d.Ztr.) soll die Lange des
Sohattens eines senkrechten Stabes von 8 MaBeinheiten am Mittag des
langsten Tages zu 1,54 Einheiten, am Mittag des kiirzesten Tages zu
13,12 Einheiten gefunden haben. Wie groB sind die entsprechenden
Sonnenhéhen und wie groB die Schiefe der Ekliptik (d. h. die Hilfte der
Differenz beider Sonnenhéhen) ?

56. Plinius (23—79n.d.Ztr.) berichtet, daB am Tage der Tagundnacht-
gleiche zur Mittagszeit der Schatten eines senkrechten Stabes in Alexan-
drien die halbe Linge des Stabes gehabt habe, in Rom hingegen um %
kiirzer als der ganze Stab sei. a) Berechne fiir beide Fille die Sonnenhéhe.
b) Das Komplement der Mittagssonnenhdhe an diesem Tage ist die Breite
des Ortes. Wie groB ist‘also nach diesen Beobachtungen die Breite von
Alexandrien und die von Rom ? (Priife das Ergebnis auf der Karte!)
¢) Plinius gibt auch eine Messung von Ancona an. Dort soll der Schatten
um 1 linger als der Stab gewesen sein. Reohne diese Beobachtung durch
und beurteile das Ergebnis,

§ 3. Die trigonometrischen Funktionen stumpfer Winkel
Die Berechnung des allgemeinen Dreiecks

Die Funktionen stumpfer Winkel

1. Gegeben ist ein Achsenkreuz (Fig. 7). Um den Mittelpunkt O ist mit dem
Radiusr ein Kreis gesohlagen; P ist ein Punkt der Kreisperipherie, a der
Winkel zwischen der positiven z-Achse und v
OP. Die Projektion von OP auf die z-Achse
sei 0Q. Zeichne die Lage von P und Q fir
gleich a) 60°, b) 120°, ¢) 135°, d) 150°. P

2. Man definiert den Sinus des Winkels a als
das Verhaltnis der Projizierenden PQ zum

Radius, den Kosinus als das Verhiltnis der 0 ¢
Projektion OQ zum Radius, den Tangens
als das Verhiltnis der Projizierenden PQ
zur Projektion 0@, den Kotangens als das
Verhiltnis der Projektion OQ zur Projizie-
renden PQ. Zeige, daB diese Definitionen
mit den bisherigen Definitionen fiir spitze
Winkel dibereinstimmen. Fig. 7.

3. Liegt Q auf der negativen Seite der 2-Achse, so nimmt man die Projektion
0Q mit negativem Vorzeichen. Welches Vorzeichen erhalten demnach die
Funktionen fiir Winkel, die zwischen 90° und 180° liegen ?
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4. Stelle durch Zeichnung und Messung den Wert der Sinusfunktion fest fiir
a) 1009, b) 1109, ¢) 1200, d) 130°, e) 135°,
1) 1400, g) 1500, h) 1600, i) 170°.

b. Setze danach die graphische Darstellung det Sinusfunktion fiir stumpfe
Winkel fort.

6. Vergleiche die Werte der Sinusfunktion fiir spitze und fiir sstumpfe Winkel
an Hand a) der Kreisfigur, b) der graphischen Darstellung.

7. Zeige allgemein, daB
gin (180° —a) =sin e ist.

8. bis 10. Lose die Aufgaben 4 bis 6 fiir die Kosinusfunktion.
11. bis 13. Lose die Aufgaben 4 bis 6 fiir die Tangensfunktion.

14. bis 16. Lose die Aufgaben 4 bis 6 fiir die Kotangensfunktion.
17. Zeige allgemein, daB

cas (180°—a) = — cosa,
tg (180°—a) =— tga,
etg (180°— o) = — ectga ist.

18, Welche Symmetrieverhiltnisse zeigt a) die Sinusfunktion, h) die Kosinus-
funktion, ¢) die Tangensfunktion, d) die Kotangensfunktion zwischen 0°
und 180°?

19. Was ist iiber die Werte der Funktionen a) bei 90°, b) bei 180° zu sagen?

20. Welche Zahlenwerte durchlauft a) sin e, b) cos a, ¢) tgc, d) ctga, wenn a
die Werte von 0° bis 180° durchlauft?

21. Bestimme mit Hilfe der Beziehungen der Aufgaben 7 und 17 und, soweit
nétig, mit Hilfe der Tafeln fiir die Funktionen der spitzen Winkel

a) sin 1200, b) sin 150°, ¢) sin 1359, d) sin 162°,

e) sin 1789, f) sin 112040°,  g) sin 159°14’,  h) sin 123,49,
i) oos 1359, k) cos 120°, I) cos 1159, m) cos 92°,

n) oos 1249, 0) cos 136°40°, p) oos 172°18',  q) cos 100,5°.

22, Bestimme ebenso )

a) $g1200, b) tg136°, ¢ tg98e, d) tg 1549,
e) tgl1l2e, 1) tg134°50°, g) tg93°38, h) tgl364°,
i) ctg150°, k) ctg 1209, 1) ctg 969, m) ctg 124°,
n) otg 1449, 0) otg152030°, p) ctgll3°1l4’, q) ctg 1352

23. Sprich iiber die Zahl der Losungen in folgenden Gleichungen, wenn a ein
gegebener Zahlenwert, « ein gesuchter Winkel zwischen 0° und 180° ist:

a) sina=a,
P

b) oosa=a,

¢) tga=a,

d) otga=a.
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24, Bestimme, wenn ndtig mit Hilfe der Tafeln, die Winkel @ zwisohen 0° und
180¢, fiir welche ist

sina gleich 8) 0, b)1l, o iy2, a 03773,

e) 0,925 ) —1;
cosa gleich g —1, h) 0, i) —1Y3, k) —0,3665,

1) —0,2868, m) + };
tga gleicoh m)—1, o) 0, p—73 ¢ —o03121,

r) —1,3190, 8) —2;
ctga gleich t) 0, w—o, V) — 1, W) —0,9004,
x) — 1,8040, y) —3.
25. Untersuche, ob die folgenden Formeln auch fiir stumpfe Winkel gelten:

a) sinZa 4 cos’e =1,
b) tga - etga =1,

sin @ cosa
9 Be=toa ¥ ima

26. &, B und y seien die Winkel eines Dreiecks. Driicke durch ¢ und g
8) siny, b) cosy, ) tgy, d) ctgy aus.

Der Sinussatz und seine Anwendungen
27, Beweise fiir das spitzwinklige Dreieck 4 BC, indem du die Hohe h, einmal

durch B, das andere Mal durch y ausdriickst, den Sinussatz

’ b:e=sinf:siny.
28. Zeige, daB der Satz auch gilt, wenn § oder y ein stumpfer Winkel ist.
29. Untersuche, ob der Satz noch gilt, wenn B oder y ein rechter Winkel ist.
30. Beweise durch Erweiterung der Ableitung in Aufgabe 27
atb:c=sina:sin f:siny.
[ .

31. Aus Aufgabe 30 folgt sing —smf —smy’ Bestimme den Propor-

tionalitatsfaktor mit Hilfe einer der beiden folgenden Uberlegungen:

8) Fille vom Mittelpunkt M des Dreiecks 4 BC das Lot auf die Seite a;

b) ziehe in dem Umkreis des Dreiecks A BC den Durchmesser BD und
verbinde D mit C. Beweise, daB

a=2r-gina
ist, und ebenso, daB

b=2r-ginp, c=27r-giny ist.
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¢) Leite aus diesen Formeln den Sinussatz ab,

d) und e) Verfolge die Ableitungen a) und b) auch fiir stumpfwinklige
Dreiecke.

32. Von einem Dreieck ist

gegeben: gesucht: gegeben:  gesucht:
8) ¢, a, y; a; b) a, a, B; b;
) a, b, B; a; d) a, ¢, a; v
e) a, B, v; b, ¢; f) b, v; a, ¢.
In jedem Falle ist der Ausdruck fiir das gesuchte Stiick sofort hinzu-
schreiben.

33. Untersuche bei den Aufgaben 32 die Zahl der Losungen, a) wenn gegeben
sind eine Seite und zwei Winkel, b) wenn gegeben sind zwei Seiten und
ein gegeniiberliegender Winkel. Vergleiche die trigonometrische Berech-
nung mit der geometrischen Konstruksion.

34, Berechne die fehlenden Seiten und Winkel des Dreiccks A BC (achte auf
die Zahl der méglichen Losungen), wenn gegeben ist

a) a=_8,4 cm, a =449, p =569

b) b=17,23 m, a==43,2°, y = 66,8¢;
¢) ¢=1,456 km, a=20°12", B=T4°17";
d) c=142m, a=13,4m, y=24°23";
e) b=>55,6m, a =243 m, B =109°14";
1) a=133,4m, b=128,3 m, B=20025';
g) a=24,5 cm, b=25,9 om, a=17012';
h) c=4,345 km, b= 4,567 km, y=20,5°;

i) ¢c=13,45m, a=44,5m, y=82°17,

Der Kosinussatz und seine Anwendungen

35. 8) In dem spitzwinkligen Dreieck 4 BC sei die Hshe BD gezogen. Die
Strecke 4 D sei gleich p, die Strecke CD also (b—p). Driicke mit Hilfe
des pythagoreischen Lehrsatzes a durch k; und (b—p) und dann h; durch
c und p aus. Beweise so die Beziehung a?=b%+4c2—2bp. b) Wie lautet
die Beziehung, wenn man von C statt von B die Hohe fallt?

86. Driicke in dem nach Aufgabe 35 gefundenen Ausdruck p durch eine Seite
und einen Winkel aus und beweise so den Kosinussatz
a?=h?+4c2— 2 be cosa.

37. Wie gestaltet sich der Beweis (Aufg. 35 und 36), wenn bei B (oder bei C)
ein stumpfer Winkel ist?
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88. Gilt der Satz auch dann, wenn bei A ein rechter Winkel ist? _
89. Zeige, daB der Kosinussatz auch dann gilt, wenn a ein stumpfer Winkel ist.

40, Fithre den Beweis auch fiir die Formeln
b2=a?+ c?— 2ac cos §,
c*=a?+ b*— 2ab cosy.
41. Ldse die Formeln des Kosinussatzes (Aufg.36 und 40) nach a) cosa,
b) cosp, ¢) oosy auf.

42, Von einem Dreieck ist

gegeben : gesucht: gegeben: gesucht:
a) a, b, y; c; b) a, ¢, B; b;
¢ b ¢ a; a; d) a, b, ¢; e, B,y

In jedem Falle sind nur die Ausdriicke fiir die gesuchten Stiicke hinzu-
schreiben.

43. Berechne ein Dreieck aus

a) a=14m, b=12m, y =60°;

b) 6=17,2m, c=14,3m, a="74°20";
¢) a=24,5 cm, ¢ =236,5cm, B =>58°20";
d) a=1242m, b=133,5m, y =102°16’;
e) a=23,56 m, ¢=42,52 m, B =122°18';
f) a=14,5m, b=16,4 m, ¢=132m;
g) a=132,7 km, b=128,6 km, c¢=145,5km;
h) a=13,2 cm, b=6,4 cm, c="17,0o0m;

i) a=24,6m, b=238,2m, ¢=13,9m,

Formeln fiir den Inhalt des Dreiecks

44. a) Ersetze in der Formel fiir den Inhalt des Dreiecks,
f=%a:hs,
hy durch einen Ausdruck, der eine Seite und einen Winkel des Dreiecks
enthilt. Auf wieviel Weisen ist das moglich?

b) Beweise die drei Inhaltsformeln (achte auch auf stumpiwinklige
Dreiecke!):

- b . *C .
L [’=2—2—smy, IL f= Ez_c.smﬂ,

IIL [=b—écsina.
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45. 8) Zeige, daB die Inhalte von Dreiecken, die in einem Winkel {iberein-
stimmen, sich wie Rechtecke aus den anliegenden Seiten verhalten.

b) Zeige, daB Dreiecke, die in zwei Seiten iibereinstimmen und deren ein-
geschlossene Winkel sich zu zwei Rechten ergénzen, gleichen Inhalt haben,

46. Ersetze in der Inhaltsformel I in Aufgabe 44b) die Seite b nach dem Sinus-
satz durch einen Ausdruck, der a enthalt, und beweise so die Formel I
und ebenso die ihr entsprechenden Formeln II und III:

a’sinf - siny
2sina

bisina .siny

Lr= 2sinf °

’ o f=

c*sine - sin g

m f= 2 8in y

47. Berechne den Inhalt der Dreiecke Aufgabe 34a bis 34i, 43a bis 43e,

Vermischte Dreiecksberechnungen

48. Berechne in einem Dreieck, von dem

a=17 cm, b=12 cm, a=58°36’
gegeben ist, a) die Hohen, b) die Winkelhalbjerenden, ¢) die Seitenhal-
bierenden.

49, Berechne in einem Dreieck, von dem
a=9,2 cm, . b=8,5cm, ¢c=39cm
gegeben ist, den Radius a) des Inkreises, b) des Umkreises.

50. Berechne in einem Dreieck, von dem
a=67°, b=12 cm, y="T20

gegeben ist, die Abschnitte, in die die Winkelhalbierenden ihre Gegen.
seiten teilen.

51. Berechne in einem Dreieck, von dem
a=6,3 om, b=48cm, a=114°54’
gegeben ist, die Winkel zwischen den Seitenhalbierenden.

652. Berechne ein Dreieck aus

a) a=6,555m, b=17,04 m, 8, = 6,805 m;

b) a=85°1%5, B=161°30, w3 =6,75m;

¢) a=17,6 cm, w, = 10,75 em, y=164°2¢;

d) hg=2,31m, ks = 3,055 m, a=103°27" 36"”;

e) a=2341m, he = 157,25 m, 8, = 252,4 m.,
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53. In einem Dreieck verhalten sich die Seiten wie 2:3:4. Bestimme die
Winkel des Dreiecks,

84. In einem Dreieck ist das Verhéltnis zweier Seiten 1: 2, der eingeschlossene
Winkel z&hlt 60°. Wie gro8} sind die beiden anderen Winkel?

5. Berechne Seiten und Winkel eines Dreiecks, in dem gegebenista: 4=2:3,
¢=100m und g =45°

Vierecksbherechnungen

56. Berechne &) die Diagonalen, b) den Inhalt eines Parallelogramms mit
den Seiten 3,756 cm und 5,38 cm und dem eingeschlossenen Winkel 75°,

57. Ein Parallelogramm hat die Seiten 5 cm und 8 cm. Die eine Diagonale
ist gleich 7 cm. Wie grof ist die andere?

58. Von einem Parallelogramm sind die Diagonalen 11,5 cm und 17,2 cm
und der Winkel, den sie bilden, 57° bekannt, Berechne Seiten, Winkel
und Inhalt!

59.Ein Trapez hat die Seiten a=42cm, b=10cm, ¢=18cm und
d=14,6 cm. Berechne die Winkel und den Inhalt. (Berechne erst ein
Teildreieck!) Die parallelen Seiten sind ¢ und e.

Héhenmessung

60. Um die Hohe eines Berges zu messen, wird eine 113 m lange horizontale
Standlinie so abgesteokt, dal die sie enthaltende Vertikalebene durch die
Bergspitze geht. An den Enden der Standlinie werden die Erhebungs.
winkel 24°17’ und 19°48’ gemessen. Wie hoch ist der Berg?

61. Von der Plattform eines Turmes aus wird das untere und das obere Ende
einer auf dem Erdboden stehenden 14 m hohen Fahnenstange anvisiert.
Die beiden Tiefenwinkel sind 22,5° und 28,5°. Wie hoch ist die Plattform,
und wie weit steht die Fahnenstange von dem Turm ab?

62. Um die Hohe eines Gebiudes zu messen, wird auf der hchsten Erhebung
eine 5 m lange, vertikale MeBstange angebracht und deren unteres und
oberes Ende vom Erdboden aus anvisiert. Die abgelesenen Erhebungs-
winkel sind 61° und 67° Wie hoch ist das Gebidude?

Triangulation

63. Die Basis BC eines Dreijecks A BC wird zu 117,58 m gemessen, die Winkel
B und y ergeben sich zu 73° 32’ und 81°17’. Berechne AB und AC

64. Ein Punkt D wird an das eben bezeichnete A A BC dadurch angeschlossen,
daB die Winkel DA B=>54°25" und DBA =63°51" gemessen werden.
a) Berechne D4 und DB. b) Berechne auf zweifache Weise DC. (Zwei
Fille je nach der Lage von D.)
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§ 4. Erweiterung des Begriffs der trigonometrischen
Funktionen auf beliebige Winkel

Winkel und Winkelma8

1. Zeige, wie man, von der Entstehung des Winkels durch Drehung eines
Strahles (des Leitstrahles) um seinen Endpunkt ausgehend, von Winkeln

a) iiber 180°, b) iiber 360° sprechen kann (Fig. 7).

2. Vergleiche die beiden mdglichen Drehrichtungen des beweglichen Strahles
bei der Entstehung eines Winkels: Wann nennt man einen Winkel positiv,
wann negativ?

3. Zeichne unter Verwendung eines Pfeiles zur Kennzeichnung der Dreh-
richtung die folgenden Winkel: a) 4 135°, b) — 135°, ¢) - 90°, d) — 90°,
€) -+ 2709, f) — 2700, g) 180°, h) — 1809, i) + 360°, k) — 360°. Die
Anfangslage des Strahles sei einmal horizontal nach rechts gerichtet,dann
horizontal nach links gerichtet, schlieBlich vertikal nach unten (jeder
Winkel ist also dreimal zu zeichnen).

4. Deute die folgenden Winkel (wieder mit Pfeii) an: a) 450°, b) 4109, ¢) 570°,
d) 700°, e) — 310°, ) — 480°, g) — 720°,

5. Wad ist iiber die freien Schenkel der Winkel a) @ und —a, b) 90°+ ¢ und
90°—e, ¢) 180°4-a und 180°—ea, d) ¢ und 360° 4, ¢) ¢ und 360°—a,
f) a+ 180° und —a—180° zu sagen, wenn Scheitelpunkt und Anfangs-
lage des Leitstrahles zusammenfallen ?

6. Zeige, daB alle Winkel von der Form a-}- k¥ - 360°, wo k eine positive oder
negative ganze Zahl ist, zur Deckung gebracht werden konnen.

7. Berechne den Weg, den ein um die Strecke 7 vom Scheitelpunkt entfernter
Punkt zuriicklegt, wenn der Winkel a) 90°, b) 360°, ¢) 45°, d) 720° miBt.

8. Gib die in Aufg. 7a)—d) berechneten GroBen an unter der Voraussetzung,
da8 r=1 ist (BogenmaB).

9, Wir bezeichnen zunichst den Wert des in Graden gemessenen Winkelsa
im Bogenmaf mit arc a®. Wie groB ist

a) arc 360°, b) aroc 90°, ¢) aro45°, d) aro 109,

¢€) are 540°, ) arc 63°, g) arc 1379, h) aro (—159),
i) arec (— 30°), k) arc (— 450°), 1) arc 7209, m) aro1°,

n) arc 7° 30, 0) aro 45, p) .aro 37° 16’ q) aro 16° 48'?

10. Stelle die Funktion y =arc z, wobei z in Graden gemessen wird, in ge-
eignetem MaBstabe graphisch dar.
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11. Rechne in Gradma8 die folgenden in BogenmaB gemessenen Winkel um:

47
DG O D 92m D —fm 9 —3m B, ) -1
k) 0,1, 1) 0,35.

12. Rechne in BogenmaB um a) @, b) a + 90°, ¢) 180°—a, d) —a, wenn « in
GradmaB gegeben ist.

13. Rechne in GradmaB um a) a, b) a+ 2 7, ¢) a— %, d)a+ 1, wenn a im
BogenmaB gegeben ist?). 3

Erweiterung der Funktionsbegriffe auf beliebige Winkel

14, Ersetze in der Definition der trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel
Hypotenuse durch Leitstrahl (gemessen vom Scheitelpunkt bis zu einem
beliebigen Punkt des Leitstrahls), Gegenkathete durch Ordinate oder Pro-
jizierende des Leitstrahls, Ankathete durch Abszisse oder Projektion des
Leitstrahls, wobei die Anfangslage des Leitstrahls mit der positiven Rich-
tung der z-Achse zusammenfillt (Fig. 7). Wie lautet dann die Erklarung
des Sinus, des Kosinus, des Tangens, des Kotangens, ausgedehnt auf
beliebige Winkel?

15. Gib die Vorzeichen a) des Sinus, b) des Kosinus, ¢) des Tangens, d) des
Kotangens in den einzelnen Quadranten an, wenn du dabei die Vorzeichen
von Ordinate und Abszisse maBgebend sein 1dBt, wihrend die MaBzahl
des Leitstrahls stets positiv genommen ist. e) Vereinige die Ergebnisse
von &) bis d) in einer Tabelle.

16. Zeige, daB die Erklirungen der trigonometrischen Funktionen firr spitze
(§1) und stumpfe (§ 3) Winkel Sonderfille der allgemeinen Erklirung in
Aufgabe 14 sind.

17. Weloche Werte haben die vier trigonometrischen Funktionen fiir

a) 09, b) 90, ¢) 1800, d) 2700, ¢) 3609,
f) 135°, g) 1209, h) 3009, i) — 309, K) — 1350,
1) 5400, m) 4500, n) 6300, 0) — 7200t

18. Welche Werte haben die vier Funktionen fiir a) _%r, b) im, ) i,
d) 37, ¢ —§m, 1) —%, g —3m

1) In der Folge wird die Funktionsbezeichnung are immer fortgelassen. Ob
also ein Winkel in GradmaB den Wert «, in Bogenma8 den Wert a hat: wir
schreiben sowohl sin « wie sin a. — Dem Zahlenwert o oder a ist zu entnehmen,
welches von den beiden MaBen benutzt ist.
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19. Stelle a) die Sinusfunktion, b) die Kosinusfunktion, ¢) die Tangensfunktion,
d) die Kotangensfunktion fiir die ersten fiinf positiven und die ersten
beiden negativen Quadranten graphisch dar. Als MaBstab auf der z-Achse
wihle das BogenmaB,

20. Wie groB ist die Periode der einzelnen trigonometrischen Funktionen?
21. Gib die Lage aller Symmetrieachsen und aller Symmetriezentren an
a) bei der Sinuskurve, b) bei der Kosinuskurve, ¢) bei der Tangenskurve,

d) bei der Kotangenskurve.

22, Gegeben ist sin a =s. Berechne

8) sin (360°+ a), b) sin (—a), ¢) sin (360°—a),
d) sin (180°4-¢), e) sin (180°— ).

23. Gegeben ist cosa =c. Berechne
a) oos (—a), b) cos (180° 4 a), ¢) cos (180°—a),
d) cos (360°4-a), e) cos (360°—a).

24, Gegeben ist tga =1¢. Berechne
a) tg (—a), b) tg (180°+a). ¢) tg (180°—a),
d) tg (360°+a), e) tg (360°—a).

26, Gegeben ist ctga =k. Berechne
a) otg (—a), b) otg (180°+-a), ¢) otg (180°—a),
d) otg (360°+4-a), e) ctg (360°—a).

26. (Erster Satz der absoluten Betrage.) Es ist
|sine | =|sin B, |oos a|=|cos B},
ltga | =[tg B |, | ctga|=] ctg B,
wenn ) die Differenz, b) die Summe der Winkele und 8 ein ganzes Viel-
faches von 180° ist.!) Beweise das.

27. Bestimme unter Benutzung der trigonometrischen Tafel
a) sin 195°, b) oos 212¢, ¢) tg 1420, d) otg 242°,
) sin 317°, f) cos 2929, g) tg 282°, h) otg 3519,
i) 8in 231°35’, k) obs 197°48’, 1) tg 332015, m) otg 265° 52’
1) Unter | a| (gelesen: absoluter Wert von a) versteht man den Wert a,

wenn a positiv ist, den Wert — a, wenn a negativ ist. |a| ist also stets positiv,
Man kann auch sagen, | a| sei der Wert von a, abgesehen vom Vorzeich
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28. 1) Bestimme die Winkel zwischen 0° und 360°, fiir die die Sinusfunktion
die folgenden Werte hat:

a) 0,4226, b) 0,6018, ¢) 0,5250, d) 0,5480,
e) 0,42262, f) 0,48481, g) 0,38805, h) 0,67200.
29. 1) Bestimme die Winkel zwischen 0° und 3609, fiir die die Kosinusfunktion
die folgenden Werte hat: -
a) 0,8141, b) 0,8660, ¢) 0,9250, d) 0,8800,
e) 0,75741, f) 0,91116, g) 0,86603, h) 0,98010.

30. 1) Bestimme die Winkel zwischen 0° und 3609, fiir die die Tangensfunktion
die folgenden Werte hat:

a) 0,4877, b) 1,8807, ¢) 2,6051, d) 1,3100,
e) 0,10510, 1) 6,31375, g) 3,20406, h) 0,30000.

31.1) Bestimme die Winkel zwischen 0° und 360, fiir die die Kotangens-
funktion die folgenden Werte hat:

8) 0,5317, b) 2,0503 ¢) 1,2203, d) 1,6000,
©) 1,23490, f) 0,70021, g) 4,84300, h) 1,11111,

Die Beziehungen der Winkelfunktionen untereinander

32. Untersuche die Giiltigkeit der folgenden Formeln fiir den erweiterten
Funktionsbegriff:

sina

a) sin®a 4 cos?a =1, b) P
c

33. a) Gelten die Formeln
sinea=cos (90°—a),
cosa=sin (90°—a),
tga=ctg (90°—a),
ctga=tg (90°—a)
auch dann, wenn a ein beliebiger (nicht nur ein spitzer) Winkel ist?
b) Stelle entsprechende Formeln auf, wenn 90° durch 270° ersetzt wird.

=tga, ¢) tga-otga =1,

1) Die Aufgaben a)—d) kommen jeweils fiir vierstelliges, die Aufgaben e)—h)
fir fiinfetelliges Rechnen in Betracht.
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34. (Zweiter Satz der absoluten Betriage.) Es ist
|sine | =|cospl, |cos a| =|sinf,
ltg a| =|otgpl, |ctga|=]|tg Bl

wenn 8) die Summe, b) die Differenz der Winkel a und § ein ungerades
Vielfaches von 90° ist. Beweise das,

Der Wert der Sinusfunktion fiir kleine Winkel

35. Berechne i:—z fir a) 2=0,1, b) 2=0,01, ¢) 2=0,001.

36. In der Fig. 8 ist der Kreisausschnitt B M C grder als das Dreieck M 4 B
und kleiner als das Dreieck MCD. Bringe diese Ungleichungen in eine
andere Form, indem du die auftretenden GroB8en
durch den Radius M C =r und den in Bogenma§8 ge- D
messenen Winkel A M B = x ausdriickst. Leite daraus

cine obere und eine untere Grenze fiir — ab.
sinz

37.Gib auf Grund der Uberlegungen in Nr.36 den
z sin 2
—_ —= M
Grenzwert an, dem a) s ¥ p zustrebt, wenn Y
z sich beliebig dem Wert O nahert.

38. Untersuche mit Hilfe der Tafel der trigonometrischen Fig. 8.
Funktionen, bis zu welchem Winkel, gemessen in
Graden, sine und tge a) bis auf vier Dezimalen, b) bis auf drei Dezi-
malen fibereinstimmen.

39. Gib ohne Tafel angenéherte Werte von a) sin 19, b) sin 49, ¢) sin 0,1° an,

40. Wenn fiir kleine Werte von z angenihert y =sin x und y = z {iberein-
stimmen, so bedeutet das, Sinuskurve und Gerade y = z fallen in der
Nihe von z =0 angenéhert zusammen. Unter welchen Winkeln schneidet
also die Sinuskurve die z-Achse?

(=2
z

41. Welchen Wert nimmt 2= fiir beliebig kleines z an?

42. Wird a) 52;3 , b) thx fiir kleine Werte von z gréBer oder kleiner als 1?
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§ 5. Die Additionstheoreme

Die Additionstheoreme der Sinus- und der Kosinusfunktion

1. In Fig. 9 ist an Strahl OX der Winkel @ und an dessen freien Schenkel der
Winkel § angetragen. Vorausgesetzt wird a < 90°, # < 90° und a--§ < 90°,
04 ist gleich der Einheit gewihlt, 4B 1 0B, 4
AA' 1 OX, BB’ 10X, BC 1 AA’. a) Be-
rechne <C BAC. b) Setze A4’ aus AC und BB’
zusammen und beweise so die Formel B

(1) sin (e+pB) =sina- cosf + cose - sin 8.

¢) Setze 04’ gleich der Differenz von OB’ und ﬁ‘
BC und beweise so die Formel o 7
(2) cos (e +p) = cos a- cosf — sine - sin B. Fig. 9.

2. a) Entwirf eine der eben benutzten analoge Figur fiir die Differenz a— g
zweier Winkel, und zwar unter der Voraussetzung, daB < 90°, < 909,
a>f ist. b) Leite die Formeln her

(3) sin (¢ — f) =sin a-cos § — cosc - sin B,
4) cos (a — ) =cosa-cos f + sin a-sin f.

3. Dehne an der Hand der Fig. 9 unter Beachtung der Vorzeichen der auf-
tretenden Strecken das Additionstheor@ (1), (2) auf den Fall aus, daB
a und B zwar spitz bleiben, daB aber a > 90° ist.

4. (Herleitung des Additionstheorems (1) und (3) aus dem ptole-
miischen Lehrsatz.) a) Im Sehnenvicreck .4 BC D sei A C Durchmesser
(=27), <L CAD = a, <X CAB = f. Dividiere die Formel des ptole-
miischen Lehrsatzes durch (2 7)2 und leite so das Additionstheorem her.
b) Im Sehnenviereck 4 BCD sei A B Durchmesser (=27), X DAB =a,
< C A B=p. Wende die Formel fiir A B- CD an und verfahre wie oben.
¢) Welchen einschrinkenden Bedingungen unterliegen bei diesem Beweis
die Winkel & und £?

5. Fig. 10 zeigt, daB c=a - 0os f + b-cosa ist. a) Driiocke in dieser Gleichung
¢, a und b durch den Radius 7 des Umkreises und Winkelfunktionen aus,
b) Benutze y =180°— (a4 f) und leite so ein ¢
Additionstheorem her. ¢) Welchen einschrinkenden
Bedingungen unterliegen die Winkel a und 8¢

6. Es sei einer der Winkel ¢ und B, etwa a, stumpf, , B
der andere spitz. Fiihre den Winkel a’ =a — 90° b
ein, stelle fiir a’ und B die Additionstheoreme (1) Fig. 10.
und (2) auf und untersuche, ob jetzt auch fiir ¢ und g die Additionstheo-
reme nachweisbar sind.
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7. Weise ebenso die Richtigkeit der Formeln (3) und (4) fiir den Fall nach,
daB einer der beiden Winkel stumpf ist.

8. a) Die Additionstheoreme mogen fiir Winkel & und B gelten, die zwischen
irgendwelchen bestimmten, in Vielfachen des rechten Winkels angebbaren
Grenzen liegen. Weise dann nach, daB die Formeln auch noch fiir und
einen Winkel ¢’ =90°4-a gelten. b) Zeige, daB damit die Additions-
theoreme fiir beliebige positive Winkela und B gelten. ¢) Zeige, daB die
Formeln auch fiir negative Winkel gelten. d) Zeige, daB nach Zulassung
negativer Winkel die Formeln (3) und (4) nur Sonderfille der Formeln
(1) und (2) sind. e) Leite die Formel (2) unmittelbar aus der Formel (1)
her. f) Leite die Formel (4) unmittelbar aus der Formel (3) her.

9. Erprobe die Riohtigkeit der Formeln an den Winkeln a) 60° und 30°,
b) 0° und 45° ¢) 90° und 90°, d) 0° und 8.

10. Bereochne a) sin 76°, b) cos 75° e) sin 15°, d) cos 15° e) sin 105°,
f) cos 165°.

11. Entwickle Formeln fiir a) sin (45°+q), b) cos (45°+a),
¢) sin (45°—a), d) cos (45°—a).
12. Entwickle Formeln fiir a) sin' (e+B+), b) cos (a+-B+y),

¢) sin (a+B—9).

Die Additionstheoreme der Tangens- und Kotangensfunktion

13. Entwickle aus den Additionstheoremen der Sinus- und der Kosinus-
funktion durch Division die folgenden Formeln:

tga 4138

M g (e +p) =1—tga g8’
o) g e—p =50

14. Entwickle Formeln a) fiir ctg (e+p), b) fiir otg (a — B).

15. Berechne aus den dir bekannten Werten der Funktionen fiir 45° und 30°
a) tg 759, b) otg 75°, ¢) tg 159,
d) ectg 15°, o) tg 1659, f) otg 255°,
16. Entwickle Formeln fiir
a) tg (45°+-a), b) tg (45°—a),
¢) ctg (45°+a), d) ctg (46°—a).
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Funktionen von Vielfachen eines Winkels

17. Beweise die Formeln
(1) sin 2a=2sin @ - cos a,
2) cos 2 @ = cos? @ — sin? a.
18. Entwickle entsprechende Formeln fiir
8) tg 2c, b) otg 2a, ¢) sin 3a, d) cos 3a,

19, Beweise die Formeln

o0} sm% ]/I—cosa
@ £=l/l+cosa

20. Entwickle entsprechende Formeln fiir a) tg E’ b) ctg % .

21, Berechne a) sin 22°30°, b) tg15° ¢) cos 67°30°, d) sin 7° 30,
e) otg 37°30".

22. Zeige, daB die trigonometrischen Funktionen aller ganzen Vielfachen von
3°durch Quadratwurzelausdriicke darstellbar sind. Berechne insbesondere

die Funktionen von a) 3° b) 6°, ¢) 9°, d) 120,
Anleitung: 3° = 18° — 15%; 180 — 36

Summen und Differenzen tngonometnscher Funktionen

23. Entwiokle nach dem Additionstheorem sin (24 y) - sin (x— y) und leite

daraus, indem du z+4- y =a, z— y =4 setzt, die Formel

+ﬁ a—p

+ €08 b}

(1) sin @ 4 sin f =2 sin

her. — Leite in dhnlicher Weise die Formeln her:

) sina—sinﬁ=2-cosa;'ﬁ-sina;p,
3) wsa+wsﬂ=2-cosa;ﬂ-cosa;ﬁ,
4) cosa—cosﬂ=—2-sing—;:—ﬂ-sina;ﬁ.

24. Entwickle in der Weise von Aufg. 23 Produkte fiir
8) sina - cosf, b) sine— cosp, ¢) sina-- cose,
d) 1—sina, e) 14 cosp, f) 1—cosp.
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Anwendungen

25. Bereohne unter Beachtung der Tatsache (§4, Aufg.37), daB fir kleine
Winkel sin z & z ist (BogenmaB!), a) sin 31°=sin (30°4-19). b) oos 31°,
¢) sin 299, d) sin 59°, e) cos 46°,

26. Entwickle fiir die Pfeilhthe eines Kreisabschnittes (d. h. fiir den gréBten
Abstand des Kreisbogens von der Sehne) die Formel % = 2 rsinz3
(6 = Zentriwinkel). 4
Anleitung: Beachte Aufg. 19.

27. Bei der Losung der reduzierten Gleichung dritten Grades erhilt man,
wenn der Casus irreducibilis vorliegt, drei Werte der Form a - cosa,

2 2n
a. cos (a + %) und a - cos (a - ?) Es liegt nahe, als Probe auf die

Richtigkeit zu untersuchen, ob die Summe der drei Werte Null ist. Be-
weise, dall diese Probe nichts besagt, weil die Summe auch dann Null
ist, wenn @ und « falsch berechnet sind.

Aus der Geschichte der G trie

Vieta (1540—1603), der als erster die Methoden zur Berechnung von
Dreiecken mit Hilfe aller tngonometnsohen Funktionen systematnsch aus.
gebildet hat, vertffentlichte 1579 einen ,,Canon‘‘ und 1593 ein Buch
,,Uber verschiedene mathematische Aufgaben®.

28. Aus dem ,,Canon*‘: sina=sin (60°+}a) —sin (60°—¢). Beweise die
Formel.

29, Aus den ,,Aufgaben*’; (sina - 8in ) : (sina— sin f) —tg 2 i tg a_ﬂ
Beweise das.

§ 6. Goniometrische Gleichungen )

Algebraische Lisungen
1. Lése die folgenden Gleichungen:

a) sin?p =4, b) costp=
c) tg2p =2, d) ctg?e=

2. Lose die quadratischen Gleichungen
a) sin? @ — 1,1428 -gin ¢ 40,3214 =0,
b) cos? @ — 1,4848 - cos ¢ + 0,4924 =0,
c¢) tg?e—1,2679-tg ¢+ 0,2679 =0,
d) ctg?e —6,6713-ctg ¢ + 65,6713 =0.
1) In den Aufgaben dieses Paragraphen sind alle Ldsungen zu ber@cksich-

tigen, die zwischen 0% und 360° liegen, und nur diese.
s [2019]
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3.In den folgenden Gleichungen sind alle Funktionen durch eine einzige
auszudriicken; dann ist die Gleichung nach dieser Funktion aufzulésen
und der Winkel zu bestimmen:

a) 2-8in?2@p +4-c0s2p =3, b) 3-cos? @ +sin2 ¢ =25,
¢) 2-sin29+Y2-cosp =2, d) 4-00s29 —2-sin ¢ =2,
) a-sin2 @ 4-b-cos®p =0, f) a-gin2@ 4 b-cos? @ =g,
g) a-sin?2@ 4 b-cosp =0, h) a-cos2 ¢ 4+ b-sin ¢ =g,
i) tgz-sin2z =1, k) tg2x 4 4-sin2 2=3,
4, Lase die folgenden Gleichungen:
8) 3sin ¢ =4cos @, b) sin @ 4 2cos ¢ =0,
¢) 5sinp =3tg o, d) 4sinp | 3tgp =0.

5. Lose die Gleichung a - sin ¢ b + cos ¢ = ¢ dadurch, daB du die eine trigo-
nometrische Funktion beseitigst und damit die Aufgabe auf eine quadra-
tische Gleichung zuriickfiihrst.

6. Lose die Gleichung a-sin ¢+ b - cos ¢ = ¢ mit Benutzung eines Hilfs.

winkels v in folgender Weise: Dividiere durch a, fithre tg y = b ein und
multipliziere mit cosp. Was erhélt man fir sin (¢ 4 y)?

7.Lése die Gleichung a-sin @+ b+ cos ¢ =¢ mit Benutzung eines Hilfs-
winkels v, der durch die Gleichung otgw:% eingefiihrt wird,
8. Lose die Gleichungen

a) 4sin @ 4 7 cos ¢ = 6,296, b) 5sin ¢ — 2 cos ¢ =0,488,
¢) 4sin @ + % cos ¢ =0,625, d) 2o0sp — Lsin ¢ =0,258,

Graphische Lésungen

9.a) Um die Gleichung a-cos @ - b-sin ¢ =c¢ graphisch zu 18sen, setze
cos ¢ =z, 8in ¢ = y und bringe den Kreis 22 4 y% =1 zum Schnitt mit
der Geraden az-by=c. b) Untersuche, wann die Gleichung reelle
Losungen hat und wie viele.

10. Lose graphisch die Gleichungen
a) cos ¢ — 2sing =0, b) 6cos @ 4-4sin ¢ =3,
¢) 4sin @ — Tcos p =86, d) cos ¢ +sinp =7} 2.

Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten
i sin @ +-siny

.,8np m .
s 4 - —_—— = a.
11. Gegeben is wnp =7 und ¢ + 9 = a. a) Bilde den Wert von sin g—sinp

und forme ihn in ein Produkt um. b) Unter Beachtung dessen, dafl ¢}y
bekannt ist, stelle eine Gleichung fiir ¢ —  auf. Daraus lassen sich bei
gegebenen GroSen m, n und a die unbekannten Winkel berechnen.
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12. Lose die Gleichungen

sing - .
a) Py =0,2242, @+ =325
Sin._.q’ —3 —000-
b) Si!l'P_r' ' 'P—‘gon
Sin ? —_— — — ’
c) pre 0,7018, @ —y =152024',

§ 7. Berechnung von Dreiecken und Vierecken
Halbwinkelsiitze
1. Ersetze in sin % = l/ }—:—c—os—a (vgl. §5 Nr. 19) cos @ durch den Wert,

der sich ausdem Kosinussa,tz ergibt, fithre s =1 (a + b+ ¢) ein und forme
den Ausdruck um in
V (s— b) (8 =

1)

2. Leite in &hnlicher Weise, von cos — = ‘/1 Feosa ausgehend, ab:

a _ l/s (s—a)
2) 008-2——— T

3.a) Leite aus (1) und (2) die Formel

a __l/(s—b) (s—¢)
@ ey = s(s—a)

her. b) Leite die Formel (3) aus den zwei Formeln fiir den Flicheninhalt
(Buch fiir K1. 7—9, § 18, Aufg. 9 und 10, § 21, Aufg. 11)

F =7s(s—a) (8—0b) (s—c),
F=p-s

her, wobei die Formel tg% =3 ia zu beriicksichtigen ist. ¢) Gib eine

Halbwinkelformel fiir den Kotangens an.

4. a) Zeige, daB die Berechnung eines Dreiecks aus den drei Seiten zweock-
maBiger mit den Halbwinkelsitzen als mit dem Kosinussatz geschieht.
b) Welche Halbwinkelformeln filhren am schnellsten zum Ziel #

Mollweidesche Formeln und Tangenssatz
5. 8) Driioke in "%’—' die Seiten durch den Radius des Umkreises und die
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Funktionen der Winkel aus und forme den Zahler auf Grund der in §5
Nr. 23 hergeleiteten Formeln um, so da8 sich die Gleichung ergibt

g B2 B—7>
b4e 208 — €08 ——
) = = .
a B+y a
€08 —5—= sin
b) Leite in gleicher Weise Ausdriicke fiir g —|b-c und %’1 her.
6. 8) Leite in gleicher Weise die Formel her
b—e sinﬂ ;7 sin E%Z’.
(2) = = R
@ sin ¢ -'2' L4 cos -;—

b) Leite in gleicher Weise Ausdriicke fiir a_;—c und a_:_b her. ¢) Beweise

die Formeln (1) und (2) geometrisch (Buch fiir Kl.7—9, § 31, Nr. 47
und 48).

7. Leite aus den Mollweideschen Formeln (1) und (2) durch Division den
Tangenssatz her

B+7
b+4c - i 2

8.8) Zeige, daB die Berechnung eines Dreiecks aus zwei Seciten und dem
eingeschlossenen Winkel zweckméaBiger mit Hilfe der Mollweideschen For-
meln oder des Tangenssatzes als mit dem Kosinussatz geschieht. b) Welche
der in Nr. 5, 6 und 7 entwickelten Formeln fithren am schnellsten zum Ziel?

Anwendungen der Dreieckssiitze
9. Bereohne das Dreieck, von dem gegeben ist (achte auf mehrfache Losungen)

8) a= 28,16, b= 26,22, 80 = 21,58,

b) a==85°21' 36", p=61°31'12", w0, = 6,06,

©) a=103027'36".  hy=21,72, he =36,66,

d) a=14,046, by = 9,435 8 = 15,144,

o) a=11,82, 8, = 5,64, B=9927" 36",
1) a=65,88, c=44,10, r=33,18,

g) b=85,05, a=4002' 24", r=48,24,

b) a=6,26, wp=4,32, y=43°16' 48",

) 6=149, hy =17,84, 8 =6,23,
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k) ¢=3,104, ho = 3,028, & = 2,619,

1) a= 36,26, b=232,40, f=307,8,
m) a=56,5, p=4106 1=512.8,
n) a=109°30’ 36", f=138°28" 12", f=186,8.

10. In einem rechtwinklig-gleichschenkligen Drejeck A BC wird die Hypote-
nuse BC durch den Punkt D im Verhiltnis 1: 2 geteilt. Gib die Tangens-
funktionen der Winkel in den Dreiecken A BD und ACD an!

11: Berechne die Winkel eines Dreiecks mit den Seiten 112, )3 und

10z +vVe

Héhenmessung

12. 15,12 m iiber einem Wagserspiegel liegt der Drehpunkt eines WinkelmeB-
apparates, mit dem man die Spitze eines Turmes und ihren Spiegelpunkt
im Wasser anschneidet. Man findet den Erhebungswinkel 34° 30’ und den
Tiefenwinkel 46°26’. Wie hoch ist der Turm?

13. Auf einem Berge steht ein Turm. Man steckt am Abhang eine Standlinie
A B von 214 m Lange ab, die auf den Turm zugeht und ein Gefélle von
6021’ hat. Die Hohenwinkel der Turmspitze an den Enden der Standlinie
sind 23° 23’ und 36° 27’. a) Wie hooh liegt die Turmspitze iiber den beiden
Endpunkten der Standlinie? b) Wie weit ist der Turm von dem ihm zu-
néohst gelegenen Endpunkt der Standlinie entfernt?

Vorwiirts- und Riickwiirtseinschneiden in der Feldmessung'

14. (Hansensohe Aufgabe: Vorwartseinsohneiden.) Von den Enden 4
und B einer bekannten Basis a werden die Punkte P und Q anvisiert und
dabei die Winkel PAQ=a, Q4 B=f, PBA=y, QBP=0 festgestellt
(Fig. 11). Die Streocke PQ ist zu bestimmen. a) Konstruiere PQ. b) Be-
reohne PQ. ¢) Beispiel: 4 B=3,76km, a=12°30’, =33, y=31° 30",
d=19°. d) In der Fig.11 ist angenommen, daB P und @ auf der gleichen
Seite von 4 B liegen. Uberlege die
Aufgabe fiir den Fall, da die beiden ’ { Az
Punkte auf versohiedenen Seiten
von A B liegen.

Anleitung: 1. Berechne die Winkel
APB und AQB. 2. Berechne AP und
A Q. 3. Berechne nach dem ersten
Kongruenzfall PQ. Fig. 11, Fig. 12.

16. (Hansensohe Aufgabe: Rilockwartseinsohneiden.) Die Entfernung
zweier Punkte PQ ist nicht unmittelbar meBbar; es lassen sich aber von
ihnen aus die Enden 4 und B einer Basis von der bekannten Lange a an-
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visieren (Fig. 12). Pist von Q aussichtbar, es werden die Winkel A P B=a,
BPQ=f, AQP=1y, AQB=0/ festgestellt. a) Konstruiere PQ. b) Be-
rechne PQ. .

Anleitung: 1. Berechne & PAQ und X PBQ. 2. Gib die Summe ¢ + y

der Winkel B4 Q und 4 BP an. 3. Berechne A_Ig einmal, indem du die Quo-
tienten % und % , die nach dem Sinussatz auszuwerten sind, multiplizierst,

dann noch einmal, indem du ebenso B Q zu Hilfe nimmst. 4. Durch Gleich-

setzen beider Werte erhiltst du einen Wert fir :;%. 5.Vgl. § 6, Aufg. 11.
¥y

¢) Beispiel: a= 3,309 km, a= 280 12’, f=57°38', y= 22° 32/, § = 73°49".
d) In der Fig. 12 ist angenommen, daB P und @ auf der gleichen Seite
von A B liegen. Uberlege die Lésung der Aufgabe

fiir den Fall, dafl die beiden Punkte auf verschiede-

nen Seiten von A B liegen.

16. (Snelliussche Aufgabe; Riickwartseinschnei-
den.) Um die Lage eines Punktes P zu bestimmen,
visiert man drei ihrer gegenseitigen Lage nach be- B o F
kannte Punkte 4, Bund C an (Fig. 13). Man kennt
also AB=a, BC=b, L ABC=p, X APB=¢
und < CPB=y. a) Konstruiere Pl b) Berechne ¢
die Strecken A P, BP und CP! Fig. 13.

Anleitung: Die gesuchten Strecken lassen sich berechnen, wenn < BAP =a
und X BCP =y bekannt sind. 1. Bestimme die Summe der Winkel.
2. Driicke B P zweimal durch den Sinussatz aus'und bestimme damit

3. Vgl. §6, Aufg. 11.

sin y’

¢) Beispiel: a=2,75 km, b= 3,18 km, = 1530 30", p=19°, p=23045/,

Niiherungskonstruktionen fiir Winkel- und Kreisteilung

17.Im Kreis um M sind die Radien MA und MB gezogen, sie schlieBen
den Winkel a ein. Die Sehne AB werde durch die Punkte ' und D
in drei gleiche Teile geteilt. a) Zieche CM und DM. b) Errichte auf
ABin C und D Senkrechten; sie mogen den zu & gehérigen Kreis-
bogen in €' und D’ schneiden; ziehe C'M und D'M. — Zeige, daB
durch beide Verfahren eine Dreiteilung des Winkels nur angenihert er-
folgt. Bestimme den Fehler fir a) ¢ =10°, b) a =30° ¢) a =459,
d) a=60° e) a=90°

18. Einem Kreis ist ein gleichseitiges Dreieck eingeschrieben. Die halbe Seite
ist dann, wie im Buch fir K1.7—9, § 27, Nr. 53 nach Diirers ,,Unter-
weysung** angegeben, angenihert er Seite des regelmiBigen Sieben-
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ecks gleich. a) Bestimme den Fehler des Zentriwinkels. b) In einen
Kreis vom Radius 10cm wird die halbe Dreiecksseite sechsmal ein-
getragen; ist die siebente Seite dann zu groB oder zu klein, und wie
groB ist der Fehler?

19. Konstruiert man iiber dem Durchmesser BC eines Kreises ein Dreieck
A BCso,daB A Bgleich der Seite des eingeschriebenen regelmiBigen Sechs-
ecks, AC gleich der des eingeschriebenen Quadrats ist, und triigt ferner
CD=CA auf C Bab,soist AD annihernd gleich der Seite des eingeschrie-
benen regelmiBigen Neunecks. a) Bestimme den Fehler des Zentriwinkels.
b) Bestimme den Fehler der Neunecksseite, wenn der Radius des Kreises
10 cm ist.

20. Bezeichnet man vier aufeinanderfolgende Ecken eines regelméBigen

Sechsecks mit 4, B, C und D, verbindet 4 mit dem Mittelpunkt £
der Diagonale BD und teilt 4E in F so, daB CF =AB ist, so ist EF
annihernd gleich der Seite des regelmiBigen Elfecks mit der Sechs-
ecksseite als Umkreisradius. a) Bestimme den Fehler des Zentriwinkels.
b) Bestimme den Fehler der Elfeoksseite, wenn der Radius des Kreises
10 cm ist.
Bei den folgenden Niherungskonstruktionen fiir regelméBige eingeschrie-
bene n-Ecke ist der Fehler o) des Mittelpunktswinkels, f) der Seite
im Falle eines Kreises von 10 cm Radius zu bestimmen im a) Vier-
eck, b) Fiinfeck, ¢) Sechseck, d) Siebeneck, e) Neuneck, f) Elfeck,
g) Siebzehneck.

21. Es sei BC ein Durchmesser des Kreises, 4 BC ein gleichseitiges Dreieck.

Punkt D wird so auf BC gewihlt, dal BD=2 fC
von A D iiber D hinaus schneide den Kreis in E. Dann ist BE ungefihrdie

gesuchte n-Ecksseite.

ist. Die Verlingerung

22. Es sei BC ein Durchmesser des Kreises mit dem Mittelpunkt 3/, 4 BC ein
gleichseitiges Dreieck. Die Punkte D, und D, seien so auf BC gewihlt, da8

MD1=MD2=LBC ist. Die Verlingerungen von 4D, und AD, iiber
n

D, und D, hinaus schneiden den Kreis in E; und E,. Dann ist E, E, un-
gefihr die gesuchte n-Ecksseite.

23. Es sei BC ein Durchmesser des Kreises mit dem Mittelpunkt A, A M ein
zu BC senkrechter Radius. Man verlingert 2/ 4 um %BC bis 4,, M B

um%BO bis B; und bestimmt D auf BC so, daBl BD=%BC’ ist. A4,B;

schneide den Kreis in zwei Punkten, von denen D, dem Punkte Bam néch-
sten liegt. DD, ist dann ungefahr die gesuchte n-Lcksseite.
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Zweites Kapitel
Stereometrie
§ 8. Geraden und Ebenen im Raum?)

Ebenen im Raum

1. Gib an, wie man Ebenen praktisch herstellt und welches die diesen Her-
stellungsweisen entsprechenden geometrischen Eigenschaften der Ebenen
sind.

2. a) Durch wieviel Punkte, b) durch wieviel Geraden ist eine Ebene bestimmt?
¢) Welche Nebenbedingung muB fiir die Punkte, welche fiir die Geraden
gelten?

3. Gegeben sind 8) 5, b) 10 Punkte im Raum, von denen keine drei in einer
Geraden, keine vier in einer Ebene liegen. Wieviel Ebenen lassen sich durch
sie legen?

4. Gegeben sind a) 4, b) 5, ¢) 10 Punkte im Raum, von denen keine drei
in einer Geraden liegen. Wieviel Geraden lassen sich durch sie legen ?

5. Gegeben sind a) 3, b) 4, ¢) 6, d) n durch einen Punkt gehende Geraden,
von denen keine drei in einer Ebene liegen. Wieviel Ebenen sind durch
diese Geraden bestimmt?

6.t Lege durch eine Gerade eine Schar von Ebenen. Unter welchen Um-
stinden kann eine andere Gerade ganz in einer Ebene der Sohar liegen?

7.1 Durch einen Punkt in einer Ebene wird eine Gerade gelegt. Welche ver-
schiedenen Lagen zwischen Ebene und Gerade sind moglich?

8. a) Beim Wiirfel, b) bei einer Pyramide mit quadratischer Grundfliche sind
@) sich schneidende, ) parallele, y) windschiefe Geraden zu nennen und in
einer Darstellung des Korpers in sohréiger Parallelprojektion zu bezeichnen,

9.1 In einer Ebene ist eine Gerade gegeben; auBerhalb der Geraden liegt
a) in der Ebene, b) auBerhalb der Ebene ein Punkt. Durch diesen werden
Geraden gelegt. Untersuche, welche verschiedenen Lagen diese Geraden
zur ersten Geraden haben konnen.

10. } Besohreibe den Schnitt zweier Ebenen und gib Beispiele von Schnitten
zweier ebener Korperflachen.

11. + Welohe Aussage liBt sich iiber zwei Ebenen machen, die einen Punkt ge-
meinsam haben? (Spitze einer Pyramidel)

12. Wieviel Sohnittgeraden haben im Héchstfall a) 3, b) 4, ¢) 6 Ebenent

1) Alle mit t bezeichneten Aufgaben sind durch Freihandmodelle (Bleistift,
Federhalter u.dgl., Heft, Lineal usf.) vom Schiiler zu erlautern.
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Geraden im Raum

13. 1 Gegeben ist eine Gerade und aufBerhalb von ihr ein Punkt. a) Wieviel
Parallelen durch den Punkt zu der Geraden gibt es? b) Wieviel Lote
kann man von dem Punkt auf die Gerade fillen?

14. 1 Gegeben ist eine Gerade und auf ihr ein Punkt. Wieviel Senkrechten kann
man in dem gegebenen Punkt auf der Geraden errichten?

16. 1 Sind a) alle vertikalen, b) alle horizontalen Geraden parallel? (Von der
Kriimmung der Erde ist zunichst abzusehen.) ¢) Wie fillt die Antwort auf
die Fragen aus, wenn man sich nicht auf die nichste Umgebung des Beob-
achtungspunktes besohrinkt, die Kriimmung der Erde also in Rechnung
ziehen muB?

16. + Untersuche, ob a) zwei vertikale, b) zwei horizontale Geraden windschief
sein konnen.

17. + Wann sind eine horizontale und eine vertikale Gerade windschief, wann
nicht?

18. a) Liegen zwei vertikale Geraden, wenn die Kriimmung der Erde beriick-
siohtigt wird, in einer Ebene oder nicht? (Grund!) — In den Punkten b) des
Erdédquators, ¢) eines Meridians, d) eines Breitenkreises sind die vertikalen
Geraden konstruiert. In was fiir einer Fliche liegen sie? e)—g) In den
eben genannten Punkten sind die nach Norden gerichteten horizontalen
Geraden gezeichnet. In was fiir einer Fliche liegen sie?

19. Stelle zusammen, welche verschiedene gegenseitige Lage im Raum ein-
nehmen konnen: a) zwei Geraden, b) zwei Ebenen, ¢) eine Ebene und ein
Punkt, d) eine Gerade und ein Punkt, e) eine Ebene und eine Gerade.

Senkrechte Geraden und Ebenen

20. t Eine Gerade sohneidet eine Ebene. Zeige, daB es dann stets mindestens
eine in der Ebene liegende Gerade gibt, die auf der Geraden senkrecht steht,

21. Zeige, daB beim geraden Kreiskegel die Achse (Hohe) senkrecht auf allen
Durchmessern des Grundkreises steht.

22. 1 Ein Winkel wird um einen seiner Schenkel gedreht. Untersuche die Fliche,
die der andere Schenkel beschreibt, wenn der Winkel a) spitz, b) stumpf,
¢) ein rechter ist.

23.  Eine Gerade sohneidet eine Ebene und steht senkrecht auf zwei durch den
Schnittpunkt von Gerade und Ebene gehenden und in der Ebene liegenden
Geraden. Beweise, daB sie auch auf jeder anderen durch jenen Schnitt-
punkt gelegten Geraden der Ebene senkrecht steht.
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Anleitung: Trage auf der Geraden beiderseits der Ebene gleiche Stiicke F 4,
und F 4, ab. Eine Gerade in der. Ebene schneide die Senkrechten in Bund C,
die beliebige Gerade in D. Bewecise dann durch Kongruenzbetrachtungen, da
A,D = A,D ist, und folgere daraus die Behauptung des Satzes.

24. t Wieviel Senkrechten kann man in einem Punkte der Ebene auf der Ebene
errichten? (Grund!)

25. T Wieviel Lote kann man von einem Punkte auf eine Ebene fillen?
(Grund!)

26. T Wieviel zu einer Geraden senkrechte Ebenen lassen sich 8) durch einen
Punkt der Geraden, b) durch einen Punkt auBerhalb der Geraden legen?

27. Welohes ist die kiirzeste Entfernung (Abstand) eines Punktes von einer
Ebene? (Grund!)

28. T Bestimme den geometrischen Ort der Punkte (des Raumeé), die a) von
zwei gegebenen Punkten b) von zwei gegebenen Ebenen gleichen Abstand
haben.

29. 1 Wo liegen die Punkte einer Ebene, die von einem Punkte auBerhalb der
Ebene gleichen vorgeschriebenen Abstand haben? — In welchen Fillen
sind solche Punkte iiberhaupt nicht vorhanden?

30. In einer Ebene ist der Ort aller Punkte zu finden, die von zwei auBerhalb
der Ebene gelegenen Punkten gleichweit entfernt sind.

31. t Gegeben sind drei Punlkte, die nicht in einer Geraden liegen. Welches ist
der geometrische Ort der Punkte, die von allen drei Punkten gleichen Ab-
stand haben?

32. Wo liegen im Raum alle Punkte, die von den Seiten eines Dreiecks gleich-
weit entfernt sind?

33. Wo liegen alle Punkte, die von drei gegebenen Ebenen gleichen Abstand
haben?

34. Wo liegen die Punkte, die von drei zu einer Geraden parallelen Ebenen
gleichweit entfernt sind?

35. Woliegen alle Punkte, deren Absténde von drei gegebenen Ebenen gegebene
Verhiltnisse haben? — Wo liegen die Teile des Ortes?

36. Welche Ebenen haben von drei parallelen Geraden gleiche Abstande?

37. Gegeben ist ein Punkt P auBerhalb und ein Punkt Q in einer Ebene. Man
fillt von P das Lot PF auf die Ebene. PF ist 0,5 m, F'Q ist 1,2 m.
Wie gro ist die Entfernung PQ?

38. Von zwei Punkten P und @ sind auf eine Ebene die Lote PF und QG
gefillt. Esist PF = 13,7, QG = 12,2 und FG = 11,2. Wie groB ist PQ?
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Konstruktionen im Raum

Bei der Losung der folgenden Aufgaben Nr. 39 bis 48 wird angenommen,
daB durch drei nicht in gerader Linie liegende Punkte stets eine Zeichen-
ebene gelegt werden kann, in der man nach den Methoden der Planimetrie
Konstruktionen ausfiihren kann. Eine Ebene ist ,,konstruiert‘, wenn man
drei ihrer Punkte kennt, die nicht in einer Geraden liegen.

39. Gegeben sind zwei Punkte. Konstruiere die Ebene, in bezug auf welche
die beiden Punkte symmetrisch liegen.

40. Gegeben ist eine Gerade und ein Punkt auf ihr. Konstruiere die zur Ge-
raden senkrecht stehende Ebene, die durch den gegebenen Punkt geht.

41. Gegeben ist eine Gerade und auBerhalb von ihr ein Punkt. Es ist die dunch
den Punkt gehende, zu der Geraden senkrechte Ebene zu konstruieren.

42. In einem Punkte einer Ebene ist auf der Ebene die Senkrechte zu errichten,

43. Von einem Punkte auBlerhalb einer Ebene ist auf die Ebene das Lot
zu fiillen,

44, Gegeben ist eine Ebene und ein Punkt auBerhalb der Ebene. Gesucht wird
der Punkt, der in bezug auf die Ebene symmetrisch zu dem gegebenen
Punkt liegt.

45. Gegeben sind drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen. Die Punkte
sind zu konstruieren, die von den drei gegebenen Punkten einen gegebenen
Abstand haben.

Bei den folgenden drei Aufgaben sollen Konstruktionen nur in den ge-
gebenen Ebenen erlaubt sein; andere Ebenen diirfen nur fir die Uber-
legung, nicht firr die Ausfithrung benutzt werden:

46. Gegeben sind zwei sich schneidende Ebenen, in der ersten zwei Punkte, in
der zweiten ein Punkt. Man zeichne die Schnittgeraden der durch die
drei Punkte bestimmten Ebene mit den beiden gegebenen Ebenen.

47. Gegeben sind zwei Ebenen, in der ersten die Punkte 4 und B, in der zweiten
die Punkte C und D. Wie kann man entscheiden, ob die Geraden 4C und
BD sich schneiden, parallel oder windschief sind ?

48. Gegeben sind drei sich schneidende Ebenen und in den beiden ersten je
ein Punkt. Man zeichne den Schnittpunkt, den die Verbindungsgerade
dieser beiden Punkte mit der dritten Lbene bildet.

Parallele Geraden und Ebenen
Parallele Geraden

49. + Auf einer Ebene sind zwei Senkrechten errichtet. Zeige, daB sie weder
sich schneiden noch windschief sein kénnen, daB sie also parallel sind!
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50. + Zwei Parallelen werden von einer Ebene geschnitten. Die eine Gerade
steht senkrecht zur Ebene. Zeige,daB auch die andere zu ihr senkrecht ist.

b1. Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so sind sie untereinander parallel.
Beweise den Satz a) in der Ebene, b) im Raum.

52. t a) Gegeben ist eine Gerade und ein Punkt auBerhalb von ihr, Konstruiere
die Parallele zu der Geraden durch den Punkt. Wieviel Parallelen gibt
es? b) Zu einer Geraden ist in vorgeschriecbenem Abstand eine Parallele
zu konstruieren. Wieviel Parallelen gibt es?

53. 1 a) Zeige, daB die Projektion einer Strecke auf eine Ebene wieder eine
Strecke ist. b) Welche Ausnahme ist zu machen?

b4. a) Eine Strecke, b) eine Gerade ist auf eine Ebene zu projizieren.

55. Der Schnittpunkt einer Ebene mit einer durch irgend zwei Punkte bestimm-
ten, nicht in ihr liegenden Geraden ist zu konstruieren.

56. T Ein rechtwinkliges Dreieck wird auf eine Ebene projiziert. Wann ist die
Projektion wieder ein rechtwinkliges Dreieck?

37, Lin Dreieck wird mitsamt a) seinen Hohen, b) seinen Winkelhalbierenden,
¢) seinen Seitenhalbierenden auf eine Ebene projiziert. Behalten die Pro-
jektionen der eingezeichneten Linien ihre urspriingliche Bedeutung in der
Projektionsfigur beit

68. t+ Zwei Parallelen werden auf eine Ebene projiziert. Welche Lage halen die
Projektionen zueinander?

Parallele Ebenen

59. Gib an, welche Begrenzungsflachen des Wiirfels parallel sind.
60. f Wie bestimmt man den Abstand zweier paralleler Ebenen?

61. 1 Wieviel zu einer gegebenen Ebene parallele Ebenen lassen sich kon-
struieren, wenn a) der Abstand, b) ein Punkt der Ebene vorgeschrieben ist ?

62. T Zwei parallele Ebenen werden von einer dritten geschnitten., Was laBt
sich iiber die Durchschnittsgeraden sagen?

63. 1 In zwei Punkten einer Geraden werden auf der Geraden senkrechte
Ebenen errichtet. Zeige, daB die beiden Ebenen parallel sind.

64. ¥ Auf der einen von zwei parallelen Ebenen ist eine Senkrechte errichtet.
Zeige,-daBl diese Gerade auch auf der zweiten Ebene senkrecht steht.

65. + Beweise: Sind zwei Ebenen einer dritten parallel, so sind sie unterein-
ander parallel,
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Ebene und Gerade

66. Gib am Prisma Geraden an, die a) der Grundfliche, b) einer Seitenfliche
parallelsind. ¢) Sind die Geraden in b) nur der einen Seitenfliche parallel

67. 1 Beweise: Jede Gerade in der einen von zwei parallelen Ebenen ist der
anderen Ebene parallel.

68. f Beweise: Ist eine Gerade irgendeiner in einer Ebene liegenden Geraden
parallel, so ist sie zur Ebene parallel.

69. 1 Untersuche, a) ob zwei Geraden, die einer Ebene parallel sind, selbst
parallel sind, b) ob eine Ebene, die einer von zwei parallelen Geraden
parallel ist, auch der anderen parallel ist.

70. Gegeben sind eine Ebene und ein Punkt auBerhalb der Ebene. a) Kon-
struiere eine zur Ebene parallele Gerade durch den Punkt. Wie viele gibt
est b) Konstruiere die zur Ebene parallele Ebene durch den Punkt.

71. Gegeben sind eine Gerade und ein Punkt auBerhalb der Geraden. Kon-
struiere eine zu der Geraden parallele Ebene durch den Punkt. Wie viele
gibt es?

72. Gegeben sind zwei Geraden. Lege durch die eine eine zur andern parallele
Ebene. Erortere die Losung.

Winkel zwischen Geraden, die sich schneiden

73. + Beweise a) fiir die Ebene, b) fiir den Ranm: Sind die Schenkel zweier
Winkel paarweise parallel und gleichgerichtet, so sind die Winkel gleich.

74. + Beweise: Sind die Schenkel zweier Winkel paarweise parallel, so liegen
sie in derselben Ebene oder in parallelen Ebenen.

75. Wag 1aBt sich iiber zwei Winkel sagen, a) deren entsprechende Schenkel
beide parallel und entgegengesetzt gerichtet sind, b) bei dem ein Paar ent-
sprechender Schenkel parallel und gleichgerichtet ist, wihrend das andcre
Paar parallel und entgegengesetzt gerichtet istt

Winkel zwischen Ebene und Gerade

76. 1 Gegeben sind eine Ebene und eine Gerade, die sie schneidet. a) Kon-
struiere den Neigungswinkel der Geraden gegen die Ebene, d.h. den
Winkel zwischen der Geraden und ihrer Projektion. b) Erértere den be-
sonderen Fall, daB die Gerade zu der Ebene senkrecht steht.

77. 1 Der Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene ist Scheitel eines
Strahlenbiischels in der Ebene. a) Zeige, daB die Winkel zwischen den
Strahlen und der Geraden paarweise gleich sind ; b) bestimme den gré8ten
und den kleinsten der auftretenden Winkel. ¢) Welohe besondere Bedeu-
tung hat der Neigungswinkel?
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78. 1 Gib den geometrischen Ort der Geraden an, die durch einen Punkt
a) innerhalb, b) auBerhalb einer Ebene gehen und mit der Ebene einen
vorgeschriebenen Neigungswinkel haben.

79. 1 Gegeben sind eine Ebene und in ihr eine Gerade. Durch einen Punkt
auBerhalb der Ebene soll eine Gerade gelegt werden, die gegen die Ebene
einen vorgeschriebenen Neigungswinkel hat und die Gerade schneidet.

80. t Eine Gerade sohneidet zwei parallele Ebenen. a) Was ist iiber die Nei-
gungswinkel zu sagen? b) LBt sich das Ergebnis von a) umkehren?

81. + Zwei parallele Geraden schneiden eine Ebene. a) Was ist {iber die Nei-
gungswinkel zu sagen? b) LaBt sich das Ergebnis von a) umkehren?

82. Gegeben sind zwei Ebenen A und B, in A ein Punkt 4, in B ein Punkt B.
Auf der Schnittgeraden von A, B ist ein Punkt C zu finden, fiir den a) die
Summe seiner Abstande von 4 und B miglichst klein, b) die Differenz
seiner Abstinde von A und B moglichst grof ist.

Anleitung: Umklappung einer Ebene in die zweite. — Wieviel Losungen
hat jede der beiden Aufgaben?

Trigonometrische Rechnungen

83. Gegeben sind eine Ebene und eine Strecke von der Linge a, die gegen die
Ebene den Neigungswinkel @ hat. Wie lang ist die Projektion der Strecke?
Beispiel: a=17,6 cm, @=45°.

84. Unter welchem Winkel ist eine Strecke gegen eine Ebene geneigt, wenn ihre
Projektion a) die Hilfte, b) ein Drittel der Streckenlinge besitzt? ¢) Be-
rechne die Neigung der projizierenden Strahlen bei der Darstellung in
sohriiger Parallelprojektion fiir die iiblichsten Fille der Darstellung (4,
45° und 4, 60°).

86. Berechne die Winkel, die die Kérperdiagonale a) eines Wiirfels, b) eines
Quaders mit den Kanten 1, 2 und 3 mit den Seitenflichen bildet. ¢) Stelle
im Falle b) eine Gleichung zwischen den Winkeln auf.

86. Uber einem gleichseitigen Dreieck mit der Seitenlinge 4 cm ist eine 6 cm
hohe Pyramide errichtet, deren Spitze iiber der Mitte des Grunddreiecks
liegt. Berechne den Neigungswinkel der Seitenkanten gegen die Grund-
flache.

87. Welche Neigung haben die Seitenlinien eines geraden Kreiskegels gegen
die Grundfliche, wenn die Héhe dreimal so grof ist wie der Durchmesser
des Grundkreises?

88. Die Seitenlinien eines geraden Kreiskegels sind um 65°30' gegen die
Grundfliche geneigt und 13 cm lang. Berechne Mantel und Rauminhalt
des Kegels.

89. Welche Neigung hat die Strecke PQ a) in Aufg. 37, b) in Aufg. 38 gegen
die Ebenet
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‘Winkel zwischen zwei Ebenen

90. + a) Zwei Ebenen schneiden sich. Wieviel Winkel entstehen? b) Erklire
den Begriff Ebenenwinkel unter Benutzung des Ausdruckes Halbebene.

91. 1+ Zwei Halbebenen haben die Grenzgerade gemeinsam. In einem
Punkte dieser Geraden werden in beiden Ebenen Senkrechten auf der
Grenzgeraden errichtet. Beweise, dal die Gré8e des Winkels zwischen
den beiden Senkrechten unabhingig von der Wahl des Punktes auf der
Grenzgeraden ist.

92. Zwei Ebenen sind durch.je drei ihrer Punkte gegeben. Konstruiere die
Durchschnittsgerade der beiden Ebenen.

93. t+ Zwei Ebenen stehen scnkrecht anfeinander, wenn der Winkel zwischen
ihnen ein rechter ist. — Zeige, daB jede Ebene, die man durch eine auf
einer Ebene senkrecht stehende Gerade legt, auf der ersten Ebene senk-
recht steht.

94. + Gegebea sind zwei Punkte in einer Ebene. Konstruiere die zur Ebene
senkrechte Ebene, die durch die beiden Punkte geht.

93. t+ Gegeben sind eine Ebene, ein Punkt in der Ebene und ein anderer auBer-
halb der Ebene. Konstruiere die zur Ebene senkrechte Ebene, die durch
die beiden Punkte geht (Zahl der Losungen ?).

96. + Gegeben sind eine Ebene und zwei Punkte auBerhalb der Ebene. Durch
die Punkte ist eine zur Ebene senkrechte Ebene zu legen (Zahl der
Losungen?).

97. t Gegeben sind zwei Ebenen und ein Punkt: Konstruiere eine zu beiden
Ebenen senkrechte Ebene, die durch den Punkt geht.

98. Welches ist der geometrische Ort der Punkte, die von zwei a) parallelen,
b) gegeneinander geneigten Ebenen gleichen Abstand haben?

99. + Gegeben sind zwei Ebenen und eine Gerade, die in keiner von ihnen
liegt. Auf ihr ist ein Punkt zu bestimmen, der von beiden Ebenen gleichen
Abstand hat.

100. + Gegeben sind zwei Ebenen und ein Punkt auBerhalb von beiden. Durch
den Punkt soll eine Gerade gelegt werden, die mit beiden Ebenen gleiche
Neigung hat.

101. T Gegeben sind zwei Ebenen und ein Punkt auBerhalb von beiden. Durch
den Punkt soll eine Gerade gelegt werden, die beiden Ebenen parallel ist.

102. + Beweise, daB zwei parallele Ebenen mit einer dritten Ebene gleiche
Winkel bilden.

103. + Gegeben sind eine Ebene und 8) ein Punkt, b) eine Gerade auBerhalb
der Ebene. Durch a) den Punkt, b) die Gerade ist eine Ebene zu legen,
die mit der gegebenen Ebene einen vorgeschriebenen Winkel bildet (Zahl
der Losungen?).
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Trigonometrische Rechnungen

104. In einem Quader mit den Kanten a) 1 cm, 2 cm und 3 em, b) @, bund ¢
ist irgendeine der Diagonalebenen herauszugreifen, und ihre Neigungen
gegen die Flichen sind zu bestimmen.

105. Die Spitze einer Pyramide liegt 5 cm iiber der Mitte der quadratischen
Grundfliche mit der Grundkante 4 cm. Bestimme die Neigungen de.
Seitenflachen der Pyramide gegen die Grundfliche.

106. Die Spitze einer Pyramide liegt a om iiber der Mitte der Grundflache, die
ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a om ist. Bestimme die Neigung der
Seitenflachen der Pyramide 8) gegen die Grundfliche, b) gegeneinander.

s 3

Winkel zwischen zwei w hiefen Geraden

107. 1 Gegeben sind zwei windsohiefe Geraden. Ziehe durch einen Punkt im
Raum (er kann auch auf einer der beiden Geraden liegen) Parallelen zu
den Geraden. a) Zeige, daB der Winkel zwischen den beiden Parallelen
unabhéngig von der Lage des Punktes ist. b) Zeige, da8 die Einfithrung
des Winkels windschiefer Geraden in Ubereinstimmung mit dem Winkel-
begriff bei zwei sich sohneidenden Geraden ist. ¢) Gib am Wiirfel Paare
windschiefer Kanten an, die sich unter rechtem Winkel kreuzen.

108. a) Beweise, daB eine zu einer Ebene senkrechte Gerade senkrecht steht zu
allen Geraden in der Ebene. b) Untersuche, ob das Entsprechende auch
von einer zur Ebene parallelen Geraden gilt.

109. Eine Gerade steht senkrecht zu zwei nicht parallelen Geraden einer Ebene.
Beweise, dafl sie zu der Ebene senkrecht steht.

110. Wenn eine Gerade drei nichtparallele Geraden einer Ebene unter gleichen
Winkeln kreuzt, so steht sie auf der Ebene senkrecht. Beweise das.

Andere Aufgaben iiber windschiefe Geraden

111. 1 a) Durch zwei windschiefe Geraden sind zwei parallele Ebenen zu legen,
b) Zeige, daB der Abstand der beiden Ebenen den kiirzesten Abstand der
beiden windschiefen Geraden angibt.

112. 1 Gegeben sind zwei windschiefe Geraden. Konstruiere die Gerade, die auf
beiden senkrecht steht.

113.  Gegeben sind zwei windschiefe Geraden und ein Punkt. Konstruiere die
Ebene, die durch den Punkt geht und beiden Geraden parallel ist.
Beweise die folgenden Sitze 114—117:

114. Duroh einen Punkt geht eine und im allgemeinen nur eine Gerade, die
gwei gegebene windschiefe Geraden schneidet.
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116. Sind drei windschiefe Geraden gegeben, so gibt es eine und nur eine Ge-
rade, die zu einer der drei Geraden paralle]l ist und die beiden anderen
sohneidet. — Inwiefern ist dieser Satz ein Sonderfall des vorigent

116. Es gibt unendlich viele Geraden, die drei gegebene windschiefe Geraden
schneiden.

117, Hat man zwei windschiefe Geraden und eine Ebene, die zu keiner von
ihnen parallel ist, so gibt es unendlich viele Geraden, die zu der Ebene
parallel sind und die beiden Geraden sohneiden.

118. Eine Strecke von gegebener Linge ist so zu legen, daB sie einer gegebenen
Ebene parallel wird und daB ihre Endpunkte auf zwei gegebenen wind-
schiefen Geraden liegen.

119. Eine Strecke von gegebener Liinge soll so gelegt werden, daB sie von zwei
windschiefen Geraden begrenzt wird und mit ihnen gleiche Winkel bildet.

120. Zwischen zwei windschiefe Geraden ist eine gegebene Streoke so zu legen,
daB sie mit einer von ihnen einen gegebenen Winkel bildet.

121. Die Mittelpunkte aller zwischen zwei windschiefen Geraden m&glichen
Verbindungsstrecken liegen in einer Ebene.

122, Die Mitten der Seiten eines windschiefen Vierecks sind die Ecken eines
Parallelogramms.

123. Eine Ebene, die zu zwei Seiten eines windschiefen Vierecks parallel ist,
teilt die beiden anderen in demselben Verhaltnis.

124. Gegeben sind zwei Ebenen und in jeder von ihnen ein Punkt. Man zeichne
den kiirzesten innerhalb der beiden Ebenen verlaufenden Weg von einem
Punkte zum anderen.

Anleitung: Umklappung um die Schnittgerade.

125. In einem Raum von 10 m Lénge, 4 m Breite und 4 m Héhe sitzt an einer
der quadratischen Seitenflichen eine Spinne, und zwar in der Mittellinie
des Quadrates 1 m iiber dem Boden. Auf der gegeniiberliegenden Seiten-
wand sitzt eine Fliege, gleichfalls in der Mittellinie des Quadrates und
32 m iiber dem Boden. Die Spinne kriecht auf kiirzestem Wege zur Fliege.
Welchen Weg muB sie nehment

Vermischte Uberlegungen

126. Durch eine Gerade wird ein Ebenenbiischel gelegt. Untersuche den
Schnitt des Biischels mit einer Ebene.
4 [2019)
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127. Fiihre den Begriff des harmonischen Ebenenbiischels ein und untersuche
seine Beziehung zum harmonischen Strahlenbiischel und zur harmonischen
Punktreihe.

128. Ein ebener Winkel wird von parallelen Ebenen geschnitten. Was a8t sich
iber die Abschnitte auf den Schenkeln sagen?

129. Wie gro8 ist die Mannigfaltigkeit a) der Punkte im Raum, b) der Geraden
durch einen Punkt, ¢) der Ebenen durch eine Gerade, d) der Ebenen durch
einen Punkt, ¢) der Geraden im Raum, f) der Ebenen im Raum?

130. Bestimme alle Symmetrieebenen a) des Wiirfels, b) eines Quaders,
¢) eines geraden Prismas mit regelmiBiger Grundflache.

131. In der Ebene gibt es Symmetrie in bezug auf eine Gerade (axiale Sym-
metrie) und in bezug auf einen Punkt (zentrale Symmetrie). Im Raum
wird also Symmetrie in bezug auf eine Ebene, eine Gerade, einen Punkt
zu unterscheiden sein. Untersuche einige Korper in bezug auf die verschie-
denen Arten der Symmetrie.

Praktische Anwendungen

132. a) Welche Vorteile hat der dreibeinige Schusterschemel vor dem vier-
beinigen Stuhl? b) Warum macht man Stative (fiir photographische
Apparate, Theodoliten usw.) dreibeinig, ¢) warum unsere Tische meist
vierbeinig?

133. Wieviel Scharniere an einem Deckel, Drahtheftungen an einem Heft-
riicken, Angeln an einer Tiir sind notwendig? (Grund!)

134. Warum geniigt an der Tiir ein Riegel, um sie fest zu schlieBen?
135. Wie stellt man fest, daB eine Ebene a) horizontal, b) vertikal ist?

136. Eine Stange wird ins Wasser gehalten. a) Wie stellt man mit einem Winkel-
messer fest, ob sie vertikal steht? b) Wie 16st man die Aufgabe mit Hilfe
des Spiegelbildes?

137. Ein Stiick Karton hat eine gerade Begrenzung. Man knifft eine Senk-
rechte zu der Geraden und stellt den geknifften Karton auf eine Ebene.
Warum ist jetzt die gekniffte Gerade auch senkrecht auf der Ebene?

138. Auf eine Eisenplatte soll eine andere fest aufgenietet werden. Wieviel
Nieten geniigen zur unverschieblichen Befestigung?

139. Zwei Eisenbahnschienen sind durch Schwellen miteinander verbunden,
Es werde angenommen, die Verbindung zwischen Schwelle und Schiene
sei a) scharnierartig, b) nach Art von Kugelgelenken. Kénnen die Schienen
ohne Bruch oder Zerrung in windschiefe Lage gebracht werden?
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Zwei Punkte mit den Hohenangaben 351 m und 287 m sind auf dem MeB-
tischblatt (1:25000) 3,2 cm voneinander entfernt. Gib a) die Entfernung
in Luftlinie, b) die Neigung der Verbindungsstrecke der beiden Punkte an.

Beweise die folgende (von Girndt aufgestellte) Regel zur Berechnung
eines aus verschiedenen Teilflichen zusammengesetzten Daches, die alle
die gleiche Neigung haben: Man multipliziert die iiberdachte Fliche mit
der Lange irgendeines Sparrens und dividiert das Produkt durch die
Projektion dieses Sparrens auf die iiberdachte Fliche. (Trigonometrische
Untersuchung! Vgl. §11, 8.)

In der Geologie ist fiir die Lage einer geneigtca Schicht kennzeichnend das
Streichen, d.h. die Richtung der Durchschnittsgeraden von Schicht-
ebene und Horizontalebene, und der Neigungswinkel. Gib Methoden an,
beide Grolen praktisch zu bestimmen.

Um festzustellen, ob eine Mauerkante lotrecht ist, hilt der Maurer ein
Senkblei daneben und sieht zu, ob beide Geraden iiberall gleichen Ab-
stand haben. Begriinde das Verfahren.

Ein anderes Verfahren, um zu priifen, ob eine Gerade, etwa eine Mauer-
kante oder ein Fluchtstab, lotrecht ist, ist das folgende: Man hilt ein Senk-
blei daneben und stellt durch Visieren fest, ob Gerade und Senkblei sich
decken, d. h. in einer Ebene liegen. Das wiederholt man bei anderer
Lage des Senkbleis ein zweites Mal. Begriinde dieses Verfahren.

Fig. 14 zeigt, wie man zwischen zwei in 4, und B, stehenden Stében, die
so anden Abhingen eines Bergesstehen, daB der eine vom andern aus nicht
zu sehen ist, die Stibe a* und b* ,,einfluchtet’. a) E.kldare die Methode
(vgl. dazu Buch fiir
Kil. 7—9, § 8, Nr. 100).
b) Begriinde, warum
alle vier Stdbe in einer
Ebene liegen, wenn so-
wohl A,b*a* wie B,
a*b* in einer Ebene
liegen.

der Geschichte der
Geometrie

Aus dem 11. Buch von
Euklids Elementen
[in der Ubersetzung?)
von Pirkenstein]:

1) Achte auf die Ver-
schungen!
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Wann eine gerade Lini auff drey geraden Linien (welche in einem Punct

sioh einander beriihren) bleyrecht stehet; so werden solche drey Linien auff
einer Flache allein liegen, — Beweise das.

§ 9. Korperliche Ecken
Seiten und Winkel der Ecke

1. Beschreibe a) die Ecke eines Wiirfels, b) die Spitze einer sechsseitigen Pyra-
mide, ¢) eine Ecke an der Grundfliche einer vierceitigen Pyramide.
d) Welches ist die Mindestzahl der Kanten und der Seiten einer Ecke?

2. Gib bei einer Eoke des Wiirfels die GroBe a) der einzelnen Seiten, b) der
einzelnen Winkel an.

3. Gib Beispiele von Ecken mit {iberstumpfen a) Seiten, b) Winkeln an (Skizze
oder Modell).

4. Gib Beispiele von Ecken an, bei denen eine Seite andere Seiten sohneidet
(Skizze).

5. Falte aus Papier a) eine konvexe Ecke mit drei, b) mit vier, ¢) mit finf
Seiten, d) eine nichtkonvexe Ecke.

6. Gegeben sind drei Ebenen. Zeige, daB ihre drei Durchschnittsgeraden ent-
weder parallel sind oder durch einen Punkt gehen.

7. Wieviel Eoken bilden drei Ebenen, von denen keine zwei parallel sind?
Vorausgesetzt wird, da8 die Durchschnittsgeraden nicht parallel sind.

8. Zeige, daB a) die Summe zweier Seiten einer dreiseitigen Ecke grofer, b) die
Differenz zweier Seiten kleiner als die dritte Seite ist.

9. Eine dreiseitige Ecke, die zwei gleiche Seiten hat, heiBt gleichschenklig.
a) Gibt es auch hier einen Satz iiber die Basiswinkel? b) LaBt sioh ge-
gebenenfalls das Ergebnis von a) umkehren?

10. Zeige, da8 in einer dreiseitigen Ecke der groSeren Seite der grofiere Winkel
gegeniiberliegt und umgekehrt.

11. Gib eine obere Grenze fiir die Summe der Seiten einer n-seitigen konvexen?)
Ecke an,

12. Gib eine obere und eine untere Grenze fiir die Summe aller Winkel einer
n-seitigen Ecke an.

13. Eine dreiseitige Ecke hat die Seiten a) 60° und 90°, b) 110° und 45°, ¢) a
und b. Zwischen welohen Grenzen liegt die dritte Seite?

1) In Zukunft wird von den Ecken vorausgesetzt, daB sie konvex sind.
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14. Eine dreiseitige Ecke hat die Winkel a) 75° und 60°, b) 100° und 45°, ¢) «
und B. Zwischen welchen Grenzen liegt der dritte Winkel?

15. Welche Pyramiden mit regelmaBiger Grundflache, deren Spitze {iber der
Mitte liegt, konnen an der Spitze stumpfe Winkel haben, welche rechte?

Nebenecke, Scheitelecke, Polarecke

16. Verlangere eine Kante einer dreiseitigen Eoke tiber den Scheitelpunkt hin-
aus. Dann bildet diese Verlingerung mit den beiden anderen Kanten eine
Nebenecke der urspriinglichen Ecke. Gib die Beziehungen a) zwischen
den Seiten, b) zwischen den Winkeln der Ecke und der Nebenecke an.

17. Wieviel versohiedene Nebenecken hat eine dreiseitige Ecke?

18. Die Ecke, die von den Verlingerungen der Kanten einer Ecke liber den
Scheitelpunkt hinaus gebildet wird, heiBt Soheitelecke. Gib die Be-
ziehungen zwischen den Seiten und ebenso zwischen den Winkeln der
Ecke und ihrer Scheitelecke an.

19. Was ist a) iiber die Scheitelecke der Scheitelecke der Ecke, b) iiber eine
Nebeneoke von einer Nebeneoke der Ecke zu sagen?

20. a) Eine dreiseitige Ecke wird an einer Seitenfliche gespiegelt. Worin
stimmen die beiden zueinander symmetrischen Eoken iiberein und worin
unterscheiden sie sich? b) Sind Ecke und Scheitelecke kongruent oder
symmetrisch ?

.

21. Fille von einem Punkt im Innern einer dreiseitigen Ecke die Lote
auf die Seiten. Die von den drei Loten gebildete Ecke heilt Polarecke
der ersten. a) Zeige, daB Seiten und Winkel der Polarecke unabhingig
von der Lage ihres Scheitelpunktes sind. b) Gib die Beziehungen zwischen
den Seiten und Winkeln der Ecke und ihrer Polarecke an. ¢) LaB den
Scheitel der Polarecke auf eine Seitenflicheoder in den Scheitel der Ecke
fallen und untersuche die gegenseitige Beziehung der beiden Ecken bei
dieser Lage. d) Stelle ein Flichenmodell einer dreiseitigen Ecke mit ihrer
Polarecke her.

22. Was ist iiber die Polarecke einer Eoke zu sagen?

Konstruktionen am Netz der Ecke

23. Zeichne das Netz einer dreiseitigen Ecke mit den Seiten a=53°, =659,
¢=90°. Bestimme an dem Netz die drei Winkel der Ecke.

24. Konstruiere eine rechtwinklige dreiseitige Eoke a) aus den beiden Katheten,
b) aus der Hypotenuse und einer Kathete, ¢) aus einer Kathete und dem
gegeniiberliegenden Winkel, d) aus einer Kathete und dem anliegenden
Winkel, e¢) aus der Hypotenuse und dem einen Winkel.

25. Konstruiere eine gleichschenklige dreiseitige Ecke a) aus dem Schenkel
a=> und dem Winkel y (an der Spitze), b) aus dem Winkel y und dem
Basiswinkel, ¢) aus der Basis und dem Basiswinkel,
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26. Zeichne das Netz einer dreiseitigen Ecke zweimal auf Pappe und klappe das
Netz einmal nach der einen, dann nach der anderen Seite zusammen. Was
ist von den beiden Ecken zu sagent

27. Konstruiere eine dreiseitige Ecke a) aus zwei Seiten und dem eingeschlos.
genen Winkel, b) aus den drei Winkeln (benutze die Polarecke!), ¢) aus
einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln (benutze die Polarecke!),
d) aus zwei Seiten und dem Gegenwinkel der einen, ¢) aus zwei Winkeln
und der Gegenseite des einen,

Vermischte Uberlegungen
28, Sprich Sitze iiber die Kongruenz dreiseitiger Ecken aus.

29. Sprich Sitze iiber die Lage der Symmetrieebene einer symmetrischen drei.
seitigen Ecke aus.

30. Fithre die Begriffe Hohe, Seitenhalbierende, Winkelhalbierende, Mittel-
senkrechte bei der dreiseitigen Ecke ein und untersuche, ob sich Beziehun.
gen feststellen lassen, die den Sitzen iiber die ,,merkwiirdigen Punkte* im
Dreieck entsprechen.

31. Erklire den Begriff der regelmaBigen Ecke und sprich Satze iiber sie aus.

82. Leite aus den in Aufgabe 30 gewonnenen Sitzen entsprechende Sitze
iiber dreiseitige Pyramiden her.

§ 10. Der Eulersche Polyedersatz und die regelmiifigen Korper
Polyederformen

1. Ein von Ebenen begrenzter Kérper (Polyeder, Vielflach) ist konvex,
wenn er ganz auf einer Seite jeder Begrenzungsebene liegt. a) Nenne kon-
vexe Polyeder, b) Setze aus zwei Quadern (Streichholzschachteln) nicht-
konvexe Polyeder zusammen. ¢) Was ist iiber die Ecken konvexer Poly-
eder im Gegensatz zu denen nichtkonvexer Polyeder zu sagen?

2. Eine ebene (allseitig begrenzte) Fliche heiBt einfach zusammenhéan-
gend, wenn jeder von irgendeinem Punkte der Begrenzung zu einem
andern solchen Punkte gehende geradlinige Schnitt das Flachenstiick in
zwei getrennte Teile zerlegt. Zeige, a) daB die Kreisfliche einfach zu-
sammenhingend ist, die Kreisringfliche aber nicht, b) daB alle konvexen
Polygone einfach zusammenhiingend sind. ¢) Zeichne mehrfach zusammen.
hingende gesohlossene Flichen. d) Zeichne eine geschlossene Fliche, die
auch nach Anbringung eines Schnittes noch nicht einfach zusammen-
hingend geworden ist. e) Zeichne geschlossene Flichen, die erst durch
irei, durch vier Schnitte einfach zusammenhingend gemacht werden

Onnen.
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3. Bilde aus zwei Quadern (Streichholzschachteln) einen Kérper, der eine
mehrfach zusammenhingende Begrenzungsfliche hat.

4. Ein Korper hat einfachen Zusammenhang (das Geschlecht 0), wenn jeder
ebene Schnitt ihn in zwei Teile trennt. a) Untersuche die dir bekannten
Kérperformen, ob sie vom Geschlecht 0sind oder nicht. b) Fig. 15 zeigt ein

Fig. 15

ringférmiges Polyeder (ein sog. Mazzochio, und zwar nach einer Zeichnung
von Uceelli, einem Maler der Renaissance). Untersuche, ob es das Ge-
schlecht O hat. ¢) Setze aus Streichholzschachtelneinen Kérper zusammen,
der nicht das Geschlecht 0 hat. Wieviel Schachteln brauchst du min-
destens? d) Eine einfache Siulenhalle mit » Siiulen ist auf ihr Geschlecht
hin zu untersuchen.

Der Eulersche Polyedersatz

6. In einem beliebigen nichtiiberschlagenen’ Vieleok sind beliebig viele Diago-
nalen gezogen, in den dadurch entstehenden Teilvielecken sind wieder
Diagonalen gezogen und so fort, soviel man will. Es seischlieBlich in diesem
Vieleoksnetz die Anzahl der Teilvielecke f, die Anzahl der als Seiten
dienenden Strecken k, die Anzahl der als Ecken dicnenden Punkte e.
Dann hat die Invariante

J=e— k<

den Wert 1. a) Beweise das dadurch, daB du nacheinander im Innern
Seiten weglift und jedesmal zeigst, daBl J dabei unverindert bleibt, bis
du beim zuletzt iibrigbleibenden Vieleck siehst, daB J den Wert 1 hat.
b) Beweise das, indem du zunichst das Netz in ein Netz aus lauter Drei-
ecken umwandelst, ohne da8 J sich é#ndert, und dann vom Rande aus ein
Dreieck nach dem andern weglift, wieder ohne dal J sich #éndert.

6. a) Fithre die Uberlegung fiir ein beliebiges einfach zusammenhéngendes,
aus einfach zusammenhingenden Vielecken gebildetes Vielecksnetz durch.
b) Wie erledigt man den Fall des Auftretens mehrfach zusammenhingender
Vielecke?
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7. Ein konvexes Polyeder wird (durch parallele Strahlen oder durch Strahlen,
die von einem Punkte ausgehen) so auf eine Ebene projiziert, dall dabei jede
begrenzende Fliiche, jede begrenzende Kante oder Ecke in der Projektion
auftritt. Gib eine solche Projektion a) fiir den Wiirfel, b) fiir eine Pyramide
an. ¢) Gib fiir den Wiirfel Projektionen an, bei denen Begrenzungsflichen
in Strecken, Kanten in Punkte zusammenschrumpfen. d) Beweise, daB es
immer moglich ist, ein konvexes Polyeder ohne Flachen-, Kanten- und
Eckenverlust in eine Ebene zu projizieren.

8. a) Zeige, daB die Projektion eines konvexen Polyeders sich stets als Uber.
einanderlagerung zweier Vielecksnetze ansehen 1a8t, die in ihrem schein.
baren UmriB iibereinstimmen. b) Was fiir eine Figur ist dieser UmriB?

9. a) Zeige, daB die Invariante J (Aufg. 5) fiir die beiden iibereinanderliegen-
den Vieleoksnetze und damit die Invariante des konvexen Korpers den
Wert 2 hat (Eulerscher Polyedersatz). b) Warum ist es ohne Belang,
daB die UmriBlinie dabei zweimal statt nur einmal gezdhlt wird?

10. Beweise den Eulerschen Polyedersatz in folgender Weise: Aus dem Ober-
flachennetz wird eine Fliche weggenommen. Dadurch wird der Wert der
Invariante des Polyeders um 1 verringert. Jetzt aber bleibt ein einfach zu-
sammenhingendes, aus einfach zusammenhiingenden Vielecken bestehendes
Netz iibrig, dessen Invariante den Wert 1 hat.

11, Beweise den Eulerschen Polyedersatz in folgender Weise: a) Die begrenzen-
den Vielecksflichen werden durch Diagonalen in Dreiecke verwandelt. Wie
andert sich J? b) Ein Punkt im Innern des Polyeders wird mit den Poly-
ederecken verbunden. Damit kann das Polyeder in lauter dreiseitige Pyra-
miden zerteilt werden, Wie éndert sich J? ¢) Eine Pyramide wird heraus-
genommen. Wie dndert sich J? d) Es wird eine zweite, eine dritte Pyra-
mide herausgenommen; wie éndert sich J? ) Welchen Wert hat J fiir die
letzte Pyramide und welchen fiir das ganze Polyeder?

12. Untersuche die Eulersche Invariante bei einem konvexen Kéorperhaufen,
der liickenlos aus lauter konvexen Polyedern zusammengesetzt ist. (Zeige
die Invarianz von e— k- f—r, wo r die Anzahl der Polyeder ist.)

13. Untersuche, welche Anderung die Eulersche Invariante erfihrt, wenn eine
Flache von mehrfachem Zusammenhang ist, wenn also z. B. a) auf eine
Fliche ein zweiter Korper aufgesetzt ist so, daBl die gemeinsame Fliche
ganz innerhalb der Begrenzungsfliche des ersten Kérpers liegt (zwei
Streichholzschachteln!), b) wenn in eine Begrenzungsfliache eines Kérpers
eine von Vieleoken begrenzte Vertiefung eingegraben ist.

14. Untersuche die Eulersche Invariante im Falle eines einfachen Polyeders,
das nicht vom Geschlecht 0 ist, z. B. 8) eines aus vier Streichholzschachteln
gebildeten ringférmigen Korpers, b) eines konvexen Polyeders, das von
einem prismatischen Kanal durchbohrt ist, ¢) des in Fig. 15 abgebildeten
Mazzochio,
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15. Untersuche die Eulersche Invariante fiir den Fall eines konvexen Kérpers,
der in seinem Innern a) einen, b) mehrere von Ebenen begrenzte konvexe
Hohlrdume hat.

Die Platonischen Kérper

16. Die regelmaBigen Korper werden von jeweils einer Art kongruenter regel-
maBiger Vieleoke begrenzt. a) Was fiir Vielecke kommen iiberhaupt nur in
Betracht? (Grund!) — Wieviel Kanten kénnen die Ecken haben, die aus
b) gleiohseitigen Dreiecken, ¢) aus Quadraten, d) aus regelmaBigen Fiinf-
ecken zusammengesetzt werden?

17. Ein Korper wird von gleiohseitigen Dreiecken begrenzt und hat dreiseitige
Eocken. Nimm a) die Anzahl der Ecken, b) die Anzahl der Kanten, ¢) die
Anzahl der Flichen als Unbekannte und berechne nach der Eulerschen
Gleichung jeweils die Anzahlder Ecken, Kanten und Flachen (Tetraeder).

18. Ein Kdrper wird von gleichseitigen Dreiecken begrenzt und hat a) vier-
geitige, b) fiinfseitige Ecken, Berechne auf Grund der Eulerschen Gleichung
die Anzahl der Ecken, Kanten und Flachen (Oktaeder und Ikosaeder).

19. Ein Koérper wird a) von Quadraten, b) von regelméBigen Fiinfecken be-
grenzt und hat dreiseitige Ecken. Berechne auf Grund der Eulerschen
Gleichung die Anzahl der Eoken, Kanten und Flichen (Hexaeder und
Dodekaeder).

Tetraeder und Oktaed

20. Konstruiere ein Tetraeder a) mit der Kante 5 cm in schriger Parallel-
projektion, b) mit der Kante 4 cm in GrundriB und Aufrif.

21. Berechne im Tetraeder a) den Neigungswinkel zweier Seitenflichen, b) den
Winkel einer Kante gegen die Grundfliache, ¢) den Winkel zweier wind-
sohiefer Kanten.

Berechne in einem Tetraeder a) mit der Seite 10 cm, b) mit der Seite
14,36 om, ¢) mit der Seite a:

22.die Hohe einer Seitenfliche,

23. die Tetraederhdhe,

24.den Radius der durch die Ecken gehenden Kugel,
25.den Radius der die Kanten berithrenden Kugel,
26.den Radius der die Flachen berithrenden Kugel,‘
27.die Oberfliche,

28.den Inhalt.

29, Konstruiere ein Oktaeder a) mit der Kante 4 cm in schriger Parallelprojek-
tion, b) mit der Kante 3,6 om in GrundriB und AufriB.
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30. Berechne im Oktaeder den Neigungswinkel zweier Nachbarebenen.
81—36. Beantworte die Fragen 22, 24 bis 28 fiir das Oktaeder.

37. Wie groB ist der Abstand zweier gegeniiberliegender Flachen des Oktaeders?
38, Berechne die Kante eines Tetraeder‘s, dessen Oberfliche 90,04 cm? ist.
39. Berechne die Kante eines Oktaeders, dessen Rauminhalt 11,29 em? ist.

40. Berechne den Abstand zweier windschiefer Kanten eines Tetracders mit
der Kantenlinge a) 10 cm, b) a.

41. Dem Tetraeder ist ein Korper einzuschreiben, dessen Ecken a) die Kanten-
mitten, b) die Flichenmitten sind. Was sind das fiir Kérper? ¢) Berechne
die Kantenlinge und d) den Rauminhalt der Kérper, wenn die Tetraeder-
kante a gegeben ist.

42, Beantworte die gleichen Fragen wie in Aufg. 41 fiir das Oktaeder.

43. Den Seitenilichen a) des Tetraeders, b) des Wiirfels, ¢) des Oktaeders
sind regelmiBige Pyramiden aufgesetzt, deren Spitzen auf der Kuggl
liegen, die dem urspriinglichen Korper umschrieben ist. Berechne die
Kantenlinge und den Inhalt des ncuen Korpers, wenn die Kante @ des
urspriinglichen Korpers gegeben ist.

Vierflach!), Oktaeder und Wiirfel

44, Ein Vierflach ist durch eine Ebene so zu schneiden, daB die Schnittfigur
ein Parallelogramm wird, dessen Seiten ein gegebenes Verhiltnis haben.

45. Ein Tetraeder ist durch eine Ebene so zu schneiden, dafl die Schnittfigur
ein Quadrat wird. (Zeichnung in schiefer Parallelprojektion.) a) Wie
liegen die Ecken des Quadrats auf den geschnittenen Tetraederkanten?
b) Wie liegt die Schnittebene zu den nicht geschnittenen Tetraederkanten?
c) Wieviel Lésungen hat die Aufgabe?

46. Die Schwerpunkte der Flichen eines (beliebigen) Vierflachs bilden ein
neues Vierflach ; beweise, a) daB in diesem die Kanten und Flichen parallel
denen des urspriinglichen Vierflachs sind, b) daB es dem urspriinglichen
Vierflach symmetrisch dhnlich ist, ¢) daB sein Schwerpunkt mit dem des

groBen zusammenfiillt, d) daB sein Inhalt sich zu dem des grofen verhilt
wie 1:27.

47. Unter welchen Winkeln schneiden sich die Hohen eines Tetraeders?

48. Die Hohe eines Vierflachs wird durch eine zur Grundfliche parallele Ebene
im Verhiltnis m:n geteilt; wic verhalten sich die Inhalte der Korperstiicke?

49. Ein Vierflach wird parallel zur Grundfliche in zwei Teile zerschnitten, deren
Rauminhalte sich wie p:g verhalten; wie verhalten sich die Hohen?

1) Im folgenden ist das-,,Vierflach* als belicbiger Vierflichner in Gegensatz
gestellt zu dem ,,Tetraeder benannten regelmiBigen Vierflachner.
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50. Ein Tetraeder wird langs der Hohe und parallel einer Grundkante zer-
spalten, Wie verhalten sich die Rauminhalte der beiden Teile?

51.In einem Tetraeder sollen die Ecken gleichmiBig so weit abgestumpft
werden, daB der Restkorper halb so groBen Inhalt wie der Ausgangskérper
hat. Wie verhilt sich die Oberfliche des neuen Kérpers zu der des alten?

62. Stumpft man die Ecken eines Tetraeders bis auf ein Drittel der Kanten
ab, so entsteht ein neuer Korper; man driicke Inhalt und Oberfliche dieses
Korpers durch seine Kantenlinge aus.

53. Auf einer Ebene liegen drei sich berithrende Kugeln vom Radius 7; mitten
auf diesen drei Kugeln liegt eine vierte gleich groBe. Wie weit ist deren
Mittelpunkt von der Ebene entfernt?

54. Einem Tetraeder soll ein Zylinder mit quadratischem Achsenschnitt ein-
geschrieben werden. Wie groB ist dessen Hohe?

65. Wie verhalten sich in einem Tetraeder die Radien der eingeschriebenen und
umschriebenen Kugel?

56. Beantworte dieselbe Frage fiir a) das Oktaeder, b) den Wiirfel,

67. a) Ein Tetraeder und ein Oktaeder sollen gleiche Oberflache haben; wie
verhalten sich die Rauminhalte? b) Wie verhalten sich die Oberflichen
eines Tetraeders und Oktaeders von gleichem Rauminhalt? Leite die
Losung von b) aus der von a) ohne neue Rechnung her.

68. Ein Tetraeder und ein Oktaeder sollen gleiche Kantenlingen haben; wie
verhalten sich die Oberfiichen der den beiden Kérpern eingeschriebenen
Kugeln?

59. In einem Oktaeder sollen die Ecken gleichmiBig bis auf ein Drittel der
Kanten abgestumpft werden. Driicke den Inhalt des Restkorpers als
Funktion seiner Kantenlinge aus.

60. Ein Oktaeder ist durch eine Ebene so zu schneiden, daB die Schnittfigur ein
regelmiiBiges Sechseck wird (Zeichnung in schiefer Parallelprojektion).
a) Wie liegen die Ecken des Sechsecks auf den geschnittenen Oktaeder-
kanten? b) Wic liegt die Schnittebene zu den nicht geschnittenen Oktaeder-
kanten? ¢) Wieviel Losungen hat die Aufgabe?

61. a) Vom Tetraeder, b) vom Oktaeder, ¢) vom Wiirfel sind alle Ecken durch
Ebenen abgeschnitten, die jeweils durch die Mitten der in einer Ecke zu-
sammenlaufenden Kanten gehen. Stelle die Restkérper in Grundri8 und
AufriB und in schriger Parallelprojektion dar und berechne ihre Inhalte
und Oberflichen. d) Erklire aus der Uberemstlmmung der Ergebnisse
von b) und o) die Entstehung des gemeinsamen Namens Kubooktaeder.
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Ikosaeder und Dodekaeder
62. Zeichne das Netz eines Ikosaeders und stelle danach ein Fl&chenmodell her.

63. a) Zeichne, von einem Wiirfel ausgehend, in dessen Flichen je eine Iko-
gaederkante liegt, ein Ikosaeder in sohriger Parallelprojektion. b) Be-
rechne die Kantenlinge des Ikosaeders, wenn die Wiirfelkante gegeben ist.

64. Zeichne a) in schriger Parallelprojektion, b) in GrundriB und AufriB ein
Ikosaeder mit der Kante a=3 em.

65. Bereohne den Neigungswinkel zweier Nachbarflichen des Ikosaeders.

Berechne von einem Ikosaeder a) mit der Seite 10 cm, b) mit der Seite
13,34 om, ¢) mit der Seite a:

66. den Radius der durch die Ecken gehenden Kugel,

67.den Radius der durch die Kantenmitten gehenden Kugel,

68.den Radius der durch die Flichenmitten gehenden Kugel,

69. die Oberflache,

70.den Inhalt.

71. Zeichne das Netz einesDodekaedersund stelledanach einFlaichenmodell her.

72. a) Zeichne, von einemWiirfel ausgehend, dem dasDodekaeder umschrieben
wird, ein Dodekaeder in schriiger Parallelprojektion. b) Zeichne ein Dodeka-
eder in GrundriB und Aufrif.

73. Zeiche einen Wiirfel in ein Dodekaeder.

74, Berechne die Kante des Dodekaeders, wenn die Kante des ihm eingeschrie-
benen Wiirfels gegeben ist.

76.—79. Beantworte die Fragen 66 bis 70 fiir das Dodekaeder.

80. Die Mitten der Flichen eines a) Ikosaeders, b) Dodekaeders sind die Ecken
eines a) Dodekaeders, b) Ikosaeders. Beweise das und zeichne jeden Korper
mit dem ihm eingeschriebenen,

Vermischte Aufgaben iiber die Platonischen Korper

81, Stelle eine Tabelle auf fiir die Inhalte und Oberflichen aller Platonischen
Korper als Funktion der Kantenlinge.

82. a) Wie verhalten sich nach der Tabelle von Nr. 81 die Oberflachen eines
Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders von gleicher Kantenlinge? b) Ver-
suche andere Beziehungen einfacher Art aus der Tabelle abzulesen. ¢) Er-
ginze die Tabelle durch die Radien der eingeschriebenen und umschriebenen
Kugeln als Funktion der Kantenléinge und lies auch fiir diese einige einfache
Beziehungen ab.
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83. (Satz des Eudoxus.) Ziehe von einer Wiirfelecke aus die Kérperd iagonale
und dje drei Flichendiagonalen, lege durch die Kérperdiagonale nach jeder
der drei Flichendiagonalen eine Ebene und zeige, daB dadurch der Wiirfel
in drei kongruente Pyramiden zerlegt wird (Zeichnung in schiefer Parallel-
projektion und Herstellung des Netzes aller drei Teilpyramiden).
Anmerkung: Inden Ankersteinbaukisten befinden sich solche Teilpyramiden.

84. Die Ecken eines Wiirfels werden so abgestumpft, da8 in jeder Wiirfelflache
ein regelmiBiges Achteck entsteht. Man stelle Oberfliche und Inhalt des
Restkoérpers als Funktion a) seiner Kante, b) acr Wiirfelkante dar.

85. Ein Wiirfel ist durch eine Ebene so zu schneiden, da8 die Schnittfigur ein
regelmiBiges Sechseck wird (Zeichnung in schiefer Parallelprojektion).
a) Woliegen die Ecken des Sechsecks aufden geschnittenen Wiirfelkanten$
b) Welchen Winkel bildet die Schnittebene mit den nicht geschnittenen
Wiirfelkanten? (Nicht berechnen, sondern konstruieren!) ¢) Wieviel Losun-
gen hat die Aufgabe? d) Verlingert man die nicht geschnittenen Wiirfel-
kanten, so trifft jede von ihnen die Schnittebene in einem Punkte; welche
Figur bestimmen diese sechs Punkte? (Rein geometrisch, ohne Rechnung!)

86. Auf jeder der zwdlf Kanten eines Oktaeders bestimme man (zunéchst rech-
nerisch) einen Punkt derart, da8 diese zw6lf Punkte die Ecken eines Iko-
saeders bilden. Wie lassen sich diese Punkte auf Grund der Berechnung
leicht zeichnen?

Vermischte Uberlegungen

87. Den Flichen eines Wiirfels werden nach innen zu die vierseitigen Pyra-
miden aufgesetzt, die ihre Spitze im Mittelpunkt haben. Dann werden die
Pyramiden nach auBlen umgestiilpt. a) Was fiir ein Kérper wird das?
b) Welchen Rauminhalt hat der neue Korper? ¢) Verfahre in dhnlicher
Weise mit anderen Platonischen Kérpern.

88. Welche von den Platonischen Kérpern sind starr, wiirden also, wenn die
Kanten in Gelenken aneinanderstoBen, ohne Versteifung ihre Gestalt bei-
behalten? Wieviel und welche Kérper- oder Flichendiagonalen miifte
man einziehen, um die anderen Kérper starr zu machen?

89. Bestimme Anzahl und Lage der Symmetrieachsen und Symmetrieebenen
bei den verschiedenen Platonischen Korpern.

90. a) Beim Wiirfel, b) beim Oktaeder, ¢) beim Tetraeder werden erst irgend-
welohe zwei, dann irgendwelche drei Begrenzungsflichen ausgezeichnet
(etwa mit Kreide bemalt). Untersuche, ob auch dann noch Symmetrie-
ebenen vorhanden sind, und wenn ja, wie sie liegen,

Aus der Geschichte der Mathematik

Aus dem sog. 14. Buch von Euklids Elementen, das zwischen 200 und
100 v.d.Ztr. von Hypsikles von Alexandria verfalt wurde:
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91. Die fiinfseitige Fliche eines Dodekaeders und die dreiseitige eines Iko-
saeders, die beide der gleichen Kugel eingeschrieben sind, haben den
gleichen Umbkreis.

92. Die Oberfliche des Dodekaeders verhilt sich zur Oberfliche des Ikosaeders
wie die Seite des Wiirfels zur Seite des Tkosaeders.

93. Der Rauminhalt des Dodekaeders verhilt sich zum Rauminhalt des Iko-
saeders wie die Seite des Wiirfels zur Seite des Ikosaeders.

Aus dem sog. 15. Buoh von Euklids Elementen, das wahrscheinlich um
530 n. d. Ztr. von Isidorus verfaBt wurde:

94. Einem gegebenen Wiirfel ist ein Tetraeder einzuschreiben,
95. Einem gegebenen Tetraeder ist ein Oktaeder einzuschreiben.

96. Einem gegebenen Wiirfel ist ein Oktaeder einzuschreiben.
Zusatzfrage: Welchen Bruchteil des Wiirfelinhaltes macht das ein-
gesohriebene Oktaeder aus?

97. Einem gegebenen Oktaeder ist ein Wiirfel einzuschreiben.
Zusatzirage: Einem Wiirfel ist ein Oktaeder und diesem wieder ein
Wiirfel eingezeichnet. Wie verhalten sich Inhalt und Oberfliche des
kleinen Wiirfels zu denen des grofien?

98. Eine Scherzfrage aus Daniel Schwenters Erquickstunden (1636):
,,Bin Tetraéton oder Corpus so von vier gleichseitigen Trianglen be-
schlossen | also zu werffen | daB die Spitz unter sich | die Flich aber
itber sich (=oben) stehn.*

§11. Weiterfiibrung
und Erginzung der Kérperberechnung

Prisma und Pyramide

1. Ein gerades gleichseitiges Prisma von der Hohe h=5 ¢cm hat als Grund-
flachen gleichschenklige Dreiecke mit den Schenkeln a=b=12 cm und der
Basis ¢=10 cm. Durch die Basis der einen Grundfliche und die Spitze
der anderen wird ein Schnitt gelegt. Wie lang sind die Schenkel der
Sohnittfigur, und welchen Flicheninhalt hat sie?

2. Durch eine Grundkante a==6,4 cm eines geraden regelmiBigen dreiseitigen
Prismas wird eine Ebene gelegt, die gegen die Grundfliche unter dem
Winkel a=51°37" geneigt ist., Welchen Inhalt hat die abgeschnittene
Pyramide?

3. Wie groB ist der Rauminhalt eines regelmifBigen zwolfseitigen Prismas,
dessen Grundfliche einem Kreise von r=7 cm Radius eingeschrieben ist
und dessen Hohe A=23 cm betrigt?
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4. Ein schiefes Prisma hat als Grundfliache ein Dreieck mit den Seiten 13 cm,
14 cm, 15 cm. Seine Seitenkanten sind gegen die Grundfldche unter 30°
geneigt und 32om lang. Wie gro8 ist sein Rauminhalt?

6. Ein Rhomboeder (d.h. von kongruenten Rhomben begrenztes schiefes
Prisma) hat die Kantenlinge a, der spitze Rhombuswinkel ist 60°. Be-
rechne a) die Korperdiagonalen, b) den Neigungswinkel zweier Flichen
gegeneinander.

6. Eine gerade regelmaBig sechsseitige Pyramide von =6 dm Grundkante
hat J=795dm® Rauminhalt. Wie lang ist ihre Hohe?

7. Eine Pyramide hat zur Grundfliche ein Rechteck mit den Seiten 3 em
und 4 cm; die Seitenkanten sind 6,5 cm lang. Wie groB ist der Inhalt
der Pyramide?

8. In einer Pyramide, deren Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck ist, sind
alle Seitenflidchen gegen die Grundfliche unter 60° geneigt. Welchen Teil
der Gesamtoberfliche macht die Grundfliche aus? (Vgl. § 8, Aufg. 141.)

9. In einer regelmiBigen dreiseitizen Pyramide hat eine Seitenfliche einen
n=2mal so groBen Flicheninhalt wie die Grundfliche. Man berechne den
Neigungswinkel der Seitenflichen gegen die Grundfliiche.

'10. Von einer Pyramide wird durch eine zur Grundiliche parallele Ebene der
nte Teil des Rauminhaltes abgeschnitten. In welchem Verhiltnis wird die
Hohe geteilt?

11. Driicke den Rauminhalt eines Tetraeders?) als Funktion seiner Héhe aus.

12. Von einer geraden Pyramide mit quadratischer Grundfliche kennt man
den Inhalt J=137,9 cm® und den Neigungswinkel der Seitenkanten gegen
die Grundfliche a=72°30". Wie lang sind die Seitenkanten?

13. Uber einem Quadrat, dessen Seite a Lingeneinheiten mift, ist cine gerade,
naoh beiden Seiten gleich hohe Doppelpyramide errichtet. Wie hoch mufl
diese sein, damit Inhalt und Oberfliche dieselbe MaBzahl haben? Zeige,
daB a in jedem Falle mehr als.sechs Lingeneinheiten messen muB}, damit
die Aufgabe losbar sei, und berechne A fiir den Sonderfall =10 cm.

14. Ineiner geraden regelmaBigen fiinfseitigen Pyramide ist die Grundkante @
gleioh der Seitenkante s=4 om (Teilpyramide des Ikosaeders). Gesucht ist
der Rauminhalt.

16. Berechne in der fiinfseitigen Pyramide der Aufg. 14 a) den Neigungswinkel
einer Secitenkante gegen die Grundfliche, b) den Neigungswinkel einer
Seitenfliche gegen die Grundflache, ¢) den Neigungswinkel zweier Seiten-
flachen gegeneinander.

1) Zu dem Namen vgl. die FuBnote auf 8. 58.
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16. Man bestimme die Seiten und Winkel der kdrperlichen Ecken, die bei
einem Rhombendodekaeder (§ 10, Nr, 87a) vorkommen. Vergleiche die
Winkel mit dem in Aufg. 5b,

Regelmiiflige Kirper
17. Ein Hohlwiirfel aus GuBeisen (Wichte s, =7,25 g/cm?®) sinkt in See-

wasser (Wichte s, =1,03 g/cm?®) bis zur Hilfte ein. Wie dick ist die
Wandung im Verhiltnis zur Wiirfelkante?

18. Unter welchem Winkel sohneiden sich die Kérperdiagonalen eines Wiirfels?
Vergleiche das Ergebnis mit dem von Aufg.5b und 16.

19. Einem Wiirfel ist ein Tetraeder und ein Oktaeder eingezeichnet. Wie ver-
halten sich die Rauminhalte der drei Kérpert

20. Einer Kugel sind ein Oktaeder und ein Wiirfel eingeschrieben. Wie verhalten
sich die Radien der diesen Korpern eingeschriebenen Kugeln zueinander?
Welcher Satz gilt also?

21. Lose die Aufgabe 20 fiir ein Dodekaeder und Ikosaeder.

22. Einem Dodekaeder ist in bekannter Weise ein Wiirfel eingezeiochnet. Wie
verhalten sich die Rauminhalte beider Kérper?

23. Einer Kugel ist ein Tetraeder eingeschrieben. Beweise, daB die groSte
Kugel, die gleichzeitig die erste Kugel und eine Tetraederfliche beriihrt,
ebenso groB ist wie die dem Tetraeder eingeschriebene Kugel.

24. Einer Kugel ist je ein Tetraeder eingeschrieben und umschrieben. Wie
verhalten sich die Oberflichen der beiden Tetraeder?

25. Berechne den Winkel, den die Hohe eines Tetraeders mit einer der an-
stoBenden Kanten bildet. Vergleiche diesen Winkel mit dem in Aufg. 18
berechneten, '

26. Unter welohem Winkel sind a) zwei Tetraederflichen, b) zwei Oktaeder-
flichen gegeneinander geneigt? ’

27. Wie verhalten sich beim Oktaeder die Radien der eingeschriebenen und
umschriebenen Kugel?

28, In einem Oktaeder von der Kantenlinge asind die drei Ecken einer Seiten-
fliche mit dem Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seitenfliche ver-
bunden. Wie lang sind die Verbindungslinien? Welcher Satz gilt also?

29, Berechne den Neigungswinkel je zweier Seitenflichen bei einem a) Dode-
kaeder, b) Ikosaeder.

30. Wie lang muB die Kante eines Tetraeders sein, wenn bei ihm Inhalt und
Oberflache dieselbe MaBzahl haben sollen?
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Zylinder und Kegel

31. Eine amtliche Ausriistungsvorschrift fiir groBe zylindrische Kochtépfe ent-
halt folgende Angaben:

Inhalt in Durchmessger in mm Hohe in mm
a) 60 400 480
b) 75 460 450
c) 58 520 275

Priife, um wieviel die Angaben der ersten Spalte von denen der beiden
.letzten abweichen, und erliutere die praktische Bedeutung dieser Ab-
weichungen.

32. Ein Zylinder von =15 mm Radius und %=20 ¢cm Héhe aus Kork
(Wichte 8,=0,24 g/cm?®) wird durch eine auf den Grundkreis passende
Halbkugel aus Blei (Wichte 8;=11,4 g/cm3) beschwert. Wie tief sinkt
der Zylinder in Wasser ein?

83. Ein eiserner Kegel (Wichte 8 =7,6 g/cm3) mit dem Grundkreisradius
r=10 cm soll einem Korkzylinder (Wichte s,=0,2 g/cm?) von derselben
Hohe und Achsenlage so eingefiigt werden, dal das Ganze bis zu § der
Hohe in Wasser eintaucht. Wie groB muBl der Radius des Korkzylinders
gewihlt werden? Zusatzfrage: Warum ist iiber die Hohe keine Zahlen-
angabe gemacht worden?

34. Ein Bleizylinder (Wichte 8 =11,4 g/em3) vom Radius 7= 4 cm soll mit
einer konzentrischen zylindrischen Korkhiille (Wichte s,==0,25 g/cm3)
von gleicher Hohe so umgeben werden, dal der Korper in Wasser gerade
schwebt. Wie dick muBl die Korkhiille sein?

35. Von einem dreiseitigen Prisma kennt man den Inhalt J=324,7 om?® und
zwei Winkel der Grundfliche a=41° 29’ und $=173°51". Welchen Inhalt
hat der umschriebene Zylinder?

86. Einem Oktacder sind zwei Zylinder eingeschrieben. Die Umfénge der
Grundkreise deseinen Zylinders gehen durch die Mittelpunkte derOktaeder-
flichen, die des andcren durch die Mittelpunkte von je 4 Kanten. Wie ver-
halten sich die Inhalte der beiden Zylinder?

37.In einem geraden Zylinder, dessen Inhalt J=15,708 cm® gegeben ist,
verhilt sich die Hohe zum Grundkreisdurchmesser wie m: n (5:2). Wie
grof ist die Oberflachet

88. Ein chemischer Trichter (Kegel von gleichseitigem Achsenschnitt) hat ein
Fassungsvermégen von 1 Liter. Wie groB ist die beim Filtrieren hochstens
in Betracht kommende Fliche?

39. Welchen Rauminhalt hat ein Kegel wie in Aufgabe 38 von M = 300 cm?
Mantelfliche?

40. Ein gerader Kegel hat einen Grundkreisradius r=6 cm und einen Mantel
M=188,5 om®, Wieviel betriigt sein Rauminhalt?
5 [2019]
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41. Ein gerader Kegel mit dem Offnungswinkel 2 =102° hat die Hohe
h=92,4 cm. Berechne den Radius der Kugel, die mit dem Kegel gleichen
Inhalt hat.

42. Ein gerader Kegel mit dem Offnungswinkel a =620 28’ 40" hat einen
Grundkreis von p=121 cm Umfang. Wie gro8 ist der Kegelmantelt

43. Ein gerader Kegel hat den Offnungswinkel 2 ¢=146° und die Seitenlinie
8=15,07 cm. Wie gro8 ist sein Rauminhalt?

44. Man berechne die Hohe eines geraden Kegels, dessen Inhalt gleich dem
einer Kugel vom Radius @ und dessen Gesamtoberfliche gleich der einer
Kugel vom Radius b ist.

45. Ein Kegel mit gleichseitigem Achsenschnitt soll mit einem Zylinder mit
quadratischem Achsenschnitt gleiche Oberfliche haben. Wie verhalten sich
die Rauminhalte?

- 46. Ein Kegel mit gleichseitigem Achsenschnitt hat mit einem Zylinder mit
quadratischem Achsenschnitt gleichen Rauminhalt. Wie verhalten sich
a) die Mintel, b) die Oberflichen?

47. Unter welcher Bedingung sind die Mintel eines geraden Zylinders und
eines geraden Kegels von gleichen Grundflichen und Hohen flichengleich?

48. Einer Kugel, deren Inhalt J =974 om? betragt, soll ein gerader Kegel vom
Offnungswinkel a =769 43’ 40"’ eingeschrieben werden. Welchen Inhalt
hat der Kegel?

49. Ein sohiefwinkliges Dreieck dreht sich der Reihe nach um jede seiner drei
Seiten. Beweise, daBl die Inhalte der drei entstehenden Doppelkegel sich
verhalten wie die reziproken Werte der Dreiecksseiten.

50. In einem schiefen Kreiskegel ist die lingste Mantellinie a=23,7 cm gegen
die Grundfliche unter dem Winkel $=29°51' 16" geneigt; der Neigungs-
winkel der kiirzesten Mantellinie gegen die Grundfliche betrigt
a=84°23"20". Wie groB ist der Rauminhalt?

61. Ein Eimer von 27 cm Hohe hat einen Grundkreisradius von 10 cm. Wie
weit mull der obere Radius sein, wenn der Eimer 133 Liter fassen soll?

[n =27')l (Quadr. Gleichung.)

52. Ein gerader Kegel, dessen Grundkreisradius r=17 cm ist und dessen
Mantellinien gegen die Grundfliche unter dem Winkel a=58%56"52"
geneigt sind, soll durch einen zur Grundfliche parallelen Schnitt in
zwei Teile von gleicher Oberfliche zerlegt werden. Wie gro8 ist der Radius
des Schnittkreises?
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§3. Ein Katalog fiir eiserne Kochkessel enthilt folgende MaBangaben:

Inhalt in I Durchmesser in mm Héhe in mm
unten oben
8) 50 465 495 260
b) 60 495 530 270
e¢) 170 520 555 290
d) 80 550 580 295
e) 90 600 635 315
1) 120 650 670 335
g) 160 690 740 380
h) 170 660 750 440
i) 200 795 863 400
k) 210 720 810 470
1) 300 705 720 650

Priife, wie weit die Angaben in der ersten Spalte von denen in den fibrigen
abweichen, und erldutere die praktische Bedeutung der Abweichungen.

4. Ein Trapez wird zuerst um die groBere, dann um die kleinere Grundlinie
gedreht. Die Inhalte der entstehenden Drehkorper verhalten sich wie m:n
(5:4). Wie verhalten sich die Grundlinien des Trapezes?

56. Ein regelmaBiges Zwolfeck von der Seitenlinge a=7,3 cm dreht sich um
eine seiner groBten Symmetrieachsen. Wie groB sind Oberfliche und Inhalt
des entstehenden Korpers?

56. Einem Kegelstumpf vom Inhalt J=87,062 cm? ist je ein regelmaBig sechs-
seitiger gerader Pyramidenstumpf eingesohrieben und umschrieben. Um
wieviel unterscheiden sich die Inhalte der Pyramidenstiimpfe?

§7. Einer quadratischen abgestumpften Pyramide vom Inhalt J ist ein Kegel-
stumpf eingeschrieben und ein anderer umschrieben. Um wieviel unter-
gcheiden sich die Inhalte der Kegelstiimpfe?

58. Aus einem Zylinder vom Grundkreisradius r soll ein Kegelstumpf heraus-
geschnitten werden, der mit dem Zylinder den Grundkreis und die Hohe ge-
meinsam hat. Wie groB muf der Deckkreisradius gewithlt werden, wenn der
Inhalt des Stumpfes halb so groB werden soll wie der des Zylinders?

59. Durch einen geraden Kegel von M =135 wem? Mantelflache wird parallel
zur Grundfliche ein Schnitt von r=6 ¢cm Radius gelegt; die Seitenlinie
des Stumpfes ist s=5 om. Wie gro8 ist der Grundkreisradius? (Quadr,
Gleichung.)

b
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60. Von einem geraden Kegelstumpf kennt man die Grundkreisradien r;=7cm,
ry=4 cm und den Inhalt J=381,59 cm3. Man bherechne den Neigungs-
winkel der Seitenlinien gegen die Grundflichen.

61. Ein Kegelstumpf, von dem man die Héhe A=15,2 em und die Grundkreis-
radien r, = 16,7 cm und r, = 9,1 cm kennt, soll durch einen zu den Grund-
flichen parallelen Sohnitt in zwei rauminhaltsgleiche Teile zerlegt werden,
Wie weit muBl der Schnitt von dem kleineren Grundkreis entfernt sein?

Kugel und Kugelteile

6. Billardkugeln sind in der Regel aus Elfenbein (Wichte 1,9 g/cm3) und
haben einen Durchmesser von 6,5 cm. Wie schwer ist eine solche Kugel?

63. Welchen Rauminhalt hat eine Kugel von 113,1 cm? Oberfliche?

Zusatzfrage: Wie erklirt sich das im ersten Augenblick sonderbar
erscheinende Zahlenergebnis?

64. Die beim Kegelspiel benutzten Kugeln werden fiir gewéhnlich aus
schwerem Pockholz hergestellt. Jemand legt um eine solche Kugel ein
BandmaB und findet den Umfang eines GroBkreises der Kugel zu 53,4 cm.
Die Kugel wiegt 3,345 kg. Wie groB ist die Wichte des Pockholzes?

65. Eine Hohlkugel aus Eisen (Wichte 7,5 g/em3) hat 4 cm AuBendurch-
messer und wiegt 220 g. Wie dick ist ihre Wand?

66. Eine Hohlkugel aus Kupfer (Wichte 8= 8,9 g/cm?), deren AuBlendurch-
messer d=11,2 cm ist, sinkt bis zur Hilfte in Wasser ein. Wie dick ist
ihre Wand?

67. Einer Kugel ist ein Pyramidenwiirfel (d. h. ein Wiirfel, auf dessen Flichen
gleichhohe quadratische Pyramiden aufgesetzt sind) eingeschrieben. Wie
verhalten sich die Inhalte der beiden Korper?

68. Eine Kugel soll derart in einen geraden Zylinder verwandelt werden, da
der Mantel des Zylinders gleich der Oberfliche der Kugel wird. Wie ver-
héalt sich der Grundkreisdurchmesser des Zylinders zur Hohe?

69. In einer quadratischen Pyramide ist die Grundkante a=12 cm und die
Seitenkante 8=10 cm gegeben. Wie groB sind die Radien der einge-
sohriebenen und umschriebenen Kugel?

70, In einer geraden regelmiBigen Pyramide sei die Grundkante mit a, der
Radius des der Grundfliche umschriebenen Kreises mit r, die Seitenkante
mit 8, die Hohe der Pyramide mit A bezeichnet. Wie gro8 ist der Radius
der Kugel, die alle Kanten beriihrt, und wo liegt der Mittelpunkt derKugel?
Bemerkung: Natiirlich diirfen nicht alle der vier genannten GroSen gegeben

werden. Die Bezeichnungen sind nur gewiihlt, damit die gesuchten Ausdriicke
mdglichst kurz hingeschrieben werden kénnen.
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71. Zwei Kugeln von den Radien r; und r, beriihren sich von auBen. Welchen
Rauminhalt hat das zwischen den beiden Kugeln und dem gemeinsamen
Beriihrungskegel gelegene Korperstiiok $

72. Einer Kugel ist ein gerader Kegel umschrieben, dessen Hohe doppelt so
groB wie der Durchmesser der Kugel ist. Wie verhalten sich die Ober-
flichen und Inhalte der beiden Korper?

73. Einer Kugel wird ein gerader Kegel derart eingeschrieben, daB seine Héhe
durch den Mittelpunkt der Kugel stetig geteilt wird. Wie verhalten sich
die Inhalte beider Korper?

74, Vier gleiche Kugeln sind so gelegt, daB jede die drei anderen beriihrt;
eg soll eine fiinfte Kugel ermittelt werden, die alle vier Kugeln beriihrt.
a) Wie viele Losungen hat die Aufgabe? b) Wie verhalten sich die Radien
der gesuchten Kugeln zum Radius der gegebenen? (Quadr. Gl.)

75. Einer Kugel ist ein Tetraeder eingesohrieben. Wie verhalten sich die
beiden Abschnitte, in die eine der Tetraederebenen die Kugel zerlegt $

76. Einem Korkzylinder (Wichte 8, = 0,25 g/cm?) von r, = 15 mm Radius und
hy=20 cm Hohe ist ein auf den Grundkreis passender eiserner Kugel-
abschnitt (Wichte s3="7,5 g/cm3) von hy=9 mm Hohe aufgesetzt. Wie
tief taucht der Gesamtkorper in Wasser ein?

77. Aus einem Kugelabsohnitt soll eine Kugel ausgebohrt werden, deren
Durchmesser die Hohe des Abschnitts ist. Welches Verhaltnis miissen die
beiden Kugelradien haben, wenn die herausgebohrte Kugel ebenso groB
gein soll wie der Restkdrpert

78. Aus einer Kugel vom Radius r=7 cm wird ein gerader Zylinder a) vom
Radius g =5cm, b) von der Hohe h=6cm zentrisch herausgebohrt.
Welchen Inhalt hat der {ibrigbleibende Kugelring?

79. In welchem Kugelabschnitt ist die Kappe doppelt so gro8 wie der Grund-
kreist

80. Eine Kugelkappe soll #n-mal so groB sein wie ihr Grundkreis. Wie verhlt
sich die Hohe zum Kugelradius? Zahlenbeispiel: a) n=4, b) n=1,5.

81.In einem Kugelabschnitt betrigt die Hohe das n-fache des Kugelradius.
Wie verhilt sich die Kappe zum Grundkreis? Zahlenbeispiel: a) n=1,5,
b) n=1,2.

82. Von einem Kugelabschnitt kennt man die Hohe h=5,8 cm und die Kappe
K =109,47 om? Wie groB ist der Rauminhalt?

83. Zwei Kugeln vom Radius r =6 cm durchdringen einander so, daB jede
von ihnen ihren Mittelpunkt auf der Oberfliche der anderen hat. Wie
groB ist der Inhalt des ihnen gemeinsamen Korperstiickes?
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84. Durch eine Halbkugel vom Radius r =4 cm soll parallel zur Grundfliche
ein Schnitt so gelegt werden, daB die beiden entstehenden Teile gleiche
Gesamtoberfliche erhalten, Wie weit ist die Schnittebene vom Kugel-
mittelpunkt entfernt?

85. Eine Halbkugel vom Radius r wird von einem geraden Kegel durch.
drungen, der mit ihr auf derselben Grundfiiche steht und die Héhe 2 r hat.
In welchem Verhéltnis wird die Halbkugelfliche von dem Kegel geteilt?

86. In einem Kugelabschnitt verhilt sich die Haube zum Grundkreis wie 4:3.
Wie groB ist a) der Grundkreis im Vergleich zu einem GroBkreis der
Kugel, b) der Zentriwinkel des zugehorigen Kugelausschnitts?

87.Die Gesamtoberfliche eines Kugelabschnitts soll den vierten Teil der
Kugelfliche ausmachen. Welchen Zentriwinkel hat der zum Abschnitt
gehorige Kugelausschnitt?

88. Bei welchem Kugelausschnitt hat der Abschnitt und der Kegel gleichen
Rauminhalt? Deute das Ergebnis auch mittels der stetigen Teilung.

89. Ein Kugelausschnitt hat den Zentriwinkel 2 a=88°49'50”. Welchen
Teil des Kugelinhalts erfillt er?

90. Fiir welchen Kugelausschnitt ist die Kappe gleich dem Kegelmantel?
Sprich das Ergebnis auch aus als Vergleich zwischen den Inhalten des
Ausschnitts und der ganzen Kugel.

91, Wie groB ist der Zentriwinkel eines Kugelausschnitts, bei dem sich die
Kappe zum Mantel wie m:n (3:5) verhdlt?

92, Ein Kugelausschnitt soll durch eine konzentrische Kugelfliche in zwei
Teile von gleichen Oberflichen und gleichen Inhalten zerlegt werden
konnen, Welchen Zentriwinkel 2 « mu8 der Ausschnitt haben?

93. Ein Kugelausschnitt hat den Inhalt J=589,4 cm® und den Zentriwinkel
2 a=103°37"48". Wie hoch ist der zugehorige Kugelabschnitt?

94, Ein Kreisabschnitt, dessen zugehoriger Zentriwinkel a=41°57" 26" ist,
dreht sich um den zu seiner Schne parallelen Durchmesser 2 r="173,5 cm.
Welchen Inhalt hat der entstehende Drehkérper?

95. Eine Kugelschicht, bei der die Durchmesser der beiden Grundkreise von
dem Kugelmittelpunkte aus unter den Winkeln 2¢ und 28 (¢ > f) gesehen
werden, soll durch eine zu den Grundflichen parallele Ebene in zwei Teile
von gleicher Oberflache zerlegt werden. Unter welchem Winkel ¢ er-
scheint der Durchmesser des Schnittkreises vom Kugelmittelpunkt aus?
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Simpsonsche Regel, Schwerpunktsbestimmungen, Guldinsche Regel

96. Ein Korper habe die Héhe &, seire Grundfliiche sei g, die dazu parallele
Deckfliche gy, sein Mittelschnitt, d. h. der in halber Hohe gefithrte Quer-
schnitt, sei m; ein beliebiger zur Grundfliche paralleler und von ihr um z
entfernter Querschnitt des Korpers habe einen Flicheninhalt

f(z) =a-+4 bx+ ca?+ dad,

wo a, b, ¢, d irgendwelche endlichen, reellen Koeffizienten (einschlieBlich
Nuli) bedeuten sollen. Beweise die Simpsonsche Regel, die besagt, dal
der Rauminhalt dieses Kérpers

2 .
V=ah+b%—+c§+dhz=%(gl+g,+4m) ist,

Andeutung: Zerlege die Hohe h des Kdrpers in n gleiche Teile, errichte tiber
jedem Querschnitt ein Prisma von der Héhei , bilde die Summe der Raum-
n

inhalte aller dieser Prismen (unter Anwendung der Summationsformeln fiir
die Reihen der natiirlichen Zahlen, der Quadratzahlen und Kubikzahlen),
gehe dann zur Grenze n—* o0 iiber.

97. Untersuche einige der schon frither behandelten Korper daraufhin, ob
sie sich nach der Simpsonschen Regel berechnen lassen; ermittle insbe-
sondere den Grad der in Aufg. 96 mit f () bezeichneten ganzen rationalen
Funktion a) bei der Kugel und dem Kugelabschnitt, b) beim Kegel und
Kegelstumpf.

98. Im Prismatoid (Kérperstumpf) ist jeder zur Grundfliche parallel
gefithrte Querschnitt eine Funktion zweiten Grades seines Abstandes von
der Grundfliche. Beweise das, und zeige damit, daB fiir das Prismatoid
die Simpsonsche Regel gilt.

99, Inwiefern kann man jedes Oktaeder als Prismatoid auffassen?

100. Bei einem Prismatoid von der Hohe h = 9,8 om ist die eine Grundfliche
ein Rhombus mit der Seite a = 7,9 erh und einem Winkel 60°. Die zweitc
Grundflicheist in eine Strecke von der Linge aentartet,deren Endpunkte
senkrecht iiber den Endpunkten der kiirzeren Diagonale des Rhombus
liegen. Welchen Inhalt hat das Prismatoid?

101. Durch ein Prismatoid mit den Grundflichen g, und g,, dem Mittelschnittm
und der Héhe 4 soll eine zur Grundfliche parallele Ebene gelegt werden,
die den Stumpf und die Hohe in demselben Verhiltnis teilt, Wie weit
ist die Schnittebene von den Grundfléchen entfernt?
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102. Berechne den Inhalt eines pontonférmigen Kéorpers (d. h. eines Karpers,
der von zwei parallelen rechteckigen Grundflichen und vier trapez-
formigen Seitenflichen begrenzt ist) als Funktion der beiden Grund-
kanten a, b, der beiden Deckkanten a’, b’ und der Héhe h.

103. Bei einem geraden, schief abgeschnittenen dreikantigen Prisma sei
die Lange der parallelen Kanten a, b, ¢; der Flacheninhalt des senkrecht
zu ihnen gefithrten Querschnittes sei g. Beweise mit der Simpsonschen
Regel, dal der Rauminhalt des Prismas gleich } g (a4 b+ c¢) ist.

104, Welohen Inhalt hat der Stumpf eines geraden, schief abgeschnittenen
Prismas? (Benutze den Abstand der Schwerpunkte der beiden Grund-
fldohen.)

105. Berechne den Inhalt eines geraden, schief abgeschnittenen Zylinders
(Sonderfall der Aufg. 104).

106. Bereohne auf Grund der Aufg. 105 den Inhalt eines geraden Zylinder-
hufes. (Unter Huf versteht man einen Zylinderstumpf, dessen Deck{liche
mit der Grundfliche einen Punkt gemein hat.)

107. Zeige durch Betrachtung der Querschnitte, daB folgende Kérper der
Simpsonschen Regel gehorchen, und gib in den Fillen a) und b) den
Rauminhalt der vollstindigen Korper, in den iibrigen Fillen den Raum-
inhalt der Abschnitte an:

a) Gestrecktes Drehellipsoid,

b) Abgeplattetes Drehellipsoid,

¢) Drehparaboloid, begrenzt durch eine Ebene senkrecht zur Drehachse.
Beweise, daB der Paraboloidabschnitt halb so gro8 ist wie der ihm um-
sohriebene gerade Zylinder.

d) Einschaliges Drehhyperboloid, begrenzt durch zwei zur Drehachse senk-
rechte Ebenen. — Sonderfall: Der eine Begrenzungskreis sei der Kehl-
kreis, der andere ein Kreis von doppeltem Flacheninhalt wie der Kehlkreis.

¢) Zweischaliges Drehhyperboloid, begrenzt von einer der beiden Schalen
und einer zur Drehachse senkrechten Ebene. — Sonderfall: Der Ab-
stand der begrenzenden Ebene vom Kérpermittelpunkt werde durch den
Scheitel der Schale halbiert.

1) Lies aus den Sonderfillen von d) und e) eine bemerkenswerte Beziehung
zum Kugelinhalt ab, falls die gedrehte Hyperbel gleichseitig ist.

108. Wo liegt der Schwerpunkt a) einer Strecke, b) eines Parallelogramms,
¢) eines Parallelflachs??)

1) Bei der Ermittlung von Schwerpunkten geometrischer Gebilde (Aufg. 108
bie 131) wird stillschweigend vorausgesetzt, da8 alle in Frage kommenden Strecken,
Flichen und Kdrperstiicke homogen sind.
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109. Zeige, daBl a) bei allen Flachen und Kérpern, die eine Symmetrieachse
oder Symmetrieebene haben, der Schwerpunkt in dieser licgt, b) bei
zentrisch symmetrischen Figuren und Kérpern der Mittelpunkt zugleich
Schwerpunkt ist.

110. Beweise, daB der Schwerpunkt des Umfanges eines Dreiecks der Mittel-
punkt des Feuerbachschen Kreises ist.

111. Zeige, daB bei einem Vierflach der Schwerpunkt der Oberfliche mit dem
Mittelpunkt der durch die Schwerpunkte der Seitenflichen gehenden
Kugel zusammenfallt.

112. Wo liegt der Schwerpunkt 8) einer Dreiecksfliche, b) eines Vierflachs?
113. Wie findet man den Schwerpunkt eines ebenen Vierecks?

114. Wo liegt der Schwerpunkt a) eines Prismas, besonders eines dreiseitigen
Prismas, b) einer beliebigen Pyramide?

115. Beweise mittels des Momentensatzes!) die beiden folgenden Guldin-
schen Regeln: )
a) Die Oberflache eines Korpers, der durch Drehung einer ebenen Figur
um eine in ihrer Ebene liegende (die Figur nicht schneidende) Achse
entsteht, ist gleich dem Produkt aus dem Umfang der Figur und dem
Wege, den der Schwerpunkt des Umfangs zuriicklegt.

b) Der Rauminhalt eines Korpers, der durch Drehung einer geschlossenen
ebenen Figur um eine in ihrer Ebene liegende (die Figur nicht schneidende)
Achse entsteht, ist gleich dem Produkt anus dem Flicheninhalt der Figur
und dem Wege, den der Schwerpunkt der Fliche zuriicklegt.

116. Durch Drehung eines Kreises vom Radius 7 um eine Gerade seiner Ebene,
die vom Mittelpunkt den Abstand a (= r) hat, entstcht ein wulst{ormiger
Korper. Berechne dessen Inhalt und Oberfliche.

117. Ein Halbkreis dreht sich um seinen begrenzenden Durchmesser; gib aut
Grund des dir bekannten Kugelinhalts an, wo der Schwerpunkt der
Halbkreisfliche liegt. Beantworte dieselbe Frage fiir den Schwerpunkt
des Halbkreisbogens.

118. Ermittle auf dieselbe Weise wie in Aufg. 117 den Schwerpunkt eines
a) Kreisbogens, b) Kreisausschnitts, ¢) Kreisabschnitts,

119. Wo liegt der (Flachen-)Sochwerpunkt bei einer a) Kugelkappe, b) Kugel-
zone? (Andeutung: Zerlegung durch Parallelkreise.)

1) Unter Schwerpunktsmoment einer Masse in bezug auf eine Ebene (Gerade)
versteht man das Produkt aus der Masse und dem Abstand ihres Schwerpunktes
von der Ebene (Geraden), Der Momentensatz heit: Das Schwerpunktsmoment

einer zusammengesetzten Masse ist gleich der Summe der Schwerpunktsmomente
ihrer Teile,
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120. Ermittle den Schwerpunkt einer halben Ellipsenflache, die a) von der
groBen Achse, b) von der kleinen Achse begrenzt wird.
Beachte beim Aussprechen des Ergebnisses, dal die Lage des Schwerpunktes
von der Linge der begrenzenden Achse véllig unabhiingig ist, dal also z. B.
alle Halbellipsen,die in der ,,Pfeilhdhe‘ iibereinstimmen, denselben Fliachen-
schwerpunkt haben.

121. Wo liegt hiernach der Sohwerpunkt eines Ellipsenquadranten?

122. Ein Parabelausschnitt werde von der Parabelachse und einer dazu senk-
rechten Sehne begrenzt. Wie weit ist der Schwerpunkt des Ausschnittes
von der Parabelachse entfernt?

123. Wo liegt der Sohwerpunkt eines Kugelausschnitts?

Anleitung: Zerlege den Kugelausschnitt in Pyramiden, die den Kugelmittel-
punkt als gemeinsame Spitze haben.

124. Ein regelméBiges Sechseck dreht sich um eine seiner Seiten a. Man be-
rechne Oberfliche und Inhalt des entstehenden Drehkérpers.

125. Ein Kreis vom Radius 7 dreht sich um eine seiner Tangenten. Wie groB
ist der Hohlraum, der zwischen dem entstehenden Wulst und einer der
beiden zur Drehachse senkrechten Tangentialebenen des Korpers ein-
geschlossen ist ? — Vgl. Aufg. 116.

126. Ein Dreieck 4 BC, dessen Héhe auf 4 B bekannt (=) ist, dreht sich
um eine Gerade seiner Ebene PQ Il A B. Wie weit mufl PQ von 4 B ent-
fernt sein, wenn der durch Drehung um P@Q erzeugte Korper viermal so
groBen Inhalt haben soll wie der durch Drehung um A4 B erzeugte?

127. Ein Dreieck, von dem die Seite ¢=25,7 cm und die Winkel f="74°32'29"
und y=38°47" 11" gegeben sind, dreht sich um die Seite a. Wie groB
sind Oberfliche und Inhalt des entstehenden Korpers?

128. Ein Rechteck mit den Seiten a=6 ¢cm und =8 cm wird um eine Achse
gedreht, die durch eine Ecke parallel zu der nicht durch diese Ecke ge-
henden Diagonale gelegt ist. Wie groB ist die Oberfliche und der Inhalt
des entstehenden Drehkorpers?

129. Bestimme mittels der Guldinschen Regel den Schwerpunkt a) des Um-
fangs, b) der Fliche eines Dreiecks, und vergleiche die Ergebnisse mit
denen von Aufg. 110 und 112a.

130. Ermittele ebenso, wie weit in einem Trapez, dessen parallele Seiten a
und e voneinander um % entfernt sind, der Flichenschwerpunkt von den
Grundlinien entfernt ist. Wo liegt der Schwerpunkt auferdem noch?

131. Bestimme den Sohwerpunkt a) der Flache, b) des Umfangs eines Fiin{-
ecks, das man erhilt, wenn man ein regelméBiges Sechseck von der
Seite a langs einer kurzen Symmetrielinie zerschneidet.
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Vermischte Aufgaben

132. Beweise, daB ein Wiirfel auf 24 verschiedene Arten mit sich selbst zur

Deckung gebracht werden kann (d. h. daB, wenn man seine Flachen durch
Zahlen oder Farben voheinander unterscheidet, 24 verschiedene Lagen
des Wiirfels denkbar sind, bei denen das Haupt-Symmetrieachsenkreuz
dieselbe Lage hat).

133. Duroh vier beliebige Punkte des Raumes ist eine Kugel zu legen (oder

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

einem Vierflach ist eine Kugel zu umschreiben).

Der Durchmesser einer massiven Kuge] ist zu bestimmen a) theoretisch,
b) praktisch,

Wie kann man durch zwei Punkte einer massiven Kugel den GroBkreis
legen, d. h. a) weitere Punkte des GroBkreises zeichnen, b) den Pol des
GroBkreises finden ? (Beides bei wiederholterAnwendung desTasterzirkels.)

Wird ein dreifach rechtwinkliges Dreikant von einer Ebene geschnitten,
so ist der Hohenschnittpunkt des Schnittdreiecks die Projektion der
Dreikantspitze auf die schneidende Ebene. Beweise das.

Auf den Kanten eines dreifach rechtwinkligen Dreikants sind vom Scheitel
aus drei Strecken abgemessen, die sich wie m: n:p (2:3:4) verhalten.
Welche Neigung hat die durch die drei Endpunkte gehende Ebene gegen
die drei Ebenen des Dreikants?

In einem halbregelmiBigen Vierflach sind die Seitenflichen paarweise
kongruent und gleichschenklig; bei dem einen Paar ist die gemeinsame
Grundlinie 2a, bei dem anderen 2b, alle Schenkel sind gleich ¢. Man
bestimme Inhalt und Oberfliche des Korpers und die Neigungswinkel
zwischen den kongruenten Dreiecken.

Wie groB ist der Inhalt eines Prismatoids, dessen Grundflichen zwei
Quadrate mit der Seite @ und dessen Seitenflichen gleichseitige Dreiecke
sind?

Man berechne Inhalt und Oberfliche eines Korpers, der durch Drehung
eines regelmiBigen Sechsecks von der Seite a um einen seiner griBSten
Durchmesser entsteht. Ferner ermittle man Hoéhe und Rauminhalt der-
jenigen Kugelschicht, deren Zone dieselbe Oberfliche wie der Dreh-
korper hat, unter der Annahme, daB die beiden Grundkreise der Kugel-
schicht gleich sind und daB der Radius der Kugel gleich a ist.

Ein Kreisabschnitt, dessen Sehne gleich dem Radius r ist, dreht sich um
eine Achse, die der Sehne parallel ist und von der Kuppe des Kreisbogens
die (iiber den Kreismittelpunkt hinaus zu messende) Entfernung 2 r hat.
Welchen Rauminhalt hat der entstehende Umdrehungskérper?
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142. Welcher gerade Kegel kann durch eine Ebene parallel zum Grundkreis
in zwei Teile zerlegt werden, die sowohl in den Rauminhalten wie auch
in den Oberflichen iibereinstimmen $

143. Eine Kugel, deren GroBkreis a =73 cm Umfang hat, schwimmt im Wasser
g0, daB sie mehrals zur Hilfte eintaucht und der von der Wasseroberfliche
benetzte Kugelkreis =48 ¢cm Umfang hat. Wie schwer ist die Kugel?

144.1) Von einer geraden quadratischen Pyramide kennt man den Inhalt
J=1280 ¢cm3 und den Flacheninhalt einer Seitenfliche {=136 cm2, Wie
lang sind die Grundkante und die Hohe der Pyramide?

145. Von einem geraden Kreiszylinder kennt man den Inhalt J=4 dm? und
die Oberfliche F=15dm? Man berechne Grundkreisradius und Hohe.

146, Wie groB ist der Grundkreisradius r und die Héhe % eines geraden Zy-
linders, der mit einem Wiirfel von der Kantenlinge ! gleiche Oberfliche
und gleichen Inhalt hat?

147. Ein gerader Kegel. hat den Inhalt J=1007 ¢cm3 und den Mantel
M =065 & cm?, Grundkreisradius, Hohe und Seitenlinie sind zu ermitteln.

148. Ein gerader Kegel von 0=177,84 om? Oberfliche wird durch eine Ebene
parallel zum Grundkreis geschnitten. Der Radius des Schnittkreises ist
r=1,58 cm, die Seitenlinie des Stumpfes s=7,54 cm lang. Wie groB
ist die Oberfliche des Stumpfes?

149. Durch einen geraden Kegel von s=2dm Seitenlinie wird parallel zur
Grundfliche ein Schnitt von r=1 dm Radius gefiihrt. Die Oberfliche des
entstehenden Stumpfes ist 0 =8 7 dm2 Wie lang ist die Seitenlinie?

150. Eine Halbkugel vom Radius r soll durch eine zum Grundkreis parallele
Ebene halbiert werden. Wie weit muB der Schnittkreis von der Grund-
fliche entfernt sein?

Andeutung: Man dividiere die Ansatzgleichung durch 72.%)

151. Welche Hihe hat ein Kugelabschnitt, dessen Inhalt a) 4, b) $, ¢) 3 von
dem der Kugel ist? *

152. Wie tief sinkt eine Kugel vom Radius r und der Wichte s, in eine Fliissig-
keit von der Wichte s, ein? — Zahlenbeispiele: a) Silber (s,= 10,474 g/cm3)
in Quecksilber (s,=13,596 g/cm3), b) Blei (s,=11,445 g/em3) in
Quecksilber (s,= 13,596 g/cm3), ¢) Holz (s, =0,5736 g/cm?) in Wasser
(s,=1g/cm3).

163. Wie hoch stehen 500 g Wasser in einer Hohlkugel von 10 cm Innen-
halbmesser?

1) Die Aufgaben 144 bis 158 fithren auf Gleichungen 3. Grades.

2) Dieser kleine Kunstgriff ist bei vielen der folgenden Aufgaben anzuwenden,
damit einfachero Gleichungen entstehen.
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164. Einem geraden Kegel vom Grundkreisradius r und der Hohe A soll ein
gerader Zylinder eingeschrieben werden, dessen Inhalt { von dem des
Kegels betrigt.

155. Einer Kugel vom Radius r wird ein gerader Kreiszylinder eingeschrieben,

dessen Inhalt % des Kugelinhalts ist. Man berechne Hohe und Grund-
kreisradius des Zylinders.

166. Einer Kugel ist ein gerader Kegel einzuschreiben, der a) }, b) §, ¢) 3
des Kugelraums erfiillt, Wie hooch wird der Kegel?

1567. Einer Kugel vom Radius r=6 om soll man einen geraden Kegel von
J =167 cm?® Rauminhalt so einsohreiben, dal die Kegelspitze im Kugel-
mittelpunkt liegt. Wie groB sind Hohe und Grundkreisradius des Kegelst

158. Welcher zylindrisch durchbohrte Kugelring ist gleich der Summe der
beiden beim Durchbohren abfallenden Kugelabschnitte?

Drittes Kapitél

Darstellende Geometrie
(Senkrechte Projektion auf zwei zueinander senkrechte Ebenen.)

Vorbemerkung iiber die Bezeichnungen

Fiir Punkte, Geraden, Strecken, Winkel usw. gelten die in der ebenen Geo-
metrie iiblichen Bezcichnungen; Ebenen werden mit groBen griechischen Buch-
staben bezeichnet, insbesondere die erste Projektionsebene (GrundriBebene) mit
m,, die zweite Projektionsebene (AufriBebene, Vertikalebene) mit Il,, die dritte
Projektionsebene (SeitenriBebene, KreuzriBebene) mit /7,. Risse werden durch
obere Indizes angedeutet; z. B. hat ein Punkt P den Grundri P, den Aufri} P,
den Kreuzri P’”’. Spuren werden durch untere Indizes bezeichnet; z. B. hat eine
Gerade g die Spuren G, G,, G, eine Ebene E die Spuren e,, €, €.

Die Koordinaten (z, y, z) eines Punktes im Raume werden in folgender Reihen-
folge festgelegt: 2

Der Abstand eines Punktes P von der

KreuzriBebene, also die Strecke P P’ z
AufriBebene, v e . PP’ ;heillt { v
GrundriBebene, ., ,, » PP z,

Positive Richtungen sind (vgl. Fig. 16):
fir die z nach rechts,

»w w» ¥ s vOrn,
s » 8 5 oOben;

z. B. liegt der Punkt (7, — 4, — 1) rechts hinten
unten.

Die Kreuzrilebene und alles, was mit ihr zusammenhiéingt, wird nur selten
benutzt.
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Bei der Ausfithrung der Zeichnungen wird stets die vordere GrundriBebene
um die Projektionsachee (d. h. um die Schnittgerade von IT, und I1,) in die untere
AufriBebene hineingeklappt gedacht.

Fiir die Beriicksichtigung der Sichtbarkeitsverhéltnisse gilt die Verabredung,
daB alle vorkommenden Flichen (einschlieBSlich der Projektionsebenen) undurch-
sichtig gedacht werden. Die projizierenden Strahlen gelten als Schstrahlen aus
einem unendlich fernen Auge, das fiir den GrundriB iiber IT,, fur den Aufri3 vor I7,
zudenkenist. Sichtbares wird voll ausgezogen, Unsichtbares gestrichelt dargestellt.

§ 12. Grundaufgaben

Darstellung von Punkten

1. Beweise, dafl Grundri und AufriB eines Punktes stets autf einer ,,Ord-
nungslinie” (d.h. auf einer Senkrechten zur Projektionsachse) liegen.

2. Gib der Reihe nach an, in welchen Quadranten oder Grenzebenen die
Punkte 4, B...J in der Fig. 17 liegen.

3. Welcher Punkt der Fig. 17 liegt a) im 4. Quadranten, b) in der vorderen
Horizontalebene, ¢) in der
unteren Vertikalebene, d) l .
auf der Projektionsachse?

4.Lies die Koordinaten der N
Punkte 4...J in Fig. 17 A"
ab,

1

b.Zeichne der Reihe nach
Punkte mit den Koordinaten
a) (0, 6, 1), b) (3, 0, &),
c) (8, —3, —4),
d) (1, 2, 0), e) (6, —1, 4),
t) (4x 0: _3)1 g) (5! 45 '—2);
h) (2, —5,0),1i) (7,0,0);
gib an, in welchen Qua-
dranten oder Grenzebenen

sie liegen, und beschreibe ihre Lage auch mit den Worten vorn, hinten,
oben, unten.

ﬁ-

x{\

_f

.
Yy

n
x

O-cmeaan
)

)
D)
&
q

e

Fig. 17.

6.a) Wo liegen die Aufrisse aller Punkte der Horizontalebene? b) Wo liegen
die Grundrisse aller Punkte der Vertikalebene?

7. Wo liegen die Punkte des Raumes, die von IT; und IT, gleichen Abstand
haben?
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8. Welohe Quadranten halbiert die Ebene, fiir deren Punkte a) y=z¢,
b) y= —z ist?

9. Besohreibe die Lage der Risse aller Punkte a) der ersten, b) der zweiten
Halbierungsebene (vgl. Aufg. 8).
Darstellung von Geraden

10. Von einer Geraden sind zwei Punkte 4 und B durch ihre Koordinaten
gegeben:

A B A B
a) (1, 3, —2) (5, 2, —3), b) 2, 3,0) (6, —1, 4),
¢ (1,2, —3) (6,4, 3), d) 2, —2,1) (5, —3, —1),
e) (2,3, —3) (6, 2, —2), @1, —4,2) (7, —2, —3).

Zeichne die Risse der Geraden.
11. In welcher ausgezeichneten Ebene liegt die in Aufg. 10e genannte Gerade?

12. Eine Gerade ist durch zwei Punkte 4, B gegeben:
A B 4 B

a) (1, 4 3) (2 2 1), by 1, 1) (5, 3, 3),
ey (1, 3 1) (5, 1, 1) d @ 4 1) 6 1, 4),
e) (1, —6, 4) (5, —1, 2), na 1, 3 (5, —2, —1),
g 2, —1, —5) (6, —4, —1), h) (3, —1, —2) (7, —3, —86),
i) (2, —5, —3) 6, —1, —1), k) (2, 3, 2 (7, —1, —4),
) (2, 6, —4) 5, 3, —2), m) (1, 2 3 3, 2 1
n@6 3 1) (1, 6 3, o( 6 3 (5 3 1),
p) 8 —4, 2) (2, 1, 6), Q 1, =5 2 (7, -1, —2).
Ermittele die Spuren der Geraden.

13. Welche Sonderlagen haben die in Aufg. 120, h und ! gegebenen Geraden?
Zeichne andere Geraden in @hnlichen Sonderlagen.

14. Woran erkennt man a) eine Parallele zur Grundriebene, b) eine Parallele
zur Aufrilebene, ¢) eine Senkrechte zur GrundriBebene, d) eine Senkrechte
zur Aufrilebene, ¢) eine Parallele zur Projektionsachse?

15. Wie liegen Grundri und AufriB einer Geraden, die die Projektionsachse
senkrecht kreuzt?

16. Eine Gerade g ist durch ihre Spuren G, und @, gegeben:
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e G é é,

8) (5, 30 (20 9, b) (1, 40 (60, 2,
¢ (5, —3,0 (1,0 —2), 4 (2, —4,0) (1,0, 3),
o) (1, —3,0) (6,0, —4), (1, —40 (0 1,
g6 380 (1,0 —4), b) (2, 3,0 (7,0 —2).

Man zeichne die Risse der Geraden g.

Darstellung ebener Flichenstiicke

17. Ein Dreieck A BC ist durch die Koordinaten seiner Ecken gegeben. Man
zeiohne die Risse des Dreiecks.

A B (o)
a) (1, 6 3 4, 2, 9 (6, 4, 2),
b) (0, 4, 4) 2, 5 6) (5, 2, 3),
(3, 1, 2 (6, 3, 0 1, 4, -1,
d) (71 1: 2) (4: _l: —"1) (2’ 2: 1):
e (2, 4 2) 4, 3 6 6, 1, 1)
wie liegt die Ebene dieses Dreiecks zu IT,?
na 2 b @3 5 9 T 1, 2
wie liegt die Dreiecksebene zu IT,?
g2 3 3 4, 5 9 T 2 2y
in welcher ausgezeichneten Ebene liegt das Dreieck ?
h) (1, =2, 2) (3, —6, 6 (T, —4, 4);

wie liegt die Ebene dieses Dreiecks zur Ebene des vorigen ?

18. a)—h) Man denke sich fiir einen Augenblick die Dreiecke der Aufg. 17
ausgeschnitten aus einem Heftdeckel, der auf der AuBenseite blau, aut
der Innenseite weiB ist. Untersuche dann, ob im GrundriB und Aufri8
gleiche oder verschiedene Farben sichtbar wiren.’

19. Sprich das Ergebnis der Aufg. 18 allgemein fiir jede ebene Figur aus und
benutze dabei den Begriff ,,Umlaufssinn®,

20. Man zeichne ein Vierflach 4 BCD aus den Koordinaten seiner Ecken:

4 B c D
a) (1, 3, 4) 3,4, 1) 4, 1, 3) 2, 3, 2),
b) (2, 4, 3) 4, 1, 1) 3, 6, 8) (7, 2, 4),
e) (2, 5, 5) 4,1, 0) (6, 4, 6) (1, 2, 2).

Welches ist die vorderste Ecke? Welches ist die oberste Kante? Erdrtere
die Sichtbarkeitsverhiltnisse,
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21. Ein gleichseitiges Dreieck von der Seitenlange 3 om ist darzustellen; die
Dreiecksebene sei parallel IT,, die unterste Ecke falle in den Punkt (1,
1, 2), und die durch diese Ecke gehende Dreieckshthe stehe senkrecht
zu I1,.

22, Zeiohne ein gleichseitiges Dreieck, dessen Ebene senkrecht zu IT, steht
und von dem eine Seite paralle] a) zur Projektionsachse, b) zu I7; ist.

Die Wahl der anderen Bestimmungsstiicke (Seitenliinge, Neigungswinkel der
Dreiecksebene gegen I1,,Lage der Spitze oder einer Grundecke usw.) iét vom
Lehrer oder Schiiler zu treffen, z. B. im Falle b): Die Spitze zeigt nach unten
und hat die Koordinaten (5, 2, 1), die Seitenlénge betriigt 4 cm (Einheiten), die
Dreiecksebene bildet mit I7, einen Winkel von 45°.

23. Lose dieselbe Aufgabe wie Nr. 22, wobei IT, an die Stelle von I, treten soll.

24. Zeichne ein Quadrat von vorgeschriebener Seitenlinge in verachiedenen
Sonderlagen.

25. Von einem Kreise kennt man den Mittelpunkt M= (3, 3, 1) und den
Radius r=2 cm. Stelle den Kreis dar unter der Voraussetzung, daB die
Ebene des Kreises a) parallel I7,, b) parallel I, ist.

26. Von einem Parallelogramm A BCD kennt man die Koordinaten dreier
aufeinanderfolgender Ecken A4, B, C (Zahlenbeispiele sind aus Aufg. 17
und 20 zu wihlen). Man zeichne die Risse des Parallelogramms (Ge-
nauigkeitsprobe : Diagonalenschnittpunkt).

27. Man zeiochne ein sohiefes Parallelflach, von dem die Endpunkte dreier in
einer Ecke zusammenstoBenden Kanten 4B, AC, AD gegeben sind
(MaBe beliebig).

28. Von einer schiefen vierseitigen Pyramide, deren Grundfliche ein Parallelo-
gramm ist, kennt man drei Ecken der Grundfliche und die Spitze. Man
zeichne die Risse der Pyramide (MaBe beliebig).

29. Von einem schiefen dreiseitigen Prisma kennt man die Grundflache 4 BC

und den der Ecke 4 entsprechenden Punkt D der Deckfliche. Man zeichne
die Risse des Prismas.

Darstellung unbegrenzter Ebenen

30. Was versteht man unter den Spuren einer Ebene?
Benutze den Satz:,,Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegen ihre Spuren

in den gleichnamigen Spuren der Ebene‘‘ zur Losung der folgenden Auf-
gaben 31 bis 34:

31. Eine Ebene ist durch drei Punkte 4, B, C gegeben; man zeichne ihre
Spuren,
6 [2019]







































































































































































































































































































































































































































































































































































































































