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Saite A. Zahlenfolgen; das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion;
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Lérneinheit C 19 58
Lerneinheit C 20 59 .
Lerneinheit C 21 60 Lerneinheit A 1
Lerneinheit C 22 61 . . R el g ST B
Lerneinheit C 23 62 o 1 a) N zerfillt in die beiden z'allmengen e un s
Lerneinheit C 24 62 Ge ¢ N und U € N, Ferner gilt:
Lerneinheit C 25 63 - B a Pr ¢ U,
Lerneinheit C 26 64 Pr< N, Pré¢ G und Pr ¢
Lerneinheit C 27 65 Gen P, = {2} .
Lerneinheit C 28 66
Locnelnnsitic 29 a 67 o 2 a) Es handelt sich um eine Funktion, denn zu jedem x ge-
g und A gen 69 .
hdrt genau ein y. :
L8sungen zum Kapitel D: INTEGRALRECHNUNG . 78 Df :{x; x € G und |x|<ll}; Wf = {y; y = x° mit xeN und x<14}
Lerneinheit D 1 79 i
Lerneinheit D 2 79 b) keine Funktion
Lerneinheit D 3 79 ion: =W, ={0; 1; 2; 3; 4; 5; 6
Lerneinheit D 4 80 ¢) Funktion: Dg r { 5015 25 35 45 55 }
Lerneinheit D 5 80 - jons A e
Lerneinheit D 6 80 d) Funktion: Dg *
Lerneinheit D 7 81 ine F io
Lerneinheit D 8 81 e) keine Funktion i s
Laine.nhatt D2 82 )P tion: Do = {x3; x€ Pund 1 = x = 5J 3
Lerneinheit D 10 82 ) Funksion: D = {x; : 8y Ed)
Lerneinheit D 11 82 wf={y; yePund1 =y <2
Ub und A d 83

g) keine Funktion
h) Funktion: Df = Wg. =N
o 3a) Fir x ¢ P folgt y € P,
21
b) Fir y = 3
c¢) Strahl (ohne Anfangspunkt), der von allen Punkten auf g5

gebildet wird, die im 1. Quadranten liegen.

d) {[x;y]; xcPundxgéundy=x-1_}

1. a) M, = {37} b) M, =0 c) My = {15 3; 55 15}
d) und e) unendliche Mengen



2, a)

b)

a)

b)

c)

a
b
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d

e

a

b

)

)5

= =

)
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Miz Menge der reellen Zahlen, deren 2, Potenz eine
nattirliches Zahl ist. ( 0,5 ¢ M,)

M2: Menge der ungeraden Zahlen (2 ¢M2)

Mj: Menge der reellen Zahlen aufer 1 (1¢ MB)

My: Menge der reellen Zahlen x mit 2 < x < 3 (2¢ My)
Nl={x;x=3yundyeN} :

¢}

x§20}

N2={x;x=10yundy€
N3:{x;xeP und 10

noeo w2

(4), denn N = GN R*
2

V100=10; 83 =14; logg 1 =0

M3={35}; M, =0

(2): = 3; cos ¥ = -1

:sin 2 =1
(3): sin Z°3
(5): - 1g 10 = - 3
(6): T 1053 17
wahr: @ ist Teilmenge jeder Menge
falsch: 2 = 1g 100 ist Element, jedoch nicht Teilmenge
falsch: ¢ enth#lt kein Element
wahr: O = 1g 1
falsch: ¢ ist Teilmenge, jedoch nicht Element

|

klc Iz; klc 13; k2 < I3; kzc A15 k3¢ A:l; k}¢A2
Ilc 12; Iic. 13; I2 (- 13; I\3 < Ai; A3 cAZ; A2 c_A1
R1/2‘ A1 n 12, dazu k, und k,
Ryt Ay n 13, dazu k, und k3
R

1/3° AN 13, dazu k; und lc3

Lil'le =

Ly
¢

Lo

N G R* R P
a) z = 2 Jja Jja ja ja ®» Jja
b) z = %% nein nein ja ja ja
¢e) z &= % nein nein nein ja ja
d) z = - 0,05 nein nein nein ja ja
e) z=1- Jja Jja ja ja ja
f) z = - -1; nein nein nein Jja ja
g) z = 15 nein nein nein nein ja
h) z =3 ja Jja ja Jja Ja
i)z=-1 nein Ja nein ja ja
(ja' bedeutet z gehdrt der oben angefilhrten Menge an)
8, a) ja b) nein ¢) nein
d) nein e) ja f) ja
9. a) ja b) nein ¢) nein d) ja Y
0. )L={1,55 ®r={-15} oL =1‘;;"1}
a) L= {0} e)L =P
Hoa)L={35-3 ®L=¢ ) L = {25 - 3}
d)L={%;-%} o L ={- 3}
12, a) L, = {x_', x> - 3}; Lyre {x; x>§}; LyeLys Lyn Ly =
1
b) Ly = {x; X< - 3,1}; L, = {x; x>§-} 3
e) Ly = { 3 x> - Q} 5 Ly = {x; x> =2}; L,C Ly LyNL, =
da) L =,{x; X< - 1} 5 Ly = {x; x>-13}; L2¢ L, und L1¢L2;

Lln L2 = {x; -13 € x < -1‘}



13. a)
b)

keine Funktion
Funktion: Dg 2

We ={Y;Y=x2 undxeu}

c) keine Funktion

d) Funktion: Dg =

we ={y; ye
e) Funktion: Df = {x; x €

{x; X E€E

R und x # Of
Rund y # O}
P und|x|5/§}

W =fy.;ye punao iy s3]
£f) Funktion: Dg = P
We =G

14. a) Funktion
c) keine Funktion
e) Funktion

15. a) Menge aller
b) Menge aller

b) keine Funktion
d) Funktion
f) Funktion

unterhalb g,
oberhalb 9,

Q

Q
c) Menge aller Q unterhalb 94 und links der y-Achse
d) Menge aller Q oberhalb 9, und rechts der y-Achse
e) Menge aller Q oberhalb 9, und oberhalb g,
f) Q auf 94 und unterhalb 9,

Menge aller

Lerneinheit A 2

o 4 a) Anfang - 7;

jedes Glied ist jeweils um 4 gr8Ber als das vorhergehende.

eee3 53 93 13; 173

b

Quadratzahlen.

eee3 263 37; 50; 65;

Folge der Zahlen, die jeweils um 1 gr¥B8er sind als die

c

~d)

~

e

)

o5 ;)

b)

c)

o 6 a)

£)

o 7 a)

Folge von Briichen, deren Anfangsglied % ist, deren Z#hler
und Nenner jeweils um 1 grdfer werden, 'deren Glieder ab-
wechselnd positiv und negativ sind. = ...; %; -7 %; -9

Folge der Zahlen, die abwechselnd gréfer und kleiner als
1 sind und deren Abstand zur 1 jeweils der 10, Teil des
vorherigen Abstandes ist. ...; 1,001; 0,999; 1,0001;
0,99995 «ue

Folge der Zahlen, deren Glieder abwechselnd 1 und % mit
nZ2udne N sind . cers 15 %; 14 %; 0o

Folge der Zahlen, deren Anfangsglied /5 ist und deren
folgende Glieder durch Multiplikation von |2 mit dem
vorherigen Glied gehildet werden. sieiol} UVE; 8; 8/5;
165 weie”

(1) 25 55 8; 115 14 ) 35 15 3 4 3

() -15 1§ 25 45 (4) 03 -2; -63 125 =20
(1) 299; 1499 (2) 503 250

(3) 2,965 2,992 (4) -9900; - 249 500
(1) ag = 17 ® (2) a, = 15 agy = 17
(3) ay = -1; a, = 3, (€)) ay = 03 ag = =20

oy = U - 115 ay5 = 81 b)a.k=k2+1;a.23=530
a, = 5833 2048 -{—2

8400 = 5 * 100 + 2 = 502

Vergleich: explizite Zuordnungsvorschrift: Einsetzen von
k = 100 in a, = S5k + 2 und berechnen von a;n43 rekursive
Zuordnungsvorschrift: Berechnen von a, bis 399’ dann Be-
rechnung von a,,q méglich.



b) (1) ay = 3; a, = b ag=6; ap =9

c)a; =1; - a =2 +a

(2) a, ==1; a

(3) a4 = 13

15,20, 25

1. 2) 1; 9; 17; 25; 33 b) 3; 13; 13, 20, 23

10

d)
£)

a)
b)

c)

a)

b)

c)

a)

b)

e)

03 2; 6; 12; 20 e) -6; - %; . %; i %;

-2;%; CH -%;%

ay = 13 a.g = 25; 2300 = 100

az =.1; a1° = 25; a1 = =2; 335 = 100
Dt -2 ’

31='17;ak+1=ak_65 ak=-6(k+2)+1
T17; -23; <295 =353 <U1; <U7;°'= 535 -59

ay = 5; ak+1=ak-%; "k='lé("’1_;.

55 95 4; %; 3 33 z;g

By Ay apgqrSpsap e E}Tf

T L T N B W 5e
3 P 24° 120° 720° F0h0° 10320

80; 40; 20; 10; 53 2,5; 1,25; 0,625

_ ptask 2k
e SR Ll
TN RORE A0 N P A LY
’) 33 27 B1’ 2“3; 7 s 2]87) 5553

13
-8

< 6k - 11

.Sk

s §-anhBs o
W 1; =33 -11; -27; -59,8, = 5 - 2**

. 8. 32, 128
6. a) %;, CHE -Lg, =7

b)O;-é;O;O;O

Lerneinheit A 3

o 8 a) monoton wachsend

b) nicht monoton; monoton wachsend filr x < O;
monoton fallend fir x >0

c¢) monoton fallend

d) nicht monoton; monoton wachsend fir x So,
monoton fallend fir x 2 0

e) monoton fallend

A

o ol

f) nicht monoton; monoton wachsend fir %It 2k 7 Sx 7 +2k 7 (keG)

monoton fallend filr %3+ 2kir £ x £ 27 +2k (keG)

oga)al=-5; a=2
b)m = d; x = 0 folgt y = n; k =0 folgt a =2, - d; a4y -d=n

~ N 3 monoton wachsend fir d = O
¢) Arithmetische Folgen sind {monoton fallend fir 4 20

uany

Nach Definition gilt Byq " By T d.

010 a) Analogie wird zurlickgefilhrt auf d bzw. q.
at q; Addieren von d entspricht Multiplizieren mit q;
Angabe von expliziter bzw. rekursiver Zuordnungsvorschrift
ist mdglich.

b) Exponentialfunktionen

¢) Geometrische Folgen sind monoton wachsend fir a >0 und
q >1; flr a< 0 und 0 < q < 1; monoton fallend fir

a >0 und 0 <q <1, fﬂra<0undq§1.

11



12

a)
c)
e)
a)

b)

-

c

d)

a)
b)

c)

a)

Beweis: a, 4 - a; = a, * q -2 = a(q-1)

=a, » (g1

Wegen q > O gilt auch qk-:l >

o,
Demzufolge ist a1 " 8
positiv, wenn negativ, wenn '
.al>0undq>1 81<0undq>1
al<0und0<q<1. al>oum10<q<1.
Bei q < O liegt keine Monotonie vor, weil g¥~?1
stdndig das Vorzeichen wechselt,

monoton wachsend b) monoton fallend
monoton wachsend d) konstant

monoton fallend f) nicht monoton

a29< 10 5 330; :s”9 < 50 s 3150; aihgg < 500 M a1500
a, < 10 H 33 3 a,15 < 50 3 a6 3 5165 < 500 H 2166
33<10§au; a., < 50<=aB 3 a5, <5()0§(123
a;, < 10 ':‘aj 3 a3 < SO; ay ay < 500 ] 35

by > -5 =b, 3  bgy =120 = by,

"
o
wm
e

bu > =5 =120 =

b1 >=5 = b2 3 b12 -120 = b13

25 3,835 5,65 T»45 9,23 11 b) 153 7,5; 05 =7,5; -15; =22,5

~13 =33 =55 =73 =95 =11 d) 0,75 0,9; 1,15 1,3; 1,55 1,7

5. a)
b)
d

-

e)

6. a)
b)
c)

a)-

e)

8,55 T; 5555 43 2,551
3; 73 115 155 193 23
25,043 25,03; 25,02; 25,013

25,00; 24,99

i 2w 8y oms w29, o421
-2; %, X5 =33 o e

-72; -60; -48; =365 -24; -12

-10,5; =1,5; 7,5; 16,5; 25,5; 34,5 a5

26,5; 25; 23,5; 223 20,5; 19
44,85 -36,2; -27,65 -19;
-10,4; -1,8

=35 = ;; = %; -1; - %; %

7. 1a) ; 1d); 2a); 2y;-3a); 3c)

8. a)
c)
e)

b)
c)
d)
10, a)

b)
c)

d

-

35 6; 123 243 48; 96

a

asg =

215

b) 36; 12; U; -%;
o dde s %%; 2%% _
£) ~205 =53 - 25 - 125 - %5 - 2%¢

15

=12,5;
593
24,90;

b 2%;
963
= 115,
5,53
75,63

19,
=355

04,75 1,05 2,85 5,65 11,2 monoton wachsend

53547

-2; 25 =23 23 =2
-165 U3 -1; 35 - T%
= %; 53 -15; U5; -%

112, 56, 28, 14, ,
[L 3T 9 38

monoton fallend

nicht monoton

nicht monoton

nicht monoton

monoton wachsend

1000; 400; 160; 64; 25,6 monoton fallend

62

2
22875 31,855 9,15 2,65 525 = 0,743;
2, i 9,1

11, 1c); 1d); 1e); 24d)

63

2o
5iap7
)
257

” 2

L’i“" 0,212
9,1

-30,5
107
24,78

[\~
wiln

240

223,5
-12,5
178,8

Wiv

monoton
fallend

13



Lerneinheit A 4

o 11

o 12’

o 15

1.a)

b)

c)

a)

2.a)

b)

14

7 8 9 10 " 11 12
68,5 76,1 86,0 96,8 108,1 117,6

I II III v
28,2 26,6 28,0 27,6
a) sy = 8; s, = 19; 85 = 33; sy =503 85 = 70

8
b) 8y = 1; s, = 5; 55 = 14; sy = 303 85 = 55
(o]

c) sy = 0,15.5, = 0,12; s5 = 0,123;8, = 0,123438; = 0,12345

(a ) = (13 75 19; 37; 615 915 ...)

k-1 n-1 o n
kél £ kél q kgb =

8) gy =3 by - 1) =3 (3

b)g2k=2"-1; g3k=i§—1

ﬁb(Skq-j) = 3+8+413+18+23+28+33+38+143+48453
k=

- 1)

1. _ 1.1, 1, 1
]é)(,) -19349-4579.8-1-02%3

L R

LY
W
:
"
[N 5
+
o
+

5e

B, 1

*

c) )f’b 2" - i;'zk< i; k=l o )f’i 2P
n= k=i k= ps

a5 2F (oa1y b) f; &k
= &

) J : -1)% (hks2) a) éi a2 + k)
f= £

- _n

n n
1
a) Z 2k = n (n+1) ) X° = =
& » &y KO T ml

i y : k-1 . :
o L e Mokl e

14+ 199 = 3 + 197 =5 + 195 = ... = 200
50 « 200 = 10 000 = 100°

Es ist auch anwendbar, wenn die Summe eine ungerade Anzahl
von Summanden hat.

1+ 148 = 4 + 145 = ,,, = 149

25 « 149 = 3725

Verh#ltnism4B8ig bequeme Summenberechnung filr arithmetische

Folgen.
Uk ) qn+1 e
k=0 3
k _ 201 -q Fo Ll o
R A Bl
ki;% 2 g k=0 ;F 2"

15
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Lerneinheit A 5 2. a) 24 verschiedene Wdrter

o 18 a) H (0) : 7 ist durch
H (2) : 17 ist durch 5 teilbar,
H (3) : 25 ist durch 5 teilbar, (wahr) 3. a) Aussage glltig fir alle n = 3k

5 teilbar, b) 5.+ 4! = 51 = 120 e) Wy g = (k+1) wy
5
5
H (4) : 35 ist durch 5 teilbar, (wahr)
5
5

H (8) : 95 ist durch 5 teilbar, (wahr) b) keine Aussage iiber Gilltigkeit mdglich

H(10) : 137 ist durch teilbar, c¢) Aussage giiltig fir alle n
% 2
H (k-1) : (K% + k + 3) ist durch 5 teilbar. d) Aussage gilt filr 1 und alle geraden n

H (k+1) :* (k% + 5k + 11) ist durch 5 teilbar. e) Aussage gilt fiir alle n § 100
H (n+2) : (n? + 70 + 17) ist durch 5 teilbar. £) Aussage gilt fir alle n Z 3
H (2n) : (4n? + 6n + 7) ist durch 5 teilbar.
b) H (3) kié 2k =2y Lerneinheit A 6
q i: s = z: k ) = . 3n (n+1
H (5) =i02k'26-1 o}9h)k=12k 2k=1 C)l(ti;} 3‘l.ci;;lk T_—l
k=
-1 _ . . 2 Bl ed °
# =1y 4 2 T VR 0 20 a) Flir n = O gilt die Aussage wegen 0° = ————
k=
) b) Bei Beispiel A 15 h#tte n = O mit einbezogen werden
n+1 % 2 and 5
H (n+1) : Z 2k = %2 _ 4 kdnnen, bei Beispiel A 16 nicht.
k=0
> o 21 Natiirliche Zahlen:
ol 2n+2 i
H(2n+1) : 2k g g en -1 SSO =25 « 49 = 1225 (bzw, 25 + 51 = 1275 bei Beginn mit 1)
k=0
S100= 50 + 99 = 4950 (bzw, 50 +101 = 5050 bei Beginn mit 1)
1. a) mindestens 63 Umsetzungen Gerade Zahlen:

S50 =25 « 98 = 2450 (bzw, 25 .« 102 = 2550)

b) Man muB erst einen Turm aus k Scheiben vom Stift A auf den
8400750 + 198 = 9900 (bzw. 50 . 202 = 10 100)

Hilfsstift H bringen (u.k Umsetzungen), dann die gréfte

Scheibe auf den Stift B (1 Umsetzung) und nun den Turm aus Ungerade Zahlen:
k Scheiben vom Hilfsstift H auf den Stift B (u, Umsetzungen). S50 = 25 * 100 =. 2500
Rlso ist we, g = we # 1+ = 2u +.1 8100 = 50 - 200 = 10 000
ug = 2% - 1= 255; uyy =290 - 1= 1023
s & 518 2 4095 o0 22 Voraussetzung: z beliebig reell, z # 0, z # 1, n belieb@g
12 f n+ natilrlich
k z = 1
B t H =2 ___— =
c)un=2“-1 ehauptung k:Oz ==

16



3.

Beweis: % L0t _ : -
1. Induktionsanfang: 2 = 13

=205 = 9

=0 % = z=1

2, Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung:

Fiir beliebiges, aber festes n gelte i‘ X = = _—11
k=0

1 zk= Zn+2_ 1
S Zy= 4
Induktionsbeweis:
n+l

n
ST o2k z%z‘uz"*i
k=0 k=
241 . -
__fz — z

+
_znl

+1
2

Induktionsbehauptung:
Dann gilt auch

n+1

-1+ (z-1) Pl
z =1

N+l 14 zn+2 - gntl

z2~1

g2 p

T
Also folgt aus der Giltigkeit der Summenformel fir eine
beliebige, aber feste Zahl n die Gilltigkeit auch fiir
deren Nachfolger n+1. Die behauptete Summenformel gilt
fir alle natiirlichen Zahlen n,

a) 1(21 m = #' b) I:Lx:-:;l (bk=3) = ng2n-1)

c)kf‘,lwk-z):,}n (9n + 5)

b, a) 1+203 + 2.3:Y + '3.u-5 + be5.6 + 5.6.7 = 420

18

ss=.5_i"'_'['_8=ugo

1. 3 ! - _5
b) 5 * 5y * ez * TRt TremT C AR
= D
55—-51—
T R | 1 1 3
c) A T B A - Bl -
31

Mit k=0 k8nnte die Summation beginnen bei a) und d).

5. 2) 55y b) (n-1) .« 2"

o 23 Es wird von der Behauptung auf die Voraussetzung geschlossen,

1,a)n:} b)nzj c)n:O,n:l,n:5
= 0 n-3)
gy = A

Lerneinheit A 8

o 24 Statt % 1g 14 wurde 1g % gebildet.

o 25 a) Die Vermutung besteht zu, Recht.
ajg = 1,51 > 1,53 a5 = 1.,103 <1,5; ny =20

b) Der Vorzeichenwechsel hat seine Ursache im Dividieren
durch eine negative Zahl; denn es ist 1g 0,95 < O wegen
0,95 < 1.

1, a) n= 23 b) az, = 43

19



24 (an) = (5,25; 6,55 7,755 9; 10,25; 11,5; 12,75; 14; 15,25;
16,5; 17,75; 19; 20,25; 21,5; 22,75)

3.a) a; =3 b)s6=1§%; s_,:-’zi% ¢) n= 16

4, a) q = 0,8 b) ag = 7:0,8%% 1,17, ajo = 7°0,8%%091; ay<l
oY By = a% (1-0,87y » 27,66; sg = 0_22 (1-0,88) = 29,12

5. a) ca. 78° b) ca. 3025 m ¢) ca. 2100 m

6. (a;) = (205 27,65 38,1; 52,6; 72,5; 100) (Angaven in min~1)

T.a)R5 ‘q=3fi0~ 1,58
'ai = 1,585 ay = 2,515 a5 = 3,98; a, = 6,29
R10 q = %wl,zs
a, = 1,265 a, = 1,59; ag = 2,00; ay = 2,51; ag = 3,163
ag = 3,985 ag = 5,015 ag = 6,31; ag = 7,94

b) maximale Abweichung: 1,25 %

8. a) 1300,- M b) 1508,- M
Darstellung mit Hilfe. der Wertetabelle
nl|l41 2 3 4 56 7 8 9 10
a, 130 260 390 520 650 780 910 1040 1170 1300

b, | 130 264 403 546 694 846 1004 1166 1334 1508

9. a) 2960 000 m3 b) 2998000 m> ) 213000 m>

Weitére Aufgaben zu den Lerneinheiten A 2 bis A 8

1, &) a, = é’; ag = 1; a, = %; ag =3 2.,a) 0; —%; -1%; 1%3—3-
Byoy =g b= by=15 b=t B 1 05- 15051
1
e) eg = 53 °3=73' c) 0; 1; 2; 3; 4

20

" = 4k 209 . i _ 2k-1 4 >
37 ) ey =g 0 g =0 n s w51y a0)
baw. & = 7D (00); ay = A0 e T o BER 2k‘-'1 (k>0)
- k1 20) . - - =1 Z
b) ay = oK (k%0); ag = 1, ap,q T 5 At > (k=0)
bzw, ay = %’i’ (k>0); ay =1, a4 T % a, + ;_1 (k>0)
2 2
c)ak=k2+k 3oay =2, ap,q T+ 2 (k+1)
2 2
& s k (k+2) S 1« a = (k+1)° (k+3)
k k+1) (k+3 ’ 1 - 2.5 k+1 k k(k+2)2 (k+l)
81 24
4, a) %; 1 %; %; g%; =3 Tg; voe
3 17 3'18
n = 20; ajg = (2) a 985 <« 1000 < a5y = (5) ~ 1480
b) -1; 0,8; -0,64; 0,512; -0,4096; 0,32768; ,..; 1000 wird
nicht erreicht.
e) V3; 33 3V3; 95 9 V35 275 ...
n = 13; a5, = 3° = 729 < 1000 < a5 = 3 /3 =~ 1260
5. a) 7 b) 9 c) 8
* Zee1 _ 2k%e3k-2
6. = = === <1unda >0 filr alle k; (ak') 411t
k 2k +3k+1
(streng) monoton,
n
_ 4v2 _ n(2n-1) (2n + 1)
8. k-Z-'i (2 - 1)° = B2 2 20
Induktives Vermuten dieser Formel schwierig; deshalb Herleiten
n
aus Formel fiir ; K2 (vgl. Beispiel A 17 bzw. Zusammenfassung
=1 d
S. 48 )
9. Statt eines Beweises mittels vollst#ndiger Induktion kann auch

eine Herleitung der Formel unter Benutzung von

21



n m
2 2 2 2 2
2 f k< erfolgen: s, = k-2 (2k)° = k© - 8 X
i1 n Ig. kZ=:1 kgl k;tl
% fir gerades n,

Eizfﬂr ungerades n,

Ist vorher Aufgabe 8 bearbeitet worden, kann man sich auch auf
deren L8sung stiitzen.

11, 45 obs5 12, 226,1
13, a) ay = 223 = 3,90625 » 3,91; s, = 11,5125 & 11,5
b) n = 12 (a11 ~ 18,63 a4, = 23,3)

14% a) zu zeigen: Fir b = 553 gilt

2

3(a2 + b 4+ cz) -6 (a - b)2 - (a+b + c)2 = 0, (%)

b

-

Umkehrung gilt nicht, denn (%) ist auch erfillt filr

a = E%%; d,h. dafilr, daf (b, a, c) eine geometrische

Folge ist.
16, 13 Tage Maximaldosis; 191 Tabletten insgesamt

15.Ry =332 ;3 Ry = U5Q; Ry= 502 ; Ry = 792

Ry =106Q ; Rg = 1402 ; R, = 1882 ; Rg = 250 @
17. (ak) und (bk) sind geometrische Folgen mit 8, = 841 mm,
P g
bo = 1189 mm und q = 3 2.
Lerneinheit A 9
026 aber baer eabr rabe
abre bare ‘earhb raehb
aebr bear ebar rbae
aerb bera ebra rbea
arbe brae erab reat
areb brea erba reba

22

o 27 a) P5 = 5 « 24 = 120 Das 5., Element kann in jeder der
24 Permutationen von U4 Elementen an 5 verschiedenen
Stellen hinzugefligt werden.

b) Es gibt Ps = 6 ¢ 120 = 720 Einlaufmd8glichkeiten.

o 28 PB = 8! = 40 320 Wenn weniger als 8 Personen im Abteil
Platz nehmen, bleiben bei jeder Platzverteilung Plétze frei.
Da deren "Anordnung" fiir die Anzahl ohne Einfluf ist, ver-
ringert sich diese Anzahl,

1. Summe: 2664 2, 24 Permutationen a) 6 b) 7 c) 9

3. a) 5! = 120 b) 41 = 24 e) 21 =2

4, a) 2 « 4! = 48 b) 8! = 40320 e) 4 . U4! =96 d) 3! = 6

5.a)n+ 1" b)n! o)z @ n(ne1) ) (n-2)! + n
6. &) %k =7 b) x =5 e)xe N, x#$0 d) nicht 18sbar
7. P, = 7! = 5040; am 19,10,1993 wiederholt sich die Sitzordnung

Lerneinheit A 10

0 29 220; 650

o 30 drei Buchstaben; 6QWrter; vier Buchstaben; 120 Worter
finf Buchstaben; 120 Wérter

23
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o

1.

24

31 15 MSglichkeiten Lerneinheit A 11
XXx - XXX X
%00 oo o::: e o%o Sox 0 35 a) 6 + 15 + 20 = 41 > 32
XXX XXX XXX
Xx0 Xox oxx Xx0 XX0 oxXx b) Ja, Da jede Farbe auBen mit jeder anderen Farbe innen
XX0 X0X oxx oxx XOX XX0 kombiniert werden kann, ergeben sich zus#tzlich
oxxX YO _— 5 « 4 = 20 Pl4ttchen,
XOox XX0 oxXxX 100, _
1. (g7) = 75 287 520
1. 1 2 1 :
32 ¢, =1 € = 2 = = 2 5
1 2 G550 E305002 C3 =3 2. 63 Zeichen; z.B. X0 0o 7. a) (4:) =131983, 816
35 - 2 . 3 el < a o
B BER GeE gy e (Hg R4 :: ol g B (48 = 12 271 512
X
33 ¢2 = 10 cg =5
3. 14 4, 10 Punkte 5, a) 80000 Anschlilsse
3 of = ‘(—)'l—k'!'n-knl . L = Ik b) 3-199.960 Verbindungen
Te KT Tn=(n= 5
s : » 6., 260 000 bzw. 676 000 polizeiliche Kennzeichen
den/2; die/3; eid/9; ein/10; nie/2} P ¥
a) 8450  b) 720 ;
4 e a) 132 Ubungen und. Anwendungen
2) n(n-1) b) n! ¢) gn! a) (n+1)1 n? 3.2, 5. 1
: 2 i 1. a) (m-)= (15 25 53 35 21 355 west)
a) 84 b) 3 4
5 c) 495 (zjn.) iy o % % Tg ,4.;'.; g
n = 3 3 3 3 £l ve o
213 abceg; abefg; adefg; bdefg
(i?,) = (43 8 l% Eg g%g )
b El 3 3 1 £ 3 e
a) 21 b) 120 .
il i = S b) (Ei) f&11lt streng monoton ab n = 2,
10 A
a) (7,) = 210 b)Y (17y = (174 _
y ) (3) = 3) 680 (2") ( . i
15 14 f411t monoton (ab n = 2 streng monoton).
e) (73) + (7)) = 546 a) (1;) - (1111) = 330 nT
yn
2 _ 6y _ w2 6+2-1 ( ) f411t monoton ab n = 3 (ab n = 4 streng monoton).
8)Cg =) =15 b)) Yeg = (*2Y < (]) - 21, aun., F: : '
Cg + 6 =21 (nlf) f&11t monoton fiilr jedes x € Nabn = x =1, abn = x
streng monoton,
35y -
(73) = 32u632; (33) = 52360; @g) < 6545 o
- (%,—) whchst streng monoton.
25



2, a)nZ1 b)ng2

3.08) - b) - oNiel. = MNP

4, Eine Dreieckfliche enthdlt 35 + 33 + 31 + ,,, + 1 Ziegel.
Das ergibt 18 Schichten, mithin 224 Ziegel. )
Eine Trapezfliche enthilt 65 + 63 + 61 + ,.., + 31 Ziegel,
Das ergibt 864 Ziegél. Insgesamt werden 2376 Ziegel ohne
Abfall bendtigt, die 100 % - 8 % = 92 % entsprechen.
Bereitzustellen sind somit 2583 Ziegel.

5. 8) 215 § (n+1) b) 8 Schichten; h = ( 3 + 1) a

c) 110)9111@ % A3k lzc"\ -

6. ohne Beachtung der Reihenfolge: (g) z 410
bei Beachtung der Reihenfolge: %,!- = 60 (unzweckmiBig!)

7. a) 10 b) 15
Fir 10 bzw. 11 Augen gibt es jeweils 27 MOglichkeiten als
gréfte Anzahl,

8. a) 18 + 18! g 1,15 « 1017 b) 2 + 17 + 171 a2 1,21 . 1016

9. ADCB

10. a) (§) = 126  b) @+ (,%): 210 o) (%) . (g) = 1680
@D DD+ DS =m0

b) 5(6; 8)

11, a) 2(4; 6) e) (s; 1) d) 4(5; 6)
12, a) 63 D d 5
13, a) nach 6 Aufschwemmungen b) 1,6 ¢ 106 Bakterien

14, 5 « 10'5g

26

16.

17

18.

19.

15, a) t (in s) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

s (in m) 5 20 45 80 125 180 245 320 ko5 500
v(nms2I)[10 20 30 4 50 66 70 80 90 100

Die Wege bilden weder eine arithmetische noch eine geome-
trische Folge. Die Geschwindigkeiten bilden eine arithme-
o

tische Folge mit d = 10 m s ~,

b) nach unten:
t (in 8) 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
s (in m) 20 50 90 140 200 270 350. 440 540 650
v(nms?i)|25 35 45 55 65 75 85 95 105 115

nach oben:
t (in 8) _ 1.2 3 .4 5 6 7 8 9 10
s (in m) -10 -10 0 .20 50 90 140 200 270 350

v (dn m 5_1) -5 5 15 25 35. U5 . 55" 65 75 85

a) Halbwertzeit: 1570 Jahre b) Alter ca. 9000 Jahre

& . 2
a) 943 mbar b) rund 240 m (Tafel/Stab 2,44 - 10° m)

¢) rund 4800 m (Tafel/Stab 4,78 - 10> m)

180

woe 1, W, 22, w3’=‘3, W, 2

1234 61 2134 38 3124 58 4123 75
1243 54 2143 26 3142 27 432 56
1324 46 2314 47 3214 24 4213 37
1352 35 2341 51 3241 42 4231 48
1423 34 2413 54 W12 56 4312 62

1432 30 2431 42 2‘421 19 4321 34

Optimale Bearbeitungsfolge: w3 Wu w2 Wy mit der Einrichte-
zeit t = 19 min

b) Arbeitsaufwand sehr grof

27



20. a) 5 Jahre b) 1 200 000,- M 8, a) wahr b) wahr ¢) wahr

i <

(1£n L6 £ 9. a
(ay) = (195 25,65 34,6; U46,8; 63,1; 85,0)

- _ X o
21. a) (a ) mit a, =19 * 1,35 falsch b) wahr ¢) falsch

-

g 5 10. a) unbeschrinkt wachsend 11. a) unbeschrdnkt wachsend
i = & n- <
b) (b, ) mit b, = 68 » 1,045 (1 =n 56) b) unbeschrinkt fallend b) /
(b)) = (68; 74,15 7U,4; 77,8; 81,3; 85,0) c) unbeschrénkt wachsend ¢) unbeschrinkt fallend
| a) / d) unbeschrinkt wachsend

¢) nein; q = 1,046

Lerneinheit B 2
B Grenzwerte von Zahlenfolgen und Funktionen

o 6 a) jedes n mit n > 100 b) jedes n mit n > 1000
Lerneinheit B 1 : = . - s
(1. a) G, = 0; G exist., nicht 2, a) G exist. nicht; G, =1
0 2 (1) monoton wachsend (2) monoton fallend b) G, =1; G, =2 b) G, = 05 G, =1
(3) und (4 i . 3
3) (4) nicht monoton ) 6, = 2; G, exist. nicht ¢) G, = 03 G, exist. nicht
ol (anilheziﬂ:‘;lunbe?chrﬁnkt fallend, wenn fiir jede beliebige '3, a) Wegen a_ > 1 filr alle n ist 1 eine untere Schranke von (ay).
ree al H i .
e s gilt: fir fast alle n ist a, < s. Eine noch gr8RBere untere Schranke kann es nicht geben, da
sich 1 + —é beliebig wenig von 1 unterscheidet, wenn man
1. a) monoton wachsend -1%a »
s nur n genfigend grof wihlt,
b) monoton fallend b < a =6
¢) nicht monoton -1 = a, T BeJedesin it w3 10
2. a) monoton fallend a, fo h 4, a) Wegen a < 2 fiir jedes n ist 2 eine obere Schranke von (an).
b) & 4 < Eine noch kleinePe obere Schranke kann es nicht geben, da
monoto; a. = s s s .
n fallend 0 <a =1 sich 2 - ——-1“ beliebig wenig von 2 unterscheidet, wenn man
3 1 < < 10
c 1 - = =
) nicht monoton =8 =1 nur n genilgend gro® wihlt.
3. a) ja b) nein L a) nein b) Jja b) Jedes n mit n > 3

5.a)2<a_ =

W=D

A Lerneinheit B 3
6. z.B. (1) oder (-1 -1
(o 4 n>»5 o9 n > 1000

7. z.B, (3 + %) oder (5 +

Y12)

28 29,



3. a) jaj x = 1,023 x = 13 x = % 1. &) nicht konvergent
0 b) und c) monoton wachsend und nach oben beschrénkt;
deshalb nach Satz B 2 konvergent

b) ja; x = 6,009; x = =-0,001; x =

12
3 ; = -1,005; S = .-
4. a) ja; e »005;3 x s = 0,98 d) nicht konvergent
b) jaj; x = 0,499; x = 0,505; x = 0,501
: 2, 2a), b) und c¢) monoton fallend und nach unten beschrinkt; -des-
5. a) ja b) n > 1000 6. 2) nein b) n > 100 halb nach Satz B 2 konvergent
d) nicht konvergent
Lerneinheit B 4 3.8, =1 ag = 1,4636 ag = 1,5397
© 11 Wenn flr fast alle n die Folgenglieder a in der gew#hlten a, = 1,25 ag = 1,4914 a4o = 1,5497
E-Umgebung von b liegen, so gibt es nur endlich viele n mit 53 = 1,3611 'a7 = 1,5118
a, auferhalb der E-Umgebung von b, also nur endlich viele n . a 1,64
& A 5 a, = 1,4236 ag = 1,5274 ik
mit an in der E-Umgebung von a. Dann kann aber a nicht L e 8
Grenzwert von (an) sein im Widerspruch zur Annahme.
1, a) I-r%l - 1' < E ist gleichwertig mit n >é « Ist nun ¢ belie- Lerneinheit B 6
s M N s 2
b o b o ist = -1
1g vorgegeben, so ist die letzte Ungleichung filr fast alle o 18 (an 4 bn) = (gn Y3 (an . bn) = 1 n - )
n erfillt, 2n
a
" =2
n-1 _ 1 ’ 1 -n-1 , Lo 1 —“) = (2“
b)lr 2—,<€ ,n>ﬁ c)ln—-+1 <€ ,n>E bn n‘ 1
2
n-1 _ . 2 _ 2n+1 _ 2 . 1 019 cyn.= 28 21 45, c = = 1,495;
2.a),m ll<€ ,n>€ 1b),—3n— 3’<£ ,n>3—'_ 10 Eg 3453 100 Egg 3 H
- 2999 _ N = 29099 .
in , 1 ; 1 c1000 = 308 = 149955 10000 = S0GGG © 1+499953
c) | == + <€ ;n>=— )
2n " 2 2€
. =29 .
; ©100000 * 200088 = 1.499995
3. b) n > 10 (100; 1000) 4. b) n >10 (100; 1Q00) 1
) ad 020 Ym 3n-1 _lim 3 -2 3
5. a) ja b) ja c) nein 5, a) ja b) nein c) ja D "3 Tp-e 2 2
' +1 n-
1oa) (g, +0) = B, (e, - b)) = (8525
Lerneinheit B 5 2 a
S . : (a, - b ) = (3n220-ly (’n) - (&5
0 13 (a,) ist monoton wachsend; G, =0, G = 15n1012‘ 8, &4 B 8 2n? by any
. 1lim .5 lim = =1
o 14 G, = 0; 1im .o 8), 1 (2, + b)) = 3 anl (a -b) =3
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lim . o 1im (an L3
n—ee (& *by) 'g n—seo b—) -2
lim ,7n_+ 1, _ 1im 1, _
20 n-—>e (-n_) = e W F 2 A7
Lerneinheit B 7
lim 1 _ lim 1 lim 1 _ -
021n->-o_3_n4.—_2'n_.,°ﬁ'0'0'0
n n
limi_liml.lim_i__o'o_o
Nemoe nH T N :3 n-ee n = =
lim lim 1 1in 1
n =0.0=0

1.

3.

32

1
n—»’:g_n—»o-;ﬂ'n-.,.

a1 Bl )0 Mo )3 N3 oo
1 i)-2 Ko

a1 B2 )0 A0 &0 no g3
mo 12 i

Induktion ilber m

Filr m = 1 gilt die Behauptung ( n.{i‘m_c anl = al).

Es sei m eine beliebige natiirliche Zahl mit m Z 1,
]_:’}‘}?’fff:?‘:‘?‘f°{'3“§§?§?‘;‘?§‘ (anm) konvergiert gegen a™.
!:?c_lu].(tlcznsbghéupt.:?s:ng (anmﬂ) konvergiert gegen am*
Beveds for, Toktipadbenaimtune:
Es st a ™1 - ™. 4,
n n n

Nach Voraussetzung konvergiert a, gegen aj nach
m

Induktionsvoraussetzung konvergiert (aa.n ) gegen
a™, Dann gilt
1lim am+1= 1lim al, 1lim a =am-a=am‘1.

n-»e n n—eee n N —poo n

1

4, Von den unendlich vielen LYsungen wird jeweils eine angegeben:

a) (1+3) ) (1-2) &) (1+ (-1

5. Von den unendlich vielen L&sungen wird jeweils eine angegeben:

a) (-2 +2) b) (-2 -2) -2+ (1"

Lerneinheit B 8

o2358) (1)P; x 41 @YP (3B (MP; x$0 (BYP; x¢#2
b) x|-2 -1 0 0,5 1,5 2 3 y
(1) 1.0 1 1,5 2,5 3 b 5
(2) 2 1 os 0,5 1,5+, 2 3 B
f(x))] (3) 0 0,51 1,25 2,75 3 3,5 4
wl-1 -1 7 1 1 ., 4 1
sy - % = % -1 -2 2 1 % %

o 24 a) (1) und (3) sind streng monoton wachsend,
’ (4) ist monoton wachsend

b) z.B. (2) im Intervall <— 53 O> monoton fallend
(5) im Intervall (13 3) moncton fallend

e).xy = =2

1, a) x ¢ -2 e)y=x=-2

3.a) x $ -1 c)y=x2+x

A
d) in den Intervallen (=<, = 1) und (-1, - §> mono ton
fallend, im Intervall (- %, + o0 ) monoton wachsend

4, a) P 5.a) x $0
¢) (-1, 0> und {1, +e0) c) (0, to0)
d) Xyq ¥ -1, Xgo = 9 d) xXq = 15 Xy = -1
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Lerneinheit B 9

o 26

o 27

o 28

34

s 22, 7.2, 11, 13, 15, 17, 1
1555 %3 -Z: it Sl H 9;%

Es sei f(x) = c eine beliebige konstante Funktion, Xq eine
beliebige reelle Zahl. Ferner sei (xn) eine beliebige Folge

mit 1AMy ooy und x, # x

fewse *n o fir alle n.

o
Die Folge der zugehSrigen Funktionswerte 1st die konstante
Folge (f(x,)) = (c). Es ist

1im .« dm s
n—so0 f(xn) ® nsee® T G

: 1im P
Also ist x—=x, fx) =

Es seien Xo eine beliebige reelle Zahl, (xn) eine beliebige

N 1im -
Folge mit Newoo ¥n = X, Wnd x, ¢ Xo fiir alle n.

a) Die Folge der zugeh®drigen Funktionswerte ist die Folge

(F(x)) = (x). Es ist -

1im 1lim o
At fx,) = n-—-xn = Xge
Also ist 1My - Xg e

X—DXQ n

b) Die Folge der zugeh®rigen Funktionswerte ist die Folge
(£(x,)) = (5x,). Es ist

lim 11m lim _
n»eaTy) = (5%1) =5 o _pug %y = 5%e
< 1im _
Also ist % %, 5% = 5x%5.
= 1lim o _
g=5 .8 =1 s x>0 X =1

f ist flir alle reellen Zahlen x definiert; g ist fir alle
reellen Zahlen x mit x # O definiert., Fir alle x mit x # O
gilt f£(x) = g(x).

LI Sy e U8 gy e

lim  x2 - x -9 _ 1lim -
5 4oz ¥ =5 xw3 X+ =6
6. lim X2+ lx+ - lim (x+2) = 0

x—=>-2 "~ x+2 x=¥-2
7. Fir die Nullfolgen (x,) = (l) und (x-) = (- 'n%) gilt

1lim 1lim
fiar iz ) = und n_‘m’f(x) 1.

Lerneinheit B 10

029 d(x) = x®-5x+ 1, p(x)=5x3+5x. q(x) = —5—(x#0)
o}OX]'_i_ml(x2+5x+1)=7=2+5=_)1:f‘1(x EVIR

Der Vergleich zeigt Ubereinstimmung

1. a) 27 b) O c) 478
2. a) 81 b) O c) 2
3. a8) & -2 o-2 a-% e) -5
03 ’
b,a) -2 By -L ey Ay, )
* 5 5 5
£) 8,5
' 2
5.a) 1 b) 6 t.‘.)}xo
6. a) 1 b) T ) 2 axg

Lerneinheit B 11

1. a) stetig b) stetig
nicht definiert

GLI

¢) unstetig, da f an der Stelle O

Loy
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2, a) stetig b) stetig c) unstetig, da xl_i.mz f(x) nicht
existiert

3. a) - q)
u. a) - a)

Nach Definition B 5 sind die Funktionen stetig,

Lerneinheit B 12

0 31 a) Fir den eingezeichneten Wert y zwischen f(a) und f(v)
gibt es drei Stellen im Intervall <{a, b> » an denen der
Funktionswert jeweils y ist.

b) Die Funktion ist im offenen Intervall (a, b) stetig, je-
doch gibt es keine Stelle x im Intervall <a, b mit
f(x) =y,

o 32 Gibt es unter den Funktionswerten von f in einem Intervall I
eine kleinste Zahl, so nennt man diese das
Minimum von f in I.

1. a) f ist stetig im Intervall {0, 2) ; £(0) = -3, £(2) = 1
Nach Satz B 6 hat f im Intervall <0, 2 eine Nullstelle.

b) f£(1) = -11, f(2) = 116

2. a) £(1) = -5, f(2) = 4 b) !‘(%) =1, £(1) = =2

3. f£(1,6) = - 0,304, f£(1,7) = 0,613

Damit gilt filr eine Nullstelle Xg ! 1,6 < X5 < 1,7,

4. Wegen f(1,6) = - 0,704 und £(1,7) = 0,313 liegt eine
Nullstelle im Intervall (1,65 1,7).
5¢8) Xz = T =

YMin = *May = 53 Yyax = ©

b) Die Funktion hat kein Minimum und kein Maximum,

36

1. a) nicht monoton, beiderseits.beschrénkt, = a

6. 8) xysn = 15 Yyip = 73 XMax = 55 Ymay = 6

1 s ~ e 3
b) XMin = 4 YMin = 7‘_ Die Funktion hat kein Maximum.

7.' f geniligt den Voraussetzungen des Satzes B 6, Wegen

f(a) < 0 < £(b) ist O eine Zahl zwischen f(a) und
f(b), Nach Satz B 6 gibt es dann im Intervall

(a, b) wenigstens ein x mit f£(x) = 0, also eine
Nullstelle.

Ubungen und Anwendungen

1lim 3
Bl o]
b) nicht monoton (fir alle n mit n 2 3 wéchst (an) streng
monoton), beiderseits beschrénkt, um o, oy
Ne—»oce N
lim

¢) streng monoton fallend, beiderseits beschrénkt, Mg N 1

d) nicht monoton (filr alle n mit n 2 2 whchst (an) streng
monoton), nach unten beschrinkt, wéchst unbeschrdnkt

e) monoton wachsend, nach unten beschrinkt, wichst unbeschrinkt

f) monoton fallend, beiderseits beschrénkt lim a =0

'n —>e n
g) nicht monoton (fiir alle n mit n Z 2 monoton fallend),

beiderseits beschrénkt, nl_l’“_"an =0

h) nicht monoton, beiderseits beschrénkt; ;]_'.m:lh 0

i) monoton wachsend, beiderseits beschrénkt, n]i':e a =2
k) monoton fallend, beiderseits beschrénkt, n:_l:..r‘n a =2
2, a) |V_i -0l<6 ist 4quivalent mitn>—€1! (€ > 0).

n

Ist nun € beliebig vorgegeben, so ist die letzte Unglei-
chung filr fast alle n erfiillt. Also ist (L) eine
Nullfolge. v—
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1
3. a) Es sei K eine beliebige positive Zahl. Zu zeigen: 40 ) g 1= (5) T
..a) 8 = x =
Bur fast alle n gilt {n > K. n -2 T

] = 3
2
fn > k ist Zquivalent mit n > k2, Es gibt nur endlich
viele natiirliche Zahle_q n mit n §-K2. Folglich muB fir 5y b o 4 - 2n+1 = B (sn) wichst unbeschrinkt
fast alle n gelten n > K2 bzw. fn > K. n -1
1 2 3 4 5
4. a) Es sei K eine beliebige positive Zahl. Zu zeigen: 11, a) _q | 4 | & | q | a | g
Fir fast alle n gilt —— > K. 0 0,81 | 0,729 | 0,6561 [0,590u9
a 0,9 »9 s
. 1,4 1,1 11,21 | 1,331 | 12,4641 | 1,61051

;—- > K ist 4quivalent mit a, < %. Da (an) eine Nullfolge
n

ist, die nur positive Glieder.hat, mub fir fast alle n ) 0,910 = 0,348 678 440 1

gelten: Ianl =a < % und folglich a—l > K. “ 1.110 = 2,593 742 460 1
n
) n > ,.=3
b) Es sei € eine beliebige positive Zahl. Zu zeigen: c) 0,9" £ 1077 fUr n > 65
; X
Fir fast alle n,gilb‘a—1'<5 5 d) NS
n
Da (& ) unbeschrinkt wichst, gilt a, > % fiir fast alle n
i 12. a) (a,) = a3
und folglich auch a_l' = -a-1l<e ) n 13
n n

fir fast alle n.

6. a) 0 b) 0 c) 0 d) 0 e) konvergiert nicht

f) 0 g) konvergiert nicht h) konvergiert nicht i) %

T.2) 1§ b) -1

1 e . 1 lim o 3
1u.a)w=? ) h, =3 Q1 71 ) e) nheln T3
8. a) beiderseits beschrénkt; G = -1, G_ = 1: nicht monoton; lim L 27
i u * e g i d)V=% ®) npe 'n 726
divergent B gt
1 N 5 1
i 36, = - G, = 13 t oton; 6l 1 2.1 5
b) beiderse t.s beschran_kt, i 3 G, 1; nicht monoton; 15. a) 5 - % {2‘ b) 5y = 5ﬁ+ (E {E )s = 5 ﬁ+ 5
Grenzwert ist O, en (1 {_}n
. A 1= 1- (5 Y2
n 1 I 1 1 . 2
1 =3 30) i A=
9. Die Folge der Partialsummen ist die Folge s mit c) s, = iZ_il (2’ IE) = ﬁ = (2 r 2 r 1-3 z
{ =1, wenn n ungerade
8 =
n 0, wenn n gerade. 1im 1 R S
i o Hrs =32 1-1p (z+1
(sn) ist nicht konvergent. 2
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16.

o s o A - B, 10
T R R O
lim
©) e = 2 d) 198
AT TR .2, 2 2
e)a1_1,:=\2-6,a|3 73934 = 357 a5 = 35

f) an = ETE?TT

a) z.B. p = 5n b) z.B. p=10n

c) z,B. p = n? d) z.B. p=1
- lim %
18.7a) Es sei hewo 3n = @ Bei jedem positiven € gilt fiir fast
alle n:
lan -al<e bzw, '(an-a) -0 <€, dh.:

19,

40

(an - a) ist eine Nullfolge.

Umkehrung analog,

b) Es sei & eine beliebige positive zahl, Fiir jede natiirliche
Zahl n gilt:
a, liegt in der €-Umgebung von O genau dann, wenn ,an,
in der €-Umgebung von 0 liegt. Also gilt

1lim lim
n—e 2n = O genau dann, -wenn A= ,anl =0,
- 2.4 s | !
@ az=2, a =3 ag=3 a ==z
1 n-1
b) a, = 32 . (;{)
i,n
o sy =32.17 @ . 8 TR
q = 3 1
4
d) (an) f£411t monoton; beiderseitig beschrénkt; obere Grenze:
32, untere Grenze existiert
(sn) wdchst monoton ; beiderseitig beschrinkt; untere Grenze:
32, obere Grenze existiert.
. lim e Vo lim A 128
n—see h ’ ne °n T T3

20.

21,

22,

a) 8 b) § Q) 17
da) - 2 e) 6 f) o
2 - 5
g) 1 n* -3 0% -3
Man zeigt:
Flir jede beliebige Folge (xn) mit 1lim X, = X,

n-eo
N
und x, # ¥o

sowie x, €U fiir alle n gilt:

lim (u (xn) + v (xn)) =9gq * 9.

n--ee . :

Sei (x.) eine beliebige Folge, die den Voraussetzungen geniigt.
n

lim v(x) = 9, ist dann

X X

o )

Wegen 1lim u(x) = 94 und
X = X
lim u(xn) =9, und 1lim v(xn) = g5
n = e0 n-eoce
Nach Satz B 4 ist dann
lim (u(xn) + v(xn)) =g, + gy, was zu zeigen war,
N=co .
a) Angenommen, g ist negativ.
Dann gibt es eine € -Umgebung von g
(z.5. €=,
die kein Folgenglied von (an) enthdlt,
Widerspruch zur Voraussetzung, daB8 g Grenzwert von (an) ist.

b) Angenommen, g ist positiv.

Dann gibt es eine €-Umgebung von g, die kein Folgenglied
von (an) enthdlt.

c) Ist g >0,
so gibt es eine
Zahlen enthdlt,
pa fiir fast alle n gilt: a,
ist’ a, fiir fast alle n positiv.

€ -Umgebung von g, die nur positive

liegt in der € -Umgebung von g,
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d) Ist g < O, Lerneinheit C 2

s0 gibt es eine €-Umgebung von g, die nur i ¢
negative - s dlinig gleichfSrmi
Zahlen enthilt, SRR : e
=&
Da f0r fast alle n.gilts s, Liegt in der - & tlasiing von L v = at; s = 3t" (gleichmiBig beschleunigte Bewegung)
ist a  fiir fast alle n negativ, : Sy = 8y
2 5

23. a0 03 wnad2; 3w (1)

) :
y 1. a) s 19,62 m b) ta 4,5 s
c) 0; ¥ wna G; 2 O x, = 0 wa 3 2) ~ 19, . _ ]
' c) at 1 s 0,1 s 0,01 s 0,0001 s
24, | _a b - - = &
E - 4) c) a) 22 | 24,52 mes 1 20,11 mes™' 19,67 mes”! 19,62 mes”?
16 1 .
s ; d) v = 19,62 m's |
Yyin | = 7 -5 o 1 ;
22p) at | os; 0,582 €os; 55>  {s; 25y S2s; 58 <1,5s; 3s)
f ﬁ- 025 ms-,1 1,6ms™!  1,5ms”! 2 ms”! 1,92 ms”!

c) v=2 ms_l|

C. Differentialrechnung

\ Lerneinheit C 4
2, a) oo~ 29,7° b) him 17,36 mn ~ 17 ai o6 £(1,5) =3,375; £(1,5 + h) = 3,375 + 6,75 h + 4,5 h® + h°
Lerneinheit ¢ 1 1.a) £1(y/3) =9 b £(-0,5 =2 2, a) £(y3) =9 b) £(2)=8 ,
o, &) 7 b) 1 3. 8) £x) =1 b) £'(x,) =2 x, Q) £'(xy) =x, ) £'(x,)=3x
02 a)m=2 b)m=—,} ’
4. a) y =9x - 6 (3; o« x 83,7° b) y = 8x - 8; «=82,9°
©3 a)h | 1 0,1 o,01 B) b ] 908y % oot ¥ i Y !
m |2 141 1,01 | o 0,9 0,99

Lerneinheit C 5

5 4 %
1. a) o x 63,4 2. a) tanoc = 1,25; o~ 51,32
B0 o 7 a) £'(x) ist der Anstieg des Graphen von f an der Stelle x.

B) o0 «153,4° [} b) tanec = - & n- 4,243, 103,31
' ﬁ ' £ b) f'(x) > O fiir alle x > 0; flir x > O widchst f streng monoton.
3-ly =x - 0,25; die Gleichung x2 = x - 0,25 hat nur,. Abe £'(x) < O fﬂ; alle x <.0; filir x < O fdllt f streng monoton.
18sung x = 0,5, . : An der Stelle O ist fdex‘ Anstieg des Graphen von f gleich
i Null.
4. m=- 4 e m = 1 . . -
e 2 o 8 £f'(x) = 0; der Graph der Funktion f(x) = c verlduft parallel

_zur Abszissenachse.
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1. a) £'(x) = 2x, £'(0) =0 b) £'(x) = x2, £'(0) =0
2, Anstieg der Sekante: 3
£10x) = 3x%; £'(x) = 3 gilt fir X; == 1undx, =1,

Lerneinheit C 6

© 9 a) 3; 2; 0,38; 0

@ lim [o+] =n3ilo,+nﬁx:l%,=o+o=o
S | 2 1 &
i S B T

1. a) stetig; nicht diffei‘enzierbar b) stdq; nicht differenzierbar,

2. a) wahr b) wahr

Lerneinheit C 7

1o 8(x) = u(x) + c; s'(x)

c) wahr

d) falsch

= u'(x)

2. @) £'(x) =g'(x) = h'(x) = 2x

3. a) £'(x) = 3x% + x

o) £'(x) =2x - Ly
X

e) f'(a) = 2a + 1

b) £'(z) = 2% + 22

d) £'(x) = x + 1

£) £'(x) = 2x + 1

Lerneinheit C 8
0 11 £1(x) = 3x? 4 2x - 1

012 2) £1(x)) =0+ Vlxy) +c v Vixg) =c - vilxy)

b) d (x) = u(x) - v(x)
Wir setzen v(x) = (-c) * f(x), wobei ¢ > 0. Dann ist
-v(x) = ¢ + £(x) und
d(x) = u(x) + c « £(x), Fir d'(x,) gilt nach satz C 1
d'(x,) = u'(x,) + ¢« £'(x;) =u'(xy) - v'(xy).

4 3

b) f'(x) = 12x c) £'(z) = z

2

1. a) £'(x) = 5x
d) u'(x) = (2x-7)(x3+5) + (x2-7x) + 3x® = s5x’-28x3+10x-35

e) g'(a) = (2a+1)-(a-2) + (a%+a) » 1 = 3a®-2a-2

2.8) £'(x) = 78 b) £1(x) = -3x> <) £(t) = 6t2 - 1’- + 3(t40)

t
a) v'x) = (1,5%%-6x) - (4x3- Zx) + (0,5x3-3x%). (12x%- |2)
12x° - 6ox® - 2 ﬁx3 +9 ﬁxz

"

e) w'(z) = (5z%+32%). (2243) + (2%+23) . 2

4, a) x =0 b) sy (ﬁ;o), s, (- ﬁ'.o)

c) y1=2ﬁx—6;

@ < 73,9°

¥ =-2V3x - 6; x,~106,1°

5.% H(n): s, (x) 2 f’ ug(x);  s'(x) = fj u'
i=1 L — AN
H(n+1): Speq (X)) = S (x) + Y (x)
n
Sae (%) = Sp0x) + ul,(xy) = g uj (%) +7ut, (x,)
n+1
' = '
Sne1 (%) = = uj (x)

44

= 122° + 152% + 823 + 922
)
3. a) x 10 0,5 0,5 2 -2 b) £1(1) = 4
f'x) o 0,5 -0,5 32 -32 Yy =4x-1,5
4. a) P,(1; 0), P,(0; 1) b) £'(0)=0,£'(1) =3
c) £1(-1) = 3
5. £100 = sxtraxdeaxeantt 6 £100 = 8x + Px? 4x-5

7. a=3

8. £'(x) = 2u(x) * u'(x)
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