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Zur Benutzung des Buches

In diesem Buch ist der Lehrstoff, der in den Klassen 1 bis 10 der zehn-
klassigen polytechnischen Oberschule im Mathematikunterricht be-
handelt wird, in knapper iibersichtlicher Form dargestellt.

Mit Hilfe dieses Buches ist es mdglich, den im Unterricht behandelten
Stoff zu wiederholen. Das wird besonders dann nétig sein, wenn der
Lehrstoff zuriickliegender Klassen nochmals durchgearbeitet werden
soll.

Das Buch gliedert sich in die Kapitel A, B, C, D und E und weiter-
gehend dann in Abschnitte, die durch Nummern angegeben werden.
In der duBeren oberen Ecke einer jeden Seite wird durch Zeichen der
Art »> A2 bzw. A2 « auf den jeweils auf dieser Seite behandelten
Abschnitt hingewiesen.

Des weiteren wurden in diesem Buch folgende Kurzzeichen und
Symbole verwendet:

Wichtige Sitze und Definitionen. Zur besseren Unter-
scheidung wurden hierbei die Wérter SATZ bzw. DEFI-

» NITION jeweils vor den Text gesetzt, und es wurden die
Definitionen mit einem roten Raster unterlegt.

] Beispiele

7 ,,siehe' - Hinweis auf ein anderes Stichwort
Phi Ub  Physik in Ubersichten (Titel-Nr. 02 09 05)

ChiUb  Chemie in Ubersichten (Titel-Nr. 03 09 07)

Taf Tafelwerk Mathematik - Physik - Chemie
Klassen 7 bis 10 (Titel-Nr. 00 07 15)

Die Sitze wurden in den Fillen bewiesen, in denen der Lehrplan den
Beweis vorschreibt. In allen anderen Fillen wurden keine Beweise
aufgenommen.
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A1

A1 Allgemeines

Aussagen

Aussagen sind entweder wahr oder falsch.

8 Aussagen wahr oder falsch | Hinweis
Die Stadt Dresden liegt an der Elbe wahr
Das chemische Element Schwefel falsch 2 ChiO,
ist ein Metall Seite 10, 77
Die natiirliche Zahl 7 ist eine Primzahl wahr 7 Primzahlen,
Seite 26

(s falsch

Es gibt eine natiirliche Zahl x, fiir die wahr 7 Primzahlen,
gilt: x ist gerade und x ist Primzahl Seite 26

n Fiir jede natiirliche Zahl x gilt: falsch 7 Primzahlen,
Wenn x ungerade ist, so ist x Primzahl Seite 26

In den Beispielen 5 und 6 treten Variablen im Zusammenhang mit
nes gibt ein* bzw. ,fir jedes' auf. Hiufig kommt es auch vor, daB diese
Variablen in Gleichungen, Ungleichungen und sprachlichen Sitzen nicht im
Zusammenhang mit ,,es gibt ein bzw. , fiir jedes* enthalten sind.

B 3)5x+7=03 b)27 > x+' =
c) xist kleinstes gemeinsames Vielfaches von yund z

/ Variablen, Seite 65
/ Gleichungen — Ungleichungen, Seite 65f.
/ Kleinstes gemeinsames Vielfaches, Seite 29.

Ausdriicke wie in diesen Beispielen sind keine Aussagen, denn diese Aus-
driicke sind weder wahr noch falsch. Aus Ausdriicken, die Variablen ent-
halten, ergeben sich jedoch Aussagen, wenn man fiir die Variablen (aus
einem vorgegebenen Grundbereich) einsetzt oder wenn man |, fiir jedes*
oder ,es gibt ein* vorsetzt.



B 5x+7=03 5:3+7=03 f

5:(—134)+7=03 w
Es gibt eine natiirliche Zahl x mit f
Sx +7=03

2>x+nm 27> 04+ 7 w
277> 25+~ f
Fiir jede natiirliche Zahl x gilt f
27>x+n

xist k. g. V. 24ist k. g. V. von 6 und 8 w

von y und z 48ist k. g. V. von 6 und 8 f
Fiir jede natiirliche Zahl x gibt es eine natiirliche | w
Zahl y und eine natiirliche Zahl z, so daB x
k.g.V.vonyund z ist.

Sitze

Die wahren Aussagen in der Mathematik werden Sitze genannt. (Man be-
achte die unterschiedliche Bedeutung des Wortes ,,Satz" in der Mathematik
und in der Sprachlehre!)

Jeder Satz (im mathematischen Sinne) muB bewiesen werden. In das Buch
,,Mathematik in Ubersichten* wurden aber nur in den Fillen die Beweise
aufgenommen, in denen der Lehrplan die Behandlung der Beweise for-
dert.

/ Beweise, Seite 12

Sitze haben hiufig die Form ,Wenn ..., so ...". Nach dem Wort ,,wenn*
werden eine oder mehrere Voraussetzungen angefiihrt. Das Wort ,,s0"
leitet die Behauptung ein.

B/ Kreis und Gerade, Seite 196: Wenn A der Beriihrungspunkt einer Tangente t
an einen Kreis um M ist, so steht der Radius AM senkrecht auf t.

B  / Teilbarkeit von Summen, Seite 27: Wenn a|b und a|c, so gilt auch
alb+c

Im letzten Beispiel sind in dem Satz zwei Voraussetzungen enthalten, nim-
lich (1) a|bund 2)a|c.

Oftmals muB man einen Satz in Gedanken umformulieren, um Voraus-
setzung und Behauptung zu erkennen.

B / Kongruenzsitze, Seite 169: Zwei Dreiecke, die in zwei Seiten und dem ein-
geschlossenen Winkel iibereinstimmen, sind kongruent. Also: Wenn zwei
Dreiecke in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen, so
sind sie kongruent.
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Man erkennt die Voraussetzung: Ubereinstimmung in zwei Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel.

Im folgenden Falle wird eine Aussage iiber alle Dreiecke gemacht (All-
aussage):

/ Innenwinkel eines Dreiecks, Seite 164: In jedem Dreieck betrdgt die Summe
der Innenwinkel 180°. Das heiBt: Y
Fir jedes Dreieck ABC gilt: Wenn «, B,y die Innenwinkel des Dreiecks
ABC sind, so betrigt die Summe dieser Winkel 180°,

/7 Beweis einer Allaussage, Seite 12

Umkehrung eines Satzes

10

Man erhilt die Umkehrung eines Satzes, indem man in diesem Satz Voraus-
setzung -und Behauptung vertauscht. Mitunter ist die Umkehrung eines
Satzes keine wahre Aussage, also kein Satz. Die Giltigkeit (oder Wahrheit)
der Umkehrung eines Satzes muB ebenfalls bewiesen werden.

/ Sétze iber das Parallelogramm, Seite 184: Wenn ein Viereck ein Parallelo-
gramm ist, so sind die Gegenseiten (in diesem Viereck) jeweils gleich lang.

Die Umkehrung dieses Satzes lautet: :

Wenn die Gegenseiten in einem Viereck jeweils gleich lang sind, so ist das
Viereck ein Parallelogramm.

Bei diesem- Beispiel stellt die Umkehrung eine wahre Aussage dar.

Ein Satz und seine wahre Umkehrung kénnen unter Verwendung von
»... genau dann, wenn ...“ zusammengefaBt werden.

/ Sitze iiber das Parallelogramm, Seite 184: Ein Viereck ist ein Parallelo-
gramm genau dann, wenn jeweils die Gegenseiten gleich lang sind.

/ Beweis einer ,,genau dann, wenn‘-Aussage, Seite 13

Von Sitzen mit zwei Voraussetzungen kénnen auf verschiedene Weise
neue Aussagen gebildet werden, die man auch als »Umkehrung" bezeichnet.
Im folgenden Fall haben wir jeweils eine der Voraussetzungen als Voraus-
setzung der Umkehrung beibehalten.

/7 Stufenwinkel, Seite 159: (1) Sind zwei Winkel Stufenwinkel und (2) sind
die beiden geschnittenen Geraden zueinander parallel, so sind die beiden Winkel
kongruent.

1. Umkehrung (Die erste Voraussetzung wird beibehalten):

Sind zwei Winkel Stufenwinkel und sind die beiden Winkel kongruent, so
sind die beiden geschnittenen Geraden zueinander parallel.

Diese Umkehrung stellt eine wahre Aussagé dar.

2. Umkehrung (Die zweite Voraussetzung wird beibehalten):
Sind zwei Winkel kongruent und (liegen diese beiden Winkel) an zueinander
parallelen Geraden, so sind die beiden Winkel Stufenwinkel.

Diese Umkehrung ist nicht wahr.
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,,Es gibt ein‘, ,,es gibt hochstens ein‘, ,,es gibt genau ein‘

Folgende Formulierungen miissen sorgfiltig unterschieden werden:

a) ,,Es gibt ein* (stets im Sinne von ,.es gibt mindestens ein*; Existenz)

b) ,.Es gibt héchstens ein (bedeutet nicht, daB es eins geben muB; im Falle

der Existenz liegt Eindeutigkeit vor)
¢) ,,Es gibt genau ein* (es gibt ein, aber auch nur ein; Existenz und Ein-

deutigkeit)

| | Es gibt ein rechtwinkliges Dreieck. w
Es gibt hochstens ein rechtwinkliges Dreieck. £
Es gibt genau ein rechtwinkliges Dreieck. f
Es gibt eine gerade Primzahl. w
Es gibt héchstens eine gerade Primzahl. w
Es gibt genau eine gerade Primzahl. w
In jedem Dreieck gibt es einen rechten Winkel. f
In jedem Dreieck gibt es héchstens einen rechten Winkel. w
In jedem Dreieck gibt es genau einen rechten Winkel. f

Die Benutzung des bestimmten Artikels ist nur dann gestattet, wenn nachge-
wiesen ist, daB es genau ein Objekt mit den geforderten Eigenschaften gibt.

In der Gleichung 5 + x = 9 ist x = 4 die Lésung.

In der Ungleichung 5 + x < 9 ist x = 3 eine L&sung.

Logische Zusammensetzungen

Einzelne Aussagen und Ausdriicke mit Variablen kénnen zusammengesetzt

werden.
| und I< X X< T 3< xund x < 7 (kirzer: 3 < x<7)
oder n ist gerade; n ist gerade oder n ist ungerade
n ist ungerade (n ist gerade oder ungerade)
wenn, so 6|n;3|n .Wenn 6 |n, so3|n.
genau Das Viereck ABCD ist Das Viereck ABCD ist ein Parallelogramm
dann, ein Parallelogramm. genau dann, wenn die Diagonalen
wenn Die Diagonalen des des Vierecks ABCD einander halbieren.
Vierecks ABCD halbie-
ren einander.
nicht 3=4 nicht 3 = 4 (kiirzer 3 ¥ 4)
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Definitionen

Eine Definition ist eine Festlegung. Eine solche Festlegung erleichtert das
weitere Arbeiten mit mathematischen Begriffen und Aussagen, z. B. das
Fihren von Beweisen. Als Festlegung ist in der Mathematik eine Definition
im Unterschied zu einer Aussage weder wahr noch falsch.

Im vorliegenden Buch ,,Mathematik in Ubersichten* wurden Definitionen
und Sitze in der drucktechnischen Gestaltung deutlich voneinander ab-
gehoben.

B Beispiel fiir eine Definition ( Ordnung, Seite 23):
B Beispielfir einen Satz( Natiirliche Zahlen und gebrochene Zahlen, Seite38):
SATZ:
Die Menge der natiirlichen Zahlen ist eine Teilmenge der Menge der
gebrochenen Zahlen.
Beweise
Die Wahrheit einer Aussage muB bewiesen werden. Der Beweis eines
Satzes erfolgt in der Mathematik dadurch, da man, von geeigneten wahren
Aussagen (den Voraussetzungen) ausgehend, eventuell unter Beriicksichti-
gung von Definitionen durch logische Schliisse (z. B. Fallunterscheidung)
zur Behauptung gelangt.
Beweis einer ,,Allaussage** (Beweis von ,,Fiir jedes ... gilt ...*)
B/ Innenwinkel eines Dreiecks, Seite 164: In jedem Dreieck betrdgt die Summe

12

der Innenwinkel 180°.

Der Beweis dieses Satzes kann nicht fiir alle Dreiecke einzeln gefiihrt wer-
den, da es unendlich viele Dreiecke gibt. Man wihlt ein bestimmtes Dreieck
beliebig aus und fithrt den Beweis fiir dieses einzelne Dreieck. Der Satz
gilt aber nur dann als fiir alle Dreiecke bewiesen, wenn beim Beweis nur
Eigenschaften benutzt wurden, die allen Dreiecken zukommen.

Widerlegung einer Allaussage

Die Behauptung: Fiir jede natiirliche Zahl x ist x* + x + 11 eine Primzahl
ist falsch.

Beweis:

Fir x = 0, ..., 9 ergibt sich tatsichlich jedesmal eine Primzahl,
Xi= 0% 0+0+11 =11

H= 1T+41+11 =13 11, 13, 17 sind Primzahlen
xi=i2: 4+2+11=17

’
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Fiir x = 10 ergibt sich dagegen
+x+MM=121=1-11,
also keine Primzahl.

Durch diese Angabe eines einzigen Gegenbeispiels ist die Behauptung wider-
legt, d. h. die Aussage — Es gibt eine natiirliche Zahl x, fiir die x* + x + 11
keine Primzahl ist — ist damit bewiesen.

Beweis einer ,,Wenn - so‘‘-Aussage

Wenn eine natiirliche Zahl n durch 4 teilbar ist, so ist sie auch durch 2 teilbar.
Voraussetzung: Eine natiirliche Zahl n sei durch 4 teilbar.

Behauptung: Diese natiirliche Zahl n ist auch durch 2 teilbar.

Beweis:

GemiB Voraussetzung gilt 4| n. Nach Definition der Teilbarkeitsbeziehung
gibt es also eine natiirliche Zahl x mit n = 4 x:

n=2+2°X

Es gibt also auch eine natiirliche Zahl mit n =2-): namlich y =2-x.
Also gilt 2| n.

/ Teilbarkeitsbeziehung, Seite 26

Beweis einer ,,genau dann, wenn‘‘-Aussage

Eine ,,Wenn, so*-Aussage und ihre Umkehrung kénnen zu einer ,,genau
dann, wenn‘‘-Aussage zusammengefaBt werden.

/ Umkehrung eines Satzes, Seite 10

/ Sitze iiber das Parallelogramm, Seite 184: Ein Viereck ist ein Parallelo-
gramm genau dann, wenn jeweils die Gegenseiten gleich lang sind.

Das heiBt:

(1) Wenn ein Viereck ein Parallelogramm ist, so sind die Gegenseiten im
Viereck jeweils gleich lang.

(2) Wenn die Gegenseiten im Viereck jeweils gleich lang sind, so ist das
Viereck ein Parallelogramm.

Fiir den Beweis einer ,,genau dann, wenn'-Aussage hat man beide ,,wenn,
so'‘-Aussagen zu beweisen, aus denen sie zusammengesetzt ist.

Beweis durch Fallunterscheidung

Mitunter |48t sich eine Aussage nicht fiir alle Objekte, iber die die Aussage
getroffen wird, mit einem einheitlichen Verfahren beweisen. Dann teilt
man die betreffenden Objekte (erschépfend) in Klassen ein und beweist
die Aussage fiir jeden der sich durch diese Einteilung ergebenden Fille ge-
sondert. So muB zum Beispiel beim Beweis des Sinussatzes die Menge aller
Dreiecke in spitzwinklige, rechtwinklige und stumpfwinklige eingeteilt
werden.

/ Berechnung von schiefwinkligen Dreiecken - Sinussatz, Seite 120

13
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Indirekte Beweise

Ein indirekter Beweis wird gefiihrt, indem man die Verneinung der Behaup-
tung als richtig annimmt und aus dieser Annahme einen Widerspruch her-
leitet.

SATZ:

Es gibt keine natiirliche Zahl, deren Quadrat die Zahl 8 ist.

Beweis:

Annahme: Es gibt eine natiirliche Zahl mit n2 = 8.

Wegen .

<8<

muB fir diese Zahl n gelten:

2 < n<3 (Monotonie).

Das ist aber ein Widerspruch zu der Tatsache, daB es zwischen 2 und 3
keine natiirliche Zahl gibt.

A2 Grundbegriffe der Mengenlehre

Bilden von Mengen

14

Mengen werden gebildet, indem man aus einem zugrunde gelegten Bereich
von Dingen, dem Grundbereich, nach bestimmten Gesichtspunkten Dinge
auswihlt und zu einer Gesamtheit zusammenfaBt.

a) alle Schiiler einer Mitglieder des Chors dieser Schule
bestimmten Schule

b) alle Geraden einer Ebene alle Geraden dieser Ebene, die eine vorgegebene
Richtung haben

c) alle natiirlichen Zahlen alle natiirlichen Zahlen, die durch 3 teilbar sind und
zwischen 10 und 30 liegen

‘Eine Gesamtheit von aus dem Grundbereich ausgewihlten Dingen nennt

man Menge. Als Variable fiir Mengen benutzen wir groBe lateinische
Buchstaben, evtl. mit Indizes, z. B.: M; N; A; My Mi; M,

Die Dinge, die dieser Gesamtheit angehéren, nennt man Elemente der
betreffenden Menge. Als Variable fiir Elemente benutzen wir kleine

“lateinische Buchstaben, evtl. mit Indizes, z. B.: x; y; a; b; X, X, X,.

/ Variablen, Seite 65
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Angabe von Mengen

Man kann eine Menge angeben, indem man simtliche Elemente dieser Menge
angibt. e

B M= {12, 15; 18; 21; 24; 27} bedeutet, daB die Menge M von den Zahlen
12, 15, 18, 21, 24 und 27 und nur von diesen Zahlen gebildet wird.

Um mitzuteilen, daB z. B. a Element der Menge M ist oder z. B. y nicht
Element der Menge N ist, schreibt man:

ae M gelesen: ,,a ist Element von M* oder ,,a Element M"

y ¢ N gelesen: ,y ist nicht Element von N* oder ,,y nicht Element N*.

Im allgemeinen werden Mengen dadurch gebildet, daB man einen Ausdruck
mit einer Variablen angibt, fiir die man aus dem betreffenden Grundbereich
einsetzen kann.

Zur Menge gehdren dann genau diejenigen Dinge (Objekte), fir die der
Ausdruck bei der Einsetzung wahr wird. Das kénnen endlich viele oder
unendlich viele Objekte sein. Im ersten Fall spricht man von endlichen, im
zweiten Fall von unendlichen Mengen.

B 2) Grundbereich: Menge der natiirlichen Zahlen
Vorschrift: x € A genau dann, wenn x + x = X.
Die Menge A besitzt als einziges Element die Null, A = {0}; denn 0 + 0 = 0.
Fiir jede andere natiirliche Zahl x gilt:
X+ x=2x % Xx.
B b) Grundbereich: Menge der natiirlichen Zahlen
Vorschrift: x € B genau dann, wenn x - x = x.
B = {0; 1}. B ist eine Zweiermenge.
B ¢) Grundbereich: Menge der natiirlichen Zahlen
Vorschrift: x e C genau dann, wenn x = 7.
C ist die Menge der natiirlichen Zahlen auBer der Zahl 7.
Die Menge, der kein Element angehort, wird die leere Menge genannt, in
Zeichen o.
B Grundbereich: Menge der ganzen Zahlen
Vorschrift: x € D genau dann, wenn x + 1 = «x.
Die Gleichung x + 1 = x wird durch keine Einsetzung zu einer wahren
Aussage; D enthilt also kein Element.
Es gilt also: D = 0.

Teilmengen
Sind in einem Fall alle Elemente der Menge M auch Elemente der Menge N.
so nennt man M eine Teilmenge von N, in Zeichen M < N (gelesen: M ist
Teilmenge von N).

B Die Menge M, der durch 4 teilbaren Zahlen ist Teilmenge der Menge M,
der geraden Zahlen: M, = {0; 4;8;12;16; ..}; M, ={0;2;4;6;8;...}.
Wir schreiben M, = M,.

15



A2

Die Menge

M ={1;2;3;4)

ist eine Teilmenge der Menge

M, = {1;2;3; 4};

denn jedes Element der Menge M, ist auch Element der Menge M,. Wir
schreiben:

M, = M,.

Die Beispiele unterscheiden sich dadurch, daB im ersten Fall die Menge M,
noch Elemente enthilt, die nicht Elemente der Menge M, sind. In einem
solchen Fall spricht man von einer echten Teilmenge und schreibt:
M, = M,.

In jedem Fall, in dem A < B gilt, gilt auch A < B. Bestehen wie im zweiten
Beispiel M, und M, aus genau denselben Elementen, so sind M, und M,
gleich, wir schreiben:

M, = M,.

Es sei N die Menge aller Biicher einer Schiilerbibliothek und M die Menge
aller Mathematikbiicher dieser Bibliothek. Es gilt dann: Die Menge M aller
Mathematikbiicher dieser Schiilerbibliothek ist eine echte Teilmenge der
Menge N aller Biicher dieser Bibliothek: M = N.

Entsprechend der obigen Erklirung der Teilmengenbeziehung gilt selbst-
verstindlich auch M < N.

Veranschaulichung der Teilmengenbeziehung

16

Zur Veranschaulichung von Mengen werden hiufig Punktmengen einer
Ebene verwendet, die durch geschlossene Kurven begrenzt sind.

Teilmenge M = N Echte Teilmenge M = N

a
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Durchschnitt von Mengen

Gegeben seien die Mengen M und N. ei M J{QM&A“. der geraden Zahlen, |

Die Menge D heiBt Durchschnitt der die Menge der Primzahlen. Es ist der

Mengen M und N, wenn fiir alle Elemente Durchschnitt derf Mengen M und N zu

x von D gilt: s il

xeMund xeN.

Man schreibt: 1

D=MnNN.

i}

1 | | | B [(Man=N | | B[(Man-g ]
Durch die Bildung des Durchschnitts wird den Mengen M und N eine
Menge M n N zugeordnet, ihnlich wie durch die Addition von Zahlen
a und b deren Summe a + b zugeordnet wird. Die Addition nennt man
eine Rechenoperation; entsprechend heiBt die Durchschnittsbildung eine
Operation mit Mengen.

B Gegebene Mengen - Durchschnitt

a) M ist die Menge aller Rhomben. M N N ist die Menge aller Quadrate.

N ist die Menge aller Rechtecke. (Diagramm: Fall 1)

b) M ist die Menge aller natiirlichen MN N ={910,11,12, 13, 14}

Zahlen n, fiir die gilt:

n<15.

N ist die Menge aller natiirlichen
Zahlen n, fiir die gilt:
n>8. (Diagramm: Fall 1)

17
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c) M ist die Menge aller Vierecke.
N ist die Menge aller Rhomben.

MNN=N /
(Diagramm: Fall 2)

d) M ist die Menge aller natiirlichen
Zahlen.

N ist die Menge aller Quadratzahlen.

MNN=N

(Diagramm: Fall 2)

e) M ist dieMenge aller Vierecke.
N ist die Menge aller Fiinfecke.

MAN=g

Es gibt keine geometrische Figur, die so-
wohl Viereck als auch Fiinfeck ist.
(Diagramm: Fall 3)

f) M ist die Menge aller natiirlichen
Zahlen n, fir die gilt:

n>'15.

N ist die Menge aller natiirlichen
Zahlen n, fiir die gilt:

n< 8.

MAN=g

(Diagramm: Fall 3)
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B1 Natirliche Zahlen

Nachfolger, Vorginger

Die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, ... bezeichnet man als natiirliche Zahlen.

Die kleinste natiirliche Zahl ist 0.

Jede natiirliche Zahl hat genau einen Nachfolger. Die natiirliche Zahl a
hat als Nachfolger die natiirliche Zahl a + 1.

Jede natiirliche Zahl auBer O hat genau einen Vorginger. Die natiirliche
Zahl a (a # 0) hat als Vorginger die natiirliche Zahl @ — 1. Es gibt keine
groBte natiirliche Zahl.

/ Nachfolgerbeziehung, Seite 24

Zehnerpotenzen

Die Zahlen 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000, ... heiBen Zehner-
potenzen. Das Zehnfache einer Zehnerpotenz ist gleich der nichstgréBeren
Zehnerpotenz.

In Potenzschreibweise schreibt man die Zehnerpotenzen folgendermaBen:

1 =10°10 = 10%; 100 = 102; 1000 = 103 usw.

/ Die Potenz d*, Seite 95

Grundziffer, Ziffer
Eine Ziffer ist ein Zeichen fiir eine natiirliche Zahl.
| ,0%,5% »12%;,,5058" sind Ziffern.

Im dekadischen Positionssystem werden die natiirlichen Zahlen mit Hilfe
von zehn Grundziffern dargestellt:

LR SR L L (5 T e L S L S

Diese zehn Zeichen sind also sowohl Ziffern als auch Grundziffern im de-
kadischen Positionssystem.

Dekadisches Positionssystem

Jede natiirliche Zahl 148t sich als Summe von Vielfachen von Zehnerpotenzen
darstellen. Dabei treten als Faktoren der Zehnerpotenzen nur die Zahlen
0,1,23,4,5,6,7,8,9 auf.

B DieZahlFinfhundertneununddreiBig
kann dargestellt werden durch die
Summe 5-10% 4 310! 4 9-10°, Bei
Verwendung einer Tabelle, in der

den Spalten Zehnerpotenzen zuge- 5 3 9.
ordnet sind, erhilt man folgende
Darstellung: ohne Tabelle: 539

20
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LiBt man nun den Rahmen der Tabelle weg, so erkennt man:

Jeder Grundziffer in der Ziffer einer natiirlichen Zahl ist eine Zehnerpotenz
als Stellenwert zugeordnet.

Der Stellenwert einer jeden Grundziffer ist stets das Zehnfache des Stellen-
wertes der rechts von ihr stehenden Grundziffer.

/ Multiplikation - ,,Faktoren®, Seite 22

10° 107 108 100 4080 108 10? 10! 100

1000 100 10 1
5 3 9
2 7 0 4 0 6

539 = 5-10% + 3-10! 4+ 9-10°
270406 = 2-105 + 7-10* + 0-10% + 4-10% + 0-10' + 6 - 10°

Zweiersystem

Jede natiirliche Zahl IaBt sich auch als Summe von Vielfachen von Zweier-
potenzen darstellen. Wir betrachten also die Potenzen 2° =1, 2! =2,
22 = 4,2 =8,2¢ =16 usw.

Dabei treten als Faktoren der Zweierpotenzen nur die Zahlen 0 und 1 auf,
da das Zweifache jeder Zweierpotenz bereits gleich der nichsthéheren
Zweierpotenz ist.

B Die Zahl Neunundfiinfzig kann dar-
gestellt werden durch die Summe
125+124+123+022
+ 1204120
Bei Verwendung einer Tabelle, in
der den Spalten Zweierpotenzen zu-
geordnet sind, erhilt man folgende ohne Tabelle: 111011 8
Darstellung:

LiBt man den Rahmen der Tabelle weg, so erkennt man:

Jeder Grundziffer ist bei der Darstellung einer natiirlichen Zahl im Zweier-
system eine Zweierpotenz als Stellenwert zugeordnet.

Um Verwechslungen mit dem dekadischen Positionssystem zu vermeiden,
benutzt man im Zweiersystem als Ziffern zuweilen die Zeichen ,,0" und , L*
statt ,,0 und ,,1*. In diesem Fall wird die Zahl aus dem obigen Beispiel
durch das Zeichen ,,LLLOLL" dargestellt.

LOL bzw. 101 1:22 4021 4+1:22=44+1=5
LOOL bzw. 1001 1:23 4+ 0:22 4+ 0-21 +1:2° =8+ 1= 9
LOLO bzw. 1010 1:23 4+ 0-2241:2140-2° =8+ 2 =10
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Addition natiirlicher Zahlen

Fiir je zwei beliebige natiirliche Zahlen a und b gibt es genau eine natiirliche
Zahl x, die die Summe der Zahlen a und b ist:

o -

Die Addition ist im Bereich der
natiirlichen Zahlen stets ausfiihrbar.

Eigenschaften der Addition

Fir alle natiirlichen Zahlen a, b und c gilt:
a + b =b + a (Kommutativitit),

a -+ (b+c) = (a+ b) + ¢ (Assoziativitat).
Die Assoziativitit bedeutet: Sind drei Zahlen zu addieren, so sind zwei Additionen
nacheinander auszufiihren. Die Reihenfolge dieser beiden Additionen ist dabei be-
liebig. Deshalb schreibt man auch nur a +b+c
Wegen der Kommutativitit und Assoziativitat kann man bei mehreren Additionen
die Summanden beliebig vertauschen und zusammenfassen.

a+0=0+a=a

Multiplikation natiirlicher Zahlen

22

Fir je zwei beliebige natiirliche Zahlen a und b gibt es genau eine natiirliche
Zahl x, die das Produkt der Zahlen a und b ist:

gebi= %, T

Die Multiplikation ist im Bereich der
natiirlichen Zahlen stets ausfiihr-
bar.

:ﬁgchnh‘;’ft«ﬁ der Multiplikation

Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b und ¢ gile:,
a-b=b.a(Kommutativitat), »
a-(b-c) = (a-b)- c (Assoziativitit).




B14m

Die Assoziativitit bedeutet: Sind drei Zahlen zu multiplizieren, sosind zwei Multi-
plikationen hintereinander auszufiihren. Die Reihenfolge dieser beiden Multiplika-
tionen ist dabei beliebig.

Wegen der Kommutativitit und Assoziativitit der Multiplikation diirfen auch in
einem Produkt mit mehr als zwei Faktoren diese beliebig vertauscht und zusammen-
gefaBt werden. ’ '

a-(b+c)=a-b+ a-c(Distributivitit)
SolleineSumme miteinem Faktor multipliziert werden,so kannman jeden Summan-
den mit dem Faktor multiplizieren. Dann sind die erhaltenen Teilprodukte zu ad-
dieren.

B 3-17=3-(104+7)=3-10+43-7 ~_

a1=1-a=a @-0=0-a=0

Wenn in einem Produkt wenigstens ein Faktor 0 ist, so ist das Produkt
gleich 0.

Umgekehrt ist ein Produkt auch nur dann gleich 0, wenn wenigstens ein
Faktor gleich 0 ist.

Zusammenfassend gilt:

I3 SATZ: )
Ein Produkt ist genau dann gleich 0, wenn mindestens ein Faktor gleich 0 ist.

Dieser Satz gilt auch fiir Produkte mit mehr als zwei Faktoren.

/ ,,Es gibt ein** — ,,mindestens*:—, Seite 11

Ordnung natiirlicher Zahlen

>

Schreibweise: a < b,

gelesen: ,,a ist kleiner als b*',

oder auch b > a,

gelesen: ,,b ist groBer als a"'.
Kiirzer: ,,a kleiner b'* bzw.
b groBer a*.

o

B a)Esgilt:3<5;denn3 +2=5und2 +0.
b) Es gilt: 99 < 100; denn 99 + 1 = 100 und 1 + 0.
¢) Es gilt nicht: 17 < 15; denn es gibt keine natiirliche Zahl x + 0, fiir die
gilt: 17 + x = 15. :
d) Es gilt nicht: 415 < 415; denn es gibt keine natiirliche Zahl x # 0, fir
die gilt: 415 + x = 415,

23
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a<b

(gelesen: ,,a kleiner gleich b) bedeutet,

daB entweder a < b oder a = b gilt, die Zahl a also nicht groBer als b ist.
a=b A

(gelesen: ,,a gréBer oder gleich b') bedeutet,

daB entweder a > b oder a = b gilt, die Zahl q also nicht kleiner als b ist.

B 2) Der Grundbereich sei N, und es gelte: xe M genau dann, wenn x < 5.
M=1{0;1;2;3;4;5}
b) Der Grundbereich sei N, und es gelte: xe M genau dann, wenn x < 5.
M=1{0;1;2;3;4}
/ Mengensymbole, Seite 7
/ Variablen — Terme, Seite 65 (Variablengrundbereich)
Der Bereich der natiirlichen Zahlen ist durch die Kleiner-Beziehung ge-
ordnet. Fiir alle natiirlichen Zahlen a und b gilt genau einer der Fille
a < bodera=bodera> b.

Nachfolgerbeziehung
Die natiirliche Zahl a + 1 heiBt der Nachfolger der natiirlichen Zahl a.
Fir jede natiirliche Zahl a und ihren Nachfolger a + 1 gilt a < a + 1. Das
heiBt, jede natiirliche Zahl ist kleiner als ihr Nachfolger.
Die Zahl 0 ist als kleinste natiirliche Zahl nicht Nachfolger einer anderen
natiirlichen Zahl.
Durch die Nachfolgerbeziehung sind die natiirlichen Zahlen zu einer Folge
angeordnet.
/7 Vorganger, Nachfolger, Seite 20

Zahlenstrahl

24

Eine Méglichkeit, die Ordnung der natiirlichen Zahlen zu veranschaulichen,
ist die Zuordnung der Zahlen zu Punkten eines Strahls. Dabei wird dem
Anfangspunkt des Strahls die Zahl 0 und einem beliebigen anderen Punkt
die Zahl 1 zugeordnet. Den im gleichen Abstand folgenden Punkten des
Strahls werden die weiteren Zahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge zu-
geordnet. Ein Strahl, dem die natiirlichen Zahlen auf diese Weise zugeordnet
sind, heiBt Zahlenstrahl.

/ Abbildung, Seite 57
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Subtraktion natiirlicher Zahlen

Die Subtraktion natiirlicher Zahlen ist die Umkehrung der Addition natiir-
licher Zahlen, d. h., zu gegebener Summe und zu einem gegebenen Summan-
den ist der andere Summand zu finden:

b+x=a
anders geschrieben:
x=a—b

Die Subtraktién ist im Bereich der natiirlichen Zahlen nur ausfiihrbar, wenn
der Subtrahend kleiner ist als der Minuend oder wenn der Subtrahend gleich
dem Minuenden ist.

 Eigenschaften der Subtraktion

Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b und c gilt:
u—a=0; a—0=a.
a-(b—c)=a-b— a-c falls die Subtraktion b — c ausfiihrbar ist.

Division natiirlicher Zahlen

Die Division natiirlicher Zahlen ist die Umkehrung der Multiplikation
natiirlicher Zahlen, d. h., zu gegebenem Produkt und zu einem gegebenen
von Null verschiedenen Faktor ist der andere Faktor zu finden:

b-x=a (b=0)
anders geschrieben:
x=a:b (b=0)

Die Division ist im Bereich der natiirlichen Zahlen nur ausfiihrbar, wenn
der Dividend Vielfaches des Divisors ist.

Die Division durch Null ist in allen Zahlenbereichen grundsdtzlich nicht aus-
fithrbar, da in solchen Fillen der Quotient nicht existiert oder nicht eindeutig
bestimmt wire, die Rechenoperation also kein eindeutiges Resultat hitte.

W a0-x=15 b)0-x =
s X=15:0 x=100
Eine solche natiirliche Fiir alle natiirlichen
Zahl x gibt es nicht. Zahlen x gilt 0+ x = 0.
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n Fiir jede natiirliche Zahl a gilt a: 1 = a.
Fiir jede natiirliche Zahl a auBer fiira =0gilta:a = 1.
, Fiir jede natiirliche Zahl a auBer fiira = 0gilt 0: a = 0.

Teilbarkeitsbeziehung

Schreibweise:

a|b.

Gelesen:

1,0 teilt b** oder

1,a ist Teiler von b''.

>

B a)Esgilt4|12;dennesist 4 3 =12,
Wenn a Teiler von b ist, so nennt man b Vielfaches von a. Auch das 1-fache
und das O-fache jeder natiirlichen Zahl a heiBt Vielfaches von a.

Fiir jede natiirliche Zahl a gilt:
(1)ala M 4|4, denn4-1

= 4, (3)1]a ™ 1]4,denn1-4=4.
(2)al0 M 2|0 ,denn2-0=0,

Gerade Zahlen, ungerade Zahlen

»
Eine gerade Zahl b |4Bt sich stets in der Form b = 2n darstellen.
Eine ungerade Zahl b laBt sich stets in der Form b = 2n + 1 darstellen.
Dabei.ist n eine natiirliche Zahl.

Primzahlen

>

Die Zahl 2 ist die einzige gerade Primzahl. Es gibt unendlich viele Prim-
zahlen.

» Primzahltabelle, Taf, Seite 18
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Teilbarkeit von Summen

>

SATZ: (Teilbarkeit einer Summe b + c)
Wenna|bunda|c,soa|b+c.

/ Teilbarkeitsbeziehung, Seite 26

Es gilt 13 | 208.
Begriindung: 13 | 117 und 13 | 91, also auch 13 | 117 + 91, d. h. 13 | 208.

Die Umkehrung des Satzes iiber die Teilbarkeit einer Summe gilt nicht.
Die Umkehrung lautet:

Wenna|b+ ¢, soa|bunda]c.

Das folgende Gegenbeispiel zeigt, daB dies nicht gilt:

a=7,b=39%c=3
Esgilt a|b + ¢, namlich 7|39 + 3,d. h. 7| 42.
Es gilt aber weder a | b noch a|c.

/ Umkehrung eines Satzes, Seite 10

Teilbarkeit von Produkten

| 2 SATZ: (Teilbarkeit eines Produkts b - c)
Wenna|bodera|c,soa|b-c.
Das bedeutet: Wenn eine natiirliche Zahl a Teiler von mindestens einem
Faktor eines Produktes ist, so teilt a das ganze Produkt.
B 78400, denn 8400 = 84 - 100 und 7 | 84
Die Umkehrung des Satzes iiber die Teilbarkeit eines Produkts gilt nicht.
Die Umkehrung lautet:
Wenna|b-c,soa|bodera]c.
Das folgende Beispiel zeigt, daB dieser Satz nicht gilt:
B o=14b=16,c=21
Es gilt a| b - c, namlich 14|16 - 21, d. h. 14 336.
Es gilt aber weder a | b noch a| c.
Teilbarkeitsregeln

Mit Hife der folgenden Sitze iber die Teilbarkeit kann man schnell
feststellen, ob eine gegebene Zahl durch 2, 3, 4, 5, 8, 9 oder 10 teilbar ist,
ohne daB man dividieren muB.

10 Eine Zahl ist genau dann durch 10 teilbar, wenn ihre Ziffer mit ,,0'* endet.

2 Eine Zahl ist genau dann durch 2 teilbar, wenn ihre letzte Grundziffer eine durch
2 teilbare Zahl darstellt.
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4 Eine mindestens zweistellige Zah! ist genau dann durch 4 teilbar, wenn ihre
letzten beiden Grundziffern eine durch 4 teilbare Zahl darstellen.

8 Eine mindestens dreistellige Zahl ist genau dann durch 8 teilbar, wenn ihre
letzten drei Grundziffern eine durch 8 teilbare Zahl darstellen.

5 Eine Zahl ist genau dann durch 5 teilbar, wenn ihre Ziffer mit ,,0'* oder W't
endet.

9 Eine Zahl ist genau dann durch9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar
ist.

3 Eine Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teil-
bar ist.

Primfaktorenzerlegung

28

Wird eine Zahl in Faktoren zerlegt, die simtlich Primzahlen sind, so nennt
man eine solche Zerlegung Primfaktorenzerlegung.

17640 = 2 - 8820
/\

=2-2-4410
N\
=2-2-2-2205
AN
=2-2-2-3-735
A
=2-2-2-3-3-245
=2-2-2-3-3:5-49 Wir schreiben kiirzer:
17640 =2-2-2-3-3.5-7-7 17640 = 23-32.5.72

Jede natiirliche Zahl auBer 0 und 1 I3Bt sich in Primfaktoren zerlegen. Dabei
wird im Falle einer Primzahl diese Zahl selbst als Primfaktorenzerlegung
aufgefaBt.

Wenn man eine bestimmte Reihenfolge der Faktoren (z. B. der GréBe nach)
festlegt, so kann man sogar sagen:

Jede natiirliche Zahl auBer 0 und 1 148t sich auf genau eine Art in Primfaktoren
zerlegen.

Die Zahlen 0 und 1 kénnen nicht in Primfaktoren zerlegt werden; denn
2 ist die kleinste Primzahl. Wiirde man die 1 zu den Primzahlen hinzu-
nehmen, so wire die Primfaktorenzerlegung nicht eindeutig.

So wiren zum Beispiel:
1:2%2-5 und 19.2%.5
dann zwei verschiedene Primfaktorenzerlegungen der Zahl 20.

/ Primzahlen, Seite 26
/7 Primzahltabelle, Taf, Seite 18
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Kleinstes gemeinsames Vielfaches (k. g. V.)

Eine Zahl, die Vielfaches mehrerer natiirlicher Zahlen ist, heiBt gemeinsames
Vielfaches dieser Zahlen.
Zu gegebenen Zahlen gibt es unendlich viele gemeinsame Vielfache.

/7 Teilbarkeitsbeziehung, Seite 26 (Vielfaches)

112 24 3 |48 |60 72 84

613

£

16 32 i 3 64 80

24 72

48 96,144,192 ...

Bei dieser Definition wurde die Null ausgeschlossen, da sie Vielfaches (das
0O-fache) einer jeden Zahl ist. Wiirden wir die Zahl Null nimlich nicht aus-
schlieBen, so wire das k. g. V. beliebiger Zahlen stets 0.

Zur Bestimmung des k. g. V. kann die Primfaktorenzerlegung verwendet
werden.

Das k. g. V. von 24, 28 und 49 24 =23
ist zu bestimmen. 28=12- 7
49 = ”

k.g.V.:22-3-72 =1176

Zur Berechnung des k. g. V. wihlt man aus den Primfaktorenzerlegungen
der gegebenen Zahlen die jeweils héchste Potenz der auftretenden Prim-
faktoren aus. Das k. g. V. ist das Produkt der so ausgewihlten Potenzen.

7 Die Potenz a, Seite 95

Gemeinsamer Teiler

Eine Zahl, die Teiler mehrerer natiirlicher Zahlen ist, heiBt gemeinsamer
Teiler dieser Zahlen.

21 42
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Der groBte gemei Teiler gegeb Zahlen ist die gréBte Zahl,
die alle gegebenen Zahlen teilt.

Zahlen, die auBer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben, heiBen zueinander
teilerfremd.

Da die Zahl 1 Teiler einer jeden Zahl ist, ist sie auch stets gemeinsamer
Teiler beliebig gegebener Zahlen. Bei der Aufzihlung gemeinsamer Teiler
wird sie deshalb nicht aufgefiihrt.

B2 Gebrocheqe Zahlen

Bruch
>
/ Geordnetes Paar, Seite 56
/ Natiirliche Zahlen, Seite 20
Der Nenner eines Bruches gibt an, in wieviel gleiche Teile ein Ganzes ge-
teilt wurde. Der Zihler gibt an, wieviel solcher Teile durch den Bruch an-
gegeben sind.
2]
1 3 =
3 7 5
>
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Kiirzen, Erweitern
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Man kiirzt einen Bruch,indem man Zihler und Nenner
durch einen gemeinsamen Teiler dividiert.

(Die hierin enthalteneMéglichkeit des Kiirzens durch1
wird beim Rechnen mit Briichen nicht benutzt.)

/ Gemeinsamer Teiler, Seite 29

weitern.

Man erweitert einen Bruch, indem man Zihler und
Nenner mit derselben von 0 verschiedenen natiirlichen
Zah!l multipliziert. Einen Bruch kann man stets er-

a

Die Briiche b

Kiirzen oder durch Erweitern auseinander

hervor, wenn gilt:

Gebrochene Zahlen

und — gehen genau dann durch

Hiufig wird zur Angabe einer gebrochenen Zahl derjenige Bruch benutzt,
dessen Zihler und Nenner teilerfremd sind.

Sprechweise: ,,Die gebrochene Zahl %“.

Diese Briiche gehdren ein und der-

selben Klasse an, denn

derselben Klasse an, denn
10 50 2 30 36 18

2
8 2 -~ 3 5 1
16 4 6 10 2
Diese Briiche gehéren ein und 16
derselben Klasse an, denn T
64 160 16 32 80
28 70 7 14 35
‘| Diese Briiche gehéren ein und 2
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Einen Bruch schreibt man mitunter als ,,gemischte Zahl*.

B 5 i bedeutet 5 + -2- Es gilt also:

3 3
2 5 2 15 2 17 i
=5+?=T+-3—=T+?=T.kurz.5

5 3

w| N
w| N

Darstellung der gebrochenen Zahlen am Zahlenstrahl
Die gebrochenen Zahlen kénnen Punkten eines Strahls zugeordnet werden.
/ Zahlenstrahl, Seite 24

!
r
0

1
T
5
1 1 7
Von zwei Punkten eines Zahlenstrahls, die verschiedenen gebrochenen
Zahlen zugeordnet sind, liegt derjenige weiter links, der der kleineren der
beiden Zahlen zugeordnet ist. Man sagt kiirzer: Von zwei verschiedenen
gebrochenen Zahlen liegt die kleinere auf dem Zahlenstrahl links von der
groBeren. ‘

1
T
1

R
ole
wlo A

Gleichnamige Briiche

Briiche mit gleichem Nenner heiBen gleichnamig, andernfalls heiBen sie
ungleichnamig. '

Gegebene gebrochene Zahlen lassen sich stets durch gleichnamige Briiche
darstellen, indem man zweckmiBig erweitert.

5]
27 . 15 . 22
RETERTRETY
b 54 i 30_ 44
) 3636 6
81 X 45 66
9SS
Hauptnenner
>

Um Briiche gleichnamig zu machen, bringt man sie zweckmiBig auf den
Hauptnenner, damit die Zahler méglichst klein bleiben.
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Hierfiir gibt es folgende Methode:

| ] Gegebene Briiche: Erweiterungsfaktoren:
7
L =983 5
168 168 =2°-3 7 15
d 20 =22 5 126
20 -
23 |126=2 -3 7 20
126 | HN: 23-3%2.5.7 =2520
24 15 7 105 . 9 126- 9 1134_ 23 20- 23 460
168  15-168 2520 20  126-20 2520 ' 126  20-126 2520

Ordnung der gebrochenen Zahlen

| 2 DEFINITION (der Ordnungsrelation): Schreibweise:
c
Die gebrochene Zahl % heiBt kleiner als die gebrochene % & T

Zahl %.wennu-d(b- c gilt.

Fiir zwei gebrochene Zahlen 2 und £ gilt genau einer der drei Fille:

b d
a<c oder 4 s ode a>c
— <= - = r —>-—.
b d b d b d
u AR Esgilt3-7< 5-5, also folgt — < —
5,7 Sgll 2 ,ISOOg15§7‘
8'16 Es gilt 823 > 11 - 16, also fol, 8‘\16
Ty s gilt > , also folgt TR T

Gebrochene Zahlen, die durch Briiche mit gleichem Nenner oder gleichem
Zihler dargestellt sind, lassen sich besonders leicht vergleichen.

(1) Gleiche Nenner (2) Gleiche Zihler
: T g S a a
enw dam\, wenn a P e T<-d— genau dann, wenn b > d
S S und a % 0.
3 5 3 5 7. T 7

7
1—7—;-—17Aus3<sfolgt F<F .?.? Aus 9 > 8 folgt ?<F
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Begrindung fiir (1):
% < % genau dann, wenn a-b < c-b (gemiB Definition der Ordnungs-
relation)

a-b < c-b genau dann, wenn a < ¢ (gemiB Monotonie der Multiplikation)
Begriindung fiir (2):

Es seia % 0.

%<%genau dann, wenna-d<a-b

a-d < a-bgenau dann, wenn d < b bzw. b > d.

Dichtheit

Die gebrochenen Zahlen liegen iiberall dicht. Das bedeutet:
Keine gebrochene Zahl hat einen Nachfolger bzw. zwischen zwei gebroche-
nen Zahlen liegen stets beliebig viele andere.

B Die Zahl -13—0 hat keinen Nachfolger. So kann etwa % nicht Nachfolger
sein, denn die Zahl % liegt zwischen beiden:
3 7 4
020 <710
Aber auch 7 ist nicht Nachfolger von 3 denn die Zahl u liegt
uch o5 ist n g g denn ahl 25 lieg
zwischen beiden:
3 - 13 7
0% 20

Auf diese Weise kann man fiir jede beliebige gebrochene Zahl, die groBer

als 13—0 ist, nachweisen, da sie nicht Nachfolger von 13—0 ist.

/ Nachfolger, Seite 20

Im Bereich der natiirlichen Zahlen gilt nicht, daB zwischen zwei natiirlichen
Zahlen beliebig viele andere liegen. So liegt z. B. zwischen 3 und 4 iiberhaupt
keine natiirliche Zahl. -

Reziprokes

34



















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































